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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

DEUXIEME CONCOURS DES « NOUVELLES ANNALES »
POUR 1897,

Résultat.

Aprés examen des Mémoires adressés a la Rédaction
pour le deuxiéme Concours de 1897, le prix a éié dé-
cerné 4 M. E. Duporce. Son Mémoire paraitra dans
I’un de nos prochains numéros.

PREMIER CONCOURS DES « NOUVELLES ANNALES »
POUR 1898.

Renseignements bibliographiques complémentaires.

A la liste des travaux i consulter, publiée dans le nu-
méro de novembre 1897, il y alicu d'ajouter ceux qui
suivent :

P. Duuem. — De linfluence qu’un chargement liquide
exerce sur la stabilité d’un navire (Bulletin de I’ Association
technique maritime, n°7; session de 1896). — Conditions né-
cessaires et suffisantes pour la stabilité de I’équilibre d’un corps
flottant(Procés-verbaur desséancesdelaSociété des Sciences
physiques et naturelles de Bordeaux).
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[C2k][H2a]
DEMONSTRATION D’'UN THEOREME RELATIF A L'INTEGRATION
D’EXPRESSIONS DIFFERENTIELLES ALGEBRIQUES
ET D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES ALGEBRIQUES,
SOUS FORME FINIE ;

Par M. Jurivs PETERSEN, de Copenhague.

Extrait des Gottinger Nachrichten, 1878, n° 3.

Traduit de I'allemand par M. L. LAUGEL.

Relativement a Vintégration d’une expression dillé-
renticlle algébrique se présente la question suivante :

Quelle forme une telle cxpression doit-elle avoir,
pour qu’il soit possible de représenter son intégrale au
moyen de fonctions algébriques et logarithmiques,
sous forme finie?

Cette question, résolue par Abel dans des cas parti-
culiers, est, elle-méme, un cas particulier d’une question
plus générale.

Fn premier lieu, aulicu de la fonclion Jogarithmique,
on peut se donner un nombre fini, d’ailleurs aussi grand
que Pon voudra, de fonctions transcendantes, qui, liées
entre elles et a des fonctions algébriques, devront étre
cmployées a la représentation de U'intégrale.

Dans cette hypothése générale, on peut également
parler d'une représentation sous lorme finie, pourvu que
chacunc des fonctions n'entre qu’un pombre fini de fois
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dans I'expression de I'intégrale. Relativement aux fone-
tions transcendantes, nous nous en tiendrons a I'hypo-
thése qu'elles sont définies par des équations différen-
uelles algébriques du premier ordre pour lesquelles il
existe un multiplicateur algébrique.

En second lieu, au lieu de la fonction intégrale pré-
citée, 'on peut supposer qu’'on demande ’intégrale gé-
nérale d’une équation différentielle du premier ordre, ce
qui conduit a la question suivante : Les variables x, y
sont lies entre elles par une équation différentielle
algébrigue du premier ordre; sous quelle condition
est-il alors possible de donner & Uintégrale gé-
nérale de cette équation différentielle la forme
u=f(x,y, c)=o0, ot ¢c désigne la constante ’inte-
gration, tandis que u peut étre représenté sous forme
finie, au moyen de fonctions algébriques et d’un
nombre fini de fonctions transcendantes données du
type précite.

Cette question, étendue au cas d’'un nombre quel-
conque de variables indépendantes, trouve sa réponse
dans l¢ théoréme que nous allons démontrer.

1. Une fonction algébrique d’un ou de plusieurs ar-
guments sera définie comme racine d’une équation algé-
brique dont les coefficients sont des fonctions ration-
nclles entiéres des arguments.

Les dérivées d’une fonction algébrique sont encore des
fonctions algébriques des arguments.

Nous nommerons fonctions hyperalgébriques des
fonctions telles que leurs dérivées soient des fonctions
algébriques des arguments. Telles sont, par exemple,
logx, arcsinx, les intégrales elliptiques, etc. Les fonc-
tions algébriques sont donc comprises, comme cas par-
ticulier, parmi les fonctions hyperalgébriques.
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2. Toute équation différentielle du premier ordre a
une variable dépendante © et a n variables indépen-
dantes vy, vay « .., v, peut étre ramenée a la forme

(1) dw +Nyde,+Nydvy,+~...—~ N, dv,=o,

ou Ny, No, ..., N, désignent des fonctions algébriques
des grandeurs v, vs, ..., v, et ©, qui satisfont aux
conditions d’intégrabilité connues.

L’équation (1) détermine, en général, v comme fonc-
tion transcendante des » arguments vy, va, ..., ¢,

Si les grandeurs N dépendent explicitement scule-
ment des grandeurs ¢, mais non de v, alors © est une
fonction hyperalgébrique des grandeurs o.

Nous désignerons par ¢ un multiplicateur du premier
membre de Péquation (1), et par U la fonction de vy,
Vay «u ., Yy 0 qui satisfait aux équations
ou U oU

(2) o==9 o ? Ovn

=oN,.

Tandis (u’une partie des recherches suivantes sont
valables d’une maniére générale, dans les n* 7 et sui-
vants, nous ferons I'hypothése particuliére que, parmi
les multiplicateurs en nombre infini, il en existe un gni
soit une fonction algébrigue des grandeurs ¢y, va, ...,
v, et w.

3. Si les variables v, vy, ..., v,, dont dépend la
fonction transcendaute o considérée dauns le n® 2, sont
des fonctions algébriques d’autres variables wy, w,, ...,
Wm,y (que Von doit regarder comme variables indépen-
dantes au licu des grandeurs ¢, la transcendante o de-
vient une fonction des grandeurs w.

Une expression qui renferme seulement des fonctions

algébriques d'une ou plusieurs grandeurs » et de leurs
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arguments o sera dite une fonction transcendante des
grandeurs w du premier échelon.

Une fonction transcendante du premier échelon, dont
les arguments w sont eux-mémes des fonctions trans-
cendantes du premier échelon par rapport 4 d’autres va-
riables (qui doivent étre regardées comme variables in-
dépendantes, au licu des grandeurs w), sera dite une
fonction transcendante du second échelon par rapport
a ces nouveaux arguments.

On peut, de cette facon, définir des fonctions trans-
cendantes d'un échelon aussi élevé que P'on veut.

Lorsque I'on considére une telle fonction, on peut
désormais supposer : 1° qu’aucune des transcendantes
en question ne soit réductible & un échelon moins élevé,
¢’est-a-dire qu’aucune de ces transcendantes ne soit une
fonction algébrique de transcendantes du méme type qui
soient toutes d’échelon moins élevé que cette transcen-
dante méme; ct 2° que le nombre des transcendantes
de I'échelon le plus élevé soit aussi petit que possible,
c’est-a-dire qu’entre ces derniéres et les transcendantes
d’échelon moins élevé aucune équation algébrique ne
puisse avoir licu. En effet, si les hypothéses définies (1°
ct 2°) n’étaient pas vérifiées, I'expression considérée se-
rait réductible A4 une autre plus simple, pour laquelle
ces hypothéses seraient alors vérifiées.

De ce qui précéde, il s’ensuit que toute équation algé-
brique, entre les transcendantes précitées d'échelon le
plus élevé ct d’autres transcendantes d’échelon moins
élevé, doit étre identiguement vérifiée par rapport aux
premiéres. En effet, si tel n’était pas le cas, une telle
équation pourrait servir & éliminer de ’expression 'une
des transcendantes el, par suite, a simplifier cette ex-
pression.
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4. Soit
(’;) (l_}/:P,dm,-+—P2dz'.z+...+ P/,vdd;‘/;

une équation différentielle algébrique donnée du pre-
micr ordre. Les grandeurs P sout, par conséquent, des
fonctions algébriques de @y, xa, ..., 2k €t y qui satis-
font aux conditions d’intégrabilité. Nous supposerons
qu’il est possible de mettre 'intégrale générale de cette
équation différentielle sous la forme

w=f(x, 2y, ..., Tp, ¥, 01, 0y, ..., Wp) = cONSL.,

ou f est une fonction algébrique de ses arguments et ou
les grandeurs » sont des fonclions transcendantes d’é-
chelon quelconque de xy, s, ..., xx etde y. On po-
sera maintenant

(’l) u:F(‘Tlvx%‘-"x/ﬁya w),

en désignant une des transcendantes de I’échelon le plus
élevé par v, et, en désignant par le signe I toute autre
dépendance relative aux arguments x ct 3, dépendance
de ces seuls arguments en ce sens que les autres gran-
deurs w dépendentde y et des grandeurs x (I7 est, par
suite, une fonction algébrique par rapport a w).

Ici, toutefois, il est fait exception du cas pour lequel
on a

€ U=W+W, ...+ 1,

ou u, est unc fonction algébrique etou W, Uy, . .. sont
des fouctions hyperalgébriques, tandis que, parmi les
arguments de ces fonctions, il peut se présenter des
fonctions transcendantes de échelon sccondaire (le plus
élevé, moins un ).

Dans ce cas d’exception, © désigneral’une des trans-
cendantes en question, d’échelon sccondaire, de sorte



(1)
que u, est une fonction algébrique de w, et que ¥,
¥, ... en sont des fonctions hyperalgébriques. Par
conséquent, dans tous les cas, © peut se présenter dans

cu e N .y
— seulement algebnquemeut et a coté de transcen-

nw

dantes du méme échelon ou d’échelons inférieurs.

o o
e .. . . ou ou
Dans les différentiations qui suivent, par 5 et
A a ‘ oy
. oF ¢oF .
on (‘)lll(;‘lldl'ﬂ l()ulOlll‘S — > — > €1 aLll'll)uant au sym—
b ()J‘,‘ ())'

bole ¢ la signification suivante : c’est une dérivée par-
ticlle par rapport a une certaine variable, en tant que
celle-ci se trouve explicitement parmi les arguments
de la fonction; nous écrirons, par conséquent, par
exemple

Ju _ du su dw

et Em e e —
or; Jdr; ow 0x;

Les conditions pour que ’équation différentielle (3)
soil intégrée d’une maniére générale par I'équation (4)
sont

5 su osu Odw S ou Jdw’
e = — \—-q—\——-)}’,»:o
(6) Jx; cw dx; oy sw dy,
(E=1,2, ..., k).

Par rapport a la transcendante w, ces équations sont
des équations algébriques; par suite des hypothéses
posées au n° 3, ces équations doivent donc étre identi-
quement vérifiées. On peut, par conséquent, différen-
tier par rapport a ® et I'on obtient

/ 82u  Budw  Su G [dw
( ‘ sxricw  ow? dr; ow ow \0x;
o) _
/ o2u S2u dw | du 6 [dw\|.,
+?-~c—+\—.,——|"--=—'—-) P;=o.
oy ow cw? dy ow ow \ 0y,

Muldiplions le premier membre de cette équation
par =, fonction de ¢, &y, ... ct de y, qui devra étre
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déterminée plus tard, et posons

P

On a alors

93 ‘82 u dw o2u cu da
o ma (o e )
ox; cw? ox; Jx; ow / ow 0x;
03 c2u Ow o2y Ju 0z
Bma (i oS o ) o oo
dy cw? dy Gy W, sw dy

Si Pon détermine maintenant la fonction 2 au movyen
des équations

8) Uz_a 3 /0w \ Jdx ¢ [dw
( dr; ow d;ri)’ dy e d)')
(la possibilité de cette détermination sera démontrée
plus tard), oun pourra écrire les équations (7) comme

il suit
03 93
(9) d—ljif"(;;, P;= o,

B . . dV
c¢'est-a-dire, lorsque nous remplacons P; par ——,
° . ox;
B = const.

De Ia résulte que, lorsque a vérifie les équations (8),

B=c est, soit une identité; soit une nouvelle forme

de I'équation intégrale de (3).
Il s’agit maintenant de démontrer qu’il existe Lou-

jours unc infinité de fonctions o qui vérifient les équa-
. \ N . 1 .
tions (8). Posons, a cet effet, « =~ ct nous obtien-

drons, x pouvant désigner aussi bien x; que ),
do S /0w
0= — - ~— (=
Jx ow d.r)
07 b (Sw Jdey | Sw deg )

ovy dr  ovs Ox

o2

w
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Mais, par suite de I'équation (1), :

Jdw
—_— == — LT .
()V‘ \"

&

= — N, N

7]
1)

. . dy .
et, par conséquent, puisque les grandeurs o e reufer-

ment pas w,

0o 8N| d()l 8N2 ()Vz + \)

"\ Cw Jz ¢w oz )7
Cetle équation est satisfaite lorsque © est un multipli-
cateur de (1); dans ce cas, en effet, I'on a

dp 8o dw | 8 dvy  So dvy
or  Sw 0r 8wy 0m  ovy om 7
ou
Se _ o(Niw) _ % AN
o Tew T Ve T %%
et, par suite,
n g (g g0y e
= Swh\dw  low T oz )
) (8’.\11 dey . 6Ng dvy | \
N Ge or Tz )

Or, comme la premiére parcnthése dans le second terme
de la précédente formule est identiquement nulle, on a

Jx dw dr = oSw Jr

0o <8N1 dvy  oN, dvg \
- — 0 T = .. ) = 0.
Par conséquent, si o est un multiplicateur de (1),
T . . ’ .
o = - satisfait aux équations (8).
? .
On a donc ainsi démontré le théoréme suivant :
Lorsque I'équation différentielle & une variable dé-
pendante
dy = Pydx, + Pydry=-... + Pi dxy
a pour intégrale

w=F(zy, 2, ..., ), w) =c,
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ou bien
¥4 Wy ...+ u =c,
oit w est une des transcendantes de I’échelon le plus
élevé, ou, dans le deuxieme cas, de 1'échelon secon-
daire, alors

N
R ou
(10) p

— == (/"1'/
[10]

est, soit une identité, soit une nouvelle forme de

l'équation intégrale.

5. Les équations de condition (6) sont des identités

C e, Jw .
var rapport 2 o. Les dérivées — renferment les con-
3
Jdx

stantes d'intégration de la fonction, non explicitement,
mais seuleiment en ce sens que les dérivées sont des
fonctions données de .

On peut donc attribuer aux constantes renfermées
dans o une valeur quelconque, sans que, pour cela,
u==c cesse d’étre une équation intégrale de (3).

6. Siu n’est pas dela forme

¥y =W+ -y,

et si (10) n’est pas une identité, on a deux formes de
I'équation intégrale

on doit, par conséquent, avoir

o2

u
(rn

)’

= .
: (uw)

6=
S

ou U" est une fonction inconnue. De li résulte que 'on a

(19) T ode {‘"([
w2 J vy T

v
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Le cas ot (10) est une identité est compris dans ce cas,
W (u) étant alors une constante. Dans ‘/‘4 dw, v scul
doit &tre pris comme variable.

La grandeur, dans le premier membre, cst une fonc-

tion de u. Soit (w) la valeur de o que nous pouvons
tirerde u=—c; ona

3 (H)
. du /‘
%) e ‘?(7} B olion ¥ oy

en sorte qll e
()

/ cdw=rc
Jiw

)

(14)

est une nouvelle équation intégrale. La grandeur (w) ne
renferme pas w, mais est une fonction algébrique des
transcendantes restantes.

On obtient, par intégration de (1),

w vy V.
(15 [ gdu f [ Ny Lo iy = [ [9Naus digt...= o,
*a b e

oua, b. ¢, ... sont des constantes quelconques et on
[9N4]. o, ... indique que P'on remplace o par a, ¢, par b,
et ainsi de suite. Par suite de cette équation, I'équation
intégrale (14) se transforme en

(16 / o dw + f [oN|qdey-=.. .= const.

tu '

A1)

7. Maintenant, nous admettrons ici une restriction,
en supposant que, parmi les multiplicateurs o de 1'é~
quation différenticlle (1), il y en ait un qui soitune fonc-
tion algébrique de w, v, va, ... (cette hypothése s’ap-
plique aussi aux équations différentielles qui définissent
les transcendantes restantes w;). Dans I'équation qui
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détermine w,

U=c¢e,
Uest alors une fonction hyperalgébrique de w, vy, vy, ...
Comme 'équation intégrale (16) est formée au moyen
de U=c, lorsque ’on remplace w par (w) (le fait que
cette substitution fournisse une nouvelle forme de I’é-
quation intégrale est aussi chose évidente), son pre-
mier membre est une fonction hyperalgébrique de (),
¥1y Va, +++; €L nese présente pas parmi ces grandeurs.

On peut donner, par conséquent, a I’équation inté-

grale, dans tous les cas, la forme

(17) ¥ = const.

ou " est une fonction hyperalgébrique de ses arguments
[la forme (5) est aussi évidemment renfermée dans (17)].
Maintenant, si w; est une des transcendantes d’échelon
le plus élevé, comprises sous le signe fonctionnel W, on a

dans la relation
R
1 oW

Qi 6(0,’

“‘01'

soit une identité, soit une nouvelle forme de I’équation
intégrale. La derniére alternative n’est pas possible car,
dans cette équation, il ne se présente aucune nouvelle
transcendante, ni @ non plus, tandis que P'on avait sup-
posé qu’il est impossible de diminuer le nombre de
transcendantes d’échelon le plus élevé se présentant dans
u == c. Nous devons donc avoir identiquement

. oW
(18) — T 09
A0}
et, par conséquent,
W,
(19) T =¢; [‘ @ dw; -~ [ ' ]wi:"'

“a

relation ou « est unc constante quelconque. Ici I'inté-
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grale, an moyen de 'équation qui délermine w;, peuat
éiwre transformée en [U;],,—,. Ft u conserve sa forme

W)+ W, +....

Nous en councluons que u ne peut avoir sa forme la
plus simple tant qu’il se présente des transcendantes
sous les signes des fonctions hyperalgébriques.

Par conséquent :

Lorsqu’une équation différentielle algébrique du
premier ordre a une wariable dépendante posséde
Pintégrale u=1c, ol u est exprimable au moyen
d’une superposition quelconque de transcendantes du
type précité, alors, sous sa forme la plus simple, u est
égal & une somme de fonctions hyperalgcbriques du
premier échelon.

8. Jusqu’ici nous avons seulement envisagé la forme
de I'équation intégrale u = c; mais nous pouvons dé-
moutrer que le cas oa Péquation intégrale de (3) a la
forme

w=f(x), 3, es., ¥y,C)=0

peut se ramencr au cas traité.
En effet, si « est une [onction hyperalgébrique, on a

E)i—i—l),'du’—o.

dz; ()7’ -

Lorsque ¢ ne s’évanouit pas identiquement de cette
équation, celle-ciest une nouvelle forme de I’équation
intégrale; mais u n’aurait pas alors sa forme la plus
simple. Mais si ¢ s’évanouit identiquement de cette
équation, (3) est aussi véritiée pour u=c,, et alors,
si on attribue a ¢ une valeur arbitraire, on retombe
sur la forme traitée précédemment,

Ann. de Matheémat., 3* série, t. XVIL. (Janvier 1848.) 2
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Au contraire, si
w=F(zy, x4y, ...,y,w,c)=0
est une fonction algébrique de w, tirons de I'équation
w=o0 la valeur o = (w) et portons cctte valcur dans

I'équation U =0 qui détermine w. Nous obtenons
ainsi une noavelle forme de I'équation intégrale

[U]w=(r = o-

Maintenant comme U est une founction hyperalgé-
brique nous voyons, comme dans le premier cas, que

| UJw=@w; = const.

satisfait ¢galement a I'équation donnde.

9. L’équation donnée était
dy = Prde; = Podrs+—. . ..
De 1 = ¢ nous tirons

N N N
N ou ol ol

(20) - dy + N——a’xl—i—’
Sy ox Say

'y

dxs—+...=o0.

R
, ou . .
Par conséquent — est un muluphcateur et,au moyen
Sy : ?

de la forme trouvée pour x, nous voyons que ce multi-
plicateur est une fonction algébrique. Nous pouvons,
cn outre, démontrer qu’une cerlaine puissance de ce
multiplicateur est une fonction rationnelle des gran-
deurs x, Pety.

En cftet, soit ¢ cc multiplicateur; on a

Jdo P do . oP;

(21) gz, id-)’; ?W_O (f=n,2,...,k);
d’autre part, soit
(22) V=ot4 Ajer—t+ Ajor—24 4~ Ny =0

I'équation algébrique irréductible i laquelle satisfait o,
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et dont les coeflicients sont des fonctions rationnelles
de Tyy XLay ..-,y’ P|, Pf_), «een

Des deux équations on tire

ov ov oV 0P;
—_— P —_——
(23) ox; Tl'dy (Pdcp ay

Cette équation a une racine commune avec (22);
par conséquent, toutes les racines de I'équation (22)
satisfont en méme temps aux équations (23); par suite,
toutes les racines ¢, @s, ..., 9, sont des multiplica-
teurs.

Si V’on observe maintenant que

(24) Ap =019 ...9,

-G

est une fonction rationnelle de

Xy, Tay oeny iy ), Pry Poy o0 Py

n/— . PN , e . .
ct que \/A,l substitué a o vérifie les équalions (21), on
obtient

(25) o VA,

Pour trouver le multiplicateur, on doit, par suite, re-
chercher si les équations

A JA oP;

—I——i—Pi—— +nA—L =0

().Z'l' d)’ d)/

ont, pour une valeur numérique cntiére de r, une inté-
grale particuliére qui soit une fonction rationnelle des

grandeurs x, P et y.

10. Lorsque P'équation (3) n’a aucun multiplicateur
algébrique, son intégration sous forme finie, au moyen
des transcendantes définies, n’est pas possible. Nous vou-
lons rechercher s’il n’y a pas alors un multiplicateur
qui soit exprimable par cesdites transcendantes.
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Donnons au multiplicateur la forme

s
nous devons avoir
. . N or;
(26) — 4Py = 4+ - =0,
: ar; ay ay

Ces équations doivent étre identiques par rapport a
©. Différentions par rapport a4 w; alors le dernier
terme disparait et nous obtenons des équations qui
coincident, quant a leur forme, avec les équations (7),
avec cette seule diftérence que & remplace u. Nous pou-
vons donc en conclure que

1 Uk

(27 = ¢
7) o Jw

est, soit une identité, soit une intégrale de I'équation
différenticlle donnée. Dans ce dernier cas, ainsi que
nous l'avons déja démontré, I'équation dillérentielle
aurait un multiplicateur algébrique. Dans le premicr
cas, nous avons identiquement

(28) l:c[qclm,

ct nous pouvons alors, comme précédemment, opérer

la réduction au moyen de U'équation qui détermine .
Le multiplicateur, par conséquent, doit avoirr la

Jorme

(29) eh = ety

oie les fonctions ¥y sont des fonctions hyper algébriques

du premier échelon.

Un exemple est fourni par I'équation différentielle

linéaire.

11. En vue de la simplicité nous avons supposé gue
i
les grandeurs P données sont des fonctions algébriques
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de y et des grandeurs x. Supposons maintenant que
les grandeurs P soicnt des fonctions transcendantes
d’échelon quelconque; nos développements n’en restent
pas moins valables, si nous remplacons partout les fonc-
tions algébriques de x, y par des fonctions algébriques
de x, y et de P.

12. Comme application simple du théoréme général
démontré dans ce qui précéde, nous avons ce qui suit :

Soient Py, P,, ..., Py, des fonctions algébriques de x
qui ne sont pas les dérivées de fonctions algébriques.
Si I'on introduit alors les fonctions

Py () = f Pydr.

D,(x) = [ Pyd.r, cey D, (2) =f P, dr,

comme transcendantes, il est impossible d’exprimer

/ Pdr,

ou P désigne une fonction algébrique de x, sous forme

Pintégrale

finie au moyen de fonctions algébriques, de fonctions ®
ct de leurs fonctions inverses, 8 moins que 'on n’ait

(30) ‘ /GP a’x = 2 Ecun"bu‘("’p‘,v) + X,
[T

ou x, ., et X désignent des fonctions algébriques de x.
Un cas trés particulier de ces fonctions ® est présenté
par le logarithme.

1l est possible d’intégrer une différentielle alge-
brigue aumoyen de fonctions algébriques et des trans-
cendantes élémentaires (logx, a*, sinx, arc sinx, etc.)
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sous forme finie dans le seul et unique cas oit Uon a

(31) ‘fl’dx‘=20vlogx‘,+x,

xy et X désignant des fonctions algébriques. On dé-
montre aisément que ces fonctions algébriques peuvent
s’exprimer rationnellement en x et P. En effet, elles
peuvent en tout cas s’exprimer rationnellement au
moyen de x, P et de la racine y, d’'une équation algé-
brique irréductible dont les coefficients sont des fonc-
tions rationnelles de x et de P. En différentiant (31),
on obtient une équation qui est vérifiée par y, et, par
suite, par les autres racines y, ..., 3 de Iéquation

irréductible. On peut donc, dans Pexpression de fl)d’x,

remplacer y, par chaque auire valeur de y. En addi-
tionnant les équations ainsi obtenues, on trouve une

nouvelle expression pour fP(lx, ou les grandeurs y
o

entrent symétriquement. Les fonctions syméuriques des
grandeurs ) peuvent s’exprimer rationnellement au
moyen de a et de P. ‘
SiI’on introduisait les intégrales elliptiques IT et lenrs
fonctions inverses, il pourrait se présenter dans I'ex-

pression [Pda‘ des termes de Ja forme

Ecm(x/f).

C’est a peu prés sous cette forme qu’Abel a, dans une
Letre & Legendre (Fuvres complétes, 1. 11, édition
Sylow ct Lie, p. 273), exprimé ce théoréme, avec cette
restriction toutefois qu'il ne considére que les transcen-
dantes de premier échelon et non les fonctions inverses.
On ne trouve aucune démonstration du théoréme dans
Jes OEuvres d’Abel ; mais M. Sylow m’a appris qu’il
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existait une démonstration dans les papiers laissés par
Abel (1).

Une partie des recherches qui précédent a é1é publiée
en 1876 dans un Mémoire de I'auteur intitulé : Om
Integralregningens Transcendenter (Journal de M.
Zeuthen, 3¢ série, 1. I p. 14 g).

NOTE FINALE DE L’AUTEUR (1897).

I’Université de Copenhague avait mis au concours, comme
question de prix, I'extension des méthodes et théorémes de
mon Mémoire aux équations d’ordres supérieurs. Le prix fut
obtenu par M. E. Schou, qui est parvenu a des résultats bien
remarquables.

Comme une partie de son Travail est traduite en frangais et
comme mon Mémoire des Géttinger Nachrichten est trés peu
connu en France, la rédaction des NVouvelles Annales a
trouvé qu’une traduction francaise de ce Mémoire était dési-
rable, et a eu la bonté de m’en offrir la publication. Naturel-
lement, j’ai accepté avec gratitude cette offre si honorable. Je
tiens aussi a adresser tous mes remerciments a M. Laugel
pour la traduction dont il a bien voulu se charger.

Jurius PETERSEN.

(') Les mauuscrits laissés par Abel se trouvent maintenant dans
Iédition Sylow, Lie (1881). On y voit qu’Abel a démontré qu’une

relation algébrique entre les intégrales fydz, ol y est algébrique,

et des logarithmes de fonctions algébriques, doit ¢tre lindaire & coef-
ficients constants; mais il semble qu’il n’a pas réussi 4 démontrer la
formule

[ydx =t-+ AJogt -+ Adogt, 4. .= B ()= BIL () 4. ..

Il dit a ce sujet, dans la Lettrc a Legendre (t. II, p. 278):
..., mais en conservant a la fonction y loute sa généralité, j'ai été
arrété 1a par des difficultés qui surpassent mes forces et que je ne
vaincrai jamais; je me suis donc contenté de quelques cas particu-
. Lo r .
liers, surtout de celui ot y est de la forme \_/E’ r et R étant deux

fonctions rationnelles quelconques de z.
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SUR LA REGLE DES ANALOGIES DE M. LEMOINE;
Par M. CuarLes MICHEL,

Eléve a 'Ecole Normale supérieure.

On doit & M. Emile Lemoine (') la découverte d’un
remarquable principe général concernant les analogies
que présentent entre elles les relations métriques entre
les scgments et les angles qu'on peut déduire géométri-
quement d’un triangle. Il ne me semble pas qu’on en ait
encore donné un énoncé précis et unc démonstration
rigourcuse.

M. Lemoine a cru pouvoir donner une raison intuitive
de son principe en s’appuyant sur la remarque suivante :

Si dans une relation entre des segments et des angles,
déduits d’un triangle, on remplace les nombres qui les
mesurent par leurs valeurs en fonction des cotés et des
angles du triangle, on obtient une nouvelle relation,
qui est homogéne par rapport aux cotés, ct, si 'on rem-
place les cotés par les sinus des angles qui leur sont pro-
portiounels, on a en définitive une rclation entre les
trois angles A, B, C, qui résulte de ce que la somme de
ces angles est égale 4 =. Si donc on remplace dans cette
relation A, B, € par trois fonctions de A, B, C dont la
somme soit égale a =, la relation est encore satisfaite.

M. Lemoine conclut de la qu’on fait ainsi corres-
pondre A une certaine relation cntre des éléments

(') LevoiNe, .dssociation francaise pour [l’avancement des
Sciences, Congrés de Marseille, 1891: Journal de Mathématiques
speciales, 1801: Nouvelles Annales de Mathematiques, 18q93.
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déduits d’un triangle unc autre relation, différente en
général de la premiére, entre des éléments de ce triangle.
Une telle conclusion n’est pas valable, car nous n’avons
pas montré qu’on peut remonter de cetle relation a une
autre contenant explicitement des éléments autres que
les cotés et les angles du triangle. Or, c’est le point
essentiel, qui fait tout l'intérét du principe de M. Le-
moine. Ce principe nous permet cn effet de passer d’'une
relation contenant explicitement des éléments autres
que les cotés et les angles du triangle & une autre qui
contient elle-méme explicitement des éléments autres
que les cotés et les angles, et méme il nous apprend que
les éléments contenus dans les deux autres relations,
s'ils sont différents, sont du moins deéfinis par les
mémes conditions géométriques. La démonstration de
M. Lemoine ne s’applique en réalité qu’aux relations
qui contiennent seulement les cotés et les angles. Or,
quand, par exemple, nous remplacons dans la rclation

N A
r={(p— a)lang —» I par une quelconque de ses valeurs

ne contenant que les cotés et les angles du triangle,
nous formons une relation qui exprime I'égalité de deux
quantités égales séparément a r. Les relations entre les
éléments qu’on peut déduire d'un triangle ne sont done
pas équivalentes aux rclations entre les eotés et les
angles de ce triangle.

Voici comment on peut énoncer d’'une maniére pré-
cise le principe de M. Lemoine :

8i, dans une relation entre les cites et les angles
d’un triangle et des éléments définis géométriquement
@ laide de ce triangle, on change A en — A, B en
=—B, Cen=—C, aena,ben—>b, cen—c,et
chacun des éléments qui y entrent en un certain autre,
affecté du signe -+ ou du signe —, mais defini a l'aide
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‘du triangle par les mémes conditions géométrigues,
on obtient une nouvelle relation qui est encore satis-
Sfaite.
Par exemple, si dans la relation

A
1'=(p~a)tang:,

on remplace a par — a, b par — b, ¢ par — ¢, A par
— A, le rayon r du cercle inscrit par I’élément r, défini
_par Jaméme condition géométrique d’étre le rayon d’un
cercle tangent aux trois cdtés du triangle et affecté du
signe -, on a la relation

A
I'g = ptang e

Dans la démonstration du principe de M. Lemoine
que j'ai publiée en 1843, dans le Journal de Mathéma-
tigues spéciales, je Wai pas remarqué l'objection que
joppose aujourd’hui & Pénoncé et 4 la démonstration
que M. Lemoine en a donnés. Je me suis contenté de
montrer que, par un méme procédé géométrique, on
peut déduire d'une relation quelconque entre a, b, ¢,
A, B, C une relation de méme forme entre a, — b, — ¢,

A, m— B, = — C, ce qui ne suffit pas pour établir le
principe dans la forme précise ou je viens de 'énoncer.

Je me propose dans ce travail de reprendre la démon-
stration de ce principe; je crois bien lui avoir donné
une forme rigourcuse, dans la mesure toutefois ou le
permet la question toujours délicate des conventions de
signes. Dans la premiére Partie je reproduis, en la com-
plétant, la démonstration que j’ai publiée en 1893.
Dans la seconde, j’aborde la question par une voie diffé-
rente, et je suis conduit & une transformation des angles
et des cotés qui n’est pas celle de M. Lemoine, mais qui
en a loutes les propriéiés.
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PREMIERE PARTIE.

Eiant données dans le plan les droiwes AA’, BB/, ...,
LL', passant par un méme point O, les directions posi-
lives sur ces droites étant définies par les semi-droites
OA, OB, ..., OL situées dans une méme région du plan
(région positive), relativement & un axc-origine UV,
passant par O, sur lequel est définie une direction OU
comme direction positive, nous appellerons angle de
deux droites Vangle de leurs directions positives, et
angle de deux directions positives 1'angle dont il faut
faire tourncr I'une d’elles pour la faire coincider avec
Pautre, en balayant Pespace compris entre les semi-
droites. Dés lors, en définissant un sens positif de rota-
tion, c’est-a-dire en appliquant des conventions de
signes analogues 4 celles qui sont relatives aux segments
sur une droite et qui conduisent a I'identité d’Euler, on
arrive a unc relation générale entre les directions A,
B, C, ..., L, oules angles sont délinis sans ambiguité

(A.B)(B, C) ... (K, L)< (L, A) = o.

Cela posé, prenons pour axes de coordonnées deux
demi-droites OX et OY, 'une OX coincidant avec la
direction positive de I'axe-origine UV, 'autre OY étant
une direction positive définie comme précédemment et
faisant, avec OX, I'angle

(X, Y)=0.

Donmons alors une droite paralléle 4 OY, MP, dont
nous supposerons, pour plus de simplicité, I'abscisse
OP = a positive, ct une droite OM, variable, que nous
définirons par les angles de sa direction positive OZ
avec les axes de coordonnées. En posant

(0X,0Z)y=2, (0L, 0Y )= 8.
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" .
nous aurons dans tous les cas, d’aprés les conventions

précédentes,
A == fﬂ =90.

Appelons ¢ 'ordonnée du point M, et b la valeur algé-
brique du segment OM.

Définissons alors, au moyen de ces données et par des
conditions géoméiriques bien déterminées, un systéme
de points et de droites, et soit une relation entre les
segments qui aboutissent a deux de ces points, I'un des
deux étant choisi comme origine, ct entre les angles de
deux de ces droites, I'une étant prise comme droite-
origine. 8i gy, g2, ..., 5, sont les valcurs algébriques
des segments et w,, w,, ..., v, celles des angles, qui,
d’aprés nos conventions, sont connues sans ainbiguité,
la relation se mettra sous la forme

S(ot, 82y e Bpy W, Wg, e @, by 0, BT —0)=0,

avec la condition o + =, el cette formule est geéneé-
rale, car nous I'avons obtenue en nous servant de rela-
tions entre les segments et les angles, qui s’appliquent
dans tous les cas. Cherchons a I'interpréter géoméiri-
quement.

Placons-nous dans I’hypothése ou la direction positive
OZ est a I'intérieur de I'angle XOY'. Les segments a, b, ¢
prennent alors des valeurs positives, a, &', ¢/, et les
angles 2 et 3 ont aussi des valeurs positives o' et 3.
Désignous par ry, rqy ..., 7'p €L 0y, 04, ..., 0, les valeurs
absolues des quantités gy, 9.y «.uy 2p CL Wy, Vo ety Wy
On a alors la relation
(f(i ry, e, ca, Erp,

(1 (

PRt _
* 01, F 03, ..., Fopea, b, d B, —0)=0,

qui, ayant lieu entre des quantités toutes positives, nc
différe pas d’une certaine relation géométrigue entre les
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cotés et les angles du triangle OM,P formé dans cette
hypothése, et les éléments déduits de ce triangle par les
conditions géométriques données.

/P X

Dans 'hypothése ot la direction positive OZ est au
contraire en dehors de 'angle XOY, les segments b et ¢
prennent des valeurs négatives — " et — ¢”; 'angle 2
prend une valeur négative — 2"; de sorte que la relation
geométrique qui a lieu dans ce cas prend la forme

S(Er,Ery .o =,

oy, 2R 0s, 00, R0, @, -0, — 2, — B —0) = o,

ou, si 'on observe que les angles 2” et = — § sont exté-
ricurs au triangle OM,P, formé dans cette hypothése,
et sont supplémentaires des angles correspondants du

triangle, «, et 0,

S(Ery, oo =on o a, =0, m—a, — 0, r—0)=0.
Mais cette relation géométrique a licu, quel que soit

le wiangle; en Tappliquant au wiangle OM;P nous

avons la relation géométrique

(2) f(il‘“ ety toh - ,‘,(L,—l)'., - 0’7 ﬁ"‘“l7 - ?‘,99)=0:

d’ou résulte bien évidemment le principe de M. Lemoine,
tel que je I’ai énoncé.
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1l faut remarquer que, si la rclation générale est irra-
rionnelle, le signe qui précede chaque radical n’est pas
déterminé. Il ne sc détermine que dans chaque cas de

figure, ct, par suite, il est possible que, pour passer de
la premiére relation géoméirique qui résulte de la rela-
tion géndérale a la scconde relation géométrique, il soit
nécessaire de changer le signe.

Appliquons le principe de M. Lemoine a un exemple
particulier.

Menons par le point P la perpendiculaire & la bissec-
trice des deux demi-droites OX et OY ; ¢’est une droite
fixe D, qui est une bissectrice des deux droites OX ct
MP. Menons par le point O la bissectrice des deux demi-
droites OX et OZ, qui rencontre la droite fixe D en un
point variable I. Du point I, abaissons la perpendicu-
laire IH sur la droite OX ; la direction positive est bien
déterminée. Appelons o la valeur algébrique du seg-
ment IH. Cette quantité sera fournie par une relation ou
n’entreront que a, b, ¢, 2 et B,

Sflosa.b,¢,2,8, =—0)=o.
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Quand la droite OZ cst entre OX et OY, le point 1
est le centre du cercle inscrit au triangle OM,P; p est
d’ailleurs négatif et sa valeur absolue est égale au rayon
du cercle inscrit. On a alors la relation géométrique

S(—r,a, =¥, —c. o, =—0)=o0.

Quand la droite O z est en dehors de I'angle XOY, le
point I est le centre du cercle exinscril dans I'angle op-
posé au ¢o1é a du triangle OM,P; o est encore négalif,
et sa valeur absolue est égale au rayon r, du cercle cir-
conscrit. On a ainsi la relation géométrique

S(—reg, a, =0". —c". = —a, —§. =—0).
et, si on 'applique au triangle OM, P, on obtient
S(=ro.a, —0. —c,=—a'.—p, 0)=o,

ce qui montre que, dans la transformation de M. Le-
moine, 7 se change en r,.

Un raisonnement analogue montre que le rayon R du
cercle circonscrit au triangle ABC se change en — R,
que le rayon 7, du cercle exinscrit dans 'angle B se
change en le rayon r. du cercle exinscrit dans I'angle C.

Lorsque la droite OM tourne autour du point O dans
le sens positif, le point M prend d’abord des positions
telles que M, ; puis, aprés le passage a Uinfini, des po-
sitions telles que M,. Le wiangle ferm:é OM, P du pre-
mier cas devient, dans le sccond, le triangle ouvert
OM, P constitué par la portion du plan couverte de ha-
chures; et la deuxiéme relation géométrique est, par
rapport a ce triangle ouvert, I’analogue de la premiére
appliquée au triangle fermé OM,P. La transformation
de M. Lemoine consiste, dés lors, a substituer aux élé-
ments d’un triangle fermé de I'espéce OM, P les éléments
correspondants d’un triangle ouvert de I'espéce OM, P.
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Mais les deux triangles fermés M, OP et M,OP sont
d’espéces diftérentes. Si 'on parcourt le conteur du
premier triangle dans le sens M, OPM,, on laisse I’aire
comprise a sa gauche, le triangle M; OP est orienté po-
sitivement; si 'on parcourt le contour du second triangle
dans le sens M, OPM,, I'aire comprise est & droite, le
triangle M, OP cst orienté négativement.

DEUXIEME PARTIE.
Soient trois droites dont les équations sont

X =22 cosh = ysink -~ p = o,
Y s=zcosu - ysiny — g = o.

L2 cosy 4 ysiny — 1 = o.

Elles se coupent deux a deux en wois points A, B, C
et forment un triangle. Considérons une courbe géomé-
triquement définie par rapport au triangle. Elle est
¢videmment indépendante de la position de Porigine et
de la direction des axes de coordonnées.

Son équation cartésienne est de la forme

O(X, Yoo Tk @y v) =0,
Remplagons a ct - par lears expressions en fonction
de X, Y, Z. On a alors identiquement
(T Y Py Iy b e = XY Lo pogor h wy),

ct 'équation

SN Lopogyry ko uyv)y=0
exprime la relation qui existe entre les trois valeurs que
prennent les polynomes X, Y, Z, pour un point quel-
conque de la courbe. Elles sont indépendantes de la
position de l'origine, du moins quand Porigine varic
cen restant toujours d’un méme coté de chacune des trois
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droites, c’est-a-dire quand elle reste dans une méme
région du plan limitée par ces trois droites. La fonction
qui les lie ne dépend donc pas de p, ¢, r. Mais ces va-
leurs ne dépendent évidemment pas non plus de I'axe
Ox. Or, quand ’axe O x tourne d’un angle 6 positif ou
négatif, les valeurs A, w, v varient toutes trois dauns le
méme sens de la méme quantité 8. La fonction qui doit
étre indépendante de § ne peut dépendre que des diffé-
rences v— p, A — v, p.— A,

Finalement I'équation en coordonnées trilatéres est
de la forme

FIX,Y,Z,v—u, A —v, u—A)=o.

Cela posé, abaissons de I'origine O les perpendicu-
laires sur les cotés du triangle ABC; ces perpendicu-
laires rencontrant respectivement les cotés en L, M, N,
considérons les directions positives OL, OM, ON et ap-
pelons X, w, vles angles (OL, Ox) (OM, Ox), (ON, Ox).
Ces angles sont définis & un multiple de 27 pres.

Mais si nous laissons fixes les deux cotés AB et AC et
si nous déplagons le c6té BC parallélement 4 lui-méme,
nous pouvons prendre parmi les valeurs de p et dev
deux valeurs déterminées qui sont alors des données.
L’angle % prend des valeurs connues a un multiple de
2w prés et qui augmentent ou diminuent d’un multiple
impair de = aprés le passage du c6té BC par origine
supposée fixe.

Pour toutes les positions du triangle ABC, I'équation
de notre courbe reste

F(X? Y', Z, vk )‘_Vay’—)\)zo-

Il y a deux cas a examiner, sclon que la droite BC
rencontre la perpendiculaire a cette droite menée par
I'origine d’un c6té ou de I'autre de origine.

Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. XVIL (Janvier 1898.) 3



(34)
Supposons d’abord que l'origine et I'axe Ox soient
placés comme 'indique la fig. 3. Nous pouvons prendre
pour p et v qui sont des données les plus pelits angles

Fig. 3.

7] 0\\\

e

B ’ N
|
|

positifs que fait Ox avec OM et ON. Si A, cst le plus
petit angle positif que fait Ox avec la direction OL,
P'angle & est de la forme 2/im 4.

A, B, C étant les angles géométriques du riangle
ABC, on a alors

vy —p=m—A,
A—v =2hn+x—B,

p-—h=—n—C—2hm.

D’autre part, puisque les quantités p, ¢, 7, qui sont les
valeurs algébriques des segments OL, OM, ON sont po-
sitives, pour tout point qui est a I'intéricur du wiangle
ABC et qui, par suite, dans notre cas, est dans la méme
région que origine par rapport & chacun des cSiés du
triangle, les valeurs des polynomes X, Y, Z sont négatives
ct chacune d'clles devient positive dés que le point tra-
verse le coté correspondant. Si donc nous allectons les
distances géométriques du point aux trois cétés d’un
signe : du signe + si le point est par rapport au coté dans
la méme région que le sommet opposé; du signe —, s'il
est dans Pautre région, et si nous désignons par X/, Y/,
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Z/ les valeurs algébriques ainsi obtenues, nous voyons
que 'on a

X=—X, Y=—Y, Z=-12,

et I’équation de la courbe C,, rapportée au triangle
ABC, est

F(—X', =Y, =2, =—A, 2hn+7—B, —n—C—2hz)=o0,
ou, comme I’éguation est homogéue en X', Y/, Z/,
1y FX,Y,Z, n—A,2hn+7—B, —n—C—2hn)=o0.

Passons maintenant 4 l'autre cas qui comprend
les fig. 4 et 5. Appelons ), le plus petit angle positif

Fig. 4.

que fait Ox avec OL; 'angle % estde la forme 2 AT ,.

A, B, C étant les angles géométrigues du triangle ABC,
on a

v—pn=7—A\,
h—v =2kn— B,
p—A=—C—2kn.

D’autre part, dans la fig. 4, les valeurs des polynomes
Y et Z sont négatives pour tout point qui est, par rapport
au co6té, dans la méme région que le sommet A. Donc,
X', Y', Z étant les valeurs algébriques définies plus
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haut,
X=X, Y=—Y, Z=—1,

et I’équation de la courbe est
(2) F(—X,Y,Z,5—A,skn—B, —C —oakn)=o.

Dans la fig. 5, les valeurs des polynomes Y et Z de-
viennent positives pour tout point qui est par rapport
au c6té dans la méme région que le sommet opposé, et
la valeur du polynome X est négative quand le point est
par rapport 4 BC du méme c6té que A. Donc

X=—X, Y=Y, Z=2,
ct I'équation est encore
(2) F(—-X,Y,Z,n—A 2kn—B, —C—2kn)=0o0.

L’équation obtenue est rapportée a I'un ou 'autre des
deux triangles qui constituent les fig. 4 et 5, et elle
représente une courbe C; ou C} dans chacune de ces
figures. Mais, comme cctte équation s’applique & un
triangle de référence quelconque, si nous la supposons
rapportée au triangledela fig. 3, elle représentera dans
cette figure une courbe C| qui sera précisément 1’ana-
logue et méme I’homothétique des courbes C, et C,. Les
deux courbes C; et C| sont définies, par rapport au
wiangle de la fig. 3, par les mémes condilions géomé-
wiques. Done, si, rapportée au triangle ABC,

(1) FX,Y,Z,xr—A,2hn+7n—B, —C—n—2hm)=0
est I'équation d’une courbe déterminée par rapport a ce
triangle par certaines conditions géométriques,

(2) F(—X,Y,Z,x—A 24— B, —C—24kn)=0

est celle d’une courbe déterminée par rapport au triangle
par les mémes conditions géométriques.
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Si le probléme n’est susceptible que d’une solution,
comme, par exemple, la détermination d’un cercle
passant par les trois sommets du triangle, les deux équa-
tions se raménent a une seule. Sile probléme a plusieurs
solutions, comme la détermination d’un cercle tangent
aux trois droites qui limitent le triangle, les deux équa-
tions représentent des courbes différentes.

On voit que I'on passe d’une des équations & I’autre
en changeantX en — X, YenY,ZenZ,etAen A, B
en B—(am—+1)n, Cen C+ (2m—~+1)%, m étant un
entier arbitraire positif ou négatif.

Les trois triangles 3, 4 et 5 ont méme orientation,
c’est-a-dire que le contour ABCA peut étre parcouru

Fig. 6.

dans le méme sens. En faisant varier les trois figures
semblablement a elles-mémes et en les déplacant dans
le plan, on peut donc amener les trois triangles en coin-
cidence et les origines prennent alors les positions O,
0, et O,

L’équation générale
F(X,Y,Z,v—p, A —v, p—A)=o0

est I’équation d’une courbe satisfaisant aux conditions
données, quelle que soit la position de 'origine par



(38)

rapport au triangle ABC. Elle prend la forme (1) pour
toutes les positions de origine telles que Oy, qui sont
a I'intérieur du triangle, et la forme (2) pour'lcs posi-
tions telles que O, et O}, comprises a l'intéricur de
Pangle A et extérieures au triangle ABC. Le triangle
ABC, c'est-a-dire Vespace fermé, qui est limité par les
trois cotés du triangle, est le lieu des origines pour les-
quelles I’équation géuérale prend la forme (1), et 'espace
ouvert, qui est la partie du plan couverte de hachures,
est le licu des origines pour lesquelles I’équation géné-
rale prend la forme (2).

On apercoit donc, et il n’est guére possible de donner
a ces considérations une forme plus précise, que I'équa-
tion (1) correspond a l'espace fermé, comme I'équa-
tion (2) a l'espace ouvert, et que la transformation par
laquelle on passe de la courbe C; a la courbe C revient
a substituer & un élément lié a Vespace fermé 1'élément
correspondant lié de la méme facon a I'espace ouvert.
Ainsi, le cercle inscrit 4 Uespace fermé, c'est-a-dire le
cercle inscrit au triangle géométrique ABC, se transfor-
mera en le cercle inscrit a Pespace ouvert, c’est-a-dire
le cercle exinscrit au triangle dans 'angle A ; le centre
du cercle inscrit s¢ transformera en le centre de ce
cercle exinscrit; c’est ce que confirme le calcul direct.

Abaissons de I'origine O les perpendiculaires OL,
OM, ON sur les cotés du triangle ABC, et appelons,

comme plus haut, A, u, v les angles
(OL, Ox), (OM, Oz), (ON, Oz),
connus a un multiple de 2% prés.
Nous désignerons par ¢, a, b les valeurs algébriques
des segments AB, BC, CA, comptés sur les directions

.. ke - ™ ™
positives v + =, A+ —; w4 —-
2 2 2
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Envisageons des systémes de points et de droites géo-
métriquement définis par rapport au triangle ABC et
soit une relation entre les segments qui aboutissent a
deux de ces points, I'un des deux étant pris comme ori-
gine, et entre les angles de deux de ces droites, I'une
étant choisie comme droite origine. Si gy, p2, .+ ., 9p,
Wy, W2, «.., W, sont les valeurs algébriques de ces seg-
ments et de ces angles, cetle relation se mettra sous la
forme générale

S(P1, 025 ooy Ppy 01, Way ey 0, @, by €,y — A —v, u—L) =o0.

Pour chacun des deux cas que nous avons distingués
précédemment, mettons en évidence dans la formule
générale les valeurs arithméiiques des segments oy,
P2, + oy Ppy @, b, ¢ etles valeurs de sangles géométrigues
compris entre les droites. Nous conmaissons dans les
deux cas les valeurs de v — w, h — v, u— X en fonction
des angles A, B, C du triangle. D’autre part, dans la
JSig. 3, a, b, ¢ sont positifs; dans la fig. 4, a est
négatif, b et ¢ sont unégatifs. La relation algébrique
fournit pour les trois figures une relation géométrique
entre des longueurs et des angles. Mais la relation de la
Jig. 5 se raméne a celle de la fig. 4. Les triangles
de ces deux figures sont, en effet, homothétiques inverses
et, si I'on compte deux segments homologues sur la
méme direction, les valeurs algébriques de ces segments
sont proportionnelles et de signe contraire. Les deux
relations étant homogénes par rapport aux longueurs, il
suffit donc de changer le signe des longueurs dans I'une
pour obtenir I'autre.

1l reste ainsi deux formes de la relation générale entre
les segments et les angles du systéme de points et de
droites géométriquement défini par rapport au triangle,
quon déduit I'une de V'autre, lorsqu’on remplace les
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cotés a', &', ¢’ du triangle par a/, —b', — ¢/, ¢t les
angles A, B, Cpar A,B — (2m + )%, C+ (2m +1) .
Si nous interprétons géométriquement, pour chaque cas
de figure, les valeurs algébriques des segments et des
angles du systéme, nous obtenons deux relations géo-
métriques entre des longueurs et des angles géomé-
triques.

Donnons un exemple. Considérons le point I tel que
les polynomes X, Y, Z aient des valeurs égales; abais-
sons de ce point la perpendiculaire sur le coté va-
riable BC et sur cette droite prenons une direction fixe
comme direction positive. Appelons p la valeur algé-
brique du segment qui a son origine au point I et qui
aboutit au pied P de la perpendiculaire abaissée de ce
point sur le coté BC. Or, le c6té BC restant fixe, le
point I est défini indépendamment de la position de
Porigine, du moins quand elle reste dans une méme
région limitée par les trois droites AB, BC, CA, et indé-
pendamment de 'orientation de I'axe Ox. Donc p sera
fourni par une relation ou n’entreront que les éléments
du triangle ABC, qui sont indépendants de la position
de Porigine et de I'orientation de 'axe O x, ¢’est-a-dire,
en derniére analyse, les éléments a, b, ¢ définis plus
haut et les différences v — p, A—v, g — A, Soit cette
relation -
flo,a,b,c,vy—p, A—v,p—2r)=o.

Puisque pour le point I les polynomes X, Y, Z ont le
méme signe, ce point est, par rapport a chacun des cotés,
dans la méme région que 'origine. Donc, dans la fig. 3,
le point I est le centre du cercle inscrit au triangle, et,
dans la fig. 4, c’est le centre du cercle exinscrit au
triangle dans 'angle A.

Interprétons géométriquement, dans chacune de ces
deux figures, larelation générale. Si la direction positive
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fixe sur laquelle est compté le segment variable IP est
convenablement choisie, pour la premiére figure, p est
positif et égal a + ry, r, étant le rayon du cercle inscrit
au triangle ABC. D’ailleurs, dans ce cas, a, &, ¢ sont
positifs et ont pour valeurs a,, b,, ¢, longueurs des
¢otés du triangle ABC. La relation générale devient la
relation géométrique
flri,a,by, ey, n—3, 2hn+7—B,—x —C—2hw)=o0.
Dans la seconde figure, 5 est négatif et a pour valeur
absolue rg4 ., rayon du cercle exinscrit dans 'angle A.
D’autre part, a est négatif, & et ¢ sont positifs, leurs
valeurs absolues sont a., b,, ¢, longucurs des cotés du
triangle. Larelation générale revient donc, dans ce cas,
a la relation géoméirique
S(—ras, —as, by, coy, m— A, 2kn—B, —C—2kxn)=o.
Cette relation, s’appliquant a tous les triangles, devient,
dans le triangle 3,
S(—ray, —ay, by, e, m—A,2kr—B, —C—2&m)=o0.
On voit que V'élément — r, correspond au triangle
ouvert, comme 'élément r correspond au triangle fermé.
Il apparait ainsi que trois droites dans un plan le par-
tagent en quatre cspaces, dont un fermeé et trois ouverts,
ctque Iélément — r correspond a Vespace fermé, comme
les éléments rq, 14, rc, ce qui revient a dire que les élé-
ments — r, 1'g, I'p, I'c SONL les solutions d’'un méme pro-
bléme : Calculer le rayon d’un cercle tangent a trois
droites. Il en est de méme des éléments — p, p — a,
p—2b, p—c.Cest ce que confirme le calcul direct;
nous avons, par exemple, les formules bien connues
1 T
PRt Rt R
— r 4 rg+rp+1r. =4R,
(= r)(ra)(re) (re) =— S?
Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. XVIIL. (Janvier 18g8.) 3.
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et

a~+ b2+ c?
7= -,
2

Farp—role— rale— rrg— rry— rre=
d’une part, et, d’autre part,

(—p)(—r)=(p—alra=(p—b)ro= (p — ¢)re,
—p+(p—a)+(p—b)+(p—cl=o,
(—p)(p—a)(p—10b)(p—c)=—S2

Nous avons considéré dans nos figures des triangles
ABC dont les c¢otés varient en restant paralléles a des
directions fixes, mais dont on peut parcourir le con-
tour ABCA dans le sens positif des angles employés en
Trigonométrie. Nous disons qu'ils sont orientés positive-
ment. Mais il est d’autres triangles dont les cotés sont
paralléles aux mémes droites et dont le contour ABCA
est parcouru dans le sens négatif : ils sont orientés né-
gativement.

Prenons un triangle de chaque espéce et, pour chacun
d’eux, placons lorigine a I'intérieur. Dans le premier
cas, les scgments «, b, csont positifs et, dans le second,
ils sont négatifs. On voit ainsi 'utilité, pour la généra-
lité des formules, de considérer les cotés d’un triangle,
non plus comme des longueurs, mais comme des seg-
ments.

Il est de méme utile de considérer la surface d'un
triangle comme une quantité algébrique. On lui don-
nera, par excmple, le signe -+ pour un triangle orienté
positivement, et le signe — pour un triangle orienté
négativement.

La transformation a laquelle nous sommes parvenu
n’est pas la transformation de M. Lemoiune. Or, sil'on
se reporte a la premiére Partie de ce travail, on voit que
la transformation de M. Lemoine consiste a substituer
symboliquement a I'espace fermé A’BC I'espace ouvert
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ABC couvert de hachures, A; et A’ étant deux points
symétriques par rapport a BC. Notre transformation
consiste, au contraire, a substituer symboliquement &
I’espace fermé ABC I'espace ouvert ABC, relatif a
I’angle A. Pour obtenir la transformation de M. Le-
moine il suffit d’effectuer, avant notre transformation,
une autre transformation qui consiste a substituer 2
Iespace fermé A’BC I'espace fermé ABC, c’est-a-dire
a substituer a un espace fermé orienté négativement un
espace orienté positivement.

Donnons un exemple. Notre transformation fait cor-
respondre, comme nous I'avons vu, —r et r,. Mais la

Fig. 7.

S

|
|
|
l

o

)

L

transformation qui substitue symboliquement a I’espace
termé A'BC Despace fermé ABC fait évidemment cor-
respondre — r et + r. Donc, par la transformation de
M. Lemoine, r se change en rq; c’est ce que confirmele
calcul.
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[K23a]

CONSTRUCTION DE LA PERSPECTIVE CONIQUE
D’'UNE SPHERE;

Par M. M. p’OCAGNE.

Soient w le centre de cette sphére mis en perspective,
ab son diamétre paralléle a la ligne d’horizon.

Si 9 et A sont les points principaux de fuite et de dis-
tance, le diamétre perpendiculaire au tableau a sa per-
spective dirigée suivant wy, ses extrémités ¢ et d se
trouvant a la rencontre de cette droite avec Aa et Ab.

Le grand cercle horizontal de la sphére a donc pour
perspective 'ellipse passant par a, b, ¢, d et ayant en ¢
et d des tangentes paralléles a @b, Il en résulte que ed
est un diamétre de cette ellipse, dont le centre o est, par
suite, le milicu de cd.

Le diamétre conjugué de oc, dirigé suivant la paral-
lele menée par o & ab, s'obtiendra en menant a celte
ellipse une tangente paralléle a pg. Pour cela, opérons
un relévement de {ront autour de ab. Le cercle horizon-
tal de la sphére se reléve suivant le cercle de diamétre ab,
et le point a l'infini sur pg se reléve au point i situé sur
la perpendiculaire élevée a ab en w et a une distance wi
de ce point égale a 0 A. Donc les tangentes a lellipsc abed
paralléles & pg sc relévent suivant les tangentes menées
de ¢ au cercle ab. Tracons I'une de ces langentes ic.
Quand on revient a la position primitive, le point ¢ si-
tué sur la charniére ne bouge pas, et la tangente de-
venant paralléle a pg donne le demi-diamétre oe conju-
gué de oc, tel que oe = we.

L’ellipse de contour apparent de la sphére est 1'en-
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veloppe des perspectives de ses cercles de front, c¢’est-
a-dire des cercles ayant pour diamétres les cordes de

Pellipse abed, paralléles a ab. 1l en résulte d’abord que
ce contour apparent a un axe dirigé suivant cd. En outre,
lorsque la corde variable vient se confondre avec la tan-
gente en ¢ ou en d, le diamétre du cercle correspondant
étant nul, il s’ensuit que les points ¢ et d sont les foyers
de lellipse de contour apparent.

Le petit axe de cette ellipse, dirigé suivant la perpen-
diculaire élevée en o a cd est nécessairement égal au
maximum de la corde variable, c’est-a-dire au diamétre
conjugué de oc. Nous venons de voir que ce diamétre
est égal au double de we. Il nous suffit donc de prendre
sur la direction du petit axe om = on = we. Ayant les
sommets m et n du petit axe et les foyers ¢ et d, nous
obtenons les sommets p et ¢ du grand axe, en prenant
sur cet axe op = og = mc.

En résumé, la construction de l'ellipse de contour
apparent de la sphére ayant ab pour diamétre horizon-
tal de front est la suivante :

Joindre le miliew o de ab (perspective du centre)
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au point de fuite principal 9, puis les points a et b au
point de distance principal A, ce qui donne sur wp les
pointscetd.

Prendre sur la perpendiculaire élevée en v a ab le
segment wi égal a oA et mener du point i au cercle de
diamétre ab une tangente qui coupe ab au point <.

Sur la perpendiculaire élevée & cd en son milieu o,
porter om = on = we, puis sur cd, op = 0q = mc.

Lellipse de contour apparent cherchée est celle qui
a pour axes mn el py.

Remarquons que le cercle de diamétre ab éiant la
perspective d’un cercle de front de la sphére est bitan-
gent a cette cllipse. D’aprés la construction de la nor-
male a 'ellipse donnéc dans notre Cours (*), la corde de
contact passe par le point k ou la perpendiculaire abais-
sée de w sur mp rencontre la droite qui joint le point o
au milicu w de mp.

CONGRES DE ZURICH.

L’abondance des matiéres nous a scule empéché jus-
qu’ici de constater le trés grand succés du Congrés in-
ternational des Mathématiciens, dont nous avons parlé
plusieurs fois, ct qui s’est tenu a Zarich au mois d’aout
dernier.

Nous espérons pouvoir donner prochainement le texte
des résolutions adoptées. Bornons-nous a annoncer que,
d’aprés les décisions prises, le prochain Coungres inter-
national se tiendra a Paris, en 1900, ct que I'organisa-

(') Cours de Geometrie descriptive et de Geometrie infinitesi-
male, p. 282, note au bas de la page.



(47)
tion en est confiée a la Société mathématique de
France.

Ce premier essai a été un véritable triomphe el assure
la durée et la solidité de cette institution nouvelle. Le
mérite en revient pour la meilleure part aux Membres
du Comité d’organisation, qui ont droit a la reconnais-

sance de tous les Mathématiciens.
La RipacTion.

CORRESPONDANCE.

Eztrait d’une Lettre de M. M. d’Ocagne.

.... Le théoréme de M. Tarry, dont j’ai donné récemment
une démonstration géométrique (V. 4., p. 474; 1897) peut s’é-
tablir par une voie tout a fait élémentaire. Reprenons la figure
de la page 475 et admettons que adb pivote autour du point o.
oa

Le rapport ob

étant constant, et le triangle abc restant sem-

N oc . .
blable a lui-méme, I’angle boc et le rapport 7, Sont nécessaire-

. oc )

ment constants. Si donc nous posons boc = w, 5= A, nous
voyons que le lieu du point ¢ s’obtient en prenant ladroite ho-
mothétique de &', par rapport a o, le rapport d’homothétie
étant A, et faisant tourner la droite ainsi obtenue de 'angle w
autour du point o.

1l suffit, dés lors, pour obtenir la tangente au lieu du point c,
lorsque la droite ab a pour enveloppe une courbe quelconque
qu’elle touche au point o, de remarquer que cette tangente
n’est autre que la droite que décrirait le point ¢ si ab pivotait
autour du point o, droite qui vient d’étre déterminée. ....
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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

Question 4539.
(1885, p. 392.)

Le lieu des foyers des sections faites, dans un ellipsoide
de révolution aplati par un faisceau de plans passant par
une méme droite paralléle a Uaxe de révolution, est une
podaire d’ellipse. (FoureT.)

SOLUTION
Par M. E. BaLry.

Proposons-nous d’abord le probléme suivant :
On donne un cercle de centre O, un point A, et le cercle de
diamétre OA. On joint le point A & un point mobile S de la

premiére circonférence, AS coupe la seconde en G : lieu du
point F qui partage le segment CS dans un rapport constant.

Joignons OC, OS; la perpendiculaire en F a AS coupe OS
en T, menons TP paralléle 3 AS. On a

CF _OT _oP

CF . -
Le rapport Cs ¢tant constant, le point T décrit un cercle de

centre O, et le point P est fixe. TF enveloppe la conique anti-
podaire de ce cercle par rapport au point P, et le point F dé-
crit la podaire de cette conique relative au point A.



( 49 )

Cette conique est d’ailleurs une ellipse, une hyperbole ou
un systéme de deux points suivant que 'on a OP < OT,
OP > OT, OP = OT; ou, a cause de I’égalité des deux der-
niers rapports, OA < 0S, OA > 0S, OA = OS. Le lieu est
donc une podaire d’ellipse, d’hyperbole, ou un systéme de
deux cercles tangents au point A aux cercles donnés, suivant
que le point A est intérieur, extérieur a4 la premiére circonfé-
rence, ou situé sur elle.

On s’assure aisément que toute podaire de conique a centre,
relative a un point de I'axe focal de cette conique, peut étre
ainsi définie.

Considérons maintenant la quadrique engendrée par la révo-
lution d’une conique a centre autour de I'axe non focal (ellip-
soide aplati ou hyperboloide & une nappe). Les sections consi-
dérées sont semblables, chacune I’étant a la section méridienne
qui lui est paralléle.

Figurons le cercle équatorial de centre O, décrit par les
sommets de I'axe focal de la méridienne : les foyers réels des
sections sont dans le plan de ce cercle.

Soit A la trace sur ce plan de la droite donnée : le lieu du
centre des sections est le cercle de diamétre OA (licu des mi-
lieux des cordes du cercle équatorial qui passent en A); le lieu
de leurs sommets est le cercle équatorial. Or, G et S étant le
centre et un sommet d’une section, et F le foyer voisin de S,

bl

le rapport cs est constant et égal a I'excentricité de la méri-

dienne. On est donc ramené au probléme précédent.

Suivant que la droite coupe, ne coupe pas ou touche l'ellip-
soide, on a une podaire d’ellipse, d’hyperbole ou un systéme
de deux cercles.

Autre sQlution par M. Ducey.

Question 4540.

(1888, p. 392.)

Le lieu des foyers des sections faites, dans un cylindre
parabolique, par un faisceau de plans passant par une
méme droite perpendiculaire au plan diamétral principal
est une podaire de parabole. (Fourert.)
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SOLUTION
Par M. E. BaLLy.

Soit, dans le plan diamétral principal, A la trace de la droite
donnée, OD la génératrice principale, AO la trace du plan

D, A

D Ax

0! H

A// F
0

perpendiculaire & OD mené par A, A la paralléle 2 OD menée
par le foyer F de la parabole de section.

Soit F' le foyer d’une section d’axc AO'. Les ordonnées qui
correspondent dans les deux paraboles aux points d’abscisses OF
et O'X’ respectivement, étant égales, on a:

OF = O'F.OX.
Menons O'H paralléle 8 OF; on aura
on’ = O'F’.0X/,
ce qui montre que F’ est la projection de I sur AO'. La paral-
lele a AO" menée par H passe en un point fixe P, tel que
AP = OF. La droite HF’ enveloppe donc la parabole antipo-
daire de A relative 3 P, et le point F' décrit la podaire de
cette parabole relative & A.
Si la droite est tangente au cylindre, le lieu est le cercle de
diamétre QF.
Question 1749.
(1896, p. 483.)

On sait que le centre de gravité de Uaire d’un quadri-
{atére ABCD, dont les diagonales se coupent en O, est le
barycentre des cing points A, B, C, D et O affectés des coef-
JSicients 1,1, 1,1, —1.

On a aussi la proposition que voici :

Le centre de gravité d’yn actaédre dont les diagonales
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AA',BB’, CC' concourent en un point O est le barycentre
des points A, A', B, B, C, C', O affectés des coefficients
Iy 0y c0ey I, —2. (FoXTENE).
SOLUTION
Par M. E. Branp.

Considérons A BA'B’ comme base commune de deux pyra-
mides quadrangulaires; soit G le centre de gravité de I'aire du
quadrilatére, son coefficient sera 3.

Portons sur C'G la longueur G'O’ égale a O et affectons les
points C, C' et O des coefficients 1, 1, — 1.

Les dcux points G et C" avec les coefficients 1, 1 pourront
étre remplacés par les points O et O’ avec les mémes coeffi-
cients. Ce qui conduira a chercher le barycentre des points
O’ et G affectés des coefficients 1 et 3. Ce barycentre sera
en G’ sur O'G’ et au quart de la distance a partir de G.

La proposition est démontrée si G' est le centre de gravité
du solide considéré.

Or, on peut prouver d’abord, aprés Lhuilier (Annales de
Gergonne, 1812-1813), que, si 'on a un solide composé de
deux pyramides triangulaires possédant une base commune,
en prenant le point O de percée de la droite CC' avec la
base ABA’, puis le point O’ tel que G'O'= CO, le centrc de
gravité du solide sera sur O'G; et au quart & partir de Gy
(G étant le centre de gravité de la base). En effet, soit 4p la
masse du tétraédre C'ABA’ et jg celle du tétraédre C'ABA/,
onaura CO : 0C'=C0:0C=p:gq.

A la masse 4p, on substitue les quatre masses p aux som-
mets C, A, B, A'; a la masse {q, on substitue les quatre
masses ¢ aux sommets C', A, B, A’. Les trois masses p +g¢q
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des sommets A, B, A’ peuvent étre remplacées par une masse
3(p-+¢q)en Gy;les masses p et ¢ en G et C' peuvent étre
remplacées par la masse (p + g) en O'. Donc, finalement, on
peut remplacer toutes les masses par une seule en G située
sur O'G, et au quart a partir de G;. Donc, Gj est le centre de
gravit¢ du solide CABA'C'.

Cette proposition est encore vraie si la base commune des
deux pyramides est un quadrilatére ABA'B’. En le décompo-
sant en deux triangles et appelant G, le centre de gravité du
triangle AA’B’, le centre de gravité du solide CAA'B'C’ sera
en Gj situé sur O'G; et au quart a partir de G,.

Le centre de gravité G’ du solide total CABA'B'C’ sera sur
G} G} en un point G', tel que I'en ait

G{G' _ vol.CAB'A’C’ B0 G,V GG

G,G ~ Vol.CABA'C" ~ BO ~ G,V GG
(O étant le point de concours des diagonales du quadrilatére,
V le point de rencontre de G; G, avec AA’ et G étant tel que
ij = GGQ).

Il est facile de voir que G est le centre de gravité du qua-
drilatére ABA'B’, et a cause de

G\G' GG
on conclut que G’ est sur O'G et au quart a partir de G.

Cette proposition de Lhuilier est vraie, que les diagonales

se coupent ou ne se coupent pas en un méme point.

ERRATA.

3¢ série, t. XVI, 1897 : Page 493, ligne 7, en remontant, au lieu de
relation, lire rotation.

Page 496, ligne 3, au lieu de peuvent étre adjoints ces points,
lire peut étre adjoint le point.

Page 500, ligne 10, au liew de sur le cercle K, lire a Vintériear
du cercle K.

Page 500, ligne 7, en remontant, au lieu de basée sur la théorie
des fonctions modulaires, lire faisant la base de la théorie des fonc-
tions modulaires.

Page 593, le renvoi au bas de la page se rapporte 8 M. A. THEVENET.

Dans lec renvoi, au lieu de 1879, lire 189;.
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DEUXIEME CONCOURS DES « NOUVELLES ANNALES »
POUR 1897,

Par M. E. DUPORCQ (1).

Dans ce qui va suivre, nous appellerons :

1° Cubique équilatére une cubique gauche dont les
trois asymplotes sont deux & deux rectangulaires.
(Exemple : la cubique des normales a I’ellipsoide. )

20 Tétraédre orthocentrique un tétraédre dont les
arétes opposées sont orthogonales. Dans un tel tétraédre,
les hauteurs sont concourantes; le point de concours des
hauteurs est aussi le point par lequel passent les perpen-
diculaires communes aux arétes opposées; enfin ce
tétraédre est conjugué par rapporta une sphére qui a
son centre au point de rencontre des hautears.

Cela posé, on propose de démontrer les propriétés

suivantes :

I. 8i deux cordes AB, CD d’une cubique équilatére
sont orthogonales, le tétraédre ABCD est orthocen-
trigue.

II. Si une cubique gauche quelconque passe par les
sommets d’un tétraédre conjugué par rapport & une
quadrique, elle est circonscrite a une infinité de té-
traédres conjugués par rapport a cette quadrigque.

HI. Toute cubique équilatére circonscrilc a un
tétraédre orthocentrique passe par le point de ren-
contre des hauteurs du tétraédre.

(') Mémoire ayant obtenu le prix.
Ann. de Mathémat., 3° série, t. XVIL. (Février 18¢8.) 4
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1IV. Zoute cubique passant par les sommets et le
point de rencontre des hauteurs d’un tétraédre ortho-
centrigue est équilatére.

V. 8i l'on coupe une cubique équilatére par une
série de plans paralléles, le lieu des points de rencontre
des hauteurs des triangles ayant pour sommets les
points de rencontre de la cubique et des plans est la
sécante double de la cubique normale aux plans se-
cants.

VI. Soit T une sphére de rayon R et dont le centre O
est sur une cubique équilatére. Il existe une infinité de
tétraédres ABCD inscrits a la cubique et conjugués par
rapport a X.

1° Le lieu des centres de gravité de ces tétraedres
est une droite.

2° On considére les sphéres S circonscrites aux te-
traédres ABCD; le licu des centres de ces spheéres est
une droite. — Comment se déplace cette droite
lorsque O restant fixe R varie?

3¢ Chaque sphére S coupe la cubique en deux autres
points F. et I'. Démontrer que ces points sont fixes et
ne dépendent pas de R.

4° Lorsque O varie, la droite EF décrit une qua-
drigue et le plan OEF enveloppe un céne du deuxiéme
degreé.

5° Lorsque O warie, le milieu de EF décrit une
cubique équilatére.

Nous commencerons par rappeler que, s'il existe un
triangle inscrit 4 une conique C’ et conjugué a une
conique C, il en existe une infinité jouissant de la méme
propriété : on dit que la conique C’ est harmoniquement
ctrconscrite ala conique C. De méme, une quadrique Q'
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est harmoniquement circonscrite & une quadrique Q,
quand il existe un tétraédre a la fois inscrit 4 Q' et con-
jugué a Q, et il y a alors une infinité de tétraédres ana-
logues. A ces propriétés correspondent par dualité des
propriétés relatives aux coniques ou aux quadriques
harmoniquement inscrites.

La condition, qui exprime qu’une conique ou qu'une
quadrique cst harmoniquement circonscrite a une
conique ou a une quadrique donnée, étant linéaire, on
voit que, si deux coniques ou deux quadriques sont har-
moniquement circonscrites a une troisiéme, il en sera
de méme de toutes les coniques ou quadriques du faisceau
linéaire déterminé par les deux premiéres. En parti-
culier :

Etant donnée une conique C' harmoniquement cir-
conscrite & une conique C, si un quadrangle inscrit
dans C' est tel que l'un des couples de ses cotés opposés
soit formé de deux droites conjuguées a G, il en est de
méme des deux autres couples.

Par dualité, cette propriété se transforme en la sni-
vante qui nous servira dans la suite :

Etant donnée une coniqgue C' harmoniquement in-
scrite a une conique C, st un quadrilatere circonscrit
a C est tel gue U'un des couples de ses sommets opposés
soit_formé de points conjugués a C, il en est de méme
des deux autres couples.

L. Ceci posé, soient A,B,C,D,L, M, N sept points
d'une cubique gauche quelconque. Considérons la
conique suivant laquelle cette cubique se projette du
point A sur le plan LMN : a cette conique sont inscrits
le triangle LMN et le triangle formé par les traces du
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triedre ABCD : ces deux triangles étant inscrits a .une
méme conique, il existe, comme on sait, une conique
langente a leurs six cotés : on déduit de la que la
conique, inscrite au triangle LMN et tangente a deux
faces du tétraédre ABCD, est tangente aux deux autres
faces. Autrement dit :

8t sept points A,B,C,D,L, M et N appartiennent
@ une méme cubique gauche, il exisie une conique T,
inscrite & la fois au triangle LMN et au quadrilatére
SJormé par les traces du plan LMN sur les faces du té-
traédre ABCD.

Si les points L, M et N sont les points a I'infini d’unc
cubique gauche équilatére, ¢’est-a-direles sommets d’un
triangle conjugué a 'ombilicale, la conique T sera har-
moniquement inscrite & lombilicale et inscrite au qua-
drilatére qui admet pour sommets les points a l'infini
des arétes du tétraédre ABCD. Si donc deux sommets
opposés de ce quadrilatére sont des points conjugués a
Pombilicale, il en sera de méme des deux autres couples
de sommets opposés : autrement dit, si deux arétes
opposées du tétraédre ABCD sont orthogonales, il en
sera de méme de deux arétes opposées quelconques, et
ce tétraédre sera orthocentrique.

II. Soit T unc cubique gauche circonscrite a4 un
tétraédre T conjugué a une quadrique Q ; toutes les qua-
driques qui contiennent cette cubique sont alors harmo-
niquement circonscrites 3 Q : par suite, o étant un
point quelconque de T, elles couperont le plan polaire P
de o par rapport & QQ suivant des coniques harmoni-
quement circonscrites a cette quadrique. Or ces coniques
ne sont évidemment assujetties qu’a passer par les trois
points 3,y ¢t ¢ ou le plan P coupe la cubique T : il
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faut donc que le triangle Pv3 soit conjugué i la qua-
drique Q. Ainsi :

Le plan polaire P d’un point quelconque o de la
cubique T coupe cette courbe aux trois sommets d’un
triangle conjugué a la quadrique Q.

Réciproquement :

Si un triangle 3y3 inscrit a la cubique T est con-
jugué & la quadrique Q, le péle o du plan By3 par
rapport & Q sera sur la cubique.

En cffet, le plan polaire de 3 par rapport & Q doit
couper la cubique aux sommets d’un triangle conjugué
a Q, et, comme ¥ ct 3 sont deux de ces sommets, le troi-
siéme est nécessairement a.

Nous dirons que la cubique T est harmoniquement
circonscrite a la quadrique Q.

HIet IV. Supposons que le tétraédre T soit ortho-
centrique et que la quadrique Q soit la sphére T con-
juguée a ce tétracdré. D’aprés ce qui précéde, toute
cubique gauche circonscrite au tétracdre T et passant
par le centre O de I coupera le plan polaire de O par
rapport a X, c’est-a-dire le plan de Pinfini, aux trois
sommets d’un triangle conjugué a I'ombilicale : autre-
ment dit, cette cubique sera équilatére.

Réciproquement, toute cubique équilatére circon-
scrite au tétraédre T passera par le point O.

V. Soient B, C, D les points d’intersection d’une cu-
bique équilatére avec un plan P, et AO la sécante double
de cette cubique, normale au plan P. Il existe une
sphére T de centre O telle que le point A soit par rap-
port a elle le pole du plan P, et la cubique T est harmo-
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niquement circonscrite a cette spheére, puisqu’elle
passe par son centre et qu’elle est équilatére. Le té-
traédre ABCD est donc conjugué a la sphere I, et la
droite AO passe, par suite, par lorthocentre du
triangle BCD. Ce point décrit donc bicn la droite AO
quand le plan P se déplace parallélement a lui-méme.

Sile plan P est perpendiculaire a une tangente a la
cubique, la sécante AO se confond avec cette tangente,
et le triedre ABCD est trirectangle.

VI. Nous venons d’obtenir une infinité de té-
tratdres ABCD inscrits a la cubique T, admettant
méme orthocentre O et un sommet commun A. Il est
facile de voir que les sphéres S circonscrites a ces 1é-
traédres passent par un cercle fixe.

il existe, en cllet, une quadrique H passant par la
cubique I' et admettant pour direction de plan cyclique
celle du plan P ; soit Q la direction conjuguée de plans
cycliques. La quadrique H et la sphére S ont en com-
mun la circonférence (BCD) : elles ont done une autre
circonférence commune, et celle-ci est évidemment la
section de la quadrique H par le plan de direction Q
mené par A, c’est-a-dire la circonférence (AEF), en dé-
signant par E et I' les points ou ce plan coupe la cu-
bique.

1°,2°¢t 3° ('), Ainsi, si 'on considére deux tétraédres
orthocentriques, inscrits a4 la cubique T, ayant méme
orthocentre O, et admeltant un sommet commun A,
les spheres circonscrites a ces tétraédres passent par
deux mémes points E et F' de la cubique. Il est facile de
voir que cette condilion, imposée aux tétraédres, d’avoir

(') Ces trois parties sont résolues dans l'ordre inverse de celui
dans lequel elles sont énoncées.
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un sommet commun, est superflue et que les points E
¢t F ne dépendent que du point O.

Soient, en effet, ABCD et A’B'C’'IY deux tétraédres
orthocentriques inscrits 4 T et de méme orthocentre O.
Considérons le plan B’C’D" mené par B’ parallélement
au plan BCD, et qui coupe la cubique en C” et D”. Les
tétraédres ABCD et A’B'C'D’ ont chacun un sommet
commun avec le tétraédre AB'C"D), qui admet égale-
ment O pour orthocenire. Par suite, les sphéres circon-
scrites aux deux premiers tétraédres coupent la cubique
en deux mémes points de la sphére circonscrite au troi-
siéme.

On sait qu’une sphére harmoniquement circonscrite
a une quadrique en coupe orthogonalement la sphére
orthoptique ; si donc les tétraédres ABCD considérés
sont conjugués a une méme sphére I de rayon R, les
sphéres S couperont orthogonalement la sphére de
centre O et de rayon Ry/3. Comme elles doivent, d’autre
part, passer par les points E et I, elles auront une
circonférence commune dans le plan OEL et leurs
centres w seront sur une méme perpendiculaire A a ce
plan ; cette droite A se déplacera parallélement a elle-
méme dans le plan perpendiculaire au milieu du seg-
ment EF, quand le rayon R variera.

Soient G le centre de gravité d’un des tétraédres con-
sidérés, g le centre de gravité de l'une de ses faces,
enfin O, G, et w, les projections orthogonales sur cette
face des points O, G et w. On sait que G, divise le seg-
ment O, g dans le rapport 3, et que g divise le seg-
ment O, v, dans le rapport 3. Il en résulte que G, est
le milieu de O, v, et, par suite, G le milicu de Ow.
Le lieu du point G est donc la droite paralléle a A, située
dans le plan OA et équidistante de la droite A et du
point 0.
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4° A tout point O de la cubique T correspond, comme
nous I’avons vu précédemment, une sécante double EF';
de notre démonstration il résulie de plus que, si O’
désigne un point quelconque de la cubique, auquel
correspond de méme une sécante double E'F', les
plans O'EF et OE'I’ sont paralléles, leur direction
commune ct celle des plans normaux a4 OO’ étant deux
directions cycliques conjuguées d’une méme qua-
drique H, contenant la cubiqueT.

Par un point arbitraire Q menons les paralléles Qa
ct Qo' aux cordes EI" et E'F’; quand le point O’ se rap-
proche indéfiniment du point O sur la cubique, le
plan Qoo’ tend & devenir le plan tangent le long de
Paréte Qo au cone engendré par cette droite, et sa direc-
tion coincide alors avec celle du plan OEF ; nous voyons
donc que :

Si lon considére le cone décrit par la droite Qo le
plan OEF est paralléle au plan tangent & ce céne le
long del’aréte Qo.

Nous allons chercher 4 déterminer ce cone. Remar-
quons, a cet effet, que la direction du plan Qua’ et celle
des plans normaux & OO/, directions cycliques conju-
guées d’une quadrique H passant par la cubique, sout
aussi des directions cycliques du cone asymptote de cette
(uadrique, cone dont trois arétes sont paralléles aux
asymptotes de la cubique T. Considérons le triédre
OXYZ formé par les paralléles menées par le point O a
ces arctes : il nous suffit évidemment de prendre les
points d’intersection 1, 2, 3 des arttes du triedre OXYZ
avec un plan normal 4 OO/, et de faire passer par ces
trois points une sphére qui coupe les arétes en trois
nouveaux points 1', 2/, 3’ pour obtenir un plan 1"2’3/,
parallele aux plans OE'T” ¢t O'EF. Remarquons que les
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droites 1 2 et 1’2’ sont antiparalleles dans 'angle XOY ;
par suite, comme la projection sur le plan XOY de la
normale OO’ au plan 123 est perpendiculaire a la
droite 1 2, cette projection et la trace du plan OE'F' sont
symétriques par rapport aux cotés de I’angle XOY. Il en
est de méme pour les autres faces du triédre. On déduit
aisément de la la propriété suivante : soient Ox et Oy
les traces des faces ZOX et ZOY sur un plan quelconque
normal & OZ; soit m la trace sur ce plan de la droite 00/,
et M la droite qui joint les projections de m sur Ox et
Oy : le plan OE'Y et le plan OM sont symétriques par
rapport & la droite OZ.

Or, il est facile de voir que si le point m décrit une
hyperbole passant par O et ayant des asymptotes paral-
leles 4 Ox et Oy, la droite M passera constamment par
le centre @ de cette hyperbole; ¢’est justement ce qui a
licu quand le point O’ décrit la cubique : 'hyperbole
équilatére déerite par le point M a alors pour asym-
ptotes les traces sur le plan xOy des plans déterminés
par le point O ct par les asymptotes de la cubique res-
pectivement paralléles 4 Ox et Oy : la droite Oa s’ap-
puie done sur ces deux asymplotes, et le plan OE'F’
passe constamment par la syméirique de Oa par rap-
port & OZ. Nous retrouvons donc ainsi que ce plan passe
par une droite fixe, que nous savons paralléle a EF.
Ainsi :

La droite EF, correspondant & un point O de la
cubique, est, en direction, symétrique, par rapport &
l'une quelconque des asymptotes de la cubique, de la
droite qui passe par O et rencontre les deux autres
asymplotes.

Or, cette droite Oa, qui s'appuie sur la cubique et
deux de ses asymptotes, A, et A,, engendre évidemment



(62)

une quadrique U. Quand le point O s’¢loigne a I'infini
dans la direction de A;, la droite O a correspondante est
la paralléle a A; qui rencontre Az et Ay, c’est-a-dire la
génératrice paralléle 4 A; dans ’hyperboloide, H, défini
par les trois asymptotes : les plans asymptotes aux qua-
driques U et H menés par 'asymptote A; sont donc
confondus. Si, maintenant, par un point fixe Q, nous
menons les paralléles aux droites Oa, elles engendrent
un céne du second degré qui passe par la paralléle Q7 a
Az, ct le plan tangent a ce cone le long de cette généra-
trice a la direction du plan asymptote que nous venons
de considérer. Les paralléles Qo aux droites EF, étant
symétriques des droites Qa par rapport a Q7 engendre-
ront un cone du second degré ayant, le long de QG, le
wéme plan tangent que le cone des droites Q. Nous
tronverions de méme les plans tangents au cone déerit
par Qu, le long des génératrices paralléeles 8 Ox el Oy,
¢t nous ¢n concluons que :

Le céne engendré par les paralléles Qa & EF est
identique au cone asymptote de U'Lyperboloide, H,
qui/)asse par les trois asymptotes de la cubi{/ue.

Les droites EF décrivent donc la quadrique homo-
thétique a ce cone et qui passe par I', et, comme nous
avons vu que le plan OEF est parall¢le au plan tangent
a ce cone le long de I'aréte Qa, nous obtenons finale-
ment le résultat suivant :

La droite EF engendre une quadrique passant par
la cubique T, et ayant le méme cone asymptote que
Uhyperboloide H, qui passe par les trois asymptotes
de cette cubique. Ce céne asymptote est d’ailleurs

Uenveloppe du plan OEF.

3° Projetons orthogonalement la cubique T sur un
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plan perpendiculaire 4 I'asymptote ‘A; : nous obtenons
une hyperbole équilatére, v, passant par la trace p de A,
et admettant pour asymptotes les projections des asym-
ptotes Az ct Ay. Soit @ son centre, w le milieu de pa et ¢
le symétrique de p par rapport a @. Le point © est évi-
demment la projection du centre de 'hyperboloide H,
qui coincide, comme nous venons de le voir, avec celui
de la quadrique Q engendrée par EF. Le plan A aq
étant d’ailleurs un plan asymptote de la quadrique Q
la coupe suivant deux droites paralléles a A; : celle

|

d’entre elles qui appartient au systéme des généra-
trices EF (sécantes doubles de la cubique) se projette
évidemment au point ¢ : le point r, symétrique de ¢
par rapport a w, est donc la projection de 'autre, qui
appartient au systéme différent de génératrices et
rencontre, par conséquent, loutes les droites EF.
Les projections de celles-ci passent donc par r; le lieu
du milieu des cordes EF a donc pour projection le
lieu des milieux des segments interceptés par I’hyper-
bole y sur les droites passant par r. Or ce dernier lieu
est évidemment I’hyperbole symétrique, par rapport
a w, de 'hyperbole y. Les points de la quadrique Q qui
se projettent sur ce licu sont donc diamétralement
opposés a ceux de la cubique T'. Donc :

Le lieu des milieux des cordes EF est la cubique
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gauche symeétriqgue de la cubique T par rapport au
centre de I’hyperboloide H.

[112b]

SUR LES FORMES ARITHMETIQUES LINEAIRES A COEFFICIENTS
REELS QUELCONQUES;
Par M. A. HURWITZ.

Gottinger Nachrichten, 18yg7. Cahier XV.
Traduit avec 'autorisation de I'auteur par M. L. LAUGEL.

M. Minkowski, dans son Livre Geometrie der
Zahlen ('), a énoncé et démontré le théoréme suivant,
remarquable tant par son caractére élémentaire que par
les nombreuses applications qu’il comporte :

Dans n formes linéaires homogénes entiéres a n va-
riables, a coefficients réels quelconques et de détermi-
nant A différent de zéro, on peut toujours donner aux
variables des valeurs numériques entiéres qui ne soient
pas toutes nulles et telles que chacune des formes ait

une valeur absoluc
< Vabs.A.

(') H. MINKOWSKI, Géometrie des nombres, p. 104; Leipzig, 1896.
Relativement aux applications du théoréme a la théorie des formes
quadratiques et & la théorie des corps de nombres algébriques, com-
parez § 14-47 du Livre précité, et ensuite le Mémoire de M. Minkowski,
Sur les formes quadratiques positives et les algorithmes ana-
logues aux fractions continues (Journal de Crelle, t. 107, p. 278
ct suiv.), et le Compte rendu présenté par M. Hilbert a la Deutsche
Mathematiker Vereinigung : la Théorie des corps de nombres alge-
hriques, théorémes 12-47 et théoréme 50.



(65)

M. Minkowski m’a communiqué une démonstration
purement arithmétique de ce théoréme, due A M. Hilbert,
et qui sera reproduite dans le second fascicule de la
Géométrie des nombres. Inspiré par cette Communica-
tion, j’ai trouvé une nouvelle démonstration, reposant
sur des principes analogues, ou I’on emploie des mé-
thodes auxiliaires trés simples, et qui se recommande
par son peu de longueur. J'expose cette démonstration
dans les pages suivantes.

Soient
(V) fi=anuy ity .o anily (i=1,2,...,n)

n formes linéaires a coefficients numériques entiers des
variables u,, u,, ..., u,. Le déterminant de ces formes,
dont la valeur absolue sera désignée par

(2) abs[ak;]=D,

sera, par hypothése, différent de zéro.

Conformément aux définitions de Kronecker, deux
formes linéaires ¢, ¥ a coeflicients numériques entiers
des variables u,, u,, ..., u, seront dites congrues pour

les modules fi, f, ..., fu, c’est-a-dire satisferont a la
formule
(3) ?E"P (mO(]fhfZ: *"1/"))

lorsque la différence ¢— ¢ cst représentable sous la

forme
(4) e— Y=z fi+Zafat- ot Tnfa,

ou x,, s, ..., T, désignent des nombres entiers. Au

cas comtraire, ¢ et ¢ sont dites incongrues pour les

modules fi, f2, ..., fu.

Maintenant le point essentiel sur lequel repose la dé-
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monstration que nous allons exposer est le théoréme
suivant :

Le nombre des formes linéaires incongrues pour les

modules f, fo. ..., fnest égal a D.

Ce théoréme a déja été démontré différemment sous
une autre forme ('). Néanmoins, pour éviter les lacunes,
nous 1’établirons ici rapidement.

Si’on désigne par & un des nombres 1, 2, ..., n, la
congruence
(5) ( 8/,.u;;+8/\.,1‘.+1 lt/;+1+...+ak,nlln50
( (ll]odf17f27“"7fll)’
ou les nombres entiers 84, 0 441, G, doivent étre re-
gardés comme leés inconnues, posséde des solutions
ol G est un nombre positil (qui n’est pas nul). En
effet, on a évidemment

Dur=o(mod fy, fo, .... fn).

Parmi les solutions de (5), choisissons-en une ou &
soit positif et le plus petit possible, et posons alors

N
(6) &h=CplUp—+ Ok r1 Ut ~... O nlty (A=1,2,...,n0).

Si¢ est une forme linéaire quelconque a coeflicients
numériques entiers, on peut choisir les nombres ¢,
la, ..., t, tels que la forme

(7) o—hg1—bL§r—...—ln§n = CiUy+ Collpg=...+ CplUp
satisfasse aux conditions

( < a - -
(8) ofe;<c, 0Zcy< oy, cony 0% en < op.

(') Comparez, par exemple, Frobenius : Théorie des formes li-
néaires a coefficients entiers (Journal de Crelle, t. 86, p. 174 et
suiv.).
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snsuite deux formes différentes

(9) CLUy 1+ Cally—+ ...+ Chlly

satisfaisant a ces conditions ne peuvent pas étre con-
grues pour les modules £y, f3, ..., fa, car, en les retran-
chant I'une de l'autre, on obtiendrait une forme dont
I’existence est exclue par le mode méme de détermina-
tion des formes gy.
De la résulte que chaque forme linéaire o est con-
. . ~ ~ ¢ .
grue a une seule et unique des &, 8,. . .6, formes (g) qui
sont caractérisées par les inégalités (8). En particulier,
chaque forme congrue a zéro pour les modules f,,
Sfay - -5 fn est représentable sous la forme

U1+ ..+th&n,

d’ou il résulte que non seulement les formes g,
&2, ---, §n peuvent ttre exprimées sous la forme de
“fonctions linéaires homogénes a coefficients numériques

entiers des formes fi, f», ..., fu, mais encore que la

réciproque (') est vraie. Par conséquent, les valeurs
absolues des déterminants des deux systémes de formes
sont identiques et, par suite, le nombre ¢,8,...3,

des formes linéaires incongrues pour les modules f,

fay ..., fuest égal aD.
1I.
Soit 7 + 1 le premier nombre entier qui surpasse {I/B,
en sorte que lon ait
(1) m<D < (r-+1)n.
Parmi les (r +1)" formes

(2) ClUy—~+ Collg+ ...~ CplUnp,

(') Par la réciproque, nous entendons les mémes quatre derniéres
lignes du texte ou I'on remplacera g par f et f par g. L. L.
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qui sont caractérisées par les inégalités
(3) oseir, oZeir, N ofe i,

il en existe alors certainement deux différentes, qui sont
congrues pour les modules f,, f2, ..., fz. La forme

(4) Yir+yYalUus+.o.+ Ypln,

que 'on obtient en retranchant 'une de I'autre deux
pareilles formes, a ses coefficients compris entre — r
et +r, et, par conséquent, ceux-ci sont en valeur

n//~ ’
absolue £4/D. Enfin, cette forme est représentable sous
la forme

B) yrivi+yots+...+ yaun=a f1r+ 22 fo+...+ xpfa,

ou Xy, Xa, ..., X, désignent des nombres qui ne sont pas
tous nuls. En comparantles coefficients de uy, ws, ...y up
dans I’équation (3), on reconnait que :

Se
(6) A Xy~ Apa o~ .. .~ Qi Ty (i=1,2,...,n)
sont n formes linéaires & coefficients numériques entiers
des variables x,, x,, ..., x,, de déterminant dgﬂ'érent
de zéro et égal en valeur absolue a D, on peut toujours

donner aux variables des valeurs numérigues entiéres,
qui ne sont pas toutes nulles, telles que chacune des

Jformes ait une valeur absolue <{/D.

Comme on le reconnait, c’est 1a le théoréme de Min-
kowski pour les formes & coeflicients numériques entiers.

1II.

Soient maintenant

(1) ria Ty Py et .. rip &, (¢t=1,2,...,0)
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n formes lindaires a coefficients rationnels. La valeur
absolue de leur déterminant A cst supposée différente
de zéro. Choisissons le nombre entier positif g tel que
les formes

(2) &(raxy+ riaTs+...4+ ripzy) (i=1,2,...,n)

aient des coefficients numériques entiers. Puisque la va-
leur absolue du déterminant de ces formes est g#A, on
peut, au moyen de valeurs numériques entiéres, qui ne
sont pas toutes nulles, attribuées a x,, xs, ..., x4,
rendre toutes ces formes < g /A en valeur absolue, et,
par conséquent, rendre toutes les premiéres formes (1)
g’(/E ¢n valeur absolue. On a, de la sorte, démontré le
théoréme de Minkowski pour les formes a coefficients
rationnels.

Iv.

Pour étendre maintenant le théoréme aux formes
a coefficients quelconques on a besoin d'un théoréme
auxiliaire que nous allons d’abord démontrer.

Une réunion de plusicurs systémes (en nombre fini
ou infini), chacun de n formes linéaires, scra nommé
un « ensemble » de systémes de formes (). Nous consi-
dérerons un tel ensemble, satisfaisant aux conditions
suivantes :

On pourra déterminer deux grandeurs positives ¢
ct ¢ telles que, pour chaque systéme quelconque de
formes

(1) yi=cuwi~+ Cia@a—+.n.4+ CinZn  (i=1,2,...,0),

qui appartient a Pensemble, chaque coefficient ¢y soit

(') G. CaxTOR, Contribution a Uexposition de la Theéorie des
ensembles transfinis (Math. Ann., t. LXVI, p. 481) et Travaux pré-
cédents du méme auteur.

Ann. de Mathémat.. 3° sévie, L. XVII. (Février 18¢8.) 5
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en valeur absolue inférieur a 3, et que la valeur absolue
du déterminant | ¢i | soit supérieure i «.

Maintenant, soit (1) un systéme déterminé de formes,
pris dans I'ensemble, ci soient zy, z,, ..., x, un sys-
teme de nombres entiers, pour lesquels les valeurs des
formes ¥y, ¥, ..., yn soient toutes en valeur absolue £ G,
G désignant une grandeur positive assignéc. Les solu-
tions des équations (1) peuvent ¢tre désignées par

(2) Ty =Yuyi1+Y2uY2—+- -+ Yni)¥n (i=1,2,...,n);

en ce cas y;; est Je sous-délerminant de ¢, dans le dé-
terminant | ¢;x | divisé par le déterminant lui-méme.

Puisque chacun des (2 —1)! éléments de ce sous-
déterminant est, pris en valeur absolue, inféricur a o7~
ona

(3) absy <(n—1)l ——,

ct, par suite,
on—1 .
(1) || < n!-— G (f=1,92, «..,n).
Cette limite, pour les valeurs absolues des nombres
entiers &y, Xa, ..., Xp, ne dépend que de ¢, ¢, G. On
) 2 ] 9 }. l L]
peut donc énoncer le théoréme suivant :

Sixy, X9y ..., x, st un systéeme de valeurs numé-
riques entiéres, pour lequel les formes d’un systéme de
formes pris dans I’ensemble sont toutes prises en va-
leur absolue, £ G, ce systéme de valeursx,, xa, ..., x,
se trouve ndécessairement parmi un nombre fini de
systéemes de waleurs qui dépendent exclusivement
de s, ¢, G.

[Si I'on représente chaque systéAme de valeurs numé-
riques entiéres Iy, Ly, ..., Lp par un point d’un espace
a n dimensions. dont les coordonnées sont xy, Zay ..., Tp,
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le théoréme précédent apparait comme conséquence de
cc fait que la totalité des points dont les coordonnées
ont pour valeur des nombres entiers (points d’un ré-
seau), forme un ensemble de points sans points-limites
(Haiifungsstelle) a distance finie].

V.
Les formes
(1) Cil Xy + CiaXy—+ .. ~+Cinky (F=1,9, ..., n)

peuvent maintenant avoir des coelficients réels quel-
conques et un déterminant A différent de zéro. Alors
chaque coefficient c;; sera représenté par une série fon-
damentale de Cantor

1 2
(2) c;k::(r(i,‘.), AN (,}’ ),

) % désigne, par suite, un nombre rationnel

en sorte que 77
(ui, pour ) croissant indéfiniment, tend vers la li-
mite ¢i. Sil’on désigne par A® le déterminant du sys-

téme de formes
(3) )()‘)Z‘ +’()l-2‘2+ +1(')J',, (i:l,‘l,..-, 'l)‘
on a évidemment

(1) Lim AG) =
r=e

Si I'on convient maintenant d’attribuer a X les va-
leurs 1, 2, 3, ..., on tirera de (3) un ensemble de
systemes de formes qui satisfait aux conditions du pré-
cédent paragraphe quand on y supprime les systémes
de formes ot ’on aurait A® = o. Pour chaque indice A
déterminé, on peut attribuer a x,, x5, ..., x, des va-
leurs numériques entiéres, qui ne sont pas toutes nulles,
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telles que

5 | R A FE ST PNz, |< VabsA®
(i=1,2,...,n),

ct il existe alors certainement, d’aprés le théoréme du
numéro précédent, un pareil systéme de nombres en-
tiers &y, Za, ..., Tn, qui, pour un nombre infini d’in-
dices 2, satisfait aux inégalités (3). Pour un tel systéeme
Tyy Xy, vy Ty, on peut passer d la limite ) = oo, et
Pon obtient alors

. R
(6) [c,-,w,—|—cigxg—i—...—i—c,-,,x,,l_ﬁ_JabsA,

et le théoréme de Minkowski se trouve maintenant com-
plétement démontré.

VI.

Lorsque xy, &y, ..., x, sont des nombres entiers
gui ne sont pas tous nuls et qui satisfont aux inéga-
lités (6), ou bien c’est partout le signe << qui peut
avoir lieu dans ces inégalités, ou bien dans une ou plu-
sicurs d’entre elles c¢’est le signe d’égalité qui peut avoir
licu. Mais nous allons aussi démontrer qu’il est pos-
sible de déterminer &y, X, «.., x,, de telle sorte que
ce soit le signe < qui ait lieu en n — 1 quelconques
des inégalités (6), dans les (n—1) dernicres, par
exemple (). -

Si I'on désigne par ky, ks - .., k,, n grandeurs posi-
tives qui salisfont a la coundition

(I) k;/-‘g.../{,,zabsA,

(") MixKOWSKI, Géomctric des nombres, p. 100.
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les formes
1 .

%) (Cu®i+ CixXs+...4 CinTp) (i=1,2,...,n)
ki

ont pour déterminant =+ 1.

Par conséquent, on peut déterminer les nombres en-
Liers Ty, Lay « « +, Ly qui ne sont pas tous nuls, tels que
I’on ait

(3) |einxi+ ciaZat.. .+ Cinxn | Sk (Z=1,2,...,0).

Choisissons maintenant une suite de grandeurs po-
sitives

(4) €1,

)

2y eesy EXy ey

- . Ny 30 . . \ . .
qui soient toutes <C ‘/al)sA et qui satisfassent a la condition
limsy = o, et déterminons, pour chaque indice A, la

) s ] 1 !

=

grandeur positive ¢, au moyen de 'équation
(5) ('{/aﬂﬁ+e§\>('{/abs;\—~a)\)"~l= absA.
On a évidemment aussi

Lo
limey = o.

)»:”
Maintenant, pour chaque indice %, les inégalités

[en@i~+ craza+. ..+ ciazn | S '{/5}55}4_5'}’
(6) 2 | i1 @)+ Cia@a = ..~ Cin@n | S Vabsh — g
(¢=1,2, ..., n),

pourront étre satisfaites [en vertu de (3)]. Et, d’aprés le
paragraphe IV, on peut supposer qu’un seul et méme
systéme &y, X, .. ., X, satisfait aux inégalités (6) pour
un nombre infini d’indices 2. Alors, pour un pareil sys-
Léme, on aura

n/, .
lein® + cosas+. ..+ cinwn | < YabsA (i=1,2,...,n),
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ct le passage a la limite A = oc nous montre que I'on a,
en méme temps,

|enn@i+ecray 4.4+ cjpxy | S VabsA.

[L'7d]
SUR UNE PROPRIETE FOCALE DES CONIQUES;
Par M. G. GALLUCCI.

1. Deux tangentes quelconques d’une conique et
les perpendiculaires abaissées des foyers sur ces tan-
gentes touchent une autre coni(]ue.

Soient AB, AC les deux tangentes, I, I les deux
foyers, R, Q, R/, Q' leurs projections sur AB, AC et M
la projection de A sur 'axe focal FI' ('). Les points A,
M, R, Q sont sur le cercle décrit sur AF comme dia-
métre et les points A, M, R/, Q" sur le cercle déerit sur
AF’ comme diametre; mais R, Q, I/, Q' sont sur la po-
daire des foyers ; donc les trois droites RQ, R'Q’, AM
concourent en un point A; qui est le centre radical des
trois cercles précédents. La droite AM est donc la po-
laire du point A’=RQ'.R’Q par rapport a la podaire
des foyers et, par conséquent, ce point doit se trouver
sur le diamétre perpendiculaire & AM, c’est-a-dire sur
FE’. Il résulte de tout cela que I'hexagone des droites
AB, RF, QF, AC, F'Q', F'R’ est un hexagone de Brian-

chon.

2. Dans un triangle ABC, soient I'; 17 deux points
inverses, P, Q, R, P/, Q', R’ leurs projections sur BC,
CA, AB; posons : A'=RQ.T'Q, B'=RP.R'P,

(") Le lectenr est pri¢ de faire la figure.
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C=PQ.PQ, A =RQ.RQ, B =RP.RP,
C,=PQ.P'Q". On a les propriétés suivantes :

1° Les points A’y B', C' sont sur FF';

2° Lesdroites AA,, BBy, CC, sont perpendiculaires
a FI7; ‘

3° La droite AA' passe par B, et C,3 de méme BB
passe par C, et A, et CC' passe par A, et B ;

4° Le tl‘ia/zgle A, B,C, est conjugué par rapport au
cercle des points P, Q, R, P/, Q', R';

5° Le triangle ABC et celui des droites A’A,, B'B,,
C'C, sont réciproques par rapport au méme cercle;

6° Les droites P'A, Q'B,, R'C, concourent sur le
méme cercle, ainsi que les droites PA'; QB', RC'.

Les propriétés 1° et 2° sont établies par le raison-
nement précédent; les autres s’en déduisent trés fa-
cilement. Toutes ces propriétés ont été données par
H. Schriter dans le cas particulier ou P, Q, R sont les
milieux des c6tés et P/, Q', R’ les pieds des hauteurs.

Foir : Scarorer, Steiner’s Vorlesung iiber Geome-
trie, o° Partie, p. 84; I'vanke, Ueber gewisse Linien im
Dreiecke (Journal de Crelle, vol. 99, p. 161); Scard-
TR, Bemerkung zu dem Aufsatze von Herrn Franke

(Journal de Crelle, vol. 99, p. 233).

[H11] [J4a]
SUR LA CONVERGENCE DES SUBSTITUTIONS UNIFORMES:;
Par M. E.-M, LEMERAY.

Dans un article précédent (') y’ai étudié la conver
gence de la substitution

(') Voir p. 306; 1897.
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vers une racine a de I’équation fx — x = o, quand la
fonction donnée fx est holomorphe dans le voisinage
dfx
d

x

du point a, et quand la dérivée prend en ce point

2kn

une valeur dout le module est 1, et 'argument >

k étant plus petit que 2 ct premier avec lui. J'ai montré
qu’alors les n premiéres dérivées de la dilférence
J"x — x sont nulles pour x = a et que, en supposant la
dérivée (n + 1) de cette méme différence non égale
a o pour x = a, il cxiste, dans un cercle infiniment
petit déerit autour du point a, n sccteurs de convergence
et n secteurs de divergence pour la substitution propo-
sée; ces secteurs ont tous méme amplitude et alternent
cnlre eux.

Considérons, a présent, le cas ou la premiére dérivée
de la différence f*x — x, qui ne s’annule pas en a, est
d’ordre m + 1, m élant néeessairement plus grand que
n; les mpremicres dérivées de f"x — x étant des fonc-
tions que I'on sait former des m premiéres dérivées de
Jx — x, le fait se produira sil existe entre ces der-
ni¢res certaines relations convenables. Considérons la
fonction y, = f"x; comme clle peut se mettre sous la
forme

A
Yn—a = —a-+ m+1)’(x__a)m+l+._,’

(m+1

nous pourrons répéter les raisonnements de notre pre-
miére élude et nous trouverons, autour du point @, non
plus 7, mais m sccleurs de convergence pour la substi-
tution &, f*x; pour obtenir ceux de la substitulion
proposée, il suffit de remarquer que, lorsque, a une
distance trés petite de @, on passe de la fonction fPx a
la fonction fP+'x, 'argument de la dérivée de la der-
ni¢re diflere trés peu de celui de la dérivée de la pre-

. , YA .
mitre augmenté de ;I . Pour obtenir les secteurs de
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convergence de x, fx, on fera tourner ceux de x, fix,
dans le sens négatif, d'un angle égal a w
Pour que les secteurs de convergence d’'une substitution
x, f1z soient les mémes que ceux de x, f*x, il faut et

(n—q)k=
n

il suffit que Pangle 2 2kw,

soit un multiple de ;
m

c’est-a-dire
mg=o (mod n).

Si n et m étaient premiers entre eux, un sccteur de
convergence pour unc substitution ne le serait, du
moins dans sa totalité, pour aucunc autre. Si n et m
admettaient un plus grand diviscur commun d, la va-

n . . . . e .
leur a,de g satisferait & la condition ci-dessus, et les

sccteurs de convergence pour x, f*x le scraient aussi
pour les substitutions

.n
] .
z, fdx (i=1,2,...,0),

mais pour celles-la seulement.

Or les deux derniéres hypothéses sont inadmissibles
ct m est toujours multiple de 2. En cffet, considérons la
suite des diverses itératives

z, fx, fiz, ...;
pour unec valeur donnée de x, ou il y a convergence,
ouil y a divergence (écartons le cas ou aprés n itéra-
tions on retomberait exactement sur la valeur initiale).
Supposons, par exemple, le cas de la convergence, et
considérons la suite des itératives

z, frz, frx, ...

cen partant de la méme valeur x que tout a ’heure, nous
aurons convergence puisque ces itératives appartienncnt
clles-mémes 4 la premiére suite; il est done impossible
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d’admettre qu’un secteur de convergence pour une sub-
stitution ne le soit pas dans sa totalité pour une autre
quelconque; m est donc toujours multiple de 7, on est
ainsi amené a ce théoréme :

Soit a un point-racine de l'éguation fr — x = o,
Jx étant holomorphe dans le voisinage de a; dési-
gnons par f* la niéme jiérative de fx, par p un mul-
tiplede n, par a,, a,, ... les valeurs que prennent en
a les dérivées de fx par rapport a xypar Ay, A,, ...
les valeurs que prennent en a les derivées de frx — x
par rapport & la méme variable, et supposons qu’il
cxiste entre les a; des relations telles que les p quan-
tités Ay, Ay, ..., A, soient nulles; cela posé, si U'on
assujettit les a; & satisfaire & une nouvelle condition
choisie de telle sorte que l'on ait A, = o, on a aussi

Appo=o0,Ap 3=0, ..., Ay = o0; autrement dit %

relations convenables sont nécessaires et suffisantes
pour que les p premiéres dérivées de frx — x soient
nulles pour x = a.

Il serait désirable de démontrer directement ce théo-
réme qu'il est dailleurs facile de vérifier,

Ainsi, pour n = 2, la relation
a+1=0
entraine
4\1 = 0. ;\3 == 0.
Jointe a la précédente, la relation
3a} +2a3=o0
cntraine
.\3 = 0, .’\; = 0.

Jointe aux deux précédentes, la relation

2as;-+-15a,a, — 3oa

oS

= o,



entraine a son tour
As=o, As=o,

Pour 7 = 3, la relation

entraine
Ay =o, Ay =o, A; =o.
Jointe a la précédente, la relation

LY, J—
. - *£25y/= .
(=3a,+13a} +2asa3) +e¢ 3 (——3a,+3al—1fasaz)=o0

centraine
A', = 0, A;, = 0, Ag = 0,

Serret a moutré (Algébre supérieure) que la foue-
Lion
I

™
/  — 208 — — —
J n x

salisfait a I’équation fonctionnelle

Srae —ax =o.
Toutes les dérivées de f"a — z sont nulles au point-
racine ct d’ailleurs, en tout point, les coefficients de —?;
daus le développement de cctte fonction, satisfont aux

conditions sus-énoncées.
Si une fonction satisfait 4 'équation fonctionnelle

Sfrr —x =o,

pour une valeur quelconque de x il ne saurait, par de-
finition, exister ni convergence, ni divergence, puisque
aprés n itérations on retombe sur la valeur initiale; ¢’est -
ce que montre aussi notre analyse; la n®" iiérative
ayant pour valeur x, la premiére dérivée de f?x — ,
différente de zéro, est d’ordre infini; il y a donc une
infinité de secteurs de convergence et de secteurs de di-
vergence infiniment petits, et alternant; on ne peut
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donc plus dire que x soit pris dans un secteur de con-
vergence ou dans un secteur de divergence.

A part ce cas, nous arrivons donc, comme dans notre
premiére étude, & trouver, autour du point @ ct dans un
cercle infiniment petit, deux aires de convergence et de
divergence de méme surface. Il se peut qu’un secteur de
divergence fasse partie d’'une région de convergence a
distance finie, cette région aboutissant finalement a un
secteur de convergence; c’est ce qui se passe pour la

fonction
@+ TC(z— a1 C(z—a)yt
= C+(z—ay—!

dont nous nous sommes déja servi (') et qu’a employée
aussi M. Leau, dans sa thése si intéressante (2). Nos
résultats ont é1é communiqués a ’Académie des Sciences
le¢ 16 novembre 1896 ct le 31 mai 1897.

[A31] [G6c]
SUR LES EXPRESSIONS DITES SURPUISSANCES;
Par M. D. GRAVE, a Saint-Pétersbhourg.

Dans le Mémoire intitulé De formulis exponentiali-
bus replicatis (*), Euler traite le probléme suivant :
Soient les relations

w;(z) = a?, wy () = aw®) = a*,

wy (@) = awi® = qa®”, ceey

(') Un théoréme sur les fonctions itératives (Bull. de la Soc.
math., 1. XXIII, 1895).

(*) Etude sur les €quations fonctionnelles, avril 1897.

(%) Acta Academice Scientiarum Imperialis Petropolitance,
pro anno MDCCLX\VIIL Pars prior, page 38,
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ol @ > 0; nous aurons
w, (X)) = aWa—'2),

Il faut trouver la fonction limite Q(x) vers Jaquelle
tend w, () avee Paccroissement du nombre entier n.

Ce probléme se trouve complétement résolu dans le
Mémoire cité d’Euler. Comme I'auteur ne démontre pas
sa solution, j’ai pour but d’exposer ici les résultats
d’Euler avec les démonstralions nécessaires.

Dans toul ce qui suit, au lieu de wi(z), écrivons
tout simplement x,. En nous bornant aux valeurs
réelles de x, nous pouvons évidemment supposer x po-
sitif, car, si I'on avait x <{ o, on pourrait, au lieu de ,

prendre xy = a®.

1
Montrons d’abord que si a>> €“=1,44466..., on

aura, pour 1 =—=®,
]imzx,,:—_: *.

En eflet, d’aprés des considérations bien connues,

logm(l’
x T e

d’on, pour le cas considéré,

o
]—(%c <loga,
ou
xr < a%,
c’est-a-dire
x < xy.

Ainsi nous voyons que l'on a
el <2 K X1 < .
Démontrons que toutes les diflérences
Lt — ) = ATk — Ty,

sont plus grandes qu’un certain nombre positif.
ptus g | I
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En considéraut la fonction 3(x) = a*— x, formons
irivée o — _ . :
sa dérivée ¢/ (x)=a*loga —1. Nous voyons que, si
a>e, la dérivée est positive ct la fonction ©(x) a sa
moindre valeur pour x = o; mais on a

(o) =1,

d’our il suit que o (x)>1.
1
Si e* < a<C e, la dérivée s'annule pour
___logloga
loga
¢t nous obtlenons

T~ 1+ logloga
ar — ; - ..

~

loga

1+ logloga

En désignant par « le nombre positif ,

loga
nous aurons

c’est-a-dire que toutes les différences ayy, — x4 sont
plus grandes que a. Ainsi nous voyons que x, croit
sans limites avec le nombre 7.

1

Prenons a présent le cas suivant 1 << a < ¢e. L’équa-
tion a*=x a dans ce cas deux racines réelles, une
entre 1 ct e et autre entre ¢ et . Désignons la pre-
miére racine par h ct Iautre par p.

La fonction x; —x =a*— x =o(x) pour x =oet
pour x =<0 est posilive; il ne reste qu'a étudier ses
valeurs pour toutes les valeurs positives de x. IFormons
la dérivée ¢'(x) = avloga — 1, et désignons sa racine
positive par.x,y; nous obtenons évidemment

1
aAxo = —o

loga
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1
Comme 1< a < e, ona

d’on
1
foga = ¢
tel
on aura
ar*>e,
ou

Ainsi la fonction o (x) décroit dans l'intervalle de o jus-
qu'a x,, atteint sa valeur minimum pour x, et com-
mence a croitre pour tous les x > x,.

Eu substituant z, dans I'expression pour la fonction
s (), nous obtiendrons

:
1—x, loga
— <

o(2y) = a%o— 2y = Tooa
D

>

par conséquent l’équation ¢(x)= o0 a deux racines
simples, une entre o et x, et Pautre entre x, et oo.

1l est facile de voir que les racines réelles de I'équa-
tion o(x) = o sont séparées par le nombre e. En effet,
en substituant e a4 x, nous obtenons

ple)=a*—e < [ei':le——c =o.

Considérons trois intervalles de 0 a4 A, de % a w et de
* & oo,

La fonction ¢(x) est positive dans le premier ct le
troisi¢tme intervalle et négalive dans le second. Par
conséquent, si nous prenons la valeur initiale x dans le
premier ou le troisiéme intervalle, les valeurs consécu-
lives xx croissent avec k. Au contraire, si la valcur
de x se trouve dans le sccond intervalle, les nombres x4
décroissent.
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En posant x = p. + 2, 0t ¢ >> 0, nous aurons
ab+t— p—g=(ab—1)p—38 < d(logp—1).

Ainsi nous voyons que xz — xz> 8(logp —1), de
sorte que, quelque petit que soit ¢ pour x > ., on aura

]im}x,lf,,:,, = .

Comme a >1, il s’ensuit que
)
ar* at

si x < £. En prenant, au licu de &, la racine 2, on aura,
pour x < A,

az < ak,

k) \ .

c’est-a-dire

T < )\1.
Ainsi nous remarquons que x, << A; mais comme, pour
xr <<k ona

L >Tp1 >0 . > > 2,

nous voyons que x,, avec augmentation de n, tend
vers une limite qui ne surpasse pas A; mais comme cette
limite doit étre égale a4 'une des racines de I'équation
a®= x, par conséquent cctie limite doit étre égale a 2,
¢’est-a-dire qu’on peut écrire '

lim{x,,g,,___m= A.

De la méme facon, nous démontrerons que, si x se
trouve entre A et ., on aura

TSTISTe> > >0 > ),
ct, par conséquent,

lim m,,;,,:wz .
Si x = i, on aura
T=T1=Xe=...= Tp= W,

et, par suite,
lim %.r,, :,, == [
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1
Le cas limite a = e€ donne

lim 21',,;":”:
pour x Se,
lim%x,,%,,=,, =
pour x > ¢.

Passons a présent au cas a < 1.

En considérant la fonction ¢(x), nous remarquons
que la dérivée de cette fonction poura <1 est constam-
ment négative; par conséquent la fonction est décrois-
sante; clle est positive pour x = o0 et négative pour
x =1, donc elle a une racine réelle comprise entre o
et 1.

Nous désignerons cette racine par h.

Considérons & présent I’équation

(1) a’” = z.

Cette équation n’a pas évidemment de racines réelles
1 1

quand a > e'_’; pour 1 << a < e les deux racines X et ®
de P’équation a®= x sont les seules racines de 1'équa-
tion (1).

En restant loujours dans le cas a <1, et en posant
T
5
Prenons Ja fonction 4 (x) = a* — x.

a = 5, nous obtiendrons b > 1.

En posant y = a®, nous pouvons écrire la dérivée
V' (2) sous la forme

V(z)=arylogla—1=>b"rylog2b —1.
La seconde dérivée sera
V(x)=logdaary(1+ logay)=—1log3bb—~yy(1—logby).
Si Pon suppose b < e, on aura

1—logbb—=> o,
dnn. de Mathemat., 3¢ série, t. XVIL. (Février 1898. 6
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et nous obtiendrons
Y'(x) <o
par conséquent, la premiére dérivée ¢/(x) est une fonc-
tion décroissante. Mais on a

log2b

Y =
Y'(o) 3

— 1< o,
d’ou
Y (&) <o.
La fonction 4 (x) décroit et, comme on a

Y(o)=a>o, (1) =ar—1<o,

elle devient nulle pour la racine % de I'équalion
at—=ux.

Pour le cas b > e, V'équation (x) = o admet une
racine réelle enire o et 15 cette racine est égale a

loglogh
logh

o=

Pour oSx << x,, on a
V() > o
mais, pour x,<x <1, ona
V'(z) <o.
Dans le premier intervalle la fonction ¢/(xr) croit
log2b
b

en partant de la valeur — 1 qui est négative pour

tontes les valeurs de & et atteint la valeur maximum
pour x = x,. Aprés cette valeur la fonction commence
a décroitre. ‘

Si ¥/(x,) <o, la fonction /(x) sera négative pour
toutes les valeurs de z, et par conséquent la fonction
¥ (x) ala racine unique X qui sera en méme temps celle
[}
de I'équation a%=x.

Si I'on a ¥(ry) > o, il n’est pas difficile de se con-
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vaincre que l'équation ¢(x)=o0, outre la racine de
P’équation a®= x, en admet deux autres. Mais, comme
on a

Y'(2y) = élogb -1,

démontrons que si logb > e, 'équation §(z)= o aura
deux racines réelles comprises entre o et 1, distinctes

de .

Dans ce cas

b > ee, a<L=o,065948....

La fonction ¢(x) a évidemment une racine ) qui
appartient a l’équalion a* = x. Substituons cetle ra-
cine dans I’expression de la premiére dérivée; on aura
la relation

Y ()) =Arlog?b —1=log?XA —120,
- . : 1
¢'(%) devient nulle pour b = e, h= -, et {'(X) est
positive pour & > e°.
Par conséquent, il vient, pour ¢ infiniment petit po-
sitif,
Y(X—e)<o, Y(h+¢e)>o.
Mais, en tenant compte des inégalités
Y(o)>o0, Y(1<o
nous arrivons a ce résultat que 1'équation ¢(x)=o a
deux autres racines réelles, une entre o et % et 'autre

entre ) et 1. En désignant la premiére racine par %, et
la seconde par ), nous aurons A

)\2> )‘l) ;.2 = a7~:, )‘1 = a7-_-,

. o . 1
Ainsi nous voyons que, pour le cas pr Sa <1, on
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aura
a-‘l‘kz a)-,

si a2 h; mais @ = xy, et =1, d’on
-Z'I.‘-H; A
Quand x << %, on aura évidemment

x <\, 9 < . x, < X, oy < A,

ry > A, x> A, ceey Tons1> A

Comme la fonction 4(x) a le méme signe que 2 (x),
on aura les inégalités

It

Y(za) > o0,
b(xas—1) <o,

Tok+2— Tof

Il

Lofort — Tof—1

el nous remarquons que les expressions avec indices
pairs croissent en restant toujours plus petites que %;
par conséquent elles tendent vers une limite. De méme
facon, les expressions avec indices impairs décroissent
enrestant plus grandes que X et tendent vers une limite
fixe. I est évident que ces expressions ne peuvent pas
avoir une autre limite que la racine de la fonction ¥ (x)
cl, par cdnséquenl,

“m:x‘znzn:a = limg-7'2n+l zn:ao =

Pour x>, les raisonnements sont les mémes. Les
expressions avec les indices pairs s’approchent de la
limite A en décroissant.

P 1
Prenons le dernier cas a << e

Considérons quatre intervalles
1(0, )\l)r “()\1‘, X ); “I()\r )‘2)1 IV()\2, -+ ’-‘f->).

Les signes des fonctions ¢ et ¥ pour ces intervalles
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composent la Table suivante :

I. 11. III. Iv.
o(z)| -+ -+ — —
Yay| + | — | + | —

La Table des signes de la fonction montre que la ra-
cine A se trouve toujours entre deux nombres consécu-
tifs de notre série

T, T, X9, Ly, veey Tny

Nous allons établir que les nombres avec des indices
pairs ou infinis doivent se trouver dans un méme inter-
valle. En effet, six se trouve dans le premier intervalle,
x, doit étre dans le quatriéme, et vice versa.

Cela peut étre démontré de la maniére suivante : Si
x <Ay, nous aurons )

a*s> ah,
ou, en d’autres termes,

xy > )‘Zy
et vice versa, si x > hy, On aura
x < M.

Nous remarquons que toutes les valeurs x4 a indices
pairs seront comprises dans un méme intervalle, et
toutes les autres xyz,, dans un autre.

Six se trouve dans le second intervalle, toutes les va-
leurs x,; seront dans le méme intervalle, mais tous les
nombres 4 indices impairs seront dans le troisiéme in-
tervalle, et wice versa.

En effet, si

<<k



(90)

on aura
ar> ar> ak
ou
k> > A
De méme facon, si
A< < )\2.
on aura
ar> a*> ak
ou
A > x> A

De tout ce qui précéde nous pouvons conclure que,
six se trouve dans les deux premiers intervalles I, 11,
on aura

lim{z,,

n=w= ki, “mgxiu—kl%n:a:)\g.
Pour les intervalles III, IV, onx >, ona
limgxfgn:'n:eo=)\z1 “m;z'zn—H}n:w:)‘i'

On peut résumer les résultats obtenus dans le théo-
réme que voici :

Trntorkme. — La fonction limite Q(x) se determine
de la maniére suivante :

1

1. a>e°,
Q(x) = o pour toutes les valeurs réelles de .r.

2. 1<alee,

Q(z) =1 pour —wlz<y,
Qp)=p » T = pu,
Q(z) = » TR R SN

1 -
3. =<as,

Q(z) = A.
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1 .
. o<a<C > en écrivant

Q ()= lim}xz,l%,.:,,, ‘22(I)=lill)§Ign+j;n=n:
Q(z) =21, Q(x) =1k pour —wo <l xz <A,
Q (X)) = Q (X)) =% » r =2,

Q(@) =Dy, Q(x)=1) » A< r <+,

Il v’est pas difficile de 1rouver la proposition concer-
nant les opérations inverses.

Désignons par Log,x le logarithme du nombre x pris
dans le systéme ayant pour base a.

Considérons la série des nombres

xy = Log,r, ry= Log,xy, cee xn= Logax,_1.

Si, dans le calcul des nombres consécutifs, nous par-
venons a un nombre négatif x4, le nombre suivant
Xpp = Loga, s sera évidemment imaginaire.

Désignons par 4(x) la limite vers laquelle tend

Log, Logq ... Log, Loge

avec augmentation indéfinie du nombre-d’opérations eon-

sécutives.
1
Considérons le eas 1Salec.

Cette limite ¢ (x) est égale a u pour } << x <<+ o0;
elle est égale a % pour x =.

1
Pour le cas 0 < a << ~» on aura

Y(z)=hr pour M T < A
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GORRESPONDANCE.

Ezxtrait d’une lettre de M. G. Fontené.

.... A propos de la Régle des analogies de M. Lemoine,
dont il est question dans le numéro de janvier, je dirai ceci :
Dans un petit Livre, Géométrie dirigée, édité par la librairie
Nony, je désigne par «, §, v les droites dirigées qui portent
les cotés d’'un triangle dans un plan orienté, et je pose

|«=FC  A=(Bpratw
s B=(y, a)+2kx;
( c=AB, C=(a, B)+2kmw;

ayant défini le signe de la distance d’un point a une droite
dirigée, dans un plan orienté, j’appelle 2, &', 1" les distances
des points A, B, G aux droites «, 8, v; je désigne par » le rayon
algébrique du cycle tangent aux trois cotés, c’est-a-dire la
distance du centre a une tangente dirigée, etc. 1l résulte de
I'ensemble du Livre que toutes les formules de Ia Géométrie
acceptent 'emploi des signes et qu'une méme formule contient
plusieurs formules absolues, selon la maniére dont on dirige
les cotés du triangle. Le plan étant orienté dans le sens ABC
par exemple, on pourra diriger les cotés du triangle de B
vers G, de C vers A, de A vers B, ou diriger le premier de C
vers B, les deux autres restant dirigés comme ci-dessus ; en
désignant par @', b', ¢’ les valeurs absolues des cotés, et par
A', B', C'les valeurs absolues des angles intérieurs du triangle,
on aura, selon les cas,

}a:a'. A=xn—A a=—a', A=wm—A,
b=0b, B==-—-8, ou b= B=—B,
(c:c’, =n—0, L c=c, C=-0C,

résultat conforme a ce qui cst dit a la page 35.
Dans les deux cas, en appelant 7 le rayon du cycle inscrit,
en posant @ + b+ c=2p, on aura s =pr; dc méme, on a
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. A e
toujours » =(p — a) cot 5 chacune de ces formules en con-

tient deux. Il faut d’ailleurs observer que, une fois les formules
fondamentales établies, on n’a pas a examiner les différents cas
de figure pour démontrer un théoréme général.

.... Yai appris, par I'énoncé qu’a donné la Rédaction, que
la question 1749 était connue pour le quadrilatére. La dé-
monstration donnée page 5t est terminée a la douziéme ligne,
car le fait que le centre de gravité du solide est au quart
de GO’ s’établit aisément du premier coup pour un assemblage
de deux pyramides : le raisonnement analogue est classique
pour un quadrilatére décomposé en deux triangles.

BIBLIOGRAPHIE.

OLuvres pe Lacuerre, publiées sous les auspices de
I’Académie des Sciences, par MM. C. Hermite, I{. Poin-
caré et E. Rouché, Membresde I'Institut. 2 vol. gr.in-8°.

T. 1: Avrcisre, CarLcuL 1nTEGrAL ; Paris, Gauthier-
Villars et fils, 18¢7.

Eztrait de la Préface. — Les beaux travaux de Laguerre
lui avaient attivé 'estime et bientdt 'admiration des juges les
plus compétents. Il a paru utile de réunir, dans un ensemble
complet, les Mémoires si remarqués qu’il a publi¢s pendant sa
vie. Cette réunion d’articles séparés formera deux Volumes,
dont nous présentons le premier au public.

C’est grice au bienveillant appui de 'Académie des Sciences
que cette OEuvre a pu étre entreprise ; le monde savant lui en
sera profondément reconnaissant.

Dans ce premier Volume, on trouve un grand nombre d’ar-
ticles sur les équations numeériques et sur les équations algé-
briques, sur I'évaluation des fonctions et sur les équations dif-
férentielles. A la fin, figure une Note de M. Hermite, sur un
Mémoire de Laguerre, concernant les équations algébriques.

Plusieurs des travaux de Laguerre que contient ce Volume
avaient primitivement été publiés dans les Nouvelles Annales,
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dont I’éminent Géométre fut un des plus fidéles et des plus bril-
lants collaborateurs.

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

Question 1384.

SOLUTION ET GENERALISATION,
Par M. A. DRoz-FARNY.

Dans les Nouvelles Annales de 1896, page 388, M. H. Bro-
card a publié une trés intéressante solution de la question 1384,
proposée par M. Mannheim :

D’un point pris sur une hyperbole équilatére, on méne des
paralléles aux asymptotes de cette courbe. Démontrer que les
cotés d’un triangle quelconque inscrit dans I'hyperbole déter-
minent sur ces droites des segments proportionnels.

Dans cette Note, je me propose de donner de ce théoréme
une démonstration purement géométrique et de prouver que
le théoréme reste valable pour une hyperbole quelconque.

Soit ABC un triangle inscrit dans une hyperbole H, dont
les points & V'infini sont Q et R. D’un point P pris quelconque
sur H on méne les paralléles PQ et PR aux asymptotes. En
vertu d’'une proposition bien connue, les deux triangles PQR
et ABG, inscrits dans H, sont circonscrits 4 une conique qui
sera ¢videmment une parabole, puisqu’elle admet comme tan-
gente la droite a l'infini QR.

Mais on sait que trois tangentes fixes a une parabole déter-
minent sur toute tangente variable des segments proportion-
nels a des quantités constantes.

D’ou la proposition généralisée de M. Mannheim.

Question 1529.

(1885, p. 152.)

Trois droites, tssues de trois sommets d’un triangle, de-
terminent sur les cotés opposés six segments. tels que lo
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différence entre le produit de trois segments non consécu-
tifs et le produit des trois autres est

_abe (i, >2 Imn;

a'b'c \ A ’
A, a, b, c désignent ’aire et les cotés du triangle donné;
A, d, b, ¢ Daire et les cotés du triangle formé par les
trois droites; I, m, n les segments de ces trots droites com-
pris entre les sommets et les c6tés du premier triangle.

CEsaro.

SOLUTION ET GENERALISATION,

Par M. FRANCESco FERRARI.
I. Soient :

1. Ay, By, C; points situés respectivement sur les cétés BC =a,
CA = b, AB = c du triangle ABC=A;

2. A’, B’, G’ les points d’intersection des couples de droites
(BBI, CCi )5 (CCM AAl)y (AAh BBI);

3. a', b’y ¢’ respectivement les cotés B'C’, C'A’, A'B’ du
triangle A'B'C’'= A’';

4. AA =1, BB, =m, CC;=n;

s BAI _, CBi _  AG _
"ACT TBATPEGBTT

d’ou

oy BC ke ' BC _,
) BN, T TR A Wy A

6. 1+hthp =, 1+p+pg =t I+ g+ qh=y,.

Les triangles AA;C, AA;B (fig. 1), coupés respectivement
par les droites BB, CC;, donnent

AC, A\B CB, _ AB' A,C BC,

1 i
T8 BC BA " BA, GB GA

@

—1
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d'otl, en vertu de (1), '
AC h—+1 AB’

TA, - dp 0 BA; 4
et de la

ACT D51 AB"  g(h+1)

AN, Ty ’ AA, T w3 ’
d’on

ﬁ’ _AC—AB" (r—hpg)(1+ k)

L AA, - 143 121

Par analogie,
' _(1—hpg)(1+ p) (;’_(l+k])(])(|+q)
R L o AR N A S A ot LA L
m 121 22 n [TRRTRY

En multipliant

() abe  (1—hpgP(1+h)(1s-p)i+q)
‘ imn — L 2 43

L'aire du triangle A'B'C’ circonscrit & ABC est

) A (i—hpg)?
‘; _—= —
) A g Lo 3
donc on a
{m.n <A’\ : 1— hpq
ald'c \) —(l—f—/l)(l+]))(l—+—(])’

d’otr, par (1), ‘
ALC.BLA.CL B — BA,.GB,.AG = abe 27 (A1)
ArCB AL G B — BALGBLAC = abe o5 A)

II. Soient :

{. ABCD un tétraédre;

2. Ay, By, Gy, Dy points situés sur les cotés AB =a, BC =10,
CD = ¢, DA = d du quadrangle gauche ABCD;

3. A, B, €', D’ respectivement les points d’intersection des

trois plans (CDA,, DAB,, ABG,), (DAB,, ABG;, BCD,),
(ABCy, BCD,, CDA,), (BCD;, CDA,, DAB,);
4 2, 8y ¥’y ay, By, i aive des triangles A'B'C’, B'G'D’,

C’'D'A’, D'A'B', ABC,, BCD,, CDA,, DAB,:
5. A, X' les volumes des tétraédres ABCD, A'B'C'D’;

g AN, BB _ GG DD
SR VN AR P o A S A TP W
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AB A+

AAl— Il_’ e

7. 1+h+hp+ hpg = .
I+~ q 4+ qr-+qrh = ps,

)

AB
A B

T+ p + pg + dqr = |,
V=7 rh+rhp = yu,;

=II+I, cees

8. N le point d’intersection des droites BG;, DBy, et S celul

des droites ACy, CD;.

Fig.

2.

Des triangles BCC;, DAC, (ffg. 2), coupés respectivement

par les droites DBy, CDy, on a
BN C;D CB,
NC, DC BB

d’ott, en vertu de (4),

BN _
NG, =p(q )s

- )

(5)

Gy S AD; DC -
Si\ lD .‘Cl - ’
GS _ _rq_

SA q +1

Or le triangle A'B’C’ est circonscrit au triangle ABC;, et
ses cotés A'B’, B'C’, C’A’ rencontrent les cotés BC;, C; A, AB
de ABC, respectivement aux points N, S, A, et de 13, en
appliquant la formule (3) et ayant égard aux valeurs (3), on

trouve

'

@ (O —lpgry(qg+1).

3 *y M2 43

Par analogie,

B' _ (1—"tpgr)*(r-+1)
@1 - o 43 2 ’

’

IO}

O/

’

' _ (—=lpgr2(h +1)

T 3 e [

_ (—=tlpgry(p+1),
1 Moy 1 M2
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En multipliant

Y

«Bye  (—hpgrp(h+1)(p+1)(g+1)(r+ l),
081718 pipdpind
le volume du tétraédre A’'B'C'D’, dont les faces passent par
les cotés AB, BC, CD, DA du quadrangle ABCD et reacon-
trent respectivement les cotés opposés en Gy, Dy, Ay, B, est

%) = U= hpgr),
&1 M2 3 s
Donc on a
@Buyiy (AN 1= hpgr ,
By \A) T (=) (p+)g=0)(r+1)

d’olr, en vertu de (4).
AB.B;C.C;D.D;A—AA,.BB,;.CC,.DD;

PP 3
= ubc'(li—‘—ﬁ-f--‘/m' (’l) .

2y \X

Remarque. — Les formules (3), (6) se déduisent aisément
des formules de I'aire du triangle et du volume du tétraédre
en coordonnées segmentaires ou en coordonnées barycen-
triques.

QUESTIONS.

62 (1) (4843, p. 96). Soit un nombre quelconque m de
points donnés et n» un nombre entier moindre que m —1; on
peut déterminer n —+ 1 points tels que si, des points donnés et
des points trouvés, on méne des lignes droites & un autre
point quelconque, la somme des puissances 271 des lignes
menées des m points donnés soit a la somme des puissances 2n
des lignes menées des autres points, comme m est & n - 1.

(Ce théoréme a été donné sans démonstration par Mathews

(') Nous commencons dans ce numéro la réimpression des ques-
tions restées jusqu’ici sans solution et nous la continuerons progres-

sivement dans la limite o nous le permettront les nécessités de la
mise en pages.
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Stewart dans 'Ouvrage intitulé : Some general theorems of
considerable use in the higher parts of Mathematics. On
trouve dans cet Ouvrage plusieurs autres théorémes du méme
genre et qui n’ont pas été démontrés.)

126 (1846, p. 448). Est-il possible de démontrer que 2Y2 est
une quantité irrationnelle?

187 (1848, p. 240). Deux cotés d’un angle droit touchent
deux coniques confocales (1) situées dans le méme plan; le
lieu du sommet est un cercle; la droite qui réunit les deux
points de contact a pour enveloppe une conique.

(CHASLES).

193 (1848, p. 368). Trouver et discuter I'équation de la sur-
face qui jouit de cette propriété, que la somme des distances
de chacun de ses points aux trois cotés d’un angle triédre tri-
rectangle est constant.

1786. &, B, ¢, D étant quatre quantités imaginaires don-—
nées et X une quantité imaginaire variable, on forme le déter-

minant
A--X  B-+X

i
g

C--X DX

Démontrer :

1° Que si le module de A reste constant, le point X, extré-
mité de x, parcourt une circonférence;

2° Que si Pargument de A reste constant, le point X par-
court une droite.

Trouver le centre de cette circonférence et la direction de
cette droite lorsque 'argument de A est nul.  (LaisanT.)

RECTIFICATION.

La question 1298, comprise dans la liste de celles qui sont restées
sans solution (1897, p. 580), a été résolue par M. Cu. HEnry (1881,
p- 418). C’est & M. Fauquembergue que nous sommes redevable de
cette rectification, el nous lui en exprimons nos remerciments.

(') Il faut entendre ici par confocales deux coniques ayant les
mémes foyers; on les appelle aujourd’hui plus habituellement homo-
focales, en réservant le premier mot aux coniques ayant un seu!
foyer commun.



NECROLOGIE.

M. GAUTHIER-VILLARS.

Au moment ot ce numéro des Nouvelles Annales
allait étre mis sous presse, nous avons appris la
mort de M. Jean-ArLsert GAUTHIER-VILLARS
pere, déeedé le 5 février, a 'age de 6g ans.

Nous nc pouvons songer méme a esquisser ici la
vie de cet homme de bien, d’un grand cceur et d’une
haute intelligence. Mais nous avons le devoir de
payer & sa mémoire le tribut qu’elle mérite, et
d’adresser & sa famille nos condoléances les moins
banales et les plus profondément sympathiques.

Tous ceux qui I'ont personnellement connu par-
lageront les sentiments que nous exprimons ici.

Tous ceux qui s'intéressent aux développements
ct aux progres de la Science comprendront quelle
perte nous venons de faire, car ils savent quelle
aide puissante il a donnée a la Science francaise.

Les Noucelles Annales, en particulier, lul
doivent un hommage spécial, ct c’est avec un grand
scrrement de ceeur que nous apportons sur sa
tombe.

Les Répacreurs.
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[M'2e]
SUR UN QUADRANGLE MOBILE;

Par M. G. FONTENE

Professeur au Collége Rollin.

)

1. Ftant données deux droites Ox, Oy et une co-
nique ¥, la correspondance établie entre un point A
de Ox ct un point B de Oy, par la condition que la
droite AB soit tangente a la conique I, est une corres-
pondance doublement quadratique, telle que, si I'un
des points A et B est en O, les deux positions de Iautre
point sont confondues en O: cela forme trois condi-
tions et la correspondance dépend de cing paramétres,
comme la conique. Si Pon pose OA=a, OB=2"5,
I'équation tangenticlle de la conique est

A_B G D _E_._

prr Ry S A A =%

d’ou résulte la relation doublement quadratique
Fa202+ Eab +~ Dab2+ Ca>*+ Bab + Aa2= o,

sans terme indépendant, sans terme du premier degré.
La réciproque est exacte.

On a un fait corrélatif, dont la réciproque s’énonce
alnsi :

Etant donnés deux points O et O' sur une droite w,
si les droites a et b issues de ces deux points ont une
correspondance doublement quadratigue, telle que,
quand 'une des droites a et b prend la position v, les
deux positions de I’autre droite se confondent en w,le
lieu du point d’intersection des droites a et b est une
conique S.

Ann. de Mathémat., 3¢ série,t. XVII. (Mars 18¢8.) ~ 7
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2. Soit un quadrilatére complet (le lecteur est prié
de faire la figure) dont les trois couples de sommets
sont 0,Q,, 0,9Q,, 0,94, les sommets Oy, 0,,0; étant en
ligne droite : considérons deux coniques Sy, S, (deux
cercles par exemple) - respectivement conjuguées par
rapport aux triangles Q, 0, 0;, Q,0, O3, et envisageons
successivement les deux divisions de points 00,0,
0,9,Q,. Relativement i la premiére, les cotés a, b, ¢
d’un triangle mobile ABC passent par les trois points
fixes Oy, O,, O,, les sommets A et B décrivent les co-
niques Sy et Sy, et Von cheeche le licu du sommet C.
Rappelons d'abord que, quand une conique S, est con-
juguée par rapport i un triangle Q,0, Oy, un point A
de ceite conique donne licu a un quadrangle inscrit
AAALA,, dontles couples de cotés opposés se croisent
aux trois sommets du triangle conjugué. Cela posé, si
Pon méne par le sommet Oy du triangle Q;0,0; les
droites b ct b’ conjuguées par rapport aux colés issus
de Oy, clles coupent S, aux quatre points AA,, A Ay,
la lettre A se rapportant a Sy, I'indcic de AA, se rap-
portant & O,, et les deux droites AAy, AjA,, oue etc,
passent en Oy et sont conjuguées par rapport aux coLés
du triangle issus de Oy ;3 comme la conique S, est con-
juguée par rapport au triangle ©,0,0;, dont les c6tés
issus de O, sont portés par les mémes droites que ceux
du premicer triangle, les droites ¢ et ¢’ coupent cette
conique S, aux quatre points BB, B, B,, tels que les
deux droites BBy, B;B;, ou @ et a/, passent en O, et
sont conjugudes par répport aux cOtés du triangle issus
de O, ; il existe donc entre les droites a et b une corres-
pondance doublement quadratique, laquelle satisfait
aux conditions du n° 1, ct le point C d’intersection des
droites a et b déerit une conique Sy ; d’ailleurs, si I'on
considére le triangle Q;0,0,, les droites a, a’ et les
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droites b, &’ sont respectivement conjuguées par rapport
aux cotés de ce triangle issus de O, et de Oy, et la co-
nique Sy, qui passe par les points d'intersection G, Gy,
Cs, C; des droites a, a’ avee les droites b, b/, est conju-
guée par rapport a ce triangle. Il est facile de voir que
cette conique passe par les points communs aux co-
niques S, et S,, les trois points A, B, C pouvant étre
confondus avee P'un de ces points. Les notations sont
résumées dans le Tableau :

a, a | b, b, c'

BBi. BBy CCy CsCi i Ads, AA,
CCi. CyCy | AAs, AgAy BB, BB,

qui permet en méme temps de suivre la démonstration
en le lisant a partir de A A,, A A,.

On a maintenant trois coniques Sy, S,, S;. En con-
servant d’abord les deux coniques S;, S, et en rempla-
cant ladivision de points O30, O, par la division 0, Q, Q.
les cotés o, 3, ¢ d'un triangle mobile ABD passent, de
méme, par les trois points fixes Q,, Q,, Oy, o étant DA,
8 étant DB, les sommets A et B décrivent les coniques S,
et Sy, et le sommet D déerit une conique S, conjuguée
par rapport au triangle Q, Q,Q; ct passant par les points
communs aux coniques 9., Sy, S;. D’ailleurs, les
droites AA,, A.A,, ou a, o/, passent en Q; ct sont con-
Juguées par rapport aux cotés du triangle Q, 0,0y, issus
de Q, ou par rapport aux cotés du triangle Q,Q,Q;, et
de méme les droites BB, B3 By, ou 3, £/, passent en Q,
et sont conjuguées par rapport aux coOtés du triangle
Q,0,0; issus de Q,, ou par rapport aux codtés dn
triangle Q, @, Qy : les droitesa, @’ coupent les droites B, 8/
aux quatre points D, Dy, D, Dy, situés sur la conique S.
En prenant, d’autre part, les coniques S, et S;, conju-
guées par rapport aux triangles Q,0;0; ¢t Q,0,0,, ct
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en prenant par exemple la division de points 0, Q, Q;,
on méne par Q, les sécantes o et o' qui coupent la co-
nique S, aux points AA,, A, A;, on passe par les droites
AA,, AA;, ou b, b, issues de O,, qui coupent la
conique S; aux points CC,, C,C;, ct I'on obtient les
droites CCy, G, Gy, ouy, v/, passant en Qy : les droites a,
o' coupent les droites v, %/ ¢u quatre points situés sur la
conique S, et ces points sonl nécessairement les points
d’intersection D, Dy, D,, D, de cette conique avec les
droites 2 ¢t o/, On a le Tableau :

AA,, AsA; | BBy, ByB, | CCy. C,C,

DDy, DyD; | DDy, DyD, | DD;, D,Ds.

’

On peut alors énoncer ce théoréme :

Etant donné un quadrilatére complet, si I’ on consi-
dére quatre coniques respectivement conjuguées par
rapport aux quatre triangles du quadrilatére et for-
mant un faisceau, d’oi il résulte que deux d’entre
elles peuvent étre prises arbitrairement et déterminent
complétement les deux autres, un quadrangle mobile
ABCD pewt avoir ses sominets situés respectivement sur
les quatre coniques, les six cétés a, b, c, a, B,y passant
respectivement par les six sommets du guadrilatére.

On peut prendre, par exemple, les quatre cercles
conjugués par rapport aux quatre triangles du quadri-
latére. On a un théoréme corrélatif.

La figurc tixe dépend de douze paramétres; on peut
se donner les deux coniques Sy, S, et la droite indé-
finie O, 0,0y, prendre ses poles Q, et Q, par rapport
aux deux coniques, etc.; le cas singulier ou la droite
0,0,0; est tangente aux deux coniques a été donné
par M. Williamson (voir Savmon, Sections coniques),
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et c'est de ]a que m’est venue l'idée du théoréme gé-
néral.

Les six cotés a, b, c, 2, 8,y du quadrangle mobile
ABCD donnent lieu a six droites o', &', ¢/, o/, §/, ¥’ res-
pectivement conjuguées des premieres par rapport aux
cotés des angles O, 0,, 03, Q,, Q,, Q; du quadrilatére, et
de la résultent quatre quadrangles AA; A, A,, BB, B, B,
..., respectivement inscrits aux quatre coniques Sy,
Sq, 53,8 et non comparables au quadrangle ABCD. Ces
quatre quadrangles donnentlicu a deux séries de quatre
quadrangles tels que ceux du théoréme, et dont les
sommets sont indiqués par les lignes et les colonnes du
Tableau suivant :

A B C D
D, C B, A,
G, D, A, B,

B; A; D; Gs;

la droite @, qui contient les quatre points B, B,, C, C,,
porte les cotés BB, et CC, des quadrangles BB, B, B; et
CC,CyCy inscrits a S, et & S; et les cotés BC, B,C,,
BC,, B,C de quatre des huit quadrangles du Tableau ;
sa conjuguée @’ contient les quatre points By, By, C.,
Cs, etc. Silon se¢ donne D, on obtient les deux qua-

drangles DABC et DA, B, C;.

3. La correspondance établic entre les points A et C
des coniques S, et S;, par le fait que la droite AC passe *
en O,, est une correspondance doublement quadra-
tique; il en est de méme de la correspondance établie
entre les points C et B des coniques S, et S,, par le fait
que la droite CB passe en O,, et il arrive que la corres-
pondance résultante entre les points A et B des co-
niques S, et S, se décompose en deux correspondances
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doublement quadratiques, dont 'une consiste en ce que
Ja droite AB passe par le point Oy. Cela exige ( Nouvelles
Annales, p. 4373 1897) que les positions du point C
qui donnent deux points A confondus donnent aussi
deux points B confondus, et il en résulte que les tan-
gentes menédes de Oy 4 Sy et de O, a S, doivent se
couper sur S;.

[04dx] .
SUR L’HYPERBOLOIDE OSCULATEUR A UNE SURFACE REGLEE
LE LONG D'UNE GENERATRICE;
Par M. Erxest DUPORCQ.

Dans le numéro de septembre dernier de I'Intermé-
diaire des Mathématiciens, j’ai, a la suite de réponses
fort intéressantes de M. Mannheim et de M. d'Ocagne,
indiqué sans démonstration une solution d’un probléme
proposé par M. Chomé. La construction a laquelle je
suis parvenu fournit un moyen de résoudre la question
suivante, dont cette Note contiendra le développement :

Construire Uhyperboloide osculateur & la surface
réglée engendrée par une droite abe qui s’appuie sur
trois courbes donnces (a), (b) et (c).

Il suflit évidemment de construire la génératrice A de
cet hyperboloide, autre que abe, qui passe, par exemple,
par a. Nous remarquerons d’abord que cette génératrice
est commune a tous les hyperboloides H, osculateurs
en a i la courbe (a), et tangents en b et ¢ aux courbes
(b) et (¢) : car, si I'on prend la droite abc pour axe
des z et le plan osculateur en a & (@) pour plan des xy,
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I’axe des x étant d'ailleurs la tangente a cette courbe,
les hyperboloides H ont pour équation générale

mzx?+)y*+ays—+bsxr 4+ pry +y =o,

équation dans laquelle les paramétres a ct b sont déter-
minés par la connaissance des plans tangents le long de
I'axe des z, et le paramétre m, par celle de la courbure
de (a). On voit bien que la génératrice A, représentée
par les équations

¥y =o, mzx + bz = o,

ne dépend pas des paramétres variables A et p.. D’ailleurs,
la courbe (a) n’intervenant que par son plan osculateur
et sa courbure en a, on peut évidemment la supposer
plane.

Ceci posé, considérons le plan P, mené par b paral-
léelement au plan de la courbe () : nous allons chercher
sur ce plan la trace o de la génératrice A.

Soient bb' et bt les traces sur ce plan des plans tan-
gents en b et ¢ aux hyperboloides H, et soit ¢¢’ la paral-
l¢le menée de ¢ a bt. Tous les hyperboloides H sont tan-
genls en ¢ & ¢’ et osculateurs en « 4 la courbe (a). Or
on sait que toutes les quadriques (ui passent par cing
points coupent un plan quelconque P suivant des co-
niques harmoniquement circonscrites 4 une méme co-
nique I, la droite, joignant deux des cing points consi-
dérés, et le plan déterminé par les trois autres ayant
évidemment pour traces sur Je plan P un point et unc
droite qui, par rapport a T, sont pole et polaire. Ici,
deux des cing points a envisager sont confondus en ¢
sur la droite cc, et les trois autres sont confondus cn a
sur la courbe (a).

Pour déterminer dans le plan P la conique ' corres-
pondant a ces cing points, considérons sur la eourbe (@)
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un point quelconque a’, et désignons par I' la conique
du plan P qui correspond aux cinq points suivants :
deux points ¢ et ¢’ confondus en ¢ sur la droite ¢¢/y deux
points a ct @’ confondus en a sur la courbe (a), enfin le
point a’; cette conique I” a pour limite la conique T’
quand le point «” se rapproche infiniment du point a.
Or, désignons par rla trace de la droite ca” surle plan P :
elle se trouve sur la courbe (r), suivant laquelle la
courbe (@), vue du point ¢, se projette sur le plan P,
et la tangente en b & cette courbe est évidemment la
droite ba. Par rapport a la conique T les traces des
droites cc’, ca ct ca” ont respectivement pour polaires les
traces des plans aa’a’, ¢'a’a” et ¢’ aa’; autrement dit :

19 I est une parabole d’axe parallele & bt;

20 Elle est tangente en b & bry

3 La polaire du pointrparrapportaI” estladroite ba.

Soit « le point on ba coupe la paralléle ru a be, et

Fig. 1.

soit s le milieu du segment ru. Ce point étant évidem-
ment sur la parabole T/, on en déduit immédiatement
que sirservapproche indéliniment de & sur la courbe (1)
la limite I de la parabole T a en b une courbure opposée
a celle de la courbe (), et moitié moindre. D’apres
une propriété connue du centre de courbure de la para-
bole, la directrice de T passe donc par le centre de
courbure p de la courbe (r) en b, c’est-a-dire par la
trace sur le plan P de Ja droite co, o désignant le centre

de courbure en « de la courhe (a).
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Nous avons donc obtenu une parabole T a laquelle
sont harmoniquement circonscrites les coniques suivant
lesquelles le plan P coupe les hyperboloides H : ces
coniques sont d'ailleurs tangentes en 5 a la droite 5%/,
qu’elles coupent, par conséquent, en des points con-
jugués par rapport a T : elles passent, par suite, par
le pole de cette droite, qui, situé sur la droite bo, n’est
donc autre que le point o lui-méme.

La construction de ce point est donc ramenée au pro-
bléme suivant :

Construire le péle « de la droite bb' par rapport ala
parabole T, tangente en b & ba, dont ’axe a pour di-
rection bt, et dont la directrice passe par le point p de
la normale bp en b.

Soient &' 'intersection de b4’ avec T', K le milieu de
bd', ¢ 1c point de concours des perpendiculaires bg etag
aux droites ad’ et ba. Ce point est I'orthocentre du
triangle aplati formé par la tangente 24" ¢t deux tan-

(,;,

gentes confondues avece b 2. La droite pg est donc la di-
rectrice de T et est, par suite, perpendiculaire a oK.
Or, en direction, oK est conjuguée de bd' par rapport
aux droites 26 ct 20" : la perpendiculaire ¢p' i bb' est
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donc conjuguée de gp par rapport a 'angle bga; autre-
ment dit, & est le milieu de pp’.

Par suite, pour construire le point «, il suffit de
prendre le symétrique p' de p par rapport a b, de mener
les perpendiculaires pg et p'q aux droites bt et bd', et
de projeter leur point commun ¢ sur la trace ba du plan
tangent en a aux hyperboloides H.

Le milieu o du segment pg est évidemment situé sur
la perpendiculaire bo & b8 et sur la perpendiculaire
go au milicu de bx. Si donc on suppose connus le
point w, la génératrice A etla trace bbd', on voit que la
droite pg passc par le point fixe o quand le point ¢ se
déplace surla droite ab : cette remarque permet de con-
struire facilement la trace bt du plan tangent ¢n ¢ aux
surfaces réglées satisfaisant a ces données, ce qui était
justement la question posée par M. Chomé.

Supposons que le plan de la courbe (@) soit normal a
la droite ab : les droites pg sont alors les traces sur le
plan P des plans délerminés par le point w et les nor-
males aux surfaces H aux différents points de ab : la
droite wo appartient donc au paraboloide de ces nor-
males. Le plan awog est done le plan tangent a ce pa-
raboloide au point w; d’ailleurs, le point a est le point
central de la génératrice aw et le plan tangent a ce
point est le plan wab. Le paramétre de distribution des
plans tangents au paraboloide des normales est donc,
pour la génératrice aw :

N aw

o~

g
tang bagq

K=

ou encore, en désignant par ¢ 'angle baa
b g 1 e} ’

tang o

, 2aw

Or, si 'on désigne par 5, et o, les rayons de courbure
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principaux de la surface H en @, on a évidemment,
d’aprés la relation d’Euler,

ct
1 o 1 ..o
— €082+ 4+ —sin?2 - =o.
P 2 P 2
On en déduit aisément
K= \/Pl P2

On retrouve ainsi ce théoréme, du 4 Ossian Bonnet,
et dont la démonstration directe est immédiate :

Si l’on consideére le paraboloide des normales a une
surface réglée S le long d’une géncratrice, le para-
metre de distribution des plans tangents & ce parabo-
loide le long d’une des normales considérées est égal
a la moyenne géométrique des rayons de courbure
principaux de S au pied de celte normale.

Ce théoréme s’appliquerait évidemment aussi a la
normalie 4 une surface, admettant pour base une ligne
asymptotique de cette surface. Son application aurait
permis d’établir rapidement la construction précédem-
ment obtenue, dans le cas ou la courbe (a) est normale
a la génératrice abc.

[M:3d]
SUR UNE CERTAINE SURFACE DU TROISIEME ORDRE;
Par M. Cu. BIOCHE.

La surface qui a pour équation

(Xt Y+Z4+TP—X3—Ys—Z3—Ti= o,
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a laquelle Clebsch a donné le nom de surface diagonale,
présente certaines particularités que je crois bon de si-
gnalerici (').
’ I

1. D’abord la surface diagonale a ses vingt-sept
droites réelles et distinctes, et la détermination de
celles-ci peut s’effectuer facilement. Si l'on ordonne
I'équation par rapport a une des lettres, T, par exemple,
elle devient
T(X+Y+Z)+T(X+Y+ZY+(Y+Z)(Z+X)(X+Y)=o,
ou

TX+Y+Z)(X+Y+Z+T)+(Y+Z)Z+X)X+Y)=0;

cette forme d’équation met en évidence les droites

{ T = o, { T =o, { T = o,

| Y+Z=o, ?Z—;—X:o, | X+Y=o,

et, a cause de la symétrie de I’équation initiale, on peut
trouver d’autres systémes de trois droites dans chacune
des faces du tétraédre de référence; on a ainsi douze
droites.

2. On voit de plus que le plan
X+Y+Z+T=o0

coupe la surface suivant un triangle formé par les traces
des plans

Y+-Z=o, Z+X=o, X+Y=o0

sur le premier.

(') Voir un trés intéressant Mémoire de EckARDT au Tome X des
Math. Annalen; 1876.
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3. On trouve les autres droites en menant par les
trois derniéres droites obtenues des plans convenable-
ment déterminés. Pour simplifier le calcul posons

X+Y=2P, Z+T=2Q,
X—Y=02P, Z—T=2Q.
L’équation de la surface peut s’écrire
4(P+Q)s—P3— 3PP — Q3 —3QQ"2 = o.
L’intersection de la surface par le plan

P+2Q=o0
est donnée par
4(1—2)1Q3+213Q3 4+ 3X QP2 — Q¥ — 3QQ'2 = o.

Si I'on supprime dans cette équation le facteur Q, il

reste
[4(1— 23 +=23—1]Q2+32P2—3Q2=0;

cette équation est celle d’une quadrique qui se réduit a
un systéme de deux plans si 'on a
A=o0 ou 3(1—2)(A\2— 3k +1)=o0.
Les solutions A = 0, A =1 conduisent a des droites

déja obtenues; il reste & prendre

) 3V
- 2

on a donc les droites

(2(X+Y)+(3+V3)(Z+T)=o,

?. 2(Z—T)—(V3+1)(X=Y)=o,

{ 2(X+Y)+(34+V3)(Z+T)=o,

? 2w(Z—TY+(V/5+1)(X—=Y)=o0
et celles qu'on obtient en changeant le signe devant Vo
on a ainsi quatre droites. Les huit autres s’obtiennent

en permutant les lettres X, Y, Z, T.
On a donc les vingt-sept droites.
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1I.

4. 11 peut arriver qu’en un point d’une surface toutes
les courbures soient nulles, on a alors des ombilics
d’une nature spéciale qui ont pour homologues, si I'on
transforme homographiquement la surface, des points de
méme nature. Ces points peuvent exister sur des sur-
faces du troisi¢me ordre, il peut méme y en avoir une
infinité. M. de Saint-Germain a montré que ce cas se
présentait pour les surfaces dont 1’équation est de la

forme
Y3+ XF(X,Y,Z, T) = o,

F étant une fonction du deuxiéme degré (Comptes ren-
dus, 14 décembre 1885).

11 est facile de constater que chaque sommet du té-
traédre de référence est un de ces ombilics spéciaux;
par exemple le plan

X+-Y+7Z=o0
coupe la surface suivant trois droites situées dans les

faces
X =o, Y= o, Z=o.

On a encore six ombilics spéciaux aux points d'inter-
section des arétes du tétraédre avec le plan

X+~Y+Z~+T=o0.
Par exemple, le plan’
X+~Y=o0
contient les droites

{ X+ Y=o, { X+-Y=o, |
| Z+T=o0. | T=o0, | Z =o.
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On a donc dix ombilics spéciaux dont quatre sont les
sommets d’un tétraédre, et six les traces des arétes sur
un méme plan.

Il est facile de voir que les surfaces ayant pour équa-

tion
(X+Y + 7 _*__T)m___Xm_Ym_Zm_"[‘m__._o’

m étant impair, possédent aussi douze ombilics ayant
méme disposition que pour le cas de m = 3.

[02q]

SUR LA DETERMINATION DES COURBES PAR UNE EQUATION
ENTRE LES DISTANCES TANGENTIELLES DE LEURS POINTS
A DES COURBES DONNEES:

Pir M. Mavrice D’ OCAGNE.

Si M\A=1{,MA=1,,...,M, A =1, sont les dis-
tances tangenticlles du point A aux courbes (M,), (M,),
..., (My), Péquation

Fly,loy.. s ly)=0

définit une courbe (A).

Pour que les points de cette courbe soient détermi-
nés sans ambiguité, il faut que le signe des distances
Iy, ly,. .., 1, soit défini avec précision.

Rappelons la convention que nous avons adoptée
dans notre Cours de Géométrie infinitésimale. Prenant
pour sens positif d’une courbe en un point le sens
direct (trigonométrique positif) de son cercle oscula-
teur en ce point, nous étendons ce sens positif a toute
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la tangente; dés lors le sens positif de la normale est
celui qui va du point considéré sur la courbe vers le
centre de courbure correspondant (') (loc. cit., p. 2671).

On peut donce dire que la distance /; sera prise posi-
tivement ou négativement suivant que le segment M; A
de la tangente, considéré comme une force appliquée
en M;, tendra a faire tourner le rayon de courbure M;p,;
autour du centre de courbure p; dans le sens direct ou
dans le sens rétrograde.

La détermination de la normale en A & la courbe (A)
résulte du théoréme suivant, donné dans notre Cours

(p. 271):

8i, sur la tangente AM;, on porte le segment

~

oF . . . , b
AL;= o7 et St la perpendiculaire élevée a cette tan-
[

gente en L; coupe au point }; la droite qui joint le
point A au centre de courbure p; répondant au point
M;, la normale en A & la courbe (A) est dirigée sui-
vant le vecteur résultant des vecteurs AX;.

Il suffit d’ajouter que chaque segment AL; doit étre
porté sur la tangente correspondante (dont le sens posi-
tif a été ci-dessus délini) en tenant compie de son signe.

Si la courbe (M;) est un cercle, on peut, du point A,
lui mener deux tangentes AM; et AM/, et si ; et [
sont les longueurs de ces tangentes prises avec leurs

signes, on a
li+l=o.

(') Si la courbe se réduit & un point, on peut choisir indifférem-
ment le sens positif sur une droite passant par ce point, mais une
fois ce choix fait, le sens positif de la direction normale est parfai-
tement défini; c’cst celui que Pon obtient en faisant tourner de go°,
dans le sens direct, la partie positive dc la premiére droite.
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Si donc on a, pour chaque point de la courbe (A),

F(ll,..‘, l,‘,.‘.,l,,):o,
on a aussi
F(ll,...,—lll....,l,,) = 0.

La normale obtenue en partant de I'une ou de I'autre
équation doit donc étre la méme, c’est-a-dire que le
vecteur A); doit étre le méme dans les deux cas.

Or, on a évidemment

JoF oF
at;

En d’autres termes, les segments AL; et AL} sont
égaux et de signes contraires, de méme que les segments
AM; et AM;, et comme ladroite A ., est la bissectrice de
I’angle M;AM on voit immédiatement que le point A7
est le méme dans les denx cas.

Remarque. — On peut changer & la fois le sens de
tous les segments AX;. La direction de leur résultante
reste la méme. Donc, au lieu de porter 4 partir de A sur

oF
chaque segment M;A le segment Al,= -, on peut

ol
. JF
porter le segment AL; = — o
Exempre. — Supposons que I’équation donnée soit

o R oF )
3= k*. Dés lors o= l;. Nous pouvons donc prendre
i

AL;= —1;, ce qui, quel que soit le signe de M;A, fait
coincider L; avec M; et, par suite, ); avec p;. Donc,
dans ce cas, la normale est dirigée suivant le vecteur
résultant des vecteurs Ap;; en d’autres termes, elle
passe par le centre de gl'avilé des centres de courbure
;. On retrouve ainsi un cas particulier d'un théoréme
Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. XVII. ( Mars 18¢8.) 8
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de M. J. Pomey (Nouvelles Annales, 1889, p. 527),
que, dans le cas général, nous avons déja ratiaché
a notre théoréme (Nouvelles Annales, 18go; p. 291).

[B1a]
REMARQUES SUR UNE MATRICE ;

Par M. L. RAVUT.

Considérons la matrice

(oro0o00

I 0000

177
Il

00001

?
)0010‘1_

00100

dont la sixi¢me puissance égale 1. Il s’agit de prouver
que P'on a, pour équation identique de cette matrice,

(S2— 1) (S —1) = o.

Pour P'établir, posons

(o1ro000) (0o0o000)
110000J 100000‘
S:looooo +{00010|=p—+qg.
’0()0()0‘ ‘00001
Jooooo | looi1 oo |

D’une mani¢re générale, nous avons

St = I,n — qu‘
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Nous pouvons donc écrire
(Sr—1)(S3—1)=S5— 83— 8241

(10000) (o0o0o0o00)
o1rooo 00000
=pi—p?—p?+ | 00000 | +gi—g®*—qg>+~| 00100
00000 00O0T1IO
oooool 00001
(r1o0000) (10v00)
o1000 )s 01000)
=;p?—~| 00000 «p*—| 00000
00000 ( 00000
00000 |! 00000
/ (0o0o000) (00()00)
00000 looooo
+/g*— | 00100 (gd3— | 00100 |)
000T1O0 oo0o010
00001 Eoooor
Les deux facteurs
(10000) (0o0o0o00)
}oxoo Iooooo
p‘l-—?noooo et g’>—|] 00100
Iooooo 00010
looooo |oooo1

étant nuls, le dernier membre des égalités précédentes
est égal a zéro. Par suite

(S2—1)(S3—1) =o.
Si 'on considérait la matrice

(o

1

-

0
[

© © ©

S = 1

© © ©
© © ©
=}
=}
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on aurait évidemment
S?—1 =o,

mais 1’on aurait aussi

(S2—=1)(S—1)3=o.

[K14b]

QUELQUES REMARQUES SUR LE THEOREME I'EULER
CONCERNANT LES POLYEDRES (*);

Par M. Eyie WEILL,

Agrégé des Sciences mathématiques.

1. Nous définirons un polyédre : uune figure formée
d’un nombre fini de polygones dont les plans différent
et tels que chacun de leurs cotés appartienne a deux de
ces polygones ct a deux seulement.

Trtoreme o' EvLer. — Soient F le nombre des faces
d’un polyédre, S le nombre de ses sommets, A le
nombre de ses arétes. Il existe des polyédres pour les-
quels ces quantités sont lides par la relation

F+S=A+0.

Supposons un polyédre réalisé matériellement et
cherchons a en séparer les faces les unes des autres.
Nous pourrons d’abord enlever la face 1, limitée par le
contour ABCDE, en donnant un trait de scie continu
suivant ABCDE, A puis la face 2, en donnant un trait de

(') La démonstration donnée dans cet article a été inspirée par la
lecture du Chapitre IV du Traite sur les fonctions algebriques et
leurs integrales, de MM. Appell ct Goursat.
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scic continu suivant AFGHB, ce trait étant nécessaire-
ment interrompu en B et ainsi de suite.

Fig. 1.

Nous supposerons que tous les trails de scie ainsi
tracés sont efficaces, c’est-a-dire que chacun d’eux
détache une face.

Ceci ne se présente pas toujours. Considérons, par
exemple, le polyédre obtenu comme suit :

Soient trois triangles ayant leurs cotés paralléles, mais
situés dans trois plans différents. Joignons les sommets
homologues.

Tragons dans ce polyédre ABCA’B'C'A”B”C” le trait
de scie fermé ABCA, il est inefficace. Opérons encorc

autrement : tracons les deux traits de scie AA’B'BA et
B'C’'CB; chacun d’eux sépare une face. Si, ensuite, nous
tracons le trait BB'B/, il est inefficace.

Si cette particularité ne se présente pas, nous aurons
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évidemment séparé toutes les faces aprés F — 1 traits de
sci1e.
Enlevons maintenant le sommet A a ’emporte-piéce;
il sera remplacé par un trou. Ce trou n’altérera pas le

Fig. 3.

nombre de traits de scie continus nécessaires pour sépa-
rer toutes les faces du polyédre. Le trait ABCDEA sera
simplement remplacé par le trait a;BCDEa,.

Il n’en sera plus de méme si nous supposons un som-
met A’ du polyédre autre que le sommet de départ rem-
placé par un trou.

A ce sommet aboutissent plusieurs faces 1/, 2/, ., ..

Soit 1’ la premiére de ces faces que nous séparons du
reste du polyédre. Le trait de scie qui suivait d’abord le

contour B'A’C’ sera morcelé en deux portions : 'une
venant suivant B'4/, I'autre partant de ¢’ et se dirigeant
suivant ¢'C’. Les autres traits de scie partiront des points
d', ¢, au lieu de partir du point A’; ce sera leur seul
changement. :
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Chaque fois que nous remplacerons ainsi un sommet
autre que le sommet de départ par un trou, nous aug-
menterons d’une unité le nombre de traits de scie con-
tinus nécessaires pour séparer toutes les faces du
polyeédre.

Nous supposerons que, pour séparer toutes les faces du
polyédre, il ne soit pas nécessaire d’avoir deux ou un
plus grand nombre de sommets origines de traits de scie.

Expliquons-nous sur un exemple :

Soient ABCDE une face d’un polyédre quelconque et

Fig. 5

3

[N
A /;/‘(n:“\ \ D\\
/‘ L%

FGH un triangle situé dans le plan de cette face et a son
intérieur. Un point S de I'espace et le triangle FGH
déterminent un angle solide qui, avec le polyédre pri-
mitif, constitue un nouveau polyédre SFGHABCDE....

Si nous prenons le sommet S comme origine des traits
de scie, nous séparerons d’abord les faces SFG, SGH,
SHF, puis nous serons arrétés et nous devrons choisir
une nouvelle origine de traits de scie sur la seconde
portion du polyédre.

Nous supposerons enfin que, si nous remplacons tous
les sommets du polyédre par des trous, le nombre des
trous obtenus est déterminé sans ambiguité; c’est dire
qu’il n’existe pas de sommet par lequel passent plusieurs
nappes du polyédre. Dans ce dernier cas, en enlevantle
sommet considéré, on obtiendrait pour ainsi dire un
trou multiple.
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Dans ces conditions, les S sommets étant remplacés
par S trous dont S—1 sont efficaces, le nombre de
traits de scie nécessaires pour séparer toutes les faces
est

F—1i+S—1=F+S—a.

D’autre part, ce nombre est égal au nombre d’arétes
du polyédre puisque tous les sommets sont enlevés, et
I’on a bien

FaS—y=A,
F+8S

i

A+ 9.
Cc. Q. F. D.

Nous appellerons, avec M. Jordan, polyédres eulé-
riens, les polyédres auxquels le théoréme d’Euler est
applicable.

Tatorive. — Les polyédres convexes sont eulé-
riens.

Ou démontre facilement que si un polyédre présente
la premiére particularité écartée dans la démonstration
précédente, il existe un contact fermé, ne se coupant
pas, formé d’arétes du polyédre et tel que sil'on coupe
la surface polyédrale suivant ce trait, elle n’est pas
partagée en deux portions distinctes; un polyédre con-
vexe ne peut donc présenter la premiére particularité.

Il ne peut présenter non plusla seconde particularité
écartée car il faudrait qu'il ait une face limitée par plu-
sieurs contours polygonaux.

Enfin, il ne peut présenter un sommet par lequel
passent plusieurs nappes.

On peut donc lui appliquer la démonstration précé-
dente.

2. On sait que le théoréme d’Euler peut étre généra-
lisé. Ceci nous permettrade voir que les po]yédrcs culé-
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riens considérés dans ce qui précéde ne sont pas les seuls
de cette espeéce.

Considérons un polyédre ne présentant que la pre-
miére singularité et supposons qu'on puisse tracer n
traits de scie conlinus fermés sans morceler la surface
polyédrale; ces traits de scie une fois tracés, la démon-
stration donnée est valable et la relation d’Euler de-
vient:

F+S=A+2—n

(ce qui nous montre que le nombre n est un nombre
invariable attaché au polyédre).

Nous voyons que le second membre de la relation
d’Fuler a diminué.

Considérons maintenant un polyédre ne présentant
que la seconde singularité et supposons qu’il soit néces-
saire d’avoir m -1 sommets origines de coupures. Il
n’y aura plus que S — (m + 1) trous efficaces et la rela-
tion d’Euler devient

F4+S=A+2+m.

Le second membre a augmenté.

On voit donc qu’un polyédre pourra présenter des
singularités diverses de telle facon que I'augmentation
du second membre de la relation d’Euler, due a cer-
taines d’entre elles, compense la diminution due aux
autres.

Voici un exemple de ce fait :

Soient ABCDEF et A’'B'C’'D'E'F’ deux faces d’un

polyédre eulérien p. On a
(1) fH+s=a-+a2.

Soient, situés respectivement dans les plans de ces
faces et intéricurs a leurs contours, deux polygones
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GHKL et G'H'K'L’ qui sont deux faces d’un second po-
lyédre culérien p' pour lequel on a

(2) f+s=a+o.
Fig. 6.
A B A B
P —
/G//\L e r L@
\ . .
¥ \/K / ¢ ~n ¢
H_—"0 E’\\
3 o

L’accolement des polyédres p et p’ donne un po-
lyédre P pour lequel on a

F:f_‘..f’.—q, S:S—J.-—S', A=a+a.

Additionnant membre & membre les équations (1)

et (2) il vient :
F+S=A4+09.

3. Nous avons vu 'influence des deux premiéres sin-
gularités écartées précédemment sur la relation d'Euler.
Cherchons & voir ce qui se passc lorsque le polyedre
présente un sommet auquel aboutissent plusieurs
]lapp(fs.

Considérons un polyédre quelconque et son polyédre
polaire. On sait que si le théoréme d’Euler ou une de
sus généralisations est applicable au premier, ce méme
théoréme ou la méme généralisation est applicable au
second.

Si le polyédre donngé présente une face limitée par
plusicurs contours polygonaux, le second présente un
sommet par lequel passent plusicurs nappes de la sur-
face polyédrale.

Nous nous bornerons au cas ou le polyedre donné

présente une face limitée par deux contours polygonaux
distinets.
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De deux choses I'une : ou I'on ne peut pas passer
d’'un des sommets de 'un des polygones limitant cette
face a I'un des sommets de I'autre polygone en suivant
constamment des arétes du polyédre (c’est le cas de la
seconde particularité que nous avons citée); ou l'on
peut passer de I'un a 'autre de ces polygones en suivant
les arétes du polyédre. Donnons un exemple de ce der-
nier cas.

Tracons, dans un plan, deux triangles ABC, A'B'C
ayant leurs cotés paralléles, le triangle A'B'C’ élant

Fig. 7.
8"

intérieur & ABC, et dans un plan paralléle au premier
un triangle A”B”C” ayantses cotés paralléles & ceux des
deux premiers; joignons AA”, A”A/, BB’, B"B/, C(V,
C"C'. Le polyédre obtenu jouit de la propriété énoncée.

Dans le premier cas, le polyédre polaire du polyédre
donné a deux nappes passant par un sommet o et telles
qu’il est impossible, en partantde ¢ sur une des nappes,
de revenir en ce point sur I'autre nappe en suivant
constamment des arétes du polyédre. Si le polyédre ne
présente que cette singularité, le second membre de la
relation d’Euler est plus grand que A —+ 2.

Dans le second cas, le polyédre a deux nappes passant
par un sommet o et telles qu'il est possible, en partant
de o sur une des nappes du polyédre, de revenir en ce
point sur 'autre nappe en suivant constamment des
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arctes. Si le polyédre ne présente pas d’autre singularité,
le sccond membre de la relation d’Euler est plus petit
que A + 2.

[A3k]
REMARQUE AU SUJET DE LA QUESTION DE CONCOURS
DES « NOUVELLES ANNALES » EN 1896;

Par M. E. MALO,
Capitaine du Génic a Sétif.

Il s’agit de V'interprétation géométrique des racines
d’un polynome R(x) du quatriéme degré, interprétation
qui m’avait échappé lorsque je me suis jadis occupé de
cette question, et qui n’a peut-Glre pas été apergue
jusqu’ici, bien qu’clle soit simple et intéressante.

Soient A, B, C, D les points figuratifs des racines
de U'équation F(x)=o: il existe six droites passant
trois par trois par ces quatre points, et qui, en outre, se
coupent deux par deux en trois autres points E, F, G.
SiT'on écarte successivement les couples qui se coupent
en E, F, G, on a trois systémes de quatre droites qu’on
peut désigner convenablement par la notation (E), (F'),
(G), et dont chacun détermine une parabole inscrite :
les foyerse, f, g, de ces paraboles sont les points figu-
ratifs des racines du covariant R (x).

Les triangles EFG, efg, sont homologigues.

Le centre d’homologie I appartient en commun a

rois cercles passant respectivement par 1’un des points

E, F, G et par les points milieux de ceux des cotés du
quadrangle ABCD qui se coupent en E, en F, en G; les
trois points ou les cercles dont il s’agit se rencontrent
encore deux a deux sont les points e, f, 2.
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Le cas particuliérement important ou les points A,
B, C, D sont en ligne droite, c¢’est-d-dire les racines
de F(x) toutes réelles, échappe a cette figuration;
mais on peut en donner une autre, également simple et
curieuse.

Alors, en effet, il existe une cartésienne admettant la
droite joignant les points A, B, C, D comme axe et ces
points comme sommets; les trois foyers de cette carté-
sienne figurent les racines du covariant R (z), réelles par
suite, en méme temps que celles de I ().

En somme, toutes les propositions partielles dont se
compose la question de concours des Nouvelles .Annales
sont susceptibles d’une figuration, ou méme d’une
démonstration, géométrique; mais les deux exemples
donnés ci-dessus sont probablement les plus curieux en
méme temps que les plus simples.

Le premier considéré en lui-méme, et indépendam-
ment de la proposition d’Analyse a laquelle il est lié
implicitement, constitue un théoréme qui pourrait
peut-étre étre proposé comme gquestion dans votre
Recueil. Il suffirait, pour avoir un énoncé indépendant,
de remplacer les mots soulignés par ceux-ci :.

les sommets d’un quadrangle,

et par :

les foyers e, f, g de ces paraboles forment un tri-
angle homologigue du triangle EFG.
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AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES; GONCOURS
DE 1896. SOLUTION DE LA QUESTION DE MATHEMATIQUES
ELEMENTAIRES ;

Par M. GROSSETETE,

Professcur au lycée de Laon.

On considére une sphére variable S orthogonale a
une sphére fixe S et tangente & une autre sphére
fixe S,.

1° Lorsque la sphere  est assujettie a la condition
d’avoir son centre dans un plan P, le lieu du point de
contact de S et de S, est un cercle.

Démontrer que, si le plan P est tangent & la
splére S, le liew du centre de la sphére 3 est une sec-
tion conique ayant pour foyer le point de contact de
SetdeP.

FExaminer le cas ot le plan P est tangent a la
sphére S en un point du cercle d’intersection de S et
de S,.

2° On peut déterminer sur la ligne des centres de S
et de S, un point ftel que la sphére 3y, concentrique a
= et passant par f, reste toujours, quand X varie, tan-
gente & une sphére fixeD ayant pour centre le point
fi centre de S, .

3° Soient m le centre de =, et m' le point de contact
de X, et de 1. Lorsque le point m' décrit un cercle
de D, le point m reste dans un plan et décrit, dans ce
plan, une ellipse, une hyperbole ou unc parabole.

Discuter en supposant que le plan du cercle consi-
déré sur 1) se déplace parallélement a lui-méme.

§° Soit T le plan perpendiculaire au milieu du seg-
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ment qui joint le point f & un point m' pris sur la
sphére D; lorsque le plan T passe par un point fixe ¢,
le lieu du point m' est un cercle v,.

St le point g wient & se déplacer dansun plan fixe,
le cercle v, reste orthogonal & un cercle fixe de la
sphére D. Examiner le cas ou le point g décrit une
droite fixe.

5¢ Soit ¢ le milieu de ffi, prouver que les droites
cm et fm' se coupent en un point qui demeure dans un
plan fixe lorsqu’on fait varier la sphére 3,.

1° Toutes les sphéres T dont les centres sont situés
dans un plan P sont orthogonales & ce plan; par hypo-
thése, elles sont orthogonales 4 S; donc elles passeront
constamment par deux points fixes A et B situés sur la
perpendiculaire abaissée du centre O de S sur le plan P.
Ces points A et B sont les points limites du faisceau de
sphéres déterminé par le plan P et la sphére S.

Si le plan P ne coupe pas S, le faisceau de ces sphéres
est du premier genre, les points limites A et B sont
réels et symétriques par rapport au plan P ( fig. 1).

Si le plan P coupe S, le faisceau est du second genre,
les points limites A et B ne sont pas réels.

Dans 'un ou lautre de ces cas, si 'on coupe la
sphére S, par une sphére quelconque ¥’ du faisceau
conjugué, le plan radical de cette sphére auxiliaire et de
S, rencontre le diamétre de S perpendiculaire au plan P
en un point I, tel que IA ><IB égale la puissance de I
par rapport a la sphére S,. Or, les points de contact
des sphéres T et de S; sont les points de contact des
plans tangents menés de 1 4 la sphére S,; donc le lien
des points de contact de la spheére S, et des sphéres T
considérées est le cercle de S, qui est situé dans le plan
polaire de I par vapport & S,.
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Dans le cas particulier ou P est tangent a S, les points
A et B sont confondus avec le point de contact Aj et si
p désigne 'un des points de contact d’une des sphéres X
etde S, on aura

Al<IA=Ip  dou IA=Ip;

par suite, la sphére §', déerite de I comme centre avec
un rayon égal a IA, passe par tous les points tels que p.

Fig. 1.

B ,/_\‘\\
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Cette sphere §' est, de plus, orthogonale 4 la sphére S,
et, par suite, clle est inscrite dans le cone droit qui a
son sommet en f,, centre de S, et qui a pour base le
cercle licu des contacts des sphéres T et S,. D’ailleurs,
les centres des sphéres  sont sur les génératrices de ce
cone droit et dans le plan P, par suite, a I'intersection
du cone droit ct du plan P tangent en H 4 la sphére
inscrite dans ce cone. D’aprés le théoréme de Dandelin,
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cette scction conique a pour foyer le point Aj c’est
cette section ui est, dans le plan P, le lien des centres
des sphéres .

Si le plan P est tangent a la sphére S en un point du
cercle d’intersection de S et de'S,, le licu du point de
contact est un point, le lieu du centre, dans le plan tan-
gent a S, des sphéres X se réduit 4 un point, en général,
et si S; est orthogonale a S, le licu du centre est la
droite Af;, f, étant le centre de S,.

2° On peut déterminer sur la ligne des centres de S
et de S, un point ftel que la sphére Xy, concentrigue a 2
et passant par f, reste toujours, quand ¥ varie tangente
aune sphére fixe D) ayant pour centre le point f; centre
de S, (fig. 1).

En effet, les sphéres % étant tangentes & S, et ortho-
gonales a S sont aussi tangentes a une scconde sphére S,
inverse de S, par rapport au centre O de S, la puis-
sance d’inversion étant le carré du rayon de S. Soit fle
centre de S|. Lorsque le centre O est extérieur a S, les
sphéres £ sont tangentes de la méme maniére 4 Sy et a
S, et alors la différence entre les distances du centre m
de T a feta [, est constante et égale a la différence du
rayon des sphéres inverses S, et b" Lorsque O est sur
S, le point f est a I'infini sur Of;. Lorsque O est a l'inté-
ricur de S, les sphéres S, et S/ sont tangentes a 2, 'une
intéricurement, 'autreextérieurement, etalors la somme
mf -+ mf, est constante et égale & la somme des rayons
des sphéres S, et S, inverses I'une de I'autre. Donc,
dans 'espace, le lieu du point m, centre des sphéres 3,
est une quadrique de révolution ayant pour foyers les
points f'et fi, I'un d’cux f pouvant étre a I'infini. L'un
des axes de cette quadrique est la droite O f,. Par suite,
si de m comme centre, avec un rayon égal a mf,on décrit

Ann.de Mathémat., 3° série, t. XVIL. (Mars 1898.) 9



(134)
une sphére Xy, cette sphére sera tangente a la sphére
directrice D relative a 'autre foyer.

3" m désignant le centre de I, evm/ le point de contact
de X, et de D,/ déerivant un cercle de D, m reste sur
la quadrique de révolution et puisque les points m, ', f,
sont alignés, m cst aussi sur le cone droit de sommet f;
qui a pour base le cercle considéré sur D. Or, I'inter-
section d’une des nappes d’un cone de révolution, qui a
son sommet a Vun des foyers d’une quadrique de révo-
lution avec cette quadrigue, est une courbe plane. Donc
le point m décrit une courbe plane quand 7/ déerit un
cercle D. Cette courbe -pourra étre une ellipse, une
hyperbole ou une parabole, puisqu’elle est la section
plane v d’un cone de révolution.

Si le plan du cercle considéré sur D se déplace paral-
lelement a lui-méme, Paxe du cone de révolution est
invariable et, puisque, d’aprés un théoréme connu, le
pole du plan de la section v, par rapport a la quadrique,
est sur cet axe, il arrive que le plan de la section tourne
autour de la droite conjuguée de celle qui est Paxe
commun des cones droits considérés. Cette droite est
perpendiculaire au plan.de ff et de la perpendiculaire
abaissée de fy sur le plan de I'un des cercles considérés.
Soit P’ ce plan. En prenant la section de la quadrique
par cc plan P, la droite conjuguée de I'axe commun
des cones passe par le pole de cet axe par rapport a la
section méridienne du plan I”. La discussion et I’étude
de la scction se font facilement en faisant tourner dans
le plan méridien une droite autour du péle, par rapport
a la section méridienne, de I’'axe commun des cones.

4° Le plan T perpendiculaire au milica du segment
qui joint le point fa un point m’ de la sphére D est tan-
geut a la quadrique, le point de contact est sur f} m'.
Lorsque ce plan tangent tourne autour d’un point fixe ¢,
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il enveloppe le cone de sommet g, circonserit a la qua-
drique. La courbe de contact est I'intersection de la
quadrique ct du plan polaire de ¢ par rapport a cette
quadrique. Cette courbe étant plane, le cone ds sommet f,
qui I'aura pour base sera de révolution, son axe étant £, ¢+
Or les génératrices de ce cone sont les droites fm/. Donc le
licu du point m' sur la sphére D sera Pintersection du
cone droit de sommet f, et de la sphére D : ce sera un
cercle que nous appellerons v,.

Si le point ¢ se déplace dans un plan fixe, la sphére
derayon ¢f, qui coupe S, précisément suivantle cercle '\‘;,,";;
se déplace en passant constamment par deux points
fixes f et o, o étant le symétrique de f par rapport au
plan danslequel se meut ¢. Toutesles sphéres de centre ¢
(ui passent par f et © sont telles que si on les accouple
avece 8, il existe sur fo un point w dont la puissance
par rapport & Sy est égale a p.f><po; par suite, le
point u, qui est d’égale puissance par rapport a 8; et par
rapport a 'une quelconque des sphéres du faisceaun con-
sidéré, est situé dans le plan radical de I'une de ces
sphéres et de S;. Orle cercley, est dans ce plan radical §
donc les plans des cercles y, passent constamment par
le point fixe p. Il en vésulte que les cercles v, sont
orthogonaux a un cercle fixe de D qui n’est autre que
Pintersection de 8y et du plan polaite du point @ par
rapport a cette sphére S,.

Dans le cas oti le point ¢ décrit une droite fixe, il
peut étre considéré comme se déplacant simultanément
dans deux plans quelconques passant par cette droites
Par suite les cercles ¥, ont leurs plans passant par la
droite pu’ des points fixes correspondant aux plans
envisagés; par suite, ces cercles sont orthogonaux a
deux cercles de S, et jouissent de propriéiés connues.

5¢ Soit ¢ le milieu de ff, (/fig. 2); les droites cm ct
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Jm' se coupent en un point M qui demeure dans un plan
fixe quand on fait varier I,. En effet, prenons pour plan
de figure une section méridienne de la quadrique de

.Fig. 2.

révolution. I'igurons le cercle directeur de centre f;
soient f le point fixe de Ofy, ¢ le milieu de ff,, m un
point delaconique méridicnne correspondantau point !
du cercle directeur, o la projection du foyer f sur la
tangente mt, et D et E les points de rencontre du cercle
principal avec fn/ et mt. Nous remarquerons d’abord
que fm est parallele a DE, car les angles CDa, Co.D, Ha f
sont égaux; de plus, Ca étant paralléle a fin' et le
teiangle finm' étant isoscéle, il en est de méme de foH,
H étant le point d’intersection de Ca et de fm; les
angles H f2 et aDC sont égaux, par suite CD et fM sont
paralléles. Cela posé, le.faisceau C(DMa,f) est harmo-
nique, puisque mf paralléle au rayon CD est divisé par
le rayon Co en deux parties égales; f et M sont donc
conjugués harmoniques par rapport a «D. Donc la po-
laire de f par rapport au cercle principal passe par M.
Il ¢n résulte que, dans le plan de la figure, le lieu de M
est la directrice relative au foyer f; et, dans Pespace,



(137)
le lieu de M est le plan directeur de la quadrique relatif
au foyer f.

VARIETES.

Prix Lobatchefsky (premier concours, 1897).

La Société physico-mathématique de Kasan a I'hon-
neur d'informer qu’elle a décerné, dans sa séance solen-
nelle du 3 novembre (22 octobre) 1897, le prix de
N.-I. Lobatchefsky a M. Sophus Lie, professeur ordinaire
a I'Université de Leipzig, pour son Ouvrage : 7heorie

der Transformationsgruppen, Band I1L. Leipzig, 1893.

Les mentions honorables sont décernées :

A M. L. Gérard, professeur au Iycée Ampére (Lyon),
pour son Ouvrage : Thése sur la Géométrie non eucli-
dienne. Paris, 1892.

A M. E. Cesaro, professcur ordinaire 2 'Université
Royale de Naples, poar son Ouvrage : Leszioni di Geo-
melria intrinseca. Napoli, 1896.

Et & M. G. Fontené, professcur au collége Rollin,
pour son Ouvrage : L'hyperespace & n — 1 dimensions.
Paris, 18g2.

La médaille d’or de N.-I. Lobatchefsky, destinée, selon
le § 16 du réglement du prix Lobatchefsky, a récom-
penser le travail des personnes qui aident la Société
physico-mathématique de Kasan a examiner les Ou-
vrages présentés au concours, a éLé décernée, dans la
méme séance solennelle du 3 novembre 1897, a
M. Félix Klein, professeur ordinaire a I'Université de
Goutingue, pour son rapport sur I’'Ouvrage de M. Lie.
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Le rapport de M. Klein vient d’étre imprimé a.Kasan,
sous le titre : Zur ersten Verteilung des Lobatschewsky-
Preises (Gutachten, betreffend den dritten Band der
Theorie der Transformationsgruppen von S. Lie).

Les rapports sur les Ouvrages de M. Gérard, Cesaro
ct Fontené, ont été donnéds par MM. les professeurs
T. Souvorof, D. Seiliger ¢t P. Nasimof, membres de la
Commission. En outre, ont pris part aux travaux de la
Commission, MM. les professcurs . Doubiago, A. Ko-
telnikof, D. Sintzof (secrétaire de la Commission).

Le nombre total des Ouvrages présentés au concours
a été égal i neuf.

Extrait du reglement du prix Lobatchefshy.

Le prix Lobatcheflsky est décerné tous les trois ans.
Il est dune valeur de 500 roubles papiers. Il reste a la
volonté de la Sociélé d'en augmenter avee le temps la
valeur, si I’état du capital le Tui permet (§ 4).

Le prix Lobatchefsky est destiné aux Ouvrages rela-
tifs & la Géométrie, ct de préférence a la Géométrie non
cuclidienne (§ 5).

Sont admis a concouriri ce prixles Ouvrages imprimés
en russe, francais, allemand, anglais, italien et latin,
adressés a la Société physico-mathématique par leurs
auteurs ct publiés dans le¢ cours des six années qui
auront précédé le jugement de Ja Société concernant le
prix (§ 6). .

Dans auncun cas le prix ne peut étre partagé entre
deux ou plusicurs autcurs concurrents. Dans-le cas ou
s¢ présenteront plusieurs Ouvrages d’'égale valeur, c’est
le tirage au sort qui en décidera (§ 7).

Le prix sera décerné pour la seconde fois le 3 no-
vembre 1goo. Selon le § 11 du réglement, les Ouvrages
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destinés au concours doivent étre adressés, a la So-
ciété physico-mathématique de Kasan, jusqu’au 3 no-
vembre 1899.
Le Président de la Société physico-mathématique,

A. VAssILIEF.

GORRESPONDANCE.

Extrait d’une lettre de M. Lémeray. — ... Dans ma Note
Sur les racines de U'équation x = a*, parue dans les V. 4.
(décembre 1396), c’est bien involontairement que j’ai omis de
citer le Mémoire d'Euler dont parle M. Gravé dans son récent
Article : Sur les expressions dites surpuissances, Mémoire
dont j’ignorais I'existence.

L’attention qu’Euler a prétée a cette question montre qu’il
y attachait quelque importance. Qu’il me soit permis de rap-
peler que, dans la Note mentionnée ci-dessus, j’ai démontré les
limites des surpuissances dans le cas de la variable réelle, et
que, dans le numéro de février 1897, j'ai donné la démonstra-
tion dans le cas de la variable imaginaire.

BIBLIOGRAPHIE,

Trarré p’Avcisre trévestare, par MM. Cor ct
Riemann. — In-8°, 460 p. Nony, 1893.

Ce ne sont pas les Traités d'Algébre élémentaire qui
manquent, et il est certain que la plupart sont, en bien des
points, excellents; mais il faut avouer que la plupart ont
aussi, surtout la ou ils cessent d’étre excellents, un air de
famille qui se perpétue avec une ténacité singuliére; les chan-
gements que 'on observe a chaque nouveau venu portent sur-
tout sur les parties bonnes qui, assurément, en deviennent
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mecillcures encore, mais ne s’observent guére sur les autres qui
demecurent dans la plus immobile imperfection.

Les auteurs n’ont pas non plus la tiche trop facile; 'ils ont
i compter avec la tradition, les programmes, les douces habi-
tudes des examinateurs de toute catégorie, la hite des éditeurs
et les épines du sujet; car, méme élémentaire, I’Algébre n’est
point sans parties épineuses. Comment écrire un livre en res—
tant au—-dessus de toutes ces influences, I’écrire pour lui-méme
et pour soi-méme, selon la formule de I'Art pour I'Art, tem-
pérée par le seul respect de la Science?

Je ne sais si c’est la ce qu'ont voulu faire MM, Cor et Rie-
mann en écrivant leur Livre, mais je suis bien tenté de le
croire : la tradition et les ¢pines semblent les avoir trés peu
génés; quant au reste, je gage qu'en dépit du frontispice de
leur ceuvre, ils n’¢n ont eu souci.

Aussi quel air d’aisance ct de liberté dans ces.belles pages;
il y a une fraicheur, un rajcunissement des choses qui vous
cuchantent; des questions usées jusqu’aux moelles vous pren-
nent un air de jeuncsse dont on demeure étonné; je citerai la
Section consacrée a Péquation du second degré; c’est un vé-
ritable joyau : il est impossible d’¢tre plus simple et plus précis,
plus riche ct plus souple; on voit défiler en raccourci, dans
quelques pages d'une langue mathématique exquise, toute la
théorie des équations enticres : les changements de signes, les
fonctions symétriques, la transformation, I'élimination; le
vicux sujet ¢n est enticrement rajeuni et vivifié; et ce souffle
de renouveau se retrouve dans Pexposition, qui vient ensuite,
“de la méthode si belle et si judicieuse de M. Girod pour la
discussion des problémes du second degré, méthode qui a
donné i cette partie de 'Algébre élémentaire une consistance
dont elle manquait entiérement auparavant, et qui n’avait pas
encore paru, je crois, dans aucun livre didactique.

Plus loin, nous entrons dans la théorie des fonctions, avec
les notions précises de limite et de continuité, le théoréme de
Cauchy et I'¢tude directe des fonctions entiéres et rationnelles
les plus simples. L'étude des fonctions exponentielles, loga-
rithmiques ct circulaives fait 'objet du Chapitre suivant :
nous y trouvons une démonstration rigoureuse de I'égalité

( ax )x' —_ axx"

au licu du lamentable cercle vicieux qui constitue I'une des
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plus immobiles imperfections dont j’ai parlé plus haut; et une
belle étude, qui me semble entiérement nouvelle, de 'erreur
dans le calcul logarithmique, un petit modéle de précision et
d’élégance dans une question ol elles ne se rencontrent géné-
ralement pas. Je n’aime pas la démonstration des inégalités
sinz <x < tangz, par la considération des aires; elles résultent
trop évidemment de la définition méme du nombre =z, bien
antérieure & la mesure de l'aire d’un secteur.

Le dernier Chapitre est consacré aux dérivées, avec d’'inté-
ressants exemples d’études de fonctions et la construction des
développements en série des fonctions exponentielles loga-
rithmiques et circulaires.

Les auteurs appellent série ce qui est communément appelé
maintenant une suite infinte. La logique voudrait que, sui-
vant que l'on considére les termes d’une suite infinie au point
de vue de leur somme ou de leur produit, on parlat de somme
infinie ou de produit infini; cette derniére dénomination est
usuelle; il semble que, dans ces derniers temps surtout, le mot
série tende a prendre exactement le sens de la locution somme
infinie, a peu prés inusitée jusqu'ici (1). Peut-étre eut-il con—
venu de maintenir ce sens au mot série, et, dans tous les cas,
de ne pas le rétablir dans le sens de suite infinie, terme qui
me parait trés convenable, et en faveur duquel on peut invo-
quer au moins l'ancienneté et I'étymologie.

Mais je n’ai encore dit que tout le bien que je pense de la
seconde Partie du beau Livre qui nous occupe. La premiére ne
me plait assurément pas autant.

Le Livre s’ouvre naturellement par une théorie des opéra-
tions sur les nombres positifs et négatifs, d’une belle simpli-
cité, mais ou les autcurs ont peut-étre été trop préoccupés
d’étre courts; ainsi n’ont-ils pas suffisammentinsisté, je crois,
sur la signification algébrique dont est susceptible toute expres-
sion arithmétique par suite de I'identité du calcul des nombres
positifs avec celui des valeurs absolues.

(') J. Tan~NERY, Introduction a la theorie des jfonctions d’une
variable, n°* 40 et 41. Dans le Calcolo differenziale de A. Genocchi,
le mot serie est employé dans le méme sens que par MM. Cor et
Riemann; dans la plupart des auteurs antérieurs a notre quart de
siccle, par exemple dans Gauss, le mot serie est employé indiflé-
remment dans le sens de swite infinie et de somme infinie.
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L'étude des polynomes qui vient ensuite ne me satisfait pas
entiérement. Je ne comprends pas qu’il y ait lieu de définir &
nouveau la somme, la différence ou le produit de deux ou plu-
sieurs polynomes; il me parait qu’il faut seulement constater
que le résultat de ces différentes opérations définies antérieu—
rement peut Jui-méme étre obtenu sous la forme de polynome
réduit; ainsi, je ne puis admettre qgu'il y ait une convention
nouvelle dans ce fait que — f(x) représente le polynome f(z)
dont on a changé tous les signes. Enfin, il y a la question ca-
pitale de Videntité des polynomes obtenus comme résultats
d’une suite d’opérations, quand on les effectue en suivant deux
voies différentes, qui demeure un peu dans Pombre : la dé-
monstration, par exemple, de ce théoréme que, dans un pro-
duit de plusicurs polynomes, on peut remplacer quelques-uns
d’entre eux par leur produit préalablement eflectué, est a
peine esquissée; 'identité

[f(2) = g(@)] h(z)=f(x) h(2) -+ 5(z) h(2),
indispensable dans la théorie de la division, est simplement
alfirmée. Ajouterai-je que cette question des polynomes au
début de T'Algébre ¢lémentaire est un peu irritante, parce
qu'elle y est déplacée; qu’elle n’est pas absolument indispen-
sable pour ce qui suit, et qu’elle viendrait beaucoup plus a
point au début de I'étude des fonctions, a propos des fonctions
entiéres, alors que, par les notions déja acquises de limites, la
question de I'identité peut étre immédiatement résolue.

Quoi qu’il en soit, celui qui comparera cette exposition des
principes du calcul algébrique avec ce qui s'écrivait, sur le
méme sujet, il y a seulement quelques années, sera frappé du
chemin parcouru et des progrés véritablement considérables
qui ont été réalisés et qui ont leur origine dans les profondes
lecons faites & I'Ecole Normale par M. Jules Tannery.

Nous arrivons ensuite dans des régions moins épineuses ol
la clarté et T'¢légance reprennent leurs droits : la théorie du
plus grand commun diviseur, I'étude des équations et inéqua-
tions du premier degré, celle des déterminants et leur appli-
cation aux ¢quations linéaires. Dans la théorie des détermi-
nants, les autcurs ont-supprimé la notation a double indice et
cela pour le plus grand profit de la clarté.

Suis-je parvenu a donner une idée suffisante de la richesse
de cc Volume de moins de 300 pages? De la liberté avec la-
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quelle il a été composé, du soin avec lequel il a été écrit? De
la richesse des matiéres et de la nouveauté des méthodes? Je
I'ai jugé en toute franchise, car il est de ces livres longuement
médités et venus a leur heure, qui n’ont rien a redouter de la
critique, qui ont en eux-mémes leur force et qui n’attendent
pas d’un éloge complaisant le succés da a leur trés haut et
trés réel mérite. H. PabpE.

Lecons p’Avcisre, par Ch. Briot, revues et mises
au courant des nouveaux programmes, par M. E. La-
cour. Deuxiéme Partie, a 'usage des éléves de la classe
de Mathématiques spéciales, 17°¢ édition. Delagrave,

1897.

Les Lecons d’Algébre que nous signalons forment, en dépit
du titre trop modeste, un Ouvrage vraiment nouveau.

Les personnes dont P'éducation mathématique s'est faite a
I'époque ot paraissaient les livres d’enseignement de Briot
savent quelle en était la lumineuse simplicité; les points essen-
tiels de chaque théorie y apparaissent, dégagés des propositions
secondaires; I'abstraction inévitable de certaines définitions ou
démonstrations devenait intuitive, des images appropriées en
faisant saisir le sens ct dirigeant I'enchainement logique des
idées.

La simplicité aussi réelle qu’apparente des programmes du
temps facilitait alorsle développement de ces qualités. Depuis,
les cadres de 'enseignement se sont peu a peu ¢largis; a tort
ou a raison, diverses théories s’y sont glissées et sont généra-
lement développées dans les cours. Les Lecons d’Algebre de
Briot, sous leur forme primitive, devenaient incomplétes; les
¢lever au niveau de l'enseignement actuel, et, cependant,
conserver leurs qualités fondamentales, semblaient deux tiches
incompatibles; M. Lacour a réussi a les concilier.

Eléve de Briot, M. Lacour déploie dans son enseignement
les qualités de son maitre. Je me souviens encore quel était
notre ¢tounement lorsque, & I'Ecole Normale, ol certains de
nos plus brillants camarades avaient été formés a ses lecons,
ceux-ci nous exposaient avec quelle facilité ils avaient appris,
sans I’emploi d’indices encombrants, la théorie des détermi-
nants et des équations linéaires. A l'encontre d’une erreur
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facile, ¢’était montrer que les démonstrations, faites sur des
exemples particuliers, y gagnent en clarté, sans rien perdre de
leur généralité.

Sans négliger les commencants, pour lesquels le nouvel
Ouvrage reste ce qu’était celui de Briot, un guide ol trouver
un développement net et concis des notions nouvelles qui les
arrétent, M. Lacour, en signalant d’astérisques les passages
que ceux-ci peuvent négliger, a songé aussi, soit aux bons
¢léves de Mathématiques spéciales, qu’anime le désir de faire
quelques pas au dela du domaine limité par les programmes,
soit aux étudiants de nos Facultés des Sciences, pour lesquels
la différence des enseignements du Lycée et de I'Université
laisse quelques lacunes que ne comble ni V'un ni lautre.

Nous signalerons particuliérement aux premiers les Cha-
pitres relatifs aux déterminants et aux équations linéaires, les
principes fondamentaux des théories des séries ct des inté-
grales définies, notions neuves qui parfois déconcertent nos
jeunes ¢léves. Le calcul des fonctions symétriques, la déter-
mination numérique des racines d’une ¢quation sont également
trés soigneusement traités; 1a, comme d’ailleurs dans tout le
cours de 'Ouvrage, les applications pratiques de la théorie se
font sur de nombreux exemples.

Quant aux éléves plus avancés, les candidats a I'licole Nor-
male, entre autres, ils liront avec fruit Ie Chapitre relatif aux
formes quadratiques, les propriétés de la forme adjointe, la
formule de Gauss et ses applications dues a M. Darboux, la
théorie des invariants et covariants des formes, toutes ques-
tions qui, quoique disparues de la lettre des programmes,
s'imposent dans des applications si nombreuses et si intéres-
santes de la Géométrie analytique. Dans le méme ordre d’idées,
ils apprendront la résolution de I'équation du 4¢ degré, basée
sur Pexistence d'invariants de son premier membre, les prin—
cipes de la transformation des équations et en particulier de la
transformation bilinéaire. Nous leur signalerons encore Ja dé-
monstration de la transcendance de e, d’aprés un principe da
a Hurwitz, démonstration d’ordre aussi simple que celle du
théoréme classique : le nombre e ne peut étre racine d’une
équation du second degré a coefficients commensurables.

Enfin, les étudiants trouveront développées dans ces Lecons
les proprié¢tés des sérics entiéres par rapport a une variable et
des produits infinis, la théorie des fonctions symétriques des
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racines d’un systéme de deux équations algébriques, générali-
sation immédiate de la méme théorie relative & une seule
variable, avec son application a I'élimination de deux incon-
nues et 'extension du théoréme de Bézout & un systéme de
trois équations, questions qui n’ont pas place dans les cours
des lycées, et dont cependant les étudiants ont souvent &
admettre les résultats pour suivre avec fruit les lecons de
leurs maitres.

Ajoutons a cette énumération incompléte la présence de
nombreux exercices dont beaucoup découvrent bien des hori-
zons nouveaux : polynomes de Legendre, nombres de Ber-
noulli, fonctions de Bessel, intégrales eulériennes, séric hyper-
géométrique de Gauss, fonctions elliptiques et leur propriété
d’addition. Et le tout prenant place dans un Volume de
700 pages a peine! Cette simple remarque est peut-étre ce qui
le recommande le plus éloquemment. A. TRESSE.

Axnuaire pu Bureau pes LonciTupes vour 1898 ;
Paris, Gauthier-Villars et fils.

La maison Gauthier-Villars (55, quai des Grands-Augustins)
vient de publier, comme chaque année, V' Annuaire du Bureau
des Longitudes pour 1898. — Ce petit Volume compact con-
tient comme toujours une foule de renseignements scien—
tifiques qu’on ne trouve que la. Le Volume de cette année con-
tiecnt ¢n outre les Notices suivantes: Sur la stabilité du
systéme solaire; par M. H. PoINcaRE. — Notice sur I’OEuvre
scientifique de M. H. Fizseau; par M. A. Cornu. — Sur
quelques progreés accomplis avec l’aide de la Photographie
dans U'étude de la surface lunaire; par MM. M. Loewy et
P. Puiseux. — Sur les travauxr exécutés en 1897 a l’obser—
vatoire du mont Blanc; par M. ). JANSSEN. — Discours pro-
noncés au cinquantenaire académique de M. Faye, le
25 janvier 1897 ; par M. J. Jaxssex et M. M. Loewy. In-18 de
vi-806 pages, avec 2 Cartes magnétiques : 1", 50 (franco 1',83).

Le RationnEL, par Gaston Milkaud, agrégé de Mathé-
matiques, docteur és lettres, chargé de cours de Philo-
sophie & la IFFaculté des Lettres de Montpellier. (1 vol.
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in-12 de la Bibliothéque de Philosophie contempo-
raine, 2™,50. Félix Alcan, éditeur.)

Cet Ouvrage fait suite a 'E'ssai sur la certitude logique,
du méme auteur, dont la deuxiéme édition a récemment paru.
Il comprend six études intitulées : Mathématique et Philo-
sophie, La Science rationnelle, A propos de la Géométrie
grecque, Une condition du progreés scientifique, Le raison-
nement scientifique et le syllogisme, Sur la notion de
limite en Mathématique, Penscée pure et intuition.

Le but de M. Milhaud, en composant et en réunissant ces
études, a ¢té de montrer que, dans une recherche de la con-
naissance rationnelle, on doit plus tenir compte qu'il n’est fait
d’ordinaire d’une activité spontanée de Desprit, et qu’on ne
doit pas craindre d'aller jusqu'a reconmnaitre a cette activité
créatrice quelque degré de contingence et d’indétermination,
Il n’a pas la prétention d’apporter un systéme nouveau, mais
il insiste sur Ic besoin, pour la pensée philosophique que solli-
citent de parcils problémes, d'entrer dans une certaine direc-
tion et de ne pas négliger un facteur qui lui semble avoir son
importance.

PUBLIGATIONS RECENTES.

C. Brrani-Fonrr. — Lxcercice de traduction en symboles de Lo-
gique mathématique (Extrait du Bull. de Math. elém., 18)7).

v, Garots. — OBuvres mathématiques, publiées sous les auspices
de la Société Mathématique de France, avec une introduction par
M. Ex. Picawp. Varis, Gauthier-Villars et fils, 1897,

G. Vaari, — Del concetto di centro di gravita nella statica
d’Archimede (Extrvait des R. dell. Acc. r. de Scienze di Torino;
Turin, Clausen, 1897). »

D* Lubwie GoupseuMipT. — Die Wahrscheinlichkeitsrechnung :
Versuch ciner Kritik. Hambourg et Leipzig, L. Voss, 18g7.

Nicon. — Cours de Géométrie cotée. Paris, Nony, 1897.
N. Cor et J. Riemany. — Traité d’Algéhre élémentaire. Paris,
Nony.

E. ViLuig. — Compositions d’Analyse, Cinématique, Mécanigue et
Astronomie, données depuis 1869 a la Sorbonne pour la Licence
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és Sciences mathématiques. Enoncés ct solutions; 3¢ Partie. Compo-
sitions données depuis 188g; in-8°. Paris, Gauthicr-Villars et fils;
1898.

Revue géncrale des Sciences pures et appliquces; Directeur :
L. Orivier, Docteur és Sciences, g° année, 1898, Paris, Carré et
Naud.

Mathesis, Recueil mathématique & I'usage des écoles spéciales et
des établissements d’instruction moyenne, publié par P. Mansion et
J. NEUBERG. 2° série, t. VIII, 1898. Gand, Ad. Hosle, et Paris, Gau-
thier-Villars et fils.

J. ANDRADE. — Lecons de Mécanique physique; 1 vol. gr. in-8°.
Paris, Société d’éditions scientifiques; 18g8.
M. p’OcacNE. — Karl Weierstrass; gr. in-8°, 28 pages ( Extrait de

la Revue des questions scientifiques). Louvain; 18g7.

Eve. CosseraT. — Sur les surfaces qui peuvent, dans plusicurs
mouvements différents, engendrer une famille de Lamé. — Sur les
surfaces rapportées a leurs lignes de longueur nulle (Extrait des
Comptes rendus de I’Académie des Sciences; 1897).

L. DESAINT. — Sur quelques points dec la théorie des fonctions
(thése); in-4°, 75 p. Paris, Gauthier-Villars et fils; 1897.

BERTRAND A.-W. RusseLL. — An essay on the foundations of Geo-
metry; in-8°, 201 p. Cambridge, University Press; 1897.

L. Cesiro. — Surla représentation analylique des régions ct des
courbes qui les remplissent (Extrait du Bulletin des Sciences
mathematiques, 1893 ).

QUESTIONS.

261. (1852, p. 368). — Trouver I'équation de la courbe, la-
quelle coupe, sous un angle constant, toutes les lignes géodé-
siques sur une surface développable, issues d’un point fixe sur
la surface. (STREBOR).

266. (1852, p. 402). — Soient trois axes rectangulaires; on
les divise, a partir de l'origine, chacun cn parties égales a I'u-
nité; par les points de division d’'un axe on méne respective-
ment des plans paralléles au plan des deux autres axes; ces
trois systémes de plans paralléles déterminent, par leurs in-
tersections, tous les points dont les coordonnées sont des
nombres enticrs. Soit un point d’intersection ayant pour coor-
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données les nombres entiers m, n, p; ce point est le sommct
d’un parallé¢lépipéde. Prenons, dans Uintérieur de ce parallélé-
pipéde, trois points ayant pour coordonnées entiéres respec-
tives my, ny, py; Mma, N, P2 ms, n3, p3. Le plan qui passe par
ces trois points partage le parallélépipéde en deux portions:
combien chaque portion renferme-t-elle de nombres entiers?

324. (1858, p. 229). — Quelles sont les phases de la Terre et
les éclipses de Terre pour un spectateur placé dans la Lune?

333. (1856, p. 243). — Ltant donnée une ligne d’intersection
de deux surfaces de degrés m et n, quels sont les degrés res-
pectifs des surfaces formées par les normales principales, les
tangentes de la courbe et les axes des plans osculateurs?

1787. On considére les points de contact des coniques in-
scrites & un quadrilatére avee un des cotés du quadrilatére et
Pon demande :

1° Le licu des centres de courbure de ces coniques corres-
pondant aux points de contact;

2° L’enveloppe des cercles osculateurs qui correspondent
aux centres de courbure précédents. (G. TziTZEICA.)

1788. On considére, dans un cercle de centre O, un rayon
fixe OA et un rayon variable OM. Le point M se projette en P
sur OA. Le lieu du centre des symédianes du triangle MOP
est une courbe fermée dont l'aire est les 3% de I'aire du cercle
donn, (E.-N. Barisien.)

1789. Les cordes communes a U'ellipse et a ses cercles oscu-
lateurs, en deux points conjugués, se rencontrent sur une
courbe ayant méme aire que lellipse. (E.-N. BARISIEN.)

1790. A quelles conditions peut-on trouver sur une qua-
drique un point P, tel que tout cone ayant pour sommet ce
point ct pour base une section par un plan quelconque paral-
I¢le & une droite donnée, soit capable d’un triédre trirectangle
inscrit? Ces conditions étant supposées remplies, combien y
a-t-il de points P? (R. GiLBERT.)
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[R4b]
SUR UNE INTEGRALE D'UN PROBLEME SUR L'EQUILIBRE
I'UN FIL FLEXIBLE ET INEXTENSIBLE:
Parn M. M. LAGOUTINSKY.

Les équations différenticlles de Péquilibre d’un il

sont
(d o e
s;l}(l.r)-y—/.\ﬁo,
d ... ,
() ( »(7;( I',,; )+ AY = o,
l .
—(T3")y + A, = o.
s
(2) 2ty 2 — 1 =0,

ou X, Y, Z désignent les composanies des forces appli-
quées au fil, T la tension, & la densité, x, y, zles coor-
données d'un élément du fil, la variable indépendante s
Parce du fil, 2/, 3', 2’ dérivées des fonctions x, y, z par
rapport a s.
Dans ce qui suit, nous supposons que X, Y, Z sont
des fonctions des variables a, ¥, z et s.
Proposons-nous de trouver trois fonctions U, V, W
des variables @, y, z, 2/, y/, 2’ cts, lindaires par rapport
axlyy', 2’ elles que Pexpression
d

d
D — e : 7
I _Uds('lz')—r—\ds

d
Ty )+ W (T3
(Ty") ds( )
multipliée par ds devienne, en vertu de (2), une difié-
rentielle cxacte, et de déterminer, s’il est nécessaire,
les conditions que doivent rvempliv X, Y, Z pour gue

Pexpression
Q =AXU +AYV+LZW
Ann. de Mathemat., 3¢ séric, t. XVIL. (Avril 18¢8.) 10
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multipliée par ds soit une différenticlle exacte. Alors

/‘P(ls—i—/‘ s=0C

donnera une intégrale du systéme (1) et (2).

I’équation

La premiére condition méne a I’équation
. d T 7o 7ot T T T
(3) t—[—g(bx—s—\_y-&—\ s)=Uz"-Vy' - W3",

ou, en réduisant,

,dU ,dV , dW
z +y + 3 =

S — 3 = o.
s s s

‘n dillérentiant I'équation (2) par rapport a s, nous
aurons

(5) 2"+ y' y"'+ 353" =o.

En vertu des équations (2) et (3) on peut remplacer

cetle équation par la suivante
dU dV dW .

G s Y Y S F WG =o,
(6) r ds Yy ds - ds * 0.
ou I' et G désignent respectivement les premiers mem-
bres des équations (2) et (3).

La comparaison des termes renfermant les dérivées
sccondes des variables a, 7, 2 donne
JU OV 0V oW W
0z dx 03 or 05

U - oV OW

J— —

oy T ew T

=0,

JU
9y’

On peat donce poser

U=upz'+ [,
V= wy'+ o
W = us + f;
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ou w, fi, f5 et fy sont des fonctions des seules variables
x, ¥, z et s. En portant ces valeurs des fonctions U, V,
W dans I’équation (6) et comparant les termes sembla-
bles, mous obtiendrons, pour la détermination des
fonctions u, fi, fietfy, le systéme suivant d’équations
aux dérivées partielles

) /i Jdf 7 7 af;

'-ﬁ _’_‘ o, L.;__l_:o, f'—;——'[i:(),
or Js Js or Jdy ox

V> ): E J: Jd df.

e O A 0w O A
ay s s oy ds or

0 J ) Jr ) ’

W f 00 W 9w A
Js as ds 03 ‘ Jdy

L’intégration compléte de ce systéme n’introduit pas
des fonclions arbitraives en vertu du théoréme de M. C.
Bourlet (A. E. V., 189t; Supp.) ¢t donne pour la

solution

M=y S Ty Yo Ay F A WS = A (e y2 o 52457
2GS = A VS - DA 38,

_/'1 =y — Ay T A Ay Y A3 — 1§ — (1P — 2 — 324 5?)
— VU TY — VA TF — 2458,

Jr= @ro— Ao — A, Y 4+ @133 — das + s (02— yri 52— 2)
—AAGTY — 2 AV F — A3V,

Si=an—anx— iy — oy 53— ays + ay (2 yr— 32— 5%

—2Q5X3 — A A7 Y5 — 25358,

ou a; sont des constautes arbitraires.
Considérons maintenant'expression Qds, qui devient
en vertu de ce qui précéde

pXdr +kpYdy + hplds +(kiX + LYk fiL)ds.

On peut donc derire les conditions cherchées sous
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deux formes différentes

‘/ . 0»
i kuX = Z;"
0»
huY = J;'i”
(7) ‘ '
/.'LLZ = C_)_?,
' Js
. . (2
\ KX+ R foY + A fs1 = 5
ou
Po(hkuX) o(kpY)
oy T T ae
A XD alkul)
o d;“ - 1/,1T—u ’
Ok Xy J(hfiX + koY + A f32)
Js - uxr ’
(8) o ,
o(kpnYy o(kpl)
R e o
()(/.‘;J.Y) IR AX oY + kST
Js OJ/ ’
Nhpl) oL fiX + LY + LfZ)
VT os T 03

En dliminant les quantités kX, kY, kZ entre Jes équa-
tions (7) nous aurons

R

En intégrant cette équation on peut donc trouver

Iexpression générale des fonctions X, Y, Z, la densité k

¢tant donnée. Si les conditions (7) et (8) sont remplies,

nous trouverouns, d’aprés ce qui précéde, une intégrale
des équations (1) et (2) sous la forme

(9) (fizd'+foy' +f15+ )T + o = C.

Cette intégrale renferme comme cas particuliers beau-
coup d’intégrales connues.
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Prenons, par exemple, fy = fo= fy=o0, p=1. Alors
d’une, part I'équation (9) donne la tension, d’autre part
les conditions (8) démontrent qu’il existe une fonction
des forces.

Prenons en second lieu p. = 0; nous aurons par con-

sequent
fn = ay + Ay +ansi,

So=aja— a0 + agy 3,

Sfs=ap—ayr—ayy.
et au licu de (7) et (8)
(IO) kflx—i—/\ng-‘l—kng:’]{,

ou ¥ est une fonction arbitraire d’unc seule variable s.
L’intégrale (9) prendra la forme

(1) (fw'—f—fz}"-!-f;;S’)T—l—fnpds:C.

Nous reviendrons de la sorte aux cas indiqués ré-
cemment (V. 4., 1897; p. 248, HI, 2) par M. N. Sal-
l)‘k()ll'.

On peut, comme conclusion, remarquer quele systeme
des équations (1) et (2) peut avoir deux ou plusieurs
intégrales de la forme (g). Comme un exemple de ce fait
je puis signaler I'article déja cité (V. 4., 18975 p. 248,
i, 1).

[M'82] [Mte]
NOTES BIBLIOGRAPHIQUES ;
Par M. HATON DE LA GOUPILLIERE.

Notk ot L.a RipacTion. — Les Nouvelles Annales ont
inséré a diverses époques des notes bibliographiques
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rédigdes par M. Haton de la Goupillicre, de 'Institut,
sur les spirales sinusoides, qui ont pour équation

rn = cinnf)
(2¢ série, L. XV, p. g7), ct sur hyvpoeycloide a quatre
s ; s P-97)» ypoc) 1

rebroussements qui a aussi recu lesnoms d’astroide ctde
cubo-¢y cloide, et a pour équation

Wi

2
P yd=,

(2" série, L XIV, p. 47, et 2 série, v XIX, p.94). Nous
recevons du méme auteur, sar ces deux mémes sujets,
les indications suivantes, que nous nous empressons de
publicr comme compléments des précédents articles:

1° Spirales sinusoides.
/

Avvtcuer (Nouvelles Annales, 2 série, t.1X). —
Lucas (Ibidem, 2° sévie, 1. XVII, p. 240). — Dy Cua-
veneT (Ibidem, 3¢ série, 1.V, p. 233). — Crsavo (1bi-
dem, 3¢ série, t. VII, p. 171-190; avril ¢t mai 1888).
— Husoui~y ne Rueviee (Fbidem, 3° série, t. 1X
p- 140). — Cesaro (1bidem, 3¢ série, 1. XIII, p. 103).
— Heseenr (Comptes rendus de UV Académie des
Sciences, v. CIV, p. 1033). — Fourer (fbidem, 1. GV,
p- 342). — Jower (Bulletin de la Sociéié mathéma-
tiqgue de France, v. XVI, p. 132). — Havenen (Lbidem,
19 avril 1876). — Cesano (Bulletin des Sciences ma-
thématiques, »* séric; t. X1, p. 120). — De Savz-
Gersais (Jbidem, 2¢ série, v XL, p. 263). — Brocarn
(Nouvelle correspondance mathématique, v. 111, p. 231,
ctt. 1V, p. 32). — Fouvrer (Journal de U Ecole Poly-
technique, LV1® Cahier, p. 25 du Mémoire). — Risavu-
covr (Ltude des élassoides, Académic royale des
Scicnces de Belgique, séance du 16 décembre 1880,
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p. 219). — Unrerpincer ( Archiv der Mathematik und
Physik, v. LI; 1869).

2" H)'pocvvcloi'de a qualre rebroussements.

Lz (Nouvelles Annales, 2* série, 1. XVIII, p. 322).
— Pomey (Ibidem, 3° série, t. V, p. 520). — Cesaro
(Ibidem, 3¢ série, t. VII; avril 1888). — OnpoNALE
(pseudonyme) (L’Intermédiaire des Mathématiciens,
t. I, p. 150; avril 1895). — Nester (pseudonyme)
(Ibidem, v. 11, p. 193 ; mai 1895). — Rerarr (Lbidem,
t. I, p. 74; mars 1896). — Marrrarp (lbidem, t. 111,
p- 1135 mai 1896 et p. 203; septembre 1896). — Bari-
steN (1bidem, v. 111, p. 158, aott 18965 p. 198, sep-
tembre 18¢0; et p. 292, décembre 1896). — Bourin
(Ibidem, t. 1V, p. 150; aout 1897). — Gisert (Cours
d’ Analyse infinitésimale, 4° édition, p. 183, 440). —
Giuert (Association francaise pour Uavancement des
Sciences, p. 1015 1880). — Dr Lonecnayrs (Cours de
problémes de Géométrie analytique, in-8°, 1. 1, p. 145,
147, 174). — A. Rissvcour (Ktude des élassoides,
p- 234). — D'Ocacse (Coordonnées paralléles et
axiales, p. 47, 9o; 1885). — Brocann (Notes biblio-
graphiques sur les courbes géométriques, in-8°, auto-
graphie, p. 6). — Awstein (Bulletin de la Société vau-
doise des Sciences naturelles, t. XV1II, n® 87; 1882).
— Fepenico Awonro (Monografia delle curve tau-
tocrone, p. 293 1883). — L’astroide est la courbe repré-
sentative de la relation mutuelle des deux courbures
de la parabole aux extrémités d’une corde focale

2
3

1 N
-+ (:, ) = const.
<

A <
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CERTIFICATS D'ETUDES SUPERIEURES
DES FACULTES DES SCIENCES.

SESSION DE JUILLET 1897. — COMPOSITIONS.

Paris.

CALCUL DIFFERENTIEL BT CALCUL INTEGRAL.

Frnevve tenire. — L. [ntégrer Uéquation (I'iﬂ'ér(?n—
tielle .
'r‘ldzy ; ,’I‘de gy =ev(xr +a)
Tder T g W =T :

oiL a est une constante numerique.

Montrer que, pour une certaine valeur de a, Uinté-
grale générale de cette équation est une fonction uni-
Sformedex dans tout le plan de la variable complexe x,
et calculer explicitement l'intégrale pour ceite valeur

de a.

Il. Les axes Oz, Oy, Oz étant rectangulaires, on
considere la famille de sphéres

(%) x4+ 3?4+ 32— 2uas = o,

ol a est une constante arbitraire :

1° Déterminer toutes les surfaces S qui coupent
orthogonalement chague sphere X

2° Déterminer les lignes de courbure de ces sur-
faces S, et montrer que les lignes de courbure d'une

des deux familles sont des cercles.
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Evrecve pratioue. — Calculer Uintégrale définie
[w dx
A

ANALYSE SUPERIEURE.

Cowrosition EcriTe. — 1° On considére la fonclion
doublement périodique u définie par I’ équation (liﬁé-
rentielle

du)\? . ) . .
7)) = Avr+Bud+Cu2+~Du—+E.
~7
Montrer qu'on peut déterminer deux constantes m
et p de telle sorte gue Uexpression

f daz [ e 4 prey d®
ev's,  Ys

0

soit une fonction entiére de z. Que devient cette fonc-
tion quand on remplace z par z + w et par z + o',
w et o' désignant les deux fonctions de u?

2° Qu’appelle-t-on intégrale abélienne de premicre
espéce pour une courbe algébrique f(x, y)=o0?

Forme générale de ces intégrales; nombre des in-
fégrale.c de premiére espéce linéairement indépen-
dantes.

MECANIQUE RATIONNELLE.

Evrevve tcrite. — Un tube rectiligne homogéne AB,
de section infiniment petite de lolzguclu' 2a et de
masse M, est placé sur un plan horizontal, sur lequel
il peut glisser sans frottement; dans Uintérieur du
tube glisse, sans frottement, un point matériel P de
masse M égale a celle du tube; ce point est attaché a
l'une des extrémités A du tube par un fil élastique de
masse négligeable qui, lorsqiil n'est pas tendu, a
pour longucur naturelle a. On admet que ce fil, lors-
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qu'il est tendu jusq’en P, posséde une tension I° pro-
portionnelle & son allongement :

F=22(PA—a)=12.PC,

C désignant le milieu du tube et 1.2 une constante. A
5 3
Uinstant initial, le fil est tendu de telle facon que le

"

!

¢ o

point matériel P osoit & Uextrémité B et le systéme est
lancé sur le plan horizontal d’une manicre quel-
conque.

Frudier :

1Y Le mouvement du centre de g'/'(wil(f' du $) steme;

20 Le mouvement du .t(ys!éme aulour du centre de
gravite.

On examinera en /)(l/'li'cu[[el' le cas ou le systéme
est abandonné & lui-méme sans vitesses initiales.

On appellera ) 'angle du tube BA avec Ox, et or
Uallongement du fil

wr=1A—a="1C.

Errevve rratioue. — On donne un prisme droit
homogéne dont la masse est 1¢, dont la base est un
triangle équilatéral de v*™ de coté et dont la hauteur
est o™, Déterminer la position du centre de gravité
du prisme et les éléments de Uellipsoide central
d inertio relatif auw centre de gravite.
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MECANIQUE PHYSIQUE.

Evrrevve tcrite. — 10 Une parabole roule sans
glisser sur une droite. Construire le cercle des in-
Slexions et le cercle des rebroussements pour une posi-
tion particuliére quelconque de laparabole. Construire
le rayon de courbure de la trajectoire du foyer et le
rayon de courbure de la courbe enveloppée par la
directrice de la parabole.

On pourra s’ appuyer sur la propriété suivante de
la parabole :

Le rayon de courbure est double du segment de
normale compris entre la courbe et la directrice.

2¢ Réunir par un train d’engrenage deux arbres
paralléles A et B tournant en sens inverse avec des
vitesses de 323 tours & la seconde pour A et 234 lours
a la seconde pour B.

Errrvve rearioce. — Une roue dentée R dont la
circonférence primitive a 8 de rayon engréne avec
une autre roue R dont la circonférence primitive a un
rayon double, soit 16°™.

Le systeme adopté est le systéme dit a flancs. On
demande de construire le profil de Uexcédent épicy-
cloidal d’une dent de la rove R’y en admetiant que le
module de la roue R soit égal a 8.

On ne tiendra pas compte du jeu.

PHYSIQUE MATHEMATIQUE

ErRECVE BCRITE. — E(/ualions aux dérivées par-
tielles régissant la vitesse u en fonction des coordon-
nées transversales v, s, dans U'écoulement uniforme,
bien continu, d’un liquide, le long d’un tube fin

mouillé par ce liguide. Leur intégration ou approchée,
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ou exacte, pour toute forme donnée de la section nor-
male du tube, au moyen d’une expression de u en-
tere et finie en y, s. Application aux deux cas :
1" d’une section elliptique; 2° d’une section triangu-
laire equilatérale.

Ernevve rraTiQue. — Dans le probléme constituant
l'dpreuve écrite, [’expression de la vitesse u a travers
une section s triangulaire équilatérale était

_exl eyt
e p+p-p

¢ g désignant le poids specifique du fluide, < son coeffi-
cient de frottement intérieur, 1 la pente motrice, et p,
p's p" les trois perpendiculaires menées du point inté-
rieur quelconque (y, z) consideré de la section s, aux
trois cotés de celle-ci. Effectuer la quadrature

ffu(l_ydz,

qui fait connaitre le volume fluide débité dans Uunité
de temps par ' aire triangulaire

T :ffd)»d;.

MECANIQUE CELESTE.

Senvuve éemite. — Auatour d'un corps central de
masse M circule une plancte dont la masse nt est finie,
matis tres petite; Uorbite de cette planéte est circulaire
et son grand axe est égal  d, de telle facon que ses
coordonndes rectangulaires, par rapport  des axes
mobiles ayant leur origine en M, sotent

£L=acosn t, Yy=asmnt.

Autour de ce méme corps central M, et dans le
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méme plan que la planéte troublante, circule une autre
planéte m. On suppose :
1° Que la masse de m est infiniment petite; 2° que le
grand axe a de la planéte troublée est beaucoup plus
petit que le grand axe de la planéte troublante; 3° que
lexcentricité ¢ de la planéte troublée est trés petite.

Yy _ a\* \ .
On négligera m'?, m'(—;) y n'e, e? et ['on calculera

les coordonnées rectangulaires de la planéte troublée
par rapport & des axes mobiles ayant leur origine au
corps central M.

Evrevve pra1ioue. — On donne lanomalie moyenne
24°16' 11" d’un astre et son excenlricilé o,9, et lon
demande de calculer son anomalie excentrique.

ASTRONOMIE.

Errevve rratioue. — La déclinaison du Soleil étant
supposée égale a 18°25" 16", calculer la distance zc-
nithale de cet astre @ 6", temps vrai de Paris.

Latitude de Paris : 48°50 11",

Nota : On fera les calculs avec des logarithmes a
5 décimales.

LcoLE NORMALE (DEUXIEME ANNEE).

MtcaniQue. — Sur un plan horizontal parfaitement
poli, sont placées deux barres homogéenes égales AB

N\,

et AB', articulées en A : la masse de chacune de ces
barres est M et sa longueur 2a. Les milieux G et C
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des barres sont attachés U'un & Uautre par un fil élas-
tigue dont on néglige la masse et dont la longueur a
Uétat naturel est a. Les barres étant écartées 'une
de Uautre de facon a tendre le fil et a lui donner
une longueur ry supérieure & a, on abandonne le sys-
teme & lui-méme sans vitesses initiales. 7rouver le
mouvement.

On appellera »o U'angle BAB et r la longueur du
SiLCC ¢ un instant quelcongue t. On admettra que la
tension du fil élastique CC'y quand sa longueur est r,
est proportionnelle a son allongement r— a et par

suite que l'intensité de cette tension est

Miz(r—a),

22 élant une constante donnée.

Cineyavique. — Un segment de droite AB glisse sur
i
By
!
B'\
N\
: AN
| AN
| ™
N
C! A

|

dewx droites rectangulaires Ox, Oy, avec une vitesse
angulaire constante.

Trouver le centre des aceélérations et construire le
centre de courbure de la courbe enveloppée par la

droite AB.

Astroxovue. — 1° Ddterminer la longitude d’un
lieu par une observation de hauteur du Soleil.
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Données :

Latitude de la station......... 43°18'17".5
7
/

Hauteur du centre du Soleil ... 42°26"13",4
Déclinaison du Soleil.......... 18°15'27", 5
Heure vraie de Paris.......... 3" 1™53% 8

La hauteur du Soleil est affranchie de la réfraction
et de la parallaxe. L’observation a été faite apres le
passage au méridien.

2° 8i la hauwteur du Soleil est erronée de 30", quelle
sera Uerreur correspondante de la longitude?

Rennes.

Anavyse. — Quels sont les conoides droits pour les-
quels la somme des projections, sur 'axe Oz, des deux
rayons de courbure principaux au point quelconque M
de la surface, varie proportionnellement au carré de
sa distance & ’axe?

SESSION DE NOVEMBRE 1897. — COMPOSITIONS.

Besancon.

ANALYSE.

Sur une sphére de rayon un on donne un grand
cercleCy P étant le pole de ce grand cercle, déterminer
une courbe S telle que Uarc de S compris entre un
point fixe 1 de cette courbe et un point variable M de
la courbe soit égal a l'arc du grand cercle C inter-
cepté entre les grands cercles Plet PM. Calculer U aire
du triangle PIM limité par les arcs de grand cercle P1,

PM et I’arc IMde S.
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L’aire demandée s'exprime aisément a Paide des angles
dy wiaugle PIM, clle est 11 4 P —1 — M.

MECANIQUE

Deux triangles rigides sans masse BAD, CAE
sont articulés en leur sommet A, leurs sommets B et C
glissent sans frottement sur une horizontale fixe; en A
est suspendu un poids P, D et L sont réunis par un .ﬁl
élastique. On demande la position d’équilibre.

Dans un plan wvertical, un disque creux pesant
roule sans glisser par sa surfuace intérieure sur un

support cirewlaire. Chague point du disque est soumis
a un frottement proportionnel a la surface. On de-
mande de déterminer le mouvement.

Caen.

ELEMENTS GENERAUX DE MATHEMATIQUES.

Erersvve verite. — Lo Dire ce que représente, en
coordonndées rectangles, Uéquation
r2+yi—daz =o;

montrer que les normales & la sur face rencontrent OL;

wvolume compris entre la surface et les plans z = o,

z=ua ', aire de la surface entre les mémes plans
[B ma (55 — l)]

L. Mouvement d’un point M assujetti a rester sur
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un cercle de centre C, de rayon R et attiré vers un

. . . 4mK2R?
point O de la circonférence par une force *———;

oM
Uinstant initial, I’arc OM est un quadrant et la vi-
tesse, égale a K, est dans le prolongement de OM

: B
sinMOC = — e 2R},
(smaoc = 7o)

Errevve prATIQUE. — La latitude d’un lieu étant

supposée égale & la déclinaison d’une étoile, la cal-
culer de telle sorte que, dans le mouvement diurne,
Détoile reste dix-huit heures sidérales au-dessus de
Uhorizon.

CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL.

l‘JPI\EUVE ECRITE. — 1. ngnes as.)'mptouques.

I, Détcrminer les fonctions ¢ et §, de sorte que
w = (x)Y(y) soit une intégrale de

(--) ou . c?z u Ju .
Jx ¥ 02 Y ay ’
particulariser les fonctions de telle sorte yu’on ait

¢(o0) =1, o' (0)=—1, Y1) =o, (1) =1.

Substituant u dans (1), on en tire

(t—mr)9'(z) _ ¥ () +y¥ () + ().
o(x) () ’

chaque fraction doit &ire égale i une constante «
e(@) = A(t—a)%  §(y)=ByVa-i4 Cy-vai:

avec les données initiales proposées, o = —1,

o(z)=1—x, Y(¥)=—=sin(y2logy).
v

Ann. de Matheémat., 3¢ série, t. XVIL. (Avril 18g&.) 11
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EPREUVE PRATIQUE. — Intégrer I'équation

Y3y Ay — 13y 16y —16y "+ 12y — 4y =322 —1.

MECANIQUE.

Errevve tcrire. — 1. Un angle BAC, égal a Go°,
se déplace sur un plan, de sorte que AB passe par un
point fixe O et que AC reste tangente & une dévelop-
pante d’un cercle ayant son centre en O. Lieux du
centre instantané l dans le plan fixe et le plan mobile,
cercle des inflexions, lieu de A dans le plan fixe, son
centre de courbure.

I décrit un cercle de centre O dans le plan fixe, une
paralléle a AB dans le plan mobile; le lieu de A est une
spirale d’Archimeéde.

II. Mouvementd’uneplaque carrée homogene ABCD
qui glisse sur un plan fixe, A restant sur une droite
fixe OX : chaque élément m est attiré vers O par une

force mw*Om; pour t=o0, A est immobile en O,

B sur OX avec une vitesse w AB. Pression de A

sur OX.

L’équation qui détermine ’abscisse du centre de gra-
vit¢ G et I'équation des forces vives montrent que G
décrit uniformément un cercle de centre O; A y de-
meure, sa pression sur OX est nulle.

Evneuve rratioue. — Un tétraédre homogeéne, de
masse égale & 20, est compris entre les trois plans

; . z+ z
coordonnés rectangulaires et le plan Y L 5 =1.
2

Equation de Uellipsoide d’inertie en O, moments prin-
cipaux d’inertie; direction des axes principaux.
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Le calcul se simplifie et peut offrir quelque intérét
aux étudiants.
Equation de ellipsoide rapporté aux axes donnés

2622+ 26y2+1622—12)yz — 12380 — 87y =1.

Moments principaux : 30, 28, 10.
Cosinus directeurs des axes correspondants :

1° i —

Voo /A

0]

1 -

1
—= = —
V3 V3 V3’
I 2
= = —_—=
V6 V6 V6
Dijon.
CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL.
erEuvE ternite. — Intégrer les équations différen-
tielles totales

du
—— =Mmx A+ ny+pu, e = RX A VY A+ TU
az Yy +pu, dy ~ e s

ol m, ..., ® représentent des constantes quelconques.

MECANIQUE.

Errevve tcrite. — Un cylindre de révolution ho-
mogéne pesant peut tourner autour de son axe t]ui est
vertical. Ce cylindre est creusé d’un canal infiniment
étroit, dont I'axe curviligne est une hélice dont le pas
est la hauteur du cylindre et dont le rayon est celui
du cylindre. .

Une bille pesante est abandonnée sans wvitesse ini-
tiale a U extrémité superieure du tube. Le cylindre est
lui-méme abandonné sans vitesse initiale.
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On demande le mouvement du systéme. )
On appliquera les théorémes du mouvement des
systémes.

Evrevve eratique. — Calculer les moments princi-
paux d’inertie d’un cube homogéne relatifs a un de
ses sommets. Le cété du cube est de 1™.

ASTRONOMIE.

iPREUVE PRATIQUE. — En un lieu dont la latitude
est 8°58'53", on donne la distance zénithale d’une cer-
taine étoile 69° 42'30" et son azimut 300°10'30".

On demande de calculer la déclinaison et l'angle
horaire de cette éroile au méme instant.

Grenoble.

CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL.

iereuve terite. — I Trouver les trajectoires or-
thogonales des tangentes & une chainette de para-
metre a.

1. On considére celle des trajectoires précédentes
qui passe par le sommet de la chainette : c’est la trac-
trice. Montrer qu’elle satisfait a l’équation

et calculer la longweur de sa tangente limiiée au point
de contact et ¢ I'axe des x. E(/uulion de la tractrice.

1. Calculer le produit des rayons principaux de
courbure pour un point quelcongue de la surface en-
gendrée par la rotation de la tractrice autour de son
asymplote.
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Eerevve eratiQuer. — Développer suivant les puis-
sances enliéres positives et croissantes de x la fonction

_Vaxbr—ya

ryVa+bz

Valeurs de x, réelles ou imaginaires, pour lesquelles
le développement est convergent.

Y

MECANIQUE.

Erreuve tcrire. — Un disque circulaire homogéne
peut tourner librement autour de son axe Oz qui est
wvertical et fixe. Dans une section droite O et suivant

une corde AB, égale au cété du triangle équilatéral
inscrit, est creusé un canal & section infiniment petite,
dans lequel peut glisser sans frottement un point maté-
riel M, de masse m, attiré vers le point O par une force
R =— mupyp, proportionnelle & la distance & ce point.

On demande le mouvement du systéme.

Données initiales : Au début, le disque a une vitesse
angulaire donnée v et le point M est placé en A, & une
des extrémités du tube, sans vitesse relative dans le
systéme. De plus, en appelant M la masse du disque,

1 . . .
on am="-. On examinera les deux cas particulicrs
2%



suivants :

w2, 1= 8w?.

Si OC est la perpendiculaire menée sur le milicu
de AB, la position du systéme sera déterminée par la
connaissance de I’angle §, formé par OC avec un axe
horizontal fixe passant par O et la distance CM =r
de M a C. Deux équations suffiront donc, et ces deux
équations seront fournies immédiatement par le théo-
réme des forces vives ct le théoréme des moments des
quantités de mouvement par rapport a I'axe Oz, ap-
pliqués au systéme total. Nous pouvons remarquer
que le systéme peut étre supposé pesant ou non pesant
sans que ces équations soient modifiées; il n’y aura
de changement que pour les expressions des pressions
supportées par laxe ct des réactions mutuelles du
disque et du point M. Les axes étant O z et deux droites
fixes rectangulaires dans le plan horizontal de O, si a

. . a? .

est le rayon du disque, sa force vive sera M;Q’-’,

la somme des moments des quantités de mouvement de
s np .

tous scs ¢léments M-~ §; pour le point M, nous aurons

les formules

a .
x = —cosO) — rsinl,
5 ;

a .
= 5 sin ) + rcos0,
d’ot Von déduit aisément

, alfa,, , '
Ty’ 7’.1-:—(-—0—9-1-)—%—1“20,
AN S\ 5

\
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et nous aurons les deux équations
2 2 2
(1 M %0'2—1—711 [(% 0'+1"> +r‘-’6’2_l=—mp.(g,—+r‘-’>+h,
) . 4
2
) MZ04m [3 <§ o r’) + rzo'] -k,
2 2 \2

I et k étant deux constantes.
Ces deux équations se raménent immédiatement a des
quadratures, et I'on trouve les formules

a? | a? a?
m <1\’l > -+ mﬂ) r'2= <M Y +m T -+ mr’)

(3) ' .
a

><[h—mp.<—, +r2>]—/\'3,
<4

a
k—m —ér'
P ' .
(1) V= —3 P
M— +m 7 “+ mr?
2

La premiére se raméne a une quadrature elliptique.
Dans les deux cas particuliers indiqués, l'intégration
peut se faire.

Si 'on pose

f(r2) = <M€§ -+ m% -+ mr‘3> [<h—— my(%—i— I‘2>]~« k2,

. M
les hypothéses m = 57 (r"o =0, (1) = w donnent

) ; . .
Si e w2> 0, le mouvement est oscillatoire et M

vade A & B, puis revient de B & A, etc. dans des temps

égaux.
A

oD o . . .

Si 20t <lo, deux cas se présentent :
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202 — é,p.

Si ——-—aiﬁ < %, ou w? < u, Poscillation se produit

cntre A ¢t un point A’ compris entre Cet Aj si w2=u,
A est en équilibre relatif ; si 02> u, le point quitte le
canal.

Sip= ng, la position A’ vient en (i, mais le mou-
vement n'est plus oscillatoire, M n’arrivant en C qu’apres
un temps infini. On peut du reste intégrer dans ce cas.

Enfin, si p = 8w?, on aura

S(rt) = p(a2+ r2) (3 (—1; — l“-’>,

on peut diviser les deux membres de 1'égalité qui

ay3

donne 72 par a*+ r? et il vient, en posant b = =
— dr
‘/y. dt = — —'_’.__.._— >
Vor—r2
d’ou
r=bcostyp,

et tout se passe dans le mouvement relatif eomme si M
était attiré par C proportionnellement a la distance.

Errevve pratique. — On suppose que dans un demi-
cercle matériel, limité par le diamétre AB, le poids

aQ /B
& )
~ _

specifique en chague point est proportionnel a la dis-
tance du point @ AB. On demande :
1° Le centre de gravité de la plague ;

2° La longueur du pendule simple synchrone du
pendule composé, que lon obtiendrait en faisant
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tourner un demi-cercle égal au premier, mats suppose
homogéne autour de AB, supposé horizontal et fixe.
On vérifiera que cette derniére longueur est la dis-
tance & AB du centre de gravité de la plaque non
homogeéne.

ASTRONOMIE.

Evreuve tcrite. — Les éléments d’une planéte étant
connus, exposer la suite des calculs qui permettent de
déterminer ses coordonnées apparentes, ascension droite
et déclinaison, pour une époque donnée.

Errevve praTiQUE. — Calculer I’anomalie excen-
trique qui correspond & une anomalie moyenne

m = 332"28'54", 77,
dans une orbite dont I’excentricité est donnée par

loge =T1,3897262.

Emploi de U'équation de Kepler.

Lille.

CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL.

1° Etude de Uintégrale hyperelliptique

f: dsz
u = - - -
, V&(z—anz—a)—(s—ag)’

périodes, points singuliers, fonction inverse.

2° Intégrer I’équation

x? g}’

= 4+ 1—ary +ary?=o.
i
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MECANIQUE RATIONNELLE.

Untuberectiligne AB, homogéne, pesant, de masse M
et de section négligeable, est assujetti & se mouyoir sans
frottement dans un plan vertical, autour de son centre
de gravité O. Un point materiel pesant M, de masse n
comparable & m, se meut en méme temps, sans frotte-
ment, dans le tube AB :

1° Former les équations différentielles du mouve-
ment du systéme, en prenant pour variables la lon-
gueur OM =1, et U'angle AOx =6 du tube AB avec
Uhorizontale O x

2° Ktudier approximativement les petites oscilla-
lations. On supposera que § et ) sont nuls & instant
initial, et l'on choisira les vitesses initiales G et ),
supposces toutes deux trés petites, de maniére que,
pendant un certain temps, le tube et le point matériel
se retrouvent trés sensiblement, aprés chaque oscilla-
tion, dans les mémes positions respectives qu’a linstant
initial. :

MECANIQUE APPLIQUEE.

EPREUVE PRATIQUE. — Avant-projet d’une machine
& vapeur, & un cylindre, a double effet, & détente et
& condensation, avec distribution par tiroir simple a
recouvrements :

1° Diagramme pratique. Connaissant la pression au
générateur, le nombre de tours, le degré de détente
et les diverses avances, on déterminera, en tenant
compte de ’espace mort et des pertes de charge a
l’adnission, les dimensions du cylindre, de facon que
la machine ait une puissance de 23 chevaux.

2° Epure de distribution. Connaissant le rayon de
Ucxcentrigue, on déterminera les recouvrements de



(175)
manicre & réaliser les conditions imposées par le dia-
gramme.
ASTRONOMIE.

Evreuve praTiQuE. — En un lieu de colatitude s
trouver Uascension droite x du point de Uéquateur qui
se leve en méme temps qu’'une étoile connue (dont o
et A sont 'ascension droite et la distance polaire), et
la différence y d’azimut entre ce point et l'étoile.

Applications :

v = 39°21"16",0, a=3"g"35,23, A =108"19"15",1.

Lyon.

MECANIQUE.

I. Une barre pesante, homogéne, sans épaisseur,
tourne librement autour d’un de ses points fixes.
On demande : 1° de poser les équations différentielles
du mouvement; 2° de déterminer les conditions ini-
tiales de facon que la barre décrive un cone de révo-
lution & axe wvertical; 3° de calculer la réaction du
point fixe.

Appliquer les théorémes : 1° des forces vives; 2° des
aires en projection sur un plan horizoutal.

II. Un cercle de rayon R et une tangente lice au

Y w

= :

13

cercle se meuvent ainsi qu'il suit : 1° le centre décrit
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une droite ﬁxe D; 2° la tangente passe par un point

fixe O, situé & une distance R de D. Construire les
deuwx roulettes fixe et mobile.

OB =m,
N\ [
wOB = > — 24,

) = tanga.

Considérons les axes fixes xOy et les axes mo-

biles £A 4 entrainés dans le mouvement. Les formules

(0)

du changement des coordonnées rectangulaires sont

! =(x — m)cos2a —(y + R)sinax,
n=(x—m)sin2a+(y + R)cosax.

Les coordonnées (dans le systeme xOy) du centre
instantané o sont

X
avec

=m; Y = mcotaa;
m = R cota,
d’on
R — 22
X=5) y- RO—=2)

anz
- I
x2=211<y+ ;R)-
La roulette fixe est cette parabole (axe Oy; foyer
en O; parametre égal & R).
Remplacons dans les formules (o) x et  par X et Y
il viendra

E—
E=—

> =

_ R(1— A2%)
’ N = "——2)\2 ’

£2 =R (n -+ 5R> (Roulette mobile.)

Le mouvement est done produit par une parabole qui

roule sur une parabole fixe égale. Le lecteur achévera la
discussion géométrique assez intéressante.
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ECOLE CENTRALE DES ARTS ET MANUFACTURES.
GONCOURS DE 1897 (PREMIERE SESSION).

Géométrie analytique.

On donne deux axes Oz et Oy faisant un angle 0, et sur
I’axe des y un point P (OP =p) et un point B (OB =0).
Par P 'on méne une paralléle a Oz, sur laquelle on prend des
distances variables Pp =d, Pp'=d, telles que dd' = k2.
Enfin, on considére une droite (D), y = mz + b. Faisant
varier m :

1° Démontrer que si le point de rencontre M des droites (D)
et O pdécrit une conique (C), Ax?+ 2Bzy + Cy2+ 2Dy = o,
le point de rencontre M’ des droites (D) et Op' décrit de
méme une conique.

2° Chercher la condition qui lie p, b et & pour que cette
derniére conique se confonde avec la conique (C), et démon-
trer quey cette condition étant satisfaite, il y a toujours une
position de (D) telle que la corde interceptée sur cette droite
par la conique (C) soit vue du point O sous un angle droit.

3° Les points P ¢t B étant supposés sur une droite OPB
mobile autour du point O, chercher, pour des valeurs données
de p et de k, le lieu du point B tel que, pour chaque position
de ce point, les points M et M’ décrivent la conique (C). Le
lieu sera rapporté aux axes Oz et Oy donnés.

4° Enfin, trouver la position de B et la relation entre p et &
telles que toutes les cordes interceptées par la conique (C) sur
la droite (D) mobile soient vues sous un angle droit du point O.

Epure. — Intersection d’un hyperboloide et d’une sphére.

On demande de déterminer l'intersection d’un hyperboloide
de révolution avec une sphére. Les deux surfaces sont définies
de la facon suivante :

I. L’hyperboloide a son axe (w3, w'z") de front et incliné
de 35° sur le plan horizontal. Son centre (O, O') (cote 110™",
éloignement 100™™). La génératrice (AB, A’B') paralléle a la
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ligne de terre définit la surface (cote de cette génératrice 110™",

éloignement 130™); 'hyperboloide est limité & deux plans P’

et Q' perpendiculaires a son axe, symctriquement placés par
rapport & son centre et  unc distance de 80™" de ce centre.

1. Le centre de la sphére (G, C') est situé sur le diamétre de
front du cercle de gorge de Vhyperboloide et a une distance
0'C'= 50™ du centre (O, 0") de cet hyperboloide. Le rayon
de cette sphére est d  yo™".

On représentera hyperboloide limité, ainsi qu’il a été dit,
en enlevant la portion de la surface comprise dans la sphére.
On aura soin d’indiquer la construction rigoureuse des con-
tours apparents de cette surface en faisant ressortir les parti-
cularités de ces courbes.

Cadre de 27°™ sur 45¢™.

Ligne de terre paralléle aux petits cOtés du cadre et a 240™
du coté supérieur. Projetante OO’ au milieu de la feuille de
I'épure.

Calcul trigonométrique.

Dans le triangle ABC on donne la surface S, la médiane m
relative au coté BG et 'un des angles « que font entre elles les
deux autres médianes :

1° Calculer la longueur @ du coté BG,

S = 853,54, m = 715,63, o =121°27'35",

en se bornant a la plus petite valeur de cette inconnue.
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2° Etablir les formules pour le calcul des deux autres mé-
dianes et donner les conditions de possibilité du probléme,
ainsi que le nombre des solutions.

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

Question 41 (!).

(1842, p. 306.)

Un géometre anglaisvient de démontrer que toute équa-
tion du cinquiécme degré peut se réduire a la forme

x84+ + a =o.

NOTE
Par M. C.-A. LaisanT, rédacteur.

La méthode dont il s’agit est aujourd’hui devenue classique,
sous le nom de théoréme de Jerrard. Elle procéde de celle
de Tschirnaiis, pour la disparition de certains termes d’une
équation. On en trouve notamment un exposé trés clair dans
la Théorie des équations algébriques de M. Petersen (tra-
duction francaise, 1897, p. 83-85). On établit ainsi, pour le cas
du 5° degré, que I'équation générale peut étre ramenée a la
résolution d’une autre équation de la forme x5+ px + g = o,

(1) Nous commencons aujourd’hui la revision de certaines ques-
tions anciennes qui n’ont pas été résolues jusqu’ici dans les Nouvelles
Annales, et qu'il convient de faire disparaitre de la liste des ques-
tions sans solution ; les unes, comme la question 41, par exemple, sont
devenues classiques; d’autres sont insolubles dans I’état présent de la
Science, comme la suivante (question 48). Quant aux problémes
abordables, et pas encore résolus, nous nous réservons de les rap-
peler successivement, comme nous avons déja commencé 3 le faire,
en téte des questions proposces dans les divers numéros, et en ayant
soin d’en indiquer l'origine premiére. Ce seront encore, & I'heure
actuelle ct méme aprés plus d’un demi-siécle, des exercices utiles et
intéressants. (Note de la Rédaction.)
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qui, par le changement de z en hz, conduit immédiatement a
celle de 'énoncé. Pour arriver a ce résultat, il n’est besoin que
de résoudre des équations du troisiéme degré.

- Question 48.

(1842, p. 520.)

Deux nombres consécutifs, autres que 8 et g, ne peuvent
étre des puissances exactes. (CGATALAN.)

NOTE

Par M. C.-A. LaisanT, rédacteur.

Ce théoréme a été souvent réédité depuis 1842 il fait partie
de la série des propositions que Catalan appelait des théorémes
empiriques. Dans I’état présent de I'avancement de la Théorie
des nombres, la démonstration semble impossible @ obtenir.
Lionnet, qui s’intéressait au plus haut point aux questions
d’Arithmologie, m’a méme déclaré plusieurs fois qu’il inclinait
a croire la proposition fausse, bien que personne ne fut par-
venu a la mettre en défaut par un exemple numérique. Cette
opinion ne dérivait d'ailleurs que du sentiment et aussi d’un
certain instinct des probabilités, que Lionnet apportait vo-
lonticrs dans ces sortes de questions, mais qui est, on doit
I'avoucr, bien trompeur en de telles matiéres.

En somme, cette question, comme le théoréme de Goldbach,
comme celui de Fermat et comme plusieurs autres, doit étre
rangée parmi les desiderata de la Théorie des nombres, et ce
n'est pas probablement le xix® si¢cle qui en verra la solution.

‘Question 156.

(1847, p. 243.)

Par un point M d’une conique on mene les cordes MA,
MB, MC, ...;par les points A, B, C, ... on méne des droites
respectivement conjuguées aux droites MA; MB, MC, ...;
toules ces droites concourent en un méme point situé sur
la conique. (PavL SERRET.)
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NOTE

Par M. C.-A. LarsaNT, rédacteur.

La propriété est évidente pour la circonférence et s’étend
par projection a toutes les coniques. L’extréme simplicité
d’une telle question semble seule expliquer qu’aucune solution
n’ait été publiée. Directement, on voit aussi que les droites
conjuguées, cordes supplémentaires de MA, MB, ..., concourent
au point M’ diamétralement opposé a M.

Question 176.

(1848, p. 45.)

FLtant donnée la base d’un triangle curviligne formé par
trois ares d’hyperboles équilatéres ayant le méme centre,
le lieu du sommet, lorsque l'angle fait par les deux cétés
est constant, sera une ellipse de Cassini. ( STREBOR. )

SOLUTION

Par M. C.-A. Larsant, rédacteur.

On sait et l'on vérifie immédiatement que si OD = f(2) est
I'équipollence d’une droite, OH = VOD est Péquipollence d’une
hyperbole équilatére, dont le centre est l'origine; et que si
OC = o(t) est I'équipolience d’une circonférence, OE = y/OC
est celle d’une ellipse de Cassini. Ceci posé, soient P, Q les
extrémités de la basc du triangle curviligne, R le sommet va-
riable. Prenant le point O, centre des hyperboles, pour ori-
gine, effectuons sur la figure la transformation représentée par

—2
OM' = OM . Les arcs d’hyperboles PR, QR se transforment
en deux droites P'R’, Q'R’; et comme la transformation est
isogonale, 'angle en R’ est égal a I'angle en R, c’est-a-dire
constant. Le lieu de R’ est donc une circonférence, et, en effec-
tuant la transformation inverse OR = yOR’, nous aurons pour
lieu de R’ une ellipse de Cassini.

Remarque. — Ce mode de démonstration permet d’établir
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une foule de propositions, corrélatives de celles qui ont trait
a la ligne droite. Par exemple :

1° Dans le triangle curviligne de I'énoncé, la somme des
trois angles est de deux droits;

2* Toute trajectoire orthogonale d’arcs d’hyperboles équi-
latéres issus d’'un méme point et ayant un centre commun
est une ellipse de Cassini.

Question 187.
{1848, p. 240 ; 1898, 99.)

Deux cétés d’un angle droit touchent deux coniques con-
Sfocales situées dans le méme plan; le lieu du sommet est
un cercle; la droite qui réunit les deux points de contact
a pour enveloppe une conique. (CHASLES. )

SOLUTION
Par M. Donov, éléve de Mathématiques spéciales au lycée Carnot.

I. Supposons les deux coniques rapportées a leurs axes;
nous pouvons prendre leurs équations sous la forme

(1) ~—;+-————-l:0.
(2) —

Une tangente & la conique (1) de coefficient angulaire m a
pour équation

(3) y=ma+yam?+ §;

une tangente a la conique (2) perpendiculaire a la précédente
a pour équation

4 my =—a -+ o+ Bm: 4 A(1+ m?).

De sorte qu'un point du lieu est défini par les équations (3)
et (4). Pour faire I'élimination de m entre ces deux équations
écrivons-les

Yy —mx=yam?+ §,

my +x = ya+ Bm+ h(1+ m?),
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puis faisons la somme des carrés, ce qui donne
(22 4+ ) (1 +m?)= (o + B + X) (14 m?).

Supprimons le facteur 1+ m? qui correspond évidemment
aux droites isotropes issues des foyers communs; il reste alors
le lieu demandé

22+ yr=a-+ B+ 2A;

c’est donc une circonférence concentrique aux ellipses données.

Solution géométrique. — Soient S et S' les deux coniques,
M un point du licu. Considérons une tangente HL a S paral-

Fig. 1.

L 3 1) ¥

1

lele a BM. Montrons d’abord que si 'on méne OH’ perpendi-
culaire sur BM, on a
OH'2— OH2 =1},

Pour cela, menons FI' perpendiculaire sur BM. Dans le
triangle rectangle OH'[' on a

OH?2=0I2—H'I?=a 4+ A —H'I?;
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le triangle OHI donne, de méme,
OH? = OI? — HI2 = a — HI2;
en retranchant membre 4 membre et en tenant compte de ce
que H'I'= HI, on obtient
OH2— OH2 = ).

Ceci posé, cherchons a évaluer OM. On a, dans le triangle
rectangle OMH’,

OM?2 = OH"2-+- MH"? = OH"2—+ LII2.
Mais le triangle OHL donne
LH2 — OL2— OH2 = 2+ § — Ol2:
on en déduit
OM2 = OH?— OH2+a+ B =2+ § -+ A
Donc le licu du point M est une circonférence dont le carré
du rayon est égal & o+ 8 =X\,
I[I. Cherchons I'enveloppe de la droite AB. Soit
UL 40y 4+ w =0
I'équation de la droite AB. Soient P le pole de AB par rapport

I

o
<.

2.

i\

alaconique S et Qle pole de AB par rapport a la conique S'. Si
AB est I'une des droites dont on cherche 'enveloppe, I'une des

Q
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tangentes menées de P & la conique S doit étre :perpendiculaire
a 'une des tangentes menées de Q & la conique S'. Si donc on
forme d’une part I'équation aux coefficients angulaires des
tangentes menées de P a la conique S, d’autre part I'équation
aux coefficients angulaires des perpendiculaires aux tangentes
menées de Q & la conique S, ces deux équations devront avoir
une solution commune.

, . —au —Bv
Or les coordonnées du point P sont -——— B
w

> donc I'é-
quation aux coefficients angulaires des tangentes menées de P
a la conique S est
— B a2
(——@— -+ —) =am?2+ 3,
w w
(5) am?(au?— w?2)— 2aB uvm + B(Bo:— w?)=o.

L’équation aux coefficients angulaires des droites QB, QB’
sera de méme, en posant &' = a -+ A, B'= B+ 4,

a’'m?(a'u— w2)—aa B uvm + B'(f'v2— w?)=o.

Donc I'équation aux, coefficients angulaires des perpendicu-
laires a ces droites sera

(6) f'm2(Be2—w?)+ o' Buvm + o' (2’ u?— w?)=o.

Nous aurons donc I'équation tangentielle de 'enveloppe en éli-
minant m entre les équations (5) et (6).

Eliminons le terme en m entre les équations (5) et (6); pour
cela multiplions la premiére équation par a'8’, la deuxiéme
par a3 et ajoutons membre & membre. On obtient

m2af8 [ad’ u?+ BB 02— w2(a'+ B)]
+ o' Blaxd’ u2+ Bfe2— w2(a+ 3")]= o,
mais ona «'+ § = 2+ B'= a + 3 + }; donc’équation précé-
dente nous donne _
az'u?+ PPt —(a+ B+ h)w2=o;
c’est I'équation cherchée. Elle représente une conique rap-

portée a ses axes. Si Pon fait la différence des carrés des
longueurs des derniers axes, on trouve, en posant a — B = c2,

2(a+h)—B(B+2) _ cz(a+ B)+ Ae?

3 =c?;
a—+ B+ a+ B+
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donc la conique trouvée est une conique homofocale aux deux
coniques données.

Autres solutions de MM. AupIBERT et E.-N. BARISIEN.

M. E. BALLY nous fait remarquer qu’il a résolu et généralisé la
question dans un article : Notes de Geometrie relatives a un theo-
réme de Chasles, publié dans le Journal de Matheématiques spe-
ciales (mai 1897).

Question 199.
(1849, p. 44.)

Expliquer clairement ce qu’il faut entendre par tétraédres
semblablement situés dans la théorie des polyédres sem-
blables.

NOTE
Par M. C.-A. Larsant, rédacteur.

Sans vouloir pénétrer le fond de la pensée de 'auteur de la
question, & prés de cinquante années de distance, il nous pa-
rait tout simple de répondre a son désir. Si deux polyédres
(P), (P') sont semblables et ont pour rapport de similitude z,
il suffit de transformer (P) en prenant un centre d’homothétie
quelconque, et le rapport d’homothétie «, pour obtenir un po-
lyédre (P,) superposable a (P’). Si, dans ces deux derniers
polyédres, (Ty) et (T') sont deux tétraédres correspondants,
c’est-a-dire superposables lorsque (P,) se superpose a (P"), et
si en effectuant la transformation homothétique inverse (T)
est le tétraédre transformé de (T;), alors (T) et (T') seront
deux tétraédres homologues, et semblablement situés par rap-
port aux tétraédres voisins.

La difficulté est plus grande peut-étre dans le plan, parce
que 'on confond a tort en général deux modes de similitude
différents : dans la similitude directe, si le rapport de simili-
tude devient égal a l'unité, la superposition des figures est
possible, par simple glissement dans le plan : dans la simi-
litude symétrique, la superposition ne peut s'effectuer que par
un retournement de la figure, c’est-a-dire en sortant du plan.

Comme dans I'espace ce retournement est impossible, on ne
dit pas que deux polyédres sont égaux quand par une traunsla-
tion ils peuvent étre rendus symétriques; ni qu’ils sont sem-
blables lorsque, par une transformation homothétique et une
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translation, ils peuvent aussi étre rendus symétriques. C'est
peut-étre un tort; la distinction de I’égalité directe et de I'éga-
lité symétrique, de la similitude directe et de la similitude sy-
métrique serait de nature a éclaircir beaucoup le langage et
les idées.

Question 243.
(1851, p. 358.)

Soit I’équation
(x —a1)(x—a,)(x —as)(x — ag)(® — ag)...(x — ay,)

4+ bm(x — az)(x—az)(x—ag)(x—ar).. (x—ap—)=0;
les indices augmentent successivement d’'une unité et de
trois unités; les différences ay— as, Gs— a3, ..., An—1— A4n
sont positives; b est un nombre positif; m est un nombre

entier positif; les 2n racines sont réelles et comprises entre
ay et a, az et a,, ..., Ayp—1 €t Ayp. ( RiCHELOT.)

SOLUTION

Par M. C.-A. LaisanT, rédacteur.

Les lettres a comprises dans les deux termes sont respeclive-
ment

Q a, as agay ... Qup—y Qup—3 Qun
as as g Ay cee Ayn—2 App—1
En substituant a z la valeur a,p le premier terme s’annule;
le deuxiéme contient un nombre pair de facteurs négatifs;
. s
donc f(a,p)> o, en appelant f(2) le premier membre de 1'é-

quation.
En substituant @, 4, les mémes faits se produisent;

S(a,p+1)>o0.

En substituant a,p.s, le nombre des facteurs négatifs du
premier terme est impair; le deuxiéme est nul; donc

Slayprz)<o.
En substituant a, .3, les mémes faits se produisent;

f(abp+3)< 0.



( 188)

Enfin f(a;p+,) a le méme signe que a,,, ou

S(aypay)> 0.

La proposition est donc établie. On aurait pu remplacer b7
par un nombre positif quelconque. Il semble que I'énoncé ait
été compliqué comme a plaisir.

Question 341.
(1838, p. 333.)

Soient AB, A'B', A"B", ... un systéme de forces en équi-
libre dans un plan. A, A', A", ... sont les points d’applica-
tion; AB, A'B’, ... représentent les intensités et les direc-
tions des forces; par un point quelconque M du plan,
solent menées aux droites AB, A'B', A"B", ... des drotites
ME, ME', ME", ... sous un angle constant x; de telle sorte
qu'en faisant tourner une de ces droites ME autour de M
Jusqu'a ce qu'elle coincide avec MK, alors A'B' devienne
paralléle a AB, ...; la somme des produits

AB.EA - A'BE'A"+ A"B". E"A"+. ..

est constante quelles que sotent la position du point M et
la grandeur de l’angle «, et selon que cette somme est
positive, nulle ou négative, l’équilibre est stable, perma-
nent ou instable. (MoBius).

SOLUTION
Par M. C.-A. LaisanT, rédacteur.

Rappelons d’abord qu’un systéme de forces quelconques
dans un plan étant donné, il existe sur ce plan un centre G
des forces, et qui est tel que si toutes les forces tournent
d'un méme angle dans.le méme sens autour de leurs points
d’application, la résultante, appliquée en G, tourne dans le
méme sens et du méme angle autour de G. D’aprés cela,
si un systéme de forces est en équilibre, et si on les divise
en deux groupes, chacun d’eux ayant pour centre Gy, G,
respectivement, le systéme se réduira 2 deux forces égales
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