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AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES; (CONGOURS
DE 1896. SOLUTION DE LA QUESTION DE MATHEMATIQUES
ELEVMENTAIRES ;

Par M. GROSSETETE,

Professcur au lycée de Laon.

On considére une sphére variable = orthogonale &
une sphére fixe S et tangente & une autre sphére
fixe S,.

1° Lorsque la sphére T est assujetiie a la condition
d’avoir son centre dans un plan P, le lieu du point de
contact de I etde S, est un cercle.

Démontrer que, si le plan P est tangent a la
spliére S, le liew du centre de la sphére 3 est une sec-
tion conique ayant pour foyer le point de contact de
SetdeP,

Examiner le cas ott le plan P est tangent & la
sphére S en un point du cercle d’intersection de S et
de S,.

2° On peut déterminer sur la ligne des centres de S
et de S, un point f tel que la sphére 3y, concentrique &
S et passant par f, reste toujours, quand % varie, tan-
gente & une sphére fixeD ayant pour centre le point
fi centre de S, .

3° Soient m le centre de =, et m' le point de contact
de X, et de 1. Lorsque le point m' décrit un cercle
de D, le point m reste dans un plan et décrit, dans ce
plan, une ellipse, une hyperbole ou unc parabole.

Discuter en supposant que le plan du cercle consi-
déré sur D se déplace parallélement ¢ lui-méme.

4° Soit T le plan perpendiculaire au milieu du seg-
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ment qui joint le point f a un point m' pris sur la
sphére D; lorsque le plan T passe par un point fixe q,
le lieu du point m' est un cercle vy,.

Si le point g wient a se déplacer dansun plan fixe,
le cercle v, reste orthogonal & un cercle fixe de la
sphére D. Examiner le cas o le point ¢ décrit une
droite fixe.

50 Soit ¢ le milieu de ffi, prouver que les droites
cm et fm' se coupent en un point qui demeure dans un
plan fixe lorsqu’on fait varier la sphére 2,.

1° Toutes les sphéres T dont les centres sont situés
dans un plan P sont orthogonales & ce plan; par hypo-
thése, elles sont orthogonales a S; donc elles passeront
constamment par deux points fixes A et B situés sur la
perpendiculaire abaissée du centre O de S sur le plan P.
Ces points A et B sont les points limites du faisceau de
sphéres déterminé par le plan P et la spheére S.

Si le plan P ne coupe pas S, le faisceau de ces sphéres
est du premier genre, les points limites A et B sont
réels et symétriques par rapport au plan P ( fig. 1).

Si le plan P coupe S, le faisceau est du second genre,
les points limites A et B ne sont pas réels.

Dans V'un ou l'autre de ces cas, si 'on coupe la
sphére S, par une sphére quelconque X' du faisceau
conjugué, le plan radical de cette sphére auxiliaire et de
S, rencontre le diamétre de S perpendiculaire au plan P
en un point I, tel que TA ><IB égale la puissance de I
par rapport a la sphére S,. Or, les points de contact
des sphéres T et de S, sont les points de contact des
plans tangents menés de | 4 la sphére S,; donc le lieu
des points de contact de la sphére S, et des sphéres T
considérées est le cercle de S, qui est situé dans le plan
polaire de I par vapport a S,.
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Dans le cas particulier ou P est tangent a S, les points
A et B sont confondus avec le point de contact A; et si
p désigne 'un des points de contact d’une des sphéres =
et de S, on aura

AMlxIA=ip  dou IA=Ip;

par suite, la sphére §', décrite de I comme centre avec
un rayon égal a IA, passe par tous les points tels que p.
yon eg » P P P
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Cette sphere §' est, de plus, orthogonale a la sphére S,
et, par suite, clle est inscrite dans le cone droit qui a
son sommet en f,, centre de S, et qui a pour base le
cercle licu des contacts des sphéres T et S,. D’ailleurs,
les centres des sphéres T sont sur les génératrices de ce
cone droit et dans le plan P, par suite, a I'intersection
du céne droit et du plan P tangent en H a la sphére S/
inscrite dans ce cone. D’aprés le théoréme de Dandelin,
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cette scction conique a pour foyer le point Aj c’est
cette section (ui est, dans le plan P, le lien des centres
des sphéres .

Si le plan P est tangent & la sphére S en un point du
cercle d’intersection de S et de S,, le licu du point de
contact est un point, le lien du cenire, dans le plan tan-
gent a S, des sphéres X se réduit a un point, en général,
et si S, est orthogonale a S, le licu du centre est la
droite Af}, f, étant le centre de S,.

2° On peut déterminer sur la ligne des centres de S
ct de S; un point fiel que la sphére Iy, concentrique a 2
et passant par f, reste toujours, quand X varie tangente
aune sphére fixe ) ayant pour centre le point £, centre
de S, (fig.1).

En effet, les sphéres ¥ étant tangentes & S, et ortho-
gonales i S sout aussi tangentes a une seconde sphére S/,
inverse de S, par rapport au centre O de S, la puis-
sance d’inversion étant le carré du rayon de S. Soit f le
centre de 8. Lorsque le centre O est extérieur 4 Sy, les
sphéres I sont tangentes de la méme maniére a Sy et a
S', et alors la différence entre les distances du centre me
de T a fet a fy est constante et égale a la différence du
rayon des sphéres inverses S, et S|. Lorsque O est sur
S, le point f est a I'infini sur Of,. Lorsque O est a 'inté-
ricur de S, les sphéres Sy et S sont tangentes a £, 'une
intéricurement, 'autreextérieurement, etalors la somme
mf + mf, est constante et égale & la somme des rayons
des sphéres S, et S| inverses I'une de Vautre. Donc,
dans I'espace, le lieu du point m, centre des sphéres 3,
est une quadrique de révolution ayant pour foyers les
points fet f, I'un d’eux f pouvant étre & 'infini. L'un
des axes de cette quadrique est la droite O f,. Par suite,
si de m comme centre, avec un rayon égal a mf, on décrit
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une sphére S, cette sphére sera tangente a la spheére
dircetrice D relative a I'autre foyer.

3» m désignant le centre de 3, ctm’ le point de contact
de 2, et de D, n/ déerivant un cercle de D, m reste sur
la quadrique de révolution ct puisque les points m, n!/, f,
sont alignés, m est aussi sur le cone droit de sommet f;
qui a pour base le cercle considéré sur D. Or, Pinter-
section d’une des nappes d’un cone de révolution, qui a
son sommel al’un des foyers d’une quadrique de révo-
lution avec cette quadrigue, est une courbe plane. Donc
le point m déerit une courbe plane quand 7/ déerit un
cercle D. Cette courbe -pourra étre une ellipse, une
hyperbole ou une parabole, puisqu’elle est la section
plane y d’un cone de révolution.

Si le plan du cercle considéré sur D se déplace paral-
lelement & lui-méme, 'axe du cone de révolution est
invariable et, puisque, d’aprés un théoréme connu, le
pole du plan de la section v, par rapport a la quadrique,
est sur cet axe, il arrive que le plan de la section tourne
autour de la droite conjuguée de celle qui est Paxe
commun des eones droits considérés. Cette droite est
perpendiculaire au plan.de ff, et de la perpendiculaire
abaissée de fy sur le plan de 'un des cercles considérés.
Soit P’ ce plan. En prenant la section de la quadrique
par cc plan P', la droite conjuguée de I'axe commun
des cones passe par le pole de cet axe par rapport a la
section méridienne du plan . La discussion et 'élude
de la scction se font facilement en faisant tourner dans
le plan méridien une droite autour du poéle, par rapport
a la section méridienne, de I’'axe commun des cones.

4 Le plan T perpendiculaire au milicn du segment
qui joint le point fa un point m’ de la sphére D est tan-
gent a la quadrique, le point de contact est sur fim'.
Lorsque ce plan tangent tourne autour d'un point fixe ¢,
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il enveloppe le cone de sommet ¢, circonserit a la qua-
drique. La courbe de contact est I'intersection de la
quadrique et du plan polaire de ¢ par rapport a celte
quadrique. Cette courbe étant plane, le cone dz sommet f,
qui I'aura pour base sera de révolution, son axe étant £, ¢:
Or les génératrices de ce cone sont les droites fm’. Donc le
licu du point 7/ sur la sphére D sera Pintersection du
cone droit de sommet f, et de la sphére D : ce sera un
cercle que nous appellerons vy,.

Si le point ¢ se déplace daus un plan fixe, la sphére
de rayon ¢f, qui coupe S, précisément suivantle cercley,
se déplace en passant constamment par deux points
fixes f et v, o étant le syméurique de f par rapport au
plan dans lequel se meut ¢. Toutesles sphéres de centre g
(qui passent par f et © sont telles que si on les accouple

o 4

avee 8, il cxiste sur /¢ un point w dont la puissance
par rapport & S; est égale a pf>3><po; par suite, le
point i, qui est d’égale puissance par rapport a S, et par
rapport a 'une quelconque des spheéres du faisccau con-
sidéré, est situé dans le plan radical de I'une de ces
sphéres et de S,. Orle cercley, est dans ce plan radical ;
donc les plans des cercles Yq Passenl constamment par
le point fixe p. Il en vésulie que les cercles v, sont
orthogonaux a un cercle fixe de DD qui n’est aulre que
Pintersection de 8, et du plan polaire du point @ par
rapport a cette sphere S,.
" Dans le cas ou le poiut ¢ décerit une droite fixe, il
peut étre considéré comme se déplacant simultanément
dans deux plans quelconques passant par cette droite.
Par suite les cercles ¥, ont leurs plans passant par la
droite pyu’ des points fixes correspondant aux plans
envisagés; par suite, ces cercles sont orthogonaux a
deux cercles de S, et jouissent de propriéiés connues.

5° Soir ¢ le milieu de ff, (fig. 2); les droites em et
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Jm' se coupent en un point M qui demeure dans un plan
fixe quand on fait varier Z,. En cffet, prenons pour plan
de figure une section méridienne de la quadrique de

Fig. 2.

révolution. I'igurons le cercle directeur de centre f;
soient f le point fixe de Ofy, ¢ le milieu de ff,, m un
point dela conique méridicnne correspondantau point nd
du cercle directeur, o la projection du foyer f sur la
tangente mt, et D et E les points de rencontre du cercle
principal avec fn/ et mt. Nous remarquerons d’abord
que fm est parallele a DE, car les angles CDa, CaD, Ha f
sont égaux; de plus, Ca étant parallele a fin' et le
triangle finn/ étant isoscele, il en est de méme de foH,
H étant le point d’intersection de Ca et de fm; les
angles Hf2 et aDC sont égaux, par suite CD et /M sont
paralléles. Cela posé, le.faiscean C(DMaf) est harmo-
nique, puisque mf paralléle au rayon CD est divisé par
le rayon Ca en deux parties égales; f et M sont donc
conjugués harmoniques par rapport a aD. Donc la po-
laire de f par rapport au cercle principal passe par M.
1l en résulte que, dans le plan de la figure, le lieu de M
est la directrice relative au foyer f; et, dans Pespace,
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le lieu de M est le plan directeur de la quadrique relatif
au foyer f.



