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[R4b]
SUK UNE INTÉGRALE D'UN PROBLÈME SLR L'ÉQUILIBRE

»'UN FIL FLEXIBLE ET INEXTENSIBLE;

PVR M. M. LAGOLTINSKY.

Les équations différentielles de l'équilibre d'un fil
sont

ds ' '

' d v iv

^ ( T : ' ) + /, Z - o.

(14) a ; ' 2 - r -JK' 2 -h '̂"2 I = O.

où X, Y, Z désignent les composâmes des forces appli-
quées au fil, T la tension, k la densité, x , y, z les coor-
données d'un élément du fil, la \ariable indépendante s
l'arc du fil, x\ j ', z' dérivées des fondions x , j , ^ par
rapport à 5.

Dans ce qui suit, nous supposons que X, Y, Z sojit
des fonctions des variables x,y^ z et .s.

Proposons-nous de trouver trois fonctions U, V, \A
des variables x , JK, Z, a'f, y\ z' et.v, linéaires par ra])port
à x ' , j ;, 2', telles que l'expression

multipliée par ds devienne, en vertu de (2) , une diffé-
rentielle exacte, et de déterminer, s'il est nécessaire,
les conditions que doivent remplir X, Y, Z pour que
l'expression

Q = AXU -+-A-YV-+-A-ZW
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multipliée par (h soit une différentielle exacte. Alors
l'équation

f f = G

donnera une intégrale du système ( i ) et ( 2 ) .

La première condition mène à l 'équation

( 'i; — ( U / + V y -4- Wz' ) = Ux" — Vy-f- \Vz",

ou, en réduisant,

x ' ^ . >' — _a_ -' ^ W _ (
«'/.v ds ds

En didérentiant l 'équation (2 ) par rapport à 5, nous

aurons

(5) x'x"-hy'y"-\- z'z" — o.

E n vertu des équations (>•) et (5) on peut remplacer

cette équation par la suivante

, dV , d\ , r/W
((>) X — h/-; h ~ —. Al" u G = O.v ds J ds ds '

où F et G désignent respectivement les premiers mem-
bres des équations (2) et (5) .

La comparaison des termes renfermant les dérivées
secondes des variables x , j ' , 5 donne

~ÔX' "" 5?

On peut donc poser

L) =

v -
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où ui, ƒ , , f.2 et fx sont des fonctions des seules variables
.r, y, z et s. En portant ces valeurs des fonctions U, ^ ,
W dans l'équation (6) et comparant les termes sembla-
bles, nous obtiendrons, pour la détermination des
(onctions u, fi% . / i e t / l j , le système suivant d'équations
aux dérivées partielles

- — -\ — = O, h —- — O, 1 :— — (),
<)r Os Os O.r Oy o.r

h- - ! - — o,

_j L.

Oz
— o. r (ir

= o.

— o.

L'intégration comj)lète de ce système n'introduit pas
des fonctions arbitraires en vertu du théorème de M. C.
Bourlet (A. E. A7., 18y i ; Su pp.) et donne pour la
solution

•JL=r</0 - f -<7i . r -f- (7, T -r- <t j ^ -t- (t ; V -4- <7r, ( . r
2 - i - J ' 2 -4- Z1 -+~ S'2 )

-h 9(i(> ,rs — •> a 7 y s '- 'i a 8 ^ s\

ƒ} — <7., — <-/ j. ./• -+- <? i „ y -+- c71 j .3 — r/! A* — a(J ( .r
2 — i / 2 — z'1 -4- .v'2 )

— > /̂T .ry — > aH xz — 'i a. .r.v.

— 9,aCtxz — 'i tiij-z — > ar> zs,

où ai sont des constantes arbitraires.
Considérons maintenantl'exprcssion Q ^ , qui devient

en vertu de ce qui précède

A JJLX dx 4- A [xY dy -i- A (uZ dz 4- (^/, X -f- * / 2 Y -J- A ƒ, Z ) ^ .

On peut donc écrire les conditions cherchées sous



( '5a )
deux (ormes différentes

(7)

dx

Â ri. Z — —i- ,
1 >

dy

Oz

d.r

(8)

ds dy

En éliuiinant les quantités À X, /cY, AZ entre les équa-
tions (7) nous aurons

do do do

En intégrant cette équation ou peut donc trouver
l'expression générale des fonctions X, Y, Z, la densité A"
étant donnée. Si les conditions (7) et (8) sont remplies,
nous trouverons, d'après ce qui précède, une intégrale
des équations (1) et (2) sous la forme

(9) = c.
Cette intégrale renferme comme cas particuliers beau-
coup d'intégrales connues.



( '53 )
Pi étions, par exemple, f\ = f2 = f:i = o, JJL = i. Alors

d'une^part l'équation (9) donne la tension, d'autre part
les conditions (8) démontrent qu'il existe une fonction
des forces.

Prenons en second lieu u = o ; nous aurons par con-
séquent

ƒ , = aq -+- aioy -{-anz,

ƒ3 = an — anx — aViy.

et au lieu de (7) et (8)

(10) */iX + V,Y + A/3Z - +,

où i est une fonction arbitraire d'une seule variable s.
L'intégrale (9) prendra la forme

Nous reviendrons de la sorte aux cas indiqués ré-
cemment (i\r. A., 1897; P- 248» H1? 2 ) l ) a r M - N - S a l "
ixkoll'.

On peut, comme conclusion, remarquer que le système
des équations (1) et (2) peut a\oir deux ou plusieurs
intégrales de la forme (9) . Comme un exemple de ce fait
je puis signaler l'article déjà cité ÇJ\T. A., 18975 p. ^48,
'm, i).


