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[R4b]
SUR UNE INTEGRALE D'UN PROBLEVE SUR L'EQUILIBRE
I'UN FIL FLEXIBLE ET INEXTENSIBLE;
P M. M. LAGOUTINSHY.

Les équations différentielles de Iéquilibre d’un fil

sont
ad .. . :
gm(w)f/.\ -0,
d |
(1) 4;7;(1‘.})-‘—/&\-—0.
{
ST )+ AL = o.
ds
(2) 2't— Y24 3T — =0,

ou X, Y, Z désignent les composanies des forces appli-
quées au fil, T la tension, & la densité, x, y, zles coor-
données d’un élément du fil, la variable indépendante s
Varc du fil, 2/, 9, 2" dérivées des fonctions x, 5, z par
rapport a s.

Dans ce qui suit, nous supposons que X, Y, Z sont
des fonctions des variables o, ¥, z et s.

Proposons-nous de trouver trois fonctions U, V, W
des variables @, y, z, 2, y/, 2’ cts, lindaires par rapport
ax'yy’, 7'y telles que Pexpression

P= U—%(TI') - V%(T}f’) W %(T;',

multipliée par ds devieune, en vertu de (2), une diffé-
rentielle exacle, et de déterminer, s’il est nécessaire,
les conditions que doivent rempliv X, Y, Z pour que

Pexpression
Q =AXU +AYV+ LZW
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multiplide par ds soit une différenticlle exacte. Alors

fl’(l.s‘—;—./‘Qs:C

donnera une intégrale du systeme (1) et (2).

I’équation

La premiére condition méne a 'équation

{
(3) [—(l}(Uf'+ Vy'+ Wi =Uz"—Vy"'+ Ws"

’

ou, en réduisant,

,dU AV ,dW
z , s —

4 hihs PdM -
H as Y ds s
‘n dillérentiant équation (2) par rapport i s, nous
aurons
(5) z'x"+y y'+ 35" =o.

En vertu des équations (2) et (3) on peut remplacer
cette équation par la suivante

] 7
ECRYA ) SRS

() - ds - Tl?+~ “ds

ouI' et G désignent respectivement les premiers mem-
bres des équations (2) et (7).

La comparaison des termes renfermant les dérivées
sccondes des variables x, y, 5 donne

JU 0L oV dV _ 0W W
TR U Al v
U oV oW

= - = .

or T oy T 07 ‘

= o,

On peat done poser
U=nx'+ [
V=py'+fo
W =us+f,.



~ \
(1d1)
ou u, fi. [y et fy sont des fonctions des seules variables
x, ¥, z et s. En portant ces valeurs des fonctions U, 'V,
W dans I’équation (6) et comparant les termes sembla-
bles, nous obtiendrons, pour la détermination des
fonctions w, fy, fiyct fy, le systeme suivant d’équations
aux dérivées partielles

) ) Jf J: J Jdf,

",_/_‘ - l_‘_ =0, _./_l -4 A:f = 0, f‘ —+ ._/‘i = 0,
or Js Os dr Jav or

)/ ) dJ Jt Jdf; df
f.f;l_{__‘_/j::(), ;é_-r_“‘f:n, . ,/_1+»'/—“ = o.
Jdy 0s s oy ds or

a ) ) Jr )/ .

s 0o O 0 0 A
Jds ds s 0z Jdsz Jy

L’intégration complete de ee systeme n’introduit pas
des fonclions arbitraives en vertu du théoréme de M. C.
Bourlet (4. E. N., 1891, Supp.) et donne pour la

solution

L=y A XAy Vo Ay 3y S = Ay (2 2 5252

+ VUGS = VU YS = AR 38,
Ji=may —ay r gy A s — s — a (r?—yr— 324 52)
— U TY — IARTI — 2A.TS,

Jim= @ro— Ao — A, ¥ 4+ Q33 — da s -z (02— y2— 32— 2

— D UGTY — I Ay E — 2A5YS,

Si=an—ane—dy —a, 53— dys + @y (32— 32— 32— 52,

— 2A5T5 — 2A7Y5F — 35S,

ou a; sont des constantes arbitraires.
Considérons maintenant!l’expression Qds, quidevient
en vertu de ce qui précede

AuXdr +kpYdy + hkplds +(kfiX +k YL f,7)ds.

On peut donc déerire les conditions cherchées sous



(132)

deux formes différentes

) kpx =%,

or
()»
huY = Z)—;‘J—),
(7) ‘ y
hkpl = 29
! J3s
D . . 0%
\ AfiX+AfaY + L fil = 37
ou
C(kuX)  0(hkuY)
A
dhpuX) dchpl)
TTes T T T
o(huX) ok IN+ koY +Af31)
8 ) us - oar ’
(%) okpYY o(kul)
Tk
A(kuY)  0(kfiX+hfaYX + kfsZ)
Tos dy ’
okpl)y I ANHX LAY+ AL
\ e T d3

En éliminant les quantités X, kY, kZ entre les équa-
tions (7) nous aurons

s o s

En intégrant celte équalion on peut donc trouver

Iexpression générale des fonctions X, Y, Z, la densité &

¢tant donnée. Si les conditions (9) et (8) sont remplies,

nous trouverons, d’aprés ce qui précéde, une intégrale
des équations (1) et (2) sous la forme

(9) (fro'+foy' + f35 4+ )T +o=C.

Cette intégrale renferme comme cas particulicrs beau-
coup d’intégrales connues.
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Pienons, par exemple, fy = fo= fy=o0, u=1. Alors
d’une part I'équation (9) donne la tension, d’autre part
L ]
les conditions (8) démontrent qu’il existe unc fonction
des forces.
Prenons en second lieu p. = o; nous aurons par con-

sequent
Si=ay +ajpy + a3,

Jo= @1o— a10x + @133,

f-;: Ay, — AT — A3y .
et au licu de (7) et (8)
(10) KAX +kfoY + kfsZ =4,

ou ¥ est une fonction arbitraire d’une seule variable s.
L’intégrale () prendra la forme

(11) (fiz'+ foy'+ f35)T + [ bds = C.

Nous reviendrons de la sorte aux cas indiqués ré-
cemment (N, 4., 1897; p. 248, 111, 2) par M. N. Sal-
tykoll.

On peut, comme conclusion, remarquer quele systéme
des équations (1) et (2) peut avoir deux ou plusieurs
intégrales dela forme (). Comme un exemple de ce fait
je puis signaler I'article déja cité (V. 4., 1897; p. 248,

111, 1),



