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[O6ax]
PROJECTION ORTHOGONALE SUR UNE SURFACE
DE REVOLUTION;
Par M. Gemininno PIRONDINI,

Professeur a Plnstitut technique. a Parme.

1.

Soient T une surface de révolution dont 1’axe est sur
I'axe des 3, L une ligne quelconque et A la projection
orthogonale de L sur la surface 2. Si

Alx(e), y (1), ()] ArlE(w). w(w), L(w)]

sont deux points correspondants des lignes L, A, les
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équations
]Y

« .
) (r--2 )(lT—<) ,)dlt y)dlt 0. XY —YyL=0

expriment évidemment que la droite AA, est normale

a I, En posant

(2) £ =scosu, 7, = psiny, 7=U

’

les conditions (1) deviennent

(3) Var—y2o = 0o’ UU'— 5", tangu =

RINR

Si la ligne méridienne de I est représentée par
I'équation
(%) Zo= ® (%)

la premiere équation (3) est a remplacer par 'autre :
(3) 3P (p) iy = o 4= D (0) #(2).

Quand la surface ¥ et la ligne L sont données
d’avance, on peut eliminer un des paramétres 7, u entre
la deuxiéme équation {3) et I'équation (5). On obtient
ainsi p en fonction de u ou de t respectivement, ce qui
[en vertu des équations (2)] équivaut a la détermination
de A.

Quand la ligne L est placée sur le plan z =0 et que

(6) R=/f(u)

est son dquation polaire, la détermination de A est ra-
menée a la résolution de I'équation

(7) J(w)=p+P(p)P(p)

par rapport a 0.

Exemples. — 1° Si E ¢st un cone de révolution

dont 8 est le demi-angle au sommet, pour la détermina-



tion de A il suffit de faire

— ¥
p:(zCOSO+\/;‘—1—y-‘smﬁ)~mf) SN = e
Vaisy?
r
CoOsS U —= —————
‘/12_1.‘72

dans les équations (2).
En supposaut
z—:a‘/ﬂ‘f—i———_};l——;‘i. R=f(u)=men«,
on trouve
o — m(acosth 4+ <nb)sinBerv G <nb cosh
On a done ce theorceme :

St une helice ¢y lindro-comque, placee sur le cone de
1évolution ¥, est projetee sur un autre cone S ayant le
méme axe que ¥, on obtient une ligne A dont la pro-
jection equatoriale est une conchoide (') d’une spuale

logarithmigue par rapport au péle de cette cour be.

Quand les cones T, ¥ ont le méme sommet (% =o0),
la ligne A est elle-méme une hélice eylindro-conique.
>0 Si la méridienne de T est la courbe de troisiéme
ordre
Zo=ymE§—nEi+ phi+g
et si L est la ligne plane (0), on a

3mar+2(n—1)p—p—afiu)=o,

d’ou 1l suit

nor ! \/(n-+-1)3—3mp—x—bmf(7)

3m Jm

-o
If

et la détermination de A n’offre aucune difficulté.

(') On appelle conchotde d une courbe C par r1apport au point A
la courbe C' qu'on obticnt en augmentant d une quantite constante
les rayons vecteurs de la ligne C 1ssus du point A
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En supposant successivement m=o; m —o,n =o;
m =0, p =0, on arrive i des théorémes qui sont con-
tenus dans ceux du § 1.

I1.

Si la ligne méridienne de la surface S engendrée par
la rotation de L autour de l'axe des z est représentée
par I'équation

so= F(xy).
on a
Val+ y? =R, s = F(R),

et la condition (5) donne
(8) o— R+ [®(p)— F(R) () =o.

Si, au contraire, les lignes méridiennes des surfaces
I, S sont représentées par les équations

A

v="(%), xo="P(3),
la premiére condition (3) donne
(9) =35+ W) —=P(a)]u"(})=o.

1l s’ensuit que les rayons vecteurs R, o sont liés par
une relation finie et les hauteurs correspondantes z, g
sent lides par une autre relation finie. Ces relations
dépendent seulement de la nature des surfaces =, S.

Si, par exemple, £ est un céne ayant son sommet a
Vorigine [® (&)= a£,] et si S est un paraboloide

-~ x?
[1« () = ;v],
les relations dont on vient de parler sont
a I ,— \
R+ =-Ri=(1+2a2)p; =4+ - a;:(l—s——)t.
«a 2 \

Quand on donne d’avance la relation

(10) R=A(p)
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entre les rayons vecteurs R, ¢, ou bien la relation
(11) 2= L(Z%)

entre les hauteurs z, 7, les équations (8), (9) peuvent
s’écrire

s g — \(p)

p FlA(o)=® (2 £ _ e,
(12) (A=) + =5,
. , . =L
(13) IIL(Z.)]z‘HC.)——-—W,(Q

et on peut déterminer X ou S quand on donne respec-
tivement S ou I.

Dans le premier cas, la détermination de la méri-
diennc de I est ramenée a Pintégration d'une des équa-
tions dilférentielles (12), (13).

Dans le deuxiéme cas, aprés avoir remplacé o dans le
deuxiéme membre de Péquation (12), ou J dans le
deuxiéme membre de Péquation (13) par les valeurs
qu’on déduit des équations (10), (11), on obtient

F = pu(R), P =v(3).

,v désignant deux fonctions connues. D’aprés cela, la
méridicnne de S est la courbe représentée par une des
équations

39= 1(2y), ry=v(3).

FExemples. — 1° 81§ est un cone [ (xy) = 2oy + ]
et R, 2 sout liés par la relation

R=2A(p)=r(p+a.

la méridiennc de X est la courbe

a o4 a2
log (aio -L+ax—B— ;) — o =L+ ax-§)+ —f=c
\

¢ étant une constante arbitraire.

o
B

I

5 8i la méridicnne de ¥ est la parabole 5= = et

=
I
=
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z, $ sont liés par la relation
s =L(y) =Val,
la méridienne de S est la ligne du cinquiéme ordre

b -
m(zy—a)

~0 0
e

Ty = —5
atm 23,

6 ; -y dé ¢ oque . Cone
L’équation (7) démontre que : Lorsque la ligne L
est tracée sur le plan coordonné z = o, les rayons
vecteurs R, o sont liés par la relation
R=7+®(p)P(p
Il s’ensuit que, si on connait d’avance la relation (10)
entre R, 5, ona

¢2(p)~2/\(o)(1'—' -,

¢ étant une constante arbitraire.
Dans ce cas, la ligne méridienne de X est représentée

par Uéquation
h0 = \/’) /‘\(\o)d-o‘— -(\+ 4

Si, par exemple,

A(p) =az™, la méridiennc
) [

de X est la ligue

Pour m =1, L est une ligne homothétique a la projec-
tion équatoriale de A, et I est une surface du deuxiéme
ordre a centre (voirle § 1V).

III.

Quand les rayons vecteurs R, g sont liés par la rela-
tion (10) et les hauteurs z, { par la relation (11), la
premiére condition (3) donne

(14) VU = 55— U'L(U)— ' A(5)=o.
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Il S’ensuit que : La méridienne de la surface S est la
courbe representée par l'équalion

1) ws— L d— [V G =

¢ étant une constante arbitraire.

Si 'on dounne la surface T et la relation (11), Péqua-
tion (14) démontre que les rayons vecteurs R, g sont liés
par la relation

Ap)=R=0+P () (o) — (o) L[P(p))

Si, au contraire, on donne ¥ ct la relation (10),
Véquation (14) peut s'écrire

(16) L ®(p))=d(p)+ L2120

Et puisque, en résolvant I'équation
P = P(p).

par rapport a g, le deuxiéme membre de 'équation (16)
se réduit a une fonction connue §(®)de @, on voit que
les hauteurs z,  sont lides par la relation

5= 0.2

Supposons que les rayons vecteurs R,
par la relation

o soient liés

(17) R=mp+n,
et les hauteurs 3,  par Pautre relation
(18) s=AL+ h.

L’équation (15) démontre que la ligne méridienne
de X est la conique

(19) (— M+ —m)d—o2hly—onk=c.

Sil’on suppose, au contraire, que la ligne méridienne
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de T soit la conique
(20) AR+ BE+2C+9D%+ E = o,

et qu'il subsiste la relation (17), ou bien I'autre (18),
les considérations qu’on vient d’exposer conduisent au
théoréme suivant :

Si, dans la projection orthogonale d’une ligne 1.
sur une surface de révolution I, on énonce les trois
conditions : 1° Les hauteurs z, § sont lices par une re-
lation linéaire (18); 2° les rayons wecteurs R, o des
projections équatoriales des lignes L, A sont liés par
une relation linéaire (15); 3° la ligne méridienne
de I est la conique 1eprésentée par l'équation (20),
les coefficients A, B, C, D vérifiant les conditions

(21) Ah+Cr—1k)=o, Brn-+D(—m)=o,

deux de ces conditions entrainent nécessaircment la
troisicme. La ligne L, dans la rotation autour de ’axe
des z, engendre une surface dont la courbe méridienne
est la conique

\

B 2C oD s
/3 (59— M)2— -1-"12 (xg—n)2+ v (59— I) + o (ro—n)+E=o.

Cas particuliers. — Dans ’équaion (20) supposons
successivement
h = o. n=o: h = o. m=1:
A=, n=o0: k=1, m=r,
et comparons ensuite les équations qu’on va obtenir a
I'équation (20). On a respectivement :

O

I

C=o, D=o: B = o. 4

0;
A = o, D=o: A =o, B =o.

ce qui démontre que les conditions (21) sont vérifiées
par identité.
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On a donc les théorémes :

Si, dans la projection orthogonale d’une ligne L sur
une surface de révolution =, on énonce les conditions :

A. 1° Les hautews z, { sont proportiannelies;
2" les projections équatoriales des lignes L, A sont
deux courbes homothétiques par rapport & Uorigine;
30 la surface € est du deuxiéme ordre a centre;

B. 1 Les hauteurs z, T sont proportionnelles; 2°
une des projections céquatoriales des lignes L, A est
une conchoide de Uautre par rapport a lorigine;
5o la surfuce  a pour méridienne une parabole ayant
son axe sur ’axe des x;

C. 1 Les hautewrs z. T ont une différence con-
stante; 2° les projections équatoriales des lignes L., A
sont deux lignes homothétiques par rapport & Uori-
gine; 3° la surface S est un paraboloide;

D. 1° Les hauteurs s, § ont une différence con-
stante; 2° une des projections équatoriales des lignes
L, A est une conchoide de l'autre par rapport @ l’ori-
gine: 3" la surface X est un cone;

Deux conditions de A, B, C, D) entrainent nécessai-
rement la trotsiéme. La ligne L., tournant autour de
Uaxe des z, engendre une surface S de la méme na-
ture que X,

En appliquant les théorémes précédents (A, G), on
cn déduit la proposition suivante :

Quand les lignes L, A sont placées sur deux plans
paralléles entre eux et paralléles & 'axe des = :

1° 87 les hauteurs =z, sont proportionnelles, T et S
sont deux surfaces du dewxicme ordre a centre (L et
A sont deux ellipses ou deux hyperboles); et vice versa:

2" St les hawteurs =, 3 ont une différence constante,
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les surfaces ;'S sont deux paraboloides (L et A sont
deux paraboles); et vice versa,

Iv.

Si, dans la premiére équation (3), on suppose succes-
sivement : z=A{ =AU, 5 = o, on obtient aprés U'in-

\/ /Ro diw— p2+ m,
\l—/\
:\/)/Rp’du—p'—’——n,

m, n ¢étant des constantes arbitraires. En supposant

tégration

uxX

m=n,ona cel énoncé :

Lorsque les hauteurs z, T sont proportionnelles
(z=0A%), si une ligne L, et sa projection équaltoriale L,
sont projetées sur le.v sulf{zces Sp, £ swivant les lignes
Ap, A ayant la méme projection équatoriale A,, on a
entre les hauteurs Cp, 2 la relation

! r
Vi—k

En vertu de ce théoréme, a chaque propriéié relative

' f—
Sp =

au cas ou z, 5 sont proportionnelles, correspond une
autre propriété relative au cas on L est sur le plan
zZ = 0; et vice versa.

Par exemple, les plopx iétés \ et B du § I conduisent
au théoréme que voici :

Quand la ligne primitive L est sur le plan z=o0 :

1° 8i cette ligne est homothétique ¢ la projection
équatoriale de A, S est une surface de deuxicme ordre
acentre; et vice versa (voirle dernier théoréme du § I1);

2° 8P cette ligne est une conchoide de la projection



(256 )
équatoriale de A, S a pour méridienne une parabole
ayant laxe sur Paxe des x; el vice versa.

Le premier de ces théorémes conduit a la propriéié
suivante : Quand la ligne primitive L est une droite
duplan s = o et que A est sur un plan paralléle a Uaxe
des z et a la droite 1., T est une surface du deuxiéme
ordre @ centre (A est une ellipse ou une 7{)’/)6/'[)0[6); et

vice versa.

En considérant les Jignes A, L définies par les

équations
£ =scosu, 7, = psinu, I=U:
r=Rcosu. y = Reinu, s=2s(uw),

et les lignes Ay, L, délinies par les autres équations

Ei=pr1cosu=(p—+A)cosu, nm =g sinu = (p -+ k)sinu,
L=y,

ry=Rycostu = (R + k) cosu, yi= Rysinwe= (R~ L)sinu,
sp=3(u),

on trouvce (ue les conditions
Ro'= o'+ UL — sU'.  Ryp}=p1p)+ UU—zU
reviennent une i Pautre. On a donc ce théoréme :

Sil’on augmente les ray ons vecteurs des projections
équatoriales des deuzx lignes A, L d’une méme quantité
constante h, sans altérer les hauteurs 2, =, on obtient
deux nouvelles lignes Ay, Ly telles que, si A est la pro-
jection orthogonale de L. sur la surface  engendrée
par la rotation de A autour de U'axe des 5, A, est la
projection orthogonale de L, sur la surface X, en-

gendrée par la rotation de \,.

Ce théoréme conduit souvent a des résultats impor-
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tants. Si, par exemple, on a recours au dernier théoréme
du § 1L et au dernier théoréme du § IV, on a cette pro-
position :

Quand les projections équatoriales des lignes A, L
sont deux conchoides de Nicoméde ayant leurs poles a
l'origine et leurs bases 1ectilignes paralléles entre
elles :

1° 80 les hauteurs z, { sont proportionnelles, les
surfaces £, S ont pour méridiennes deux coniques &
centres,; et vice versas

2° Si les hauteurs z, C ont une\d{j]l)'rence constante,
les surfaces £, S ont pour méridiennes deux paraboles
dont les axes sont paralléles & IU'axe des z; et vice
versa.

Quand la ligne primitive L (placée sur le plan
z=0) et la projection équatoriale de A soni deux
conchoides de Nicomdde ayant leurs poles & Uorigine et
leurs bases rectilignes paralleles entre elles, la sur-
Jace S a pour méridiecnne une conique @ centre; el
vice versa.

V.

Admettons que les projections équatoriales Ly, Ay des
lignes L, A soient deux courbes semblables (ou égales),
placées de facon que deux points homologues dans la
similitude soient aussi correspondants dans la projec-
tion. On doit avoir

(22)  x=a+ k(¢ cose—rsine), y=0b-+k(Esinz~47 cose).

a, b, k, ¢ étant des constantes; et les conditions fonda-
mentales (1) donnent les équations

(Lecose—N)(B'+wn') — ksine(t'n, —&n') +abt' by
- - v b
Al

o

(»3) )5

hsinz(82+12)—amn + bt =o,
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d’o, par application des égalités (22), on dérive
( k2(0 =) = (11— kecoss)(ar' — ")

‘ + hsins(2'y —xy') —ax'—by'.
(2f) 4 .
’ sinz(a+ ¥?) — (@ sinz — b cosz )&

— (a cosz + bhsinz)y = o.

Il suit que les lignes A, L sont sur deux cylindies
circulaires I'; G contenant I'axe des z.

SiPon trace A sur le eylindre T d’une maniére arbi-
traire, L est délinie par les équations (22) et par la
premicie ¢quation (23). Si Pon part, au contraire, de
la ligne L, la détermination de A exige Pintégration de
la premiére équation (24).

Quand L est sur le plan z = o, cette courbe est le
cercle représenté par la deuxicme équation (24) et la
ligne A est délinie par les dgalités

@ =ar—— jhsinzhi -~ )sinck?
T, = - 1 - ’
2k sinz

2= oakl-——obr
/ ,\
4 (hcosz—1)(E2--72) — 9k ~inz [(T'—E«li )(lf—}— m.
B

.

e élant une conslante arbitraire.

Supposons que la ligne primitive L ct sa projection
orthogonale A soient deax courbes semblables (ou
égales), placées de facon que deux points homologues
dans la similitude soient aussi correspondants dans la
projection.

En supposant que L, A puissent ¢tre réduites & deus
courbes homothétiques parrapport al’origine, aprés une
rotation ¢ autour de 1’axe des z ¢t une translation arbi-
traire, on a les équations (22) et cette autre :

(2% s=c+AZ,

¢ étant unce constante. En ¢liminant z entre les équa-
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tions (23), (23) et { entre les équations (24), (25), on
obtient aprés I'intégration

f

_az=yar— (ksine(bE+ Asinct?)
- 2k sine ’
1—k)2—oacy
. dr,
=92af «— >0+ (hcose—1)(E2+412) — 24 smaf<r —t '>d§-r—nz,

) i 5(15
©acoss + bsinz

V= —y(acosz o bsine)2— 4 sine|(b cose —asimmz)r —sinsz?| J,
( ssinz ,
1—A)st—ocs
. . . dy
—vax+2by+(hcos:— D (r2—+—32) —aokcine [ (y —2x T dr - n,
R dr
m, nétant des constantes arbitraires.
Les lignes A, L sont done, A une constante pres, dé-
finies enticrement; les projections équatoriales de ces
lignes sont deux cercles passant a Porigine des axes.

Remarque. — L’hypothése h =1 correspond a ’éga-
lité des lignes Ly, Ap ou de L, A.

VI.

Que les prejections équator iales Ly, Ao des lignes L,
A soient deux courbes semblables (ou égales), placées
d'une facon quelconque, on peuat passer de Ay a L,
aprés les opérations suivantes : la réduction des coor-
données dans un rapport constant (A); une rotation (¢)
de la ligne dérivée autour d’un point arbitraire de son
plan (Porigine); une translation convenable («) de la
courbe nouvelle Ly suivant une certaine direction (P'axe
des ).

Si A, B, C sont les points ou Ay, Ly, L, sont coupées
par un rayon vecteur quelconque, incliné de angle u
sur 'axe des et D est le point ou Lo est coupée par
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une droite paralléle a Paxe des & menée par B, on a

BD = «. O\ =2 =u(u),

< a
OB — oy=Aho(u +:). cotDON = cote - —",
' orsImu

Obh = \/5‘;"—_—)79_, cosu — a?
Sidone u =G (w) est une solution de I'équation

o
(20) ot - ————— = (0lw,
ho(u—ze)amu

on a
Ob = /2o | 0(w)+ |+ rak o] 0(w) <] Cos|biw)|—a’

"

Ao

/X

_o/_ﬂ_* ya—

|

|
En posant OC -= R et en remarquant que « est Fangle
polaire du point G, on a

(»7) R—= VR 0(u) == sako|0(u)+z|.cos[8(u)|-—a-

et la détermination des lignes Lo A et de la smiface X
n’offre aucune difliculté

Quand L est sur le plan - =0, (27) est son équation
polaire ct la ligne A est représentée par les équations

»
L
>

< w)cosu,

n=o(w)smu,

i

\/Qng'(ll)ﬁ;—v'_af(;)—,—c

»
<

¢ étanl une conslante arbitaire.
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Supposons que la ligne primitive L et sa projection
orthogonale A soient deux courbes semblables (ou égales)
placées d’une fagon quelconque.

Ces lignes peuvent étre réduites & deux courbes ho-
mothétiques par rapport a l'origine, aprés une rota-
tion ¢ autour de I’axe des z (c’est un cas particulier) et
une translation suivant unc direction donnée, qu'on
peut supposer paralléle au plan 3 = o, sans nuire ala
généralité.

Si, de plus, cette translation est décomposable, sui-
vant Ox, Oz, en les translations a, b, on peut appli-
quer les formules de ce paragraphe. Dans la figure pré-
cédente A, M sont deux points des courbes Ay, L.,
choisis de facon que

0A =5 OM=4Ap.

Si du point M on méne une droite paralléle a Paxe
des x, coupant L, au point N, on a

a

N
cotNOX = cotw = cot(u = ¢) 4+ ———u--
kp.sin(u+¢)

et, conséquemment,

a /

(28) u':arccol%(‘.ot(u%—e)«— m;}s'

La hauteur de L en N s’obtient par la premiére équa-
tion (3), en remplacant z et u par z — b et w; la hau-
teur de A en A est U(u). La condition exprimant que
ces hauteurs ont le rapport constant k est donc

s ¢(w)— V202 [6(w)+c]+2ak. o[B (w)+c]. cos[0(w)]--a
(29) U'(w)
( < o' w ) U(w)4b =k.Ulu,

w étant donnée par I’équation (28).
En résumé, on a p =»(u); R est donné par I'équa-
Ann. de Mathémat., 3°série,t. XVIL. (Juin 18g8.) 17
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tion (27) et la forme de la fonction U (u) doit étre dé-
terminée apres U'équation (29).

VII.

Le lieu des projections d'un point fixe P ou d’une
ligne fixe L sur une snrface de révolution X, variable ou
invariable, mobile dans I'espace suivant une loi quel-
conque est respectivement une ligne L, ou une sur-
face S, jouissant de nombreuses propriétés. Nous nous
bornerons ici a considérer le cas ou X, invariable de
forme, se déplace de fagon & conserver son axe paralléle
a unc direction donnée.

Les coordonnées &, v, { d’un point A d’une ligne A
placée sur la surface ¥ a I'instant initial sont données
par les équations (2); les coordonnées x, yy, 3, du
méme point A 4 un autre instant quelconque sont

m=Em ), pi=aemp(e),  si=Lv(e),

Ay &y v désignant des fonctions d’un paramétre v 1ndé-
pendant de w.

Si dans cette position le point A(xy, 97y, 2,) de T est
correspondant au point B(x, y, z) de la tigure primi-
tive 19, on a pour couditions d’orthogonalité de la
droite BA sur la surface 2 ;

oo+ U0U' — (5 —HU’
T b

7
v

Ve — 1) (- - ui =

Y —
tang ¢ = *——=2~.
g "

Py

Il s’ensuit que le lieu demandé est défini par les équa

tions
ol —A) N
xry= e —— -+ ’\,
Vie —2nR5 ) —u)p
N TF S B

Vir—nrt—+ 1y —u?

=1 .
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Dans le cas particulier dans lequel la surface T se dé-
place suivant 'axe, on peut faire A(v)=p(v)=o,
v(v) = v, ce qui donne

xry= pr
_———_—_———
Y
(30) Y11= *.-ﬁ_'——t___ﬁ
\/.1‘"3—!—_}/-’
(\/LTI"'A)/.Z'"?)‘O'.

5 =3+ —

U/

er'ﬁgul'e primitive est un point . — Puisqu’on peut
supposer X =a, ¥ =0, 3 =0 sans nuire 4 la généra-
lité, on en déduit
a—p

X =0, Y11= 0, szq)y(;)’
;

:
d’ou, cn éliminant 3,

. (7——-.7‘_1'
(31) 5= —~———q),(xl)

Telle est I'équation qui définit la ligne L, quand on
donne le point P et la surface X.

Soit donnée a priorila ligne L ct soit
(32) 5= Q(xy)
son équation. En comparant les égalités (31), (32), on
a I’équation
(33) Q)P () +— 1= «,
qu’on peut employer pour la détermination du point P,
lorsque Ly et ¥ sont données d’avance.

On obtient par I’équation (33)

a —.r
D (1) Z[W dry;

il s’ensuit que, lorsque le point P et la ligne L, sont

connus, la ligne méridienne de X est représentée par
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I'équation
(35) W [

Exevrrrs. -- 1° Quand la surface mobile £ est un
paraboloide [{,=®(%,) = E/\é } et la ligne L, est I'hy-
perbole équilatére
35) 1Ty aay 3

29

I'égalité (33 ) nous fournit les conditions

2a >3
o @
dont la deuxiéme fixe la position du point P.
2° Soient Ly Uhyperbole équilatére (35) et Pla, o, 0)
le point fixe.
L’équation (34) démontre que la surface £ a pour
méridienne la courbe

” \ /0
1 [T 3 /5
v o r h b 4 ¢!
0—~~--:-~——(— ca)iy— =% -a)logiat 9)
N ra? al )’o al(z Jlogtaty |

VI

La figure primitive est une ligne 1.. — La détermi-
nation de Ja suiface S,, lorsque L ¢t S sont données
d’avance, se fait & I'aide des équations (30).

A
L est la droite x=a, z=o0, le lieu S, est la surface
réglée du deuxiéme degré

<. 22 .
Si. par exemple, T est un paraboloide < = ‘——) et si

x5 — k3= ak.
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Si la surface S, est donnée a priori et si
Mz, ¥1,31)=— o0

est son équation, on cn déduit

. px pY Voi+yt—op
(36 M ——1 -+ 7 = 0.
) [\/z?+}’2 Yoty : ¥y

Quand (X, S;) ou bien (L., 8, ) sont données d’avance,
la détermination de L ou de X se fait en posant la con-
dition que I'égalité (36) soit vérifiée quel que soit p, ou
bien quelle que soit la valeur du paramétre ¢ en fonction
duquel on a exprimé x, y, z. Pour la possibilité du pro-
bléme, on doit avoir :

Dans le premier cas, deux équations entre x, y, 31
celles-ci définissent la ligne L.

Dans le deuxiéme cas, une seule équation entre p, ¢/,
U’; Pintégration d'une telle équation résout le probléme.

Exempres. — 1° La surface mobile T est un cone
[Lo=®(5)) = ak,] et la surface S, un plan
(zy=azy+ By~
I’équation (36) doune
\/-7‘2——*—7’; 1 ox B8y
- a —T:<‘;~;/x°~‘ ~y? my:ﬂ—i—y’,)P’

et l'on a les conditions
Z"'+ 2
sy V_;-f ,

(a?a? —1)x*+(a232—1)y2+2aaf xy = o.
Celles-ci définissent la ligne L. Ces équations démontrent
que : La projectionde L. sur le plan z = o est une co-
nique passant a ’origine des axes et la hauteur z est
une fonction linéaire durayon vecteur \Jx*+ )* d’une
telle projection.
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2° L est une droite paralléle au plan x =o et S, la

surface représentée par I'équation

ayi _ (Bai+ ) Vi +pg,
X x

3=

Commeonax=~,y =3, 5= cotl, I'équation (36)

donne

o ' a S o
<C°t0"' 7‘).}’“<i‘,‘, — i> Var—yi— o <U’ -+ fi) =o.

On a donc les conditions

cotl z
) — == _— = M
y 0, 5 k

d’oli, par intégration,

U:——S‘:_‘—

-0l -
-o

11 suit de la

2 == A cotl), & =—Ah,
IJ

cL la suiface de révolution mobile ¥ est un cone

A
<:0= > Eo>
'



