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[I2c]
SUR QUELQUES THÉORÈMES D'ARITHMÉTIQUE;

PAR M. G. MOREAU,
Colonel d'\rtillerie m retraite.

THÉORÈME J. — Les restes de la division par p de
p ternies successifs d'une progression arithmétique de
raison N, p et N étant premiers entre eux, sont dans
un certain ordre, en n'admettant pas de reste nul, les
p premiers nombres

( i ) i , a , # i , . . . , ( / ? — i ; , / > .

En effet, soit

\ a, « - + - N , . . . , a - f - K N , . . . ,

^ \ a - t - k ' \ . . . , a-h(p — i ) N

la progression arithmétique considérée ; les restes de la
division de ses termes par/? sont, en n'admettant pas de
reste nul, au plus égaux à p\ de plus, ils sont tous dif-
férents ; car si, par exemple, a - j - KN et n -f- K/N don-
naient le même reste, il en résulterait que p diviserait
la différence (K7 — K)X, ce qui est impossible, puis-
qu'il est premier avec I\ et forcément plus grand que
K'—K; ces restes sont donc, dans un certain ordre, les
termes de la suite ( i) .

COROLLAIRE. — II j a dans la suite (2) autant de
nombres premiers avec p que dans la suite (1) et il s'y
trouve un terme, et un seul, divisible par p.

Définition,— On appelle indicateur d'un nombre JV,
et l'on désigne par la notation ç ( N ) le nombre qui
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exprime roniltien la suite

i, •>, 3. . . . , ( N - i ) , \

contient de termes premiers avec N.

D'après cette définition, on a

t p ( i ) = i , o ( - i ) = i , c p ( N ) = N — i

lorsque j \ est un nombre premier.

THÉORÈME II. — Si Ion multiplie un nombre quel-
conque N par un nombre premier /?, on a

o(/)N) = p o(N) ou (/? ~ i) cp(\),

suivant que p divise ou ne divise pas N.

Pour le démontrer formons le Tableau des pN pre-
miers nombres en les écrivant par rangées successives
de N nombres

, , », :•», . . . , a, . . . , N - i ,

i _i_ 'S , > -;- N , 3 -h N , a -*- N , i \ — \}

lvN, . . . , fl+k\, . . . , ( K — i ) N - i , ( K - r - 1

- I ) N , . . . , « 4 - ( / > - I ) N , . . . , y > \ i , p \

et cherchons combien il y en a qui sont premiers avec
le produit /?N.

Prenons le terme quelconque a-\~ KN. Pour que ce
terme soit premier avec pN, il faut qu'il le soit avec
N et cela ne peut arriver que si a lui-même est premier
a\ee N ; les nombres cherchés ne peuvent donc se ren-
contrer que dans les <f(iN) colonnes commençant par
ceux dos nombres de la première rangée qui sont pre-
miers avec N. Voyons maintenant combien chacune de
ces colonnes en contient, par exemple celle commen-
çant par a.



C4S : Le nombre premier p divise N. —
Les p termes de Ja colonne considérée étant premiers
a\ec N le sont aussi avec le produit />N qui ne contient
pas de facteurs premiers étrangers à A. Ainsi, dans ce
cas, on a

DEUXIÈYIE ( vs : Le nombre premier p ne divise
. — Les p termes de la colonne considérée for-

ment une progression arithmétique de raison ]\ ; or,
d'après le corollaire du ihéoième 1, p étant premier
avec N̂ , il y a dans cel te pi ogression autant de ternies pre-
miers avec/; que dans la suite des p premiers nombres,
c'est-à-dire p — i , et ces p — 1 nombres étant à la fois
premiers avec N̂ et avec/? le sont avec le produit/?JN.
Ainsi, dans ce cas, on a

COHOLLURK 1. — Jl résulte de ce qui précède que, si
p, q, r, . . . sont les facteurs premiers entrant dans la
composition de^N', on a

— 4

ce que Ton écrit aussi

COROLLAIRE JL — M et Ŝ étant deux nombres quel-
conques premiers entre eux, on a

Si, au contraire, M ne contient pas de facteurs pre-
miers étrangers à N, on a



Remarque. — 'f(^) e s t toujours un nombre pair,
excepté pour IN = 1 ou 2.

THLOREME III. — Si l'on multiplie les <p(N) nom-

bres qui ne surpassent pas N et sont premiers avec lui,

par Vun quelconque d'entre eux, on obtient une suite

de termes dont les restes de la division par ÜS sont

dans un certain ordre les <p(N) nombres desquels on

est parti.

Soient, en effet,

(O 1, a , fc, r. . . . , N — 1 ,

les cp(N) nombres qui ne surpassent pas J\ et sont pre-
miers avec lui ; en les multipliant, par exemple, par a,
nous aurons une suite de termes

(G) a, a*, ab. ar, . . . 7 a(N — 1)

qui seront tous premiers avec N : donc les restes de la
division par ce nombre seront également premiers avec
lui el ieiont, eu conséquence, partie de la suite (5 ) ;
de plus, ees restes sont tous différents, car si deux
termes quelconques ab et ac donnaient le même reste, il
en résulterait que \ diviserait leur différence (c — 6) a,
ce qui est impossible, puisqu'il est premier avec a et
lorcément plus grand que c — &; ce sont donc, dans
un certain ordre, les nombres mêmes de la suite (5).

COROLLAIRE. — Ce théorème montre que, si Ton dé-

signe par A un nombre quelconque de la suite (3), il
existe dans la suite (6) un terme, et un seul, qui, divisé
par JN, donne A pour reste. On peut donc dire qu'a
chaque nombre a de la suite (5) en correspond un
autre b tel que ab — A soit divisible par JN, à moins



( 297 )
que a ne se corresponde à lui-même el que N ne divise
a 2 — A .

Ainsi, les nombres de la suite (5) sont de deux es-
pèces par rapport à A :

i° Ceux a, b, c, (i, . . . qui sont tels que les diHé-
ren ces ab — A, cd — A, . . . soient divisibles par JN ; ils
sont dits associés deux à deux par rapport à A pour le
module JN ;

2° Ceux a, [i, . . . qui sont tels que les différences

a2 — A, [J2 — A, . . . soient divisibles par Ŝ • ils sont

dits égaux à leurs associés par rapport à A pour le
module \ et nous en désignerons le nombre par la no-
tation ULA(UN ).

Remarque. — 11 est à remarquer que les nombres de
cette dernière catégorie sont deux à deux complémen-
taires à .N, car il est évident que, si a- — A est divisible
par \ , il en est de même de (JN — a)2 — A.

Il y a lieu d'examiner en particulier le cas de A = i
et de déterminer combien il y a alors de nombres égaux
a leurs associés par rapport à i, ou simplement égaux à
leurs associés, pour le module IN.

THLORJ/WE 1\ . — Le nombre IJL, (IN) des nombres
égaux à leurs associés pour le module ]N peut être re-
présenté par une puissance de 'i dont l'exposant est
égal au nombre des facteurs prcmiei s impairs entrant
dans la composition de N augmenté de o, de i ou de a,
suivant que le facteur '?, y entre lui-même au plus une
foisy deux f ois ou plus de deux fois.

La démonstration de ce théorème repose sur les con-
sidérations qui vont être exposées.



ii cvs : Lorsque ]N estime puissance de a, on a

JJLI e \ ) = i , •>. ou 4 '

suivant que Vexposant de cette puissance est i , 2 ou
est supérieur à 2.

Les deux premiers résultats sont évidents. Quant au
troisième, pour que a1- — 1 = (a —• i)(a -f- 1) soit divi-
sible par N, il faut que l'un des deux nombres a — 1 ou

Na + 1 soit divisible par — •> car, N étant une puissance

de 2, ces nombres sont des nombres pairs consécutifs

dont l'un ne contient, par conséquent, qu'une fois le

facteur 2; or il n'y a que quatre valeurs de a pour les-

quelles cette condition soit remplie, savoir : 1, 1,

-—h 1 j JN — 1, ce qui démontre le troisième résultat.

DEUXIÈME CAS : Lorsque N est un nombre premier
un pair > on a

Hi(N) = '*.

En effet, le nombre premier JN doit diviser a — 1 ou
a 4- 1 et cela ne peut arriver, a étant inférieur à N, que
pour a = r et a = N — 1.

TROISIÈME CAS : Si Von multiplie un nombre quel-
conque ]\ par un nombre premier impair ƒ?, on a

suivant que p divise ou ne divise pas ] \ .

Ecrivons de la même manière que précédemment le
Tableau des p"N premiers nombres et cherchons eom-



bien il y en a dont le carré, diminué d'une unité, soit
divisible par plS.

i, ^, o, . . . , oc, . . . , N — i , N

i - - \ . »-h V 3 - r - A , . . . , a - f - N , . . . , - i N — i , 2N

i - K \ , '-+-KN. i + KN, . . . , a + K \ ( Iv+i) N—T. ( K 4- ï) N

Prenons le terme quelconque a-f-RN, son carré,
diminué de i, est a-—i 4- aaKN -f- K2N2, et il est
clair que cette]quantité n'est divisible par N que si
a 2—i lui-même l'est; on ne peut donc rencontrer les
nombres cherchés que dans les colonnes commençant
parles p., (N) nombres jouissant de la même propriété
par rapport à N. Voyons maintenant combien chacune
de ces colonnes en contient, par exemple celle com-
mençant par a.

Le nombre premier impair p divise J\. — Pour que
a 2 —i -f- 2aRN-j~ K2JN2 soit divisible par/?N, il faut

et il suffit que —^ \- '2aK -H K2N ou, puisque p est

facteur de J\, que —^ h 2aK soit divisible par p; fai-
sons la même opération sur tous las nombres de cette
colonne, nous obtiendrons p termes successifs d'une
progression arithmétique de raison 2a*, or p est pre-
mier avec 2a puisqu'il est impair et que, divisant N, il
ne peut diviser a qui est premier avec N : donc (théo-
rème I, corollaire) cette progression contient un terme
et un seul divisible par p. Ainsi, dans chaque colonne
commençant par un nombre tel que a, il y a uu nombre
et un seul dont le carré, diminué de i, est divisible par
/>N, d'où il suit u,(/?N)— jjLf(JN).
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Le nombre premier impair p ne divise pas j \ . —

Pour que (a -f-KN)2 — i soit divisible par />N, connue

il est déjà divisible par N et que p est premier avec N,

il faut et il suffit qu'il soit divisible par p\ mais, au

point de vue de la divisibilité par/?, il revient au même,

au lieu de considérer les nombres eux-mêmes tels que

a -f- KiN, de considérer les restes de leur division par p.

Or ces nombres forment une progression arithmé-

tique de raison N et, d'après le théorème J, les restes

de leur division par p sont, dans un certain ordre, les

p premiers nombres; il y en a donc parmi eux deux

(2e cas) qui sont tels que leur carré, diminué de 1,

soit divisible par p et, par conséquent, par/?]N. 11 suit

Conclusion. — L'exactitude du théorème énoncé

résulte de la combinaison des divers cas examinés.

COROLLAIRE 1. — Les nombres pour lesquels [JL4 est

égal à 2 sont ph, apk et, 4, p étant un nombre premier

impair et k un nombre quelconque. Pour tous les autres

nombres JJLfl est divisible au moins par 4.

COROLLAIRE IL — Si M et N sont deux nombres

premiers entre eux, on a |JL, ( IMN) — «j., (M) [^(N).

Au contraire, si M est un nombre impair qui ne

contient pas de facteurs premiers étrangers à N, on a

Définition. — On dit que deux nombres À et B sont

congrus pour le module N, lorsque leur différence

A.— B est divisible par N. Cette propriété des nombres

A et B s'écrit sous la forme

A -- B OnodN),
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qui s'énonce A congru à B module N et qui prend le
nom de congruence.

D'après cette définition, il est évident que Ton peut
appliquer aux congruences de même module les opéra-
tions suivantes de l'Algèbre : addition, soustraction,
multiplication, élévation aux puissances.

THÉORÈME Y. — Le produit P des <p(N) nombres qui
ne surpassent pas N et sont premiers avec lui est
congru pour le module N à la puissance d'exposant
i'f (N) d'un quelconque A de ces <p(N) nombres, cette
puissance étant prise positivement ou négativement
suivant que JJLA(JN) est divisible par 4 ou seulement
par 2.

Le produit P et le nombre A satisfont donc à la
congruence

P = ( — I ^ ^ ^ ' A 8 * ' (rnodN).

Pour effectuer le produit P, prenons les nombres
dont il se compose en réunissant d'abord deux à deux
les nombres associés par rapport à A pour le module N,
puis en groupant avec leurs complémentaires à N les
nombres égaux à leurs associés, nous aurons ainsi la
suite de congruences de même module

Jo(N) congruences

ab~

cd^

A(modN)

A(modN)

- < * ) = - À(modN )

A(modNj 1JA 4 (N) congruences

et, en les multipliant membre à membre, nous aurons,
comme cela a élé annoncé,

(mod\).



COROLLAIRE ] . — En faisant A = i dans la formule (7),
il vient

(8) P ~= (—-fV^1^' (rnodlN),

ce qui montre (jue N divise toujoui s P -}- 1 ou P — 1
(théorème de Wil son généralisé).

Pour que ce soit P -f- 1 qui soit divisible par N, il
faut, puisque u, est une puissance de 2 (théorème IV),
que Pou ait tx1 = 1 et, en se reportant au corollaire I du
même théorème, on voit que les nombres qui remplissent
cette condition sont une puissance quelconque d'un
nombre premier impair, le double d'une telle puis-
sance et le nom/?/ e 4- Dans tous les autres cas, c'est
P — 1 qui est divisible par N. Le nombre f\ fait excep-
tion et appartient aux deux catégories.

En particulier, si X est un nombre premier, P est
égal à (X — i)! et N divise (X — i)l -f- 1 (théorème de
Wilson).

CoROLiAïui: IL — Par comparaison, on déduit des
formules (7) et (8)

( _ I } Ï ^ V ^ > <-i)':X'UN) (modN)

ou, en élevant au carré,

(9 ) A ? ( - 1 ( niocLN j ,

ce qui peut s'énoncer ainsi : Si N est premier avec A,
il divise A* Nl— 1 (théorème de Fermât, généralisé par
Euler).

En particulier, si X est un nombre premier qui ne
divise pas A, il divise A^"1— 1 ou, si Ton veut, tout
nombre premier ZS divise AN—x\, quel que soit A
(théorème de Fermât).

Remarque. — Conformément au théorème d'Euler,
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l'indicateur est tel que A? N) — i est divisible par N si A
et N sont premiers entre eux; mais il existe généra-
lement, pour chaque valeur de JN, des nombres plus
petits que 'f(N) et qui jouissent de la même propriété.

D'après le corollaire I du théorème II, l'indicateur
est égal au produit des nombres

N
( p — i ) , ( q — i ) , ( / * — i ) , . . . .

pqr .

Or il suffit, pour que Am— i soit divisible par N, que
m soit un multiple commun de ces nombres, par
exemple leur plus petit commun multiple; car alors, en
mettant en évidence les puissances

des nombres premiers qui composent N, m est divisible
par les quantités

Pk-l(p — i ) , qh~[{q — O , rf~l(r — i ) . . . .

(jui en sont respectivement les indicateurs et, par suite,
Am—i est divisible par chacune de ces puissances et,
par conséquent, par leur produit, qui estJN.

On peut même ajouter que; si JN, sans être égal à 4>
est divisible par 4> il suffit de prendre le plus petit
commun multiple des nombres

N
{p — i), (q — 0, (/• — !), .-•-ipqr

parce que, dans ce cas, A est impair, m toujours pair et
qu'une puissance paire d'un nombre impair, diminuée
de i, contient le facteur i deux fois de plus au moins
qu'il n'est contenu dans l'exposant de cette puissance.

En résumé, le plus petit commun multiple des
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nombres

( N d i \ i s i l > ] e p a r 4 ç a n s ê t r e é g a l à 4 ) ?

(N non dm«ible par 4 ou égal à 4),

peut remplacer l'indicateur 'f(N) dans l'application du
théorème d'Euler. On donne à ce nombre le nom din-
dicateur réduit} et on le désigne par la notation »i(N).

Il y a une certaine catégorie de nombres pour les-
quels A(N) est égal à ç(K) : ce sont ceux qui n'ont
qu'un couple de nombres égaux à leurs associés pour le
module JN et qui ont déjà été cités aux corollaires I des
théorèmes 1\ et Y, c'est-à-dire />*, i> pk et 4» P étant un
nombre premier impair et k un nombre quelconque; il
est en ell'et évident que le plus petit multiple commun
des nombres pk~K et p— i ne peut être que leur pro-
duit.

Autre remarque. — Ces mômes nombres possèdent
encore une autre propriété importante, qui consiste en
ce que ce sont les seuls pour lesquels il existe des
racines primitives.

Si l'on prend les restes de la division par N ou les
résidus des puissances successives d'un nombre a plus
petit que i\ et premier avec lui, on obtient une suite de
nombres premiers avec N ; cette suite est périodique et
l'amplitude de la période est au plus égale à A(N), car,
puisque à^^ donne i pour îésidu, il est clair que les
deux puissances d'exposants h et f i (^ ) ~t~ % fourniront le
même résidu. Cela posé, on dit que le nombre a est
racine primitive relativement au module IN lorsque les
résidus de ses 'f (N) premières puissances sont tous dif-
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férents et reproduisent, dans un certain ordre, le der-
nier étant i conformément au théorème tTEuler, les
'f (1N) nombres inférieurs à N et premiers avec N ; or,
d'après ce qu'on vient de voir, cela est impossible si
<L(N) est plus petit que ç (N) et, par conséquent, il n'y
a que les nombres pour lesquels l'indicateur et Vindi-
cateur réduit sont égaux qui puissent avoir des racines
primitives.

Tableau faisant connaître, au moins Jusqu'à 1000, les
nombres correspondant aux diverses valeurs de Vindi-
cateur réduit de i à 100.

1.
2 .
4 .
6.

8.
10.
12.

1 .2 .
3 .4 .6
J . 1O.

7 - 9 - 1

5oi
32.96
1 l . 2 * >

1 5.26

. 8 . 1 2 .

15 .16 .

24.
20.3o.4o.4

{ . 1 8 . 2 1 . 2 8 . 3 6 . 4 2

. 160. l\

• 3'5. {{

.'55. "5c

i8o.
; .66.88.132
1. Î5 .52 .65 .

8.60.80.
. 5 6 . 6 3 . ;

.26{.
-o."8.(H

.120.240.
•2.8 {. 126

>. 01 . 10 1.

.I68.2J2.

io5.11> .

117.i3o.1{o.14 i•156.180.182.195.208.210.23î.

260. 273.280. '512.31 5. '536.36o. 36 \. 390.420.455.

{68.520.546.560.585.621.630.720.728.780.819.

8 jo.910.936 ()5à?o.

1(5. 17.3 \. 51.64 • 68.85.102.136.170.192.204 .2 5 5.272.

320.3io. 'îoS.Sio. 54 \ 680.816.960.1020.1088.

I36O.I632.2040.2720.3264.4080.544o.8160. i632o.

18. 19.27.38.5j.57.76.108.114.133.102.171.189.216.

228.266.3{a.3;8.399.(56.513.532.684.756.798.

1026.1064.IX97-1368.i5i2.1096.2052.2394.3192.

3591.4104.4788.7182.9076.14364.28728.

20. 2:5.50.55.75.100.110. i5o. i65.176.200.220.275.

3oo.33o.4oo.44o.528.55o.6oo.66o.825.88o.i100.

1200.13 20.165o. 2200.2640.33oo. 44°°-66oo. 13200.

22. 23.46.69.92.138.184.276.552.

24. 22{.288.416.672-1120.1248.1440.2016.2080.2912.

r'jio.'io.
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28. 29.58.87.116.145.174. <>.32.290.348.435.464.580.

G96.870.1160.1392.17jo.232O.3480.6960.

30. 31.62.77.93.99.124. 1 ">4.186.198.217.231.248.279.

308.341.372.396. {3',.4<v>.. 558.616.651.682.693.

744.792.868.924 171864.

32. 128.384.640.1970.2176.6528.10880.32640.

36. 37.74.95.111.i35.148.185.190.222.247.259.270.

285.296.304.333.351.370.380.432.444.481.494.
518.54o 555.570.592.665.666.702.703.740.741.
760.777.8 5 5.888.91 •>.. 94 3.962.988.999

i38i8i68o.

40. ii. 82.123.161.20'). 246.3o8. 3 )>. 410.451.492.61 5.

6 i6.800.820.90> .984 1082 joo

4-2. 43.49.86.98.129.1 17.172. 196.258. '>9',. 301.344.387.

397.4\1.516.588.602.77 i.882.903 151704.

Aï. 11 >.23o.34 J.368. '|6o.690.920.1 10I. i38o. 1840.2760.

")5>.o.

4A). 47.94.1 ii. 188.282.376. ")6i. 1128.

48. 119. i53.2>. 1 .•>38.3o6.357. \ i2>44^-47o.576.59).6i2.

663.71 i. 765. 832.88\.9'v>. 4 i 5536o.

o2. >3.106.1 M) . 212.265.318.424 . r)3o. 636.795.8^8.1060.

1272.1 jgo.'2i'20.2 ) i4 .3i 80. i'i4°^)36o. 12720.

f>4. 8i.i6'4.3'>i.567.()/|8.ii3i 1539.2268.3078.^536.

(>i ")6. 1 0 7 7 3 . r > 3 i > . •>. 1 "> | ( ) . 4 3 o ( ) 2 . 8 6 1 8 4 »

r»(). 9 2 8 . 2 7 8 4 . | 6 i o . i 3 9 « o .

5 8 . 5 9 . 1 1 8 . 1 7 7 . 2 3 6 . 3 5 4 . 4 7 2 . 7 0 8 . 1 I 1 6 .

1)0. 6 1 . 1 2 2 . 1 i 3 . i5">. 1 7 5 . i 8 3 . 2 > " ) . > Î4 . 2 8 6 . 3 0 " y . 3 i o . 3 2 5 .

T)o.366.385.405.4->7. lag.45o. 165.488.495.496.
5 2 5 . 5 4 9 . 5 7 2 . 6 1 0 . 6 2 0 . 6 3 o . 6 7 1 . 7 0 0 . 7 1 j . 7 3 2 . 7 7 0 .

775.793.806.854 .858-.900.915.930.97.). 976.990.

6814407600.

64. 2)6.768.f280.384o.435i.i3o56.21760.65>8o.

06. 67.i34.161.201.207.268.322.402.414.469. 183. 536.

6o3.644.804.828.938.966 77666i.

70. 71.142.213.284.426.568.781.8)2.1362.170\.2343.
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