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[12¢c]

SUR QUELQUES THEOREMES D’ARITHMETIQUE;
Par M. C. MOREAU,

Colonel d’Artillerie en retraite.

Tutorime I. — Les restes de la division par p de
p termes successifs d’une progression arithmétique de
raison N, p et N étant premiers entre eux, sont dans
un certain ordre, en n’admettant pas de reste nul, les
p premiers nombres

(1) i, 2, 3, .., (p—1), p.
En cffet, soit

{«, a+N, ..., a-+KN, ..

[a+WDN\, .... a+(p—1)N

b

(2)

la progression arithmétique considérée ; les restes de la
division de ses termes parp sont, en n’admettant pas de
veste nul, au plus égaux a py de plus, ils sont tous dif-
férents; car si, par exemple, @ 4+ KN et @ 4+ K'N don-
naient le méme reste, il en résulterait que p diviserait
la différence (K'—K)N, ce qui est impossible, puis-
qu'il est premier avec N et forcément plus grand que
K'— K ; ces restes sont done, dans un certain ordre, les
termes de la suite (1).

Cororrarre. — Il y a dans la suite (2) autant de
nombres premiers avec p que dans la suite (1) et il s’y
trouve un terme, et un seul, divisible par p.

Définition.— On appelle indicatewr d’un nombre N,
et I'on désigne par la notation o(N) le nombre qui
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exnrime combien la suite

i
1, 2, 3. o (N=—1), N
contient de termes premiers avee N.
I’aprés cette définition, on a
e(1)=1, ¢(2)=r, o(N)=N—1
lorsque N est un nombre premicr.
‘Tutorime . — Si l'on multiplie un nombre quel-

conque N par un nombre premier p, on a
(p—1)e(N),

. . . .. -
suvant (/ltf.' 4 (Il.vzse ou ne ('IIVI,SC ’){ZS N.

ou

o(pN)=pe(N)

Pour le démontrer formons le Tableau des pN pre-
micrs nombres en les éerivant par rangées successives

de N nombres

), 3, a, . N- o,

» == N, 3N, @ -- N\, soo2N —,

. G e s e s
» - WY, 3+ KN, o a4+ R\, (Kh—0)N -1,
..... . G e e,

N, 24+(p--1)Y, 3H(p 0N, o aH(p-0)N, oy pN

et cherchions combien il y en a qui sont premiers avec
le produit pIN.

Prenons le terme quelconque @ -+ KN. Pour que ce
terme soit premier avec p N, il faut qu’il le soit avec
N ct cela ne peut arriver que si @ lui-méme est premier
avee Nj les nombres cherchés ne peuvent done se ren-
contrer que dans les 9(N) colonnes commencant par
ceux des nombres de la premicre rangée qui sont pre-
miers avec N. Voyons maintenant combien chacune de
ces colonnes en contient, par exemple celle commen-

(,‘ant par a.
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Previer cas @ Le nombre premier p divise N. —
Les p termes de la colonne considérée étant premiers
avec N le sont aussi avec le produit pN qui ne contient
pas de facteurs premiers étrangers a N. Aiusi, dans ce
cas, on a
3(pN) =po(N).

Devxikvr «is @ Le nombre premier p ne dicise
pas N. — Les p termes de la colonne considérée for-
ment une progression aritlunéti(luc de raison N; or,
Q’apreés le corollaive du théoréme 1, p étant premier
avee N, il y adans cette progressionautant de termes pre-
miers avee p que dans la suite des p premiers nombres,
¢'est-a-dire p —1, ¢l ces p— 1 nombres élant a la fois
premiers avec N ct avece p le sont avee le produit pN.
Ainsi, dans ce cas, on a

“(pN)y—(p—1)5(N\).
Cororrare 1. — H résulte de ce qui précéde que, si

/> Gy 7y + . sont les facteurs premiers entrant dans la
composition de N, on a

i3 \ 3\ -
(3) TJ(V)»—IT(;I"”(/1——[)((]———])([—!)....

ce (que I'on écrit aussi

' ' "
(i ?(\):\('—‘)<'—— (1—“.)--“
\ r q /

Cororuamre II. — M et N étant deux nombres quel-

conques premiers entre eux, on a
s(MN) =c(M)e(N).

Si, au contraire, M ne contient pas de facteurs pre-

miers étrangers a N, on a

2(MY) = Mg(\),
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Remarque. — ©(N) est toujours un nombre pair,
excepté pour N =1 ou 2.

Tutoneme HI. — 8¢ Lon muluplie les o(N) nom-
bres qui ne surpassent pas N et sont premiers avec lui,
par Uun quelconque d’entre eux, on obtient une suite
de termes dont les restes de la division par N\ sont
dans un certain ordre les o (N) nombies desquels on
est parti.

Soient, en cffet,
(5) , « O, c. ..., N—i,

les o (N) nombres qui ne surpassent pas N et sont pre-
miers avec lui; en les multipliant. par exemple, par «,

nous aurons une suite de termes

(6) a, a, ab. ac, ..., a(N—1)

?

¢ni scront tous premiers avee N: doncles restes de la
division par cc nombre seront également premiers avec
lui et feront, en conséquence, partie de la suite (5);
de plus, ces restes sont tous différents, car si deunx
termes quelconques ab et ac donnaient le meéme reste, il
en vésulterait que \ diviserait feur différence (¢ — b)a,
ce qui est impossible, puisqu’il est premier avec a et
lorcément plus graud que ¢ — b; ce sont donc, dans
un certain ordre, les nombres mémes de la suite (5).

Cororraire. — Ce théoréme montre que, si 'on dé-
signe par A un nombre quelconque de la suite (5), il
existe dans la suite (6) un terme, et un seul, qui, divisé
par N, donne A pour reste. On peut donc dire qu’a
chaque nombre @ de la suite (3) en correspond un
autre b tel que ab — \ soit divisible par N, a4 moins
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que a ne se corresponde & lui-méme et que N ne divise
a*—A.

Ainsi, les nombres de la suite (3) sont de deux es-
péces par rapport a A :

1° Ceux a, b, ¢, d, ... qui sont tels que les diflé-
rences ab — A, cd — A, ... soient divisibles par N;ils
sont dits associés deux  dewx par rapport & A pourle
module N\ ;

2° Ceux a, B, ... qui sont tels que les différences
a?— A, %2 — A, ... soient divisibles par Ny ils sont
dits égaux & lewrs associés par rapport @ A pour le
module \ et nous en désignerons le nombre par la no-

tation w, (N).

Remarque. — 11 est a remarquer que les nombres de
cette derniére catégorie sont deux a deun complémen-
taires & N\, car il est évident que, si 22 — A est divisible
par N, il en est de méme de (N —2)? — A,

Il y a lien d’examiner en particulier le casde A =1
et de déterminer combicn il y a alors de nombres égaux
a leurs associés par rapport a 1, ou simplement égaux a
leurs associés, pour le module N.

Tavorive 1IN, — Le nombre p(N) des nombres
égaux a leurs associés pour le module N peut étre re-
présenté par une puissance de 2 dont U'exposant est
égal au nombre des facteurs premier s impairs entrant
dans la composition de N augmenté de o, de 10u de 2,
sutvant que le facteur » y entre lui-méme au plus une

Sfois, deux fois ou plus de deux fois.

La démonstration de ce théoréme repose sur les con-
sidérations qui vont étre exposées.
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Pueviien cis @ Lorsque N est une puissance de 2, on a
pi(N) =1, ou §,

sutvant que l’exposant de celte puissance est 1, 2 ou
est supérieur & 2.

Les deux premiers résultats sont évidents. Quant au
troisiéme, pour que 2* — 1 == (o —1)(% -+ 1) soit divi-
sible par N, il faut que I'un des deux nombres o — 1 ou

o+ 1 soit divisible par —, car, N étant une puissance
2

de 2, ces nombres sont des nombres pairs consécutifs

dont T'un ne conticent, par conséquent, qu’une fois le

facteur 2; or il n’y a que quatre valeurs de o pour les-

N

quelles cette condition soit remplie, savoir : 1, ;— 1,
-1, N — 1, cequi démontre le woisiéme résultat.

Deuxtime cas @ Lorsque N est un nombre premier
impair, on «a

pi(N) = .

En effet, e nombre premier N doit diviser o — 1 ou
« -1 et cela ne peut arriver, o étant inféricur a N, que
pour o =1 etz=N —1.

Trotsteve cas @ O7 on multiplie un nombre quel-
conque N par un nombre premier impair p, on a

m(pN) = () ou (N,
sutvant que p divise ou ne divise pas N.

Ecrivons de la méme maniére que précédemment le
Tableau des pN premiers nombres et cherchons com-
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bien il y en a dont le carré, diminué d’une unité, soit
divisible par pN.

1 7 3, ceey &, N—1, N
1\, R 3N, ey x=N, oy N —1, 2N
Ceeeer e v e . Ceer e cied e
- KN, » + KN, b+ KN, ceen 24+ KN, coon (K1) N =1, (K41)N
....... , O R

t-=(p—1)N, 2-4-(p—1)N, 34+ (p—0O)N, ..., 2=(p—1)N, ..., pN—1, pN

Prenons le terme quelconque 2 -~ KN, son carré,
diminué de 1, est a2 — 1 4+ 22 KN 4+ K2N2, et il est
clair que cette]quantité n’est divisible par N que si
22— 1 lui-méme P'est; on ne peut donc rencontrer les
nombres cherchés que dans les colonnes commencant
parles uy (N) nombres jouissant de la méme propriété
par rapport a N. Yoyons maintenant combien chacune
de ces colonnes en contient, par exemple celle com-

mencant par o.

Le nombre premier impair p divise N. — Pour que
22— 1 4 20 KN+ K2 N2 soit divisible par pN, il faut
et il suffit que i-—,_\;—' + 22K 4+ K2N ou, puisque p est

2 « e . .
facteur de N, que z N "+ 24K soit divisible par p; fai-

sons la mé¢me opération sur tous les nombres de cette
colonne, nous obtiendrons p termes successifs d’une
progression arithmétique de raison 225 or p est pre-
mier avec 24 puisqu’il est impair et que, divisant N, il
ne peut diviser a qui est premier avec N: donc (théo-
réme I, corollaire) cette progression contient un terme
et un seul divisible par p. Ainsi, dans chaque colonne
commengcant par un nombre tel que «, il y a un nombre
et un seul dont le carré, diminué de 1, est divisible par

pN, d’ou il suit w, (pN) = 1, ().
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Le nombre premier impair p ne divise pas N. —
Pour que (2 + KN)?—1 soit divisible par pN, comme
il est déja divisible par N et que p est premier avee N,
il faut et il suflit qu’il soit divisible par p; mais, au
point de vue de la divisibilité par p, il revient au méme,
au lieu de considérer les nombres enx-mémes tels que
« + KN, de considérer les restes de leur division par p.
Or ces nombres forment une progression arithmé-
tique de raison N et, d’apres le théoréme 1, les vestes
de leur division par p sont, dans un certain ordre, les
p premiers nombres: il y en a done parmi cux deux
(2° cas) qui sont tels que leur carré, diminué de 1,
soit divisible par p et, par conséquent, par pN. H suit

delauy (pN) = 2u (N).

Conclusion. — L’exactitude du théoréme énoncé
résulte de la combinaison des divers cas examinés.

Cororramne 1. — Les nombres pour lesquels u, est
égal a4 2 sont pk, 2pk et 4, p étant un nombre premier
impair et A un nombre quelconque. Pour tous les autres
nombres 1, cst divisible au moins par 4.

CororLrare 1. — Si M et N sont deux nombres
premiers entre eux, on a wy (MN) = w; (M) u,(N).

Au contraire, si M est un nombre impair qui ne
contient pas de facteurs prl:miers étrangel‘s a N, on a

iy (MN) = (M),

Définition. — On dit que deux nombres A et B sont
congrus pour le module N, lorsque leur différence
A — B est divisible par N. Cette propriété des nombres
A et B s’écrit sous la forme

A =B (mmodN),



( 3or)
qui s’énonce A congru @ B module N et qui prend le
nom de congruence.

D’apreés cette définition, il est évident que I'on peut
appliquer aux congruences de méme module les opéra-
tions suivantes de I’Algébre : addition, soustraction,
multiplication, élévation aux puissances.

Tutoriwe V. — Le produit P des o (N) nombres qui
ne surpassent pas N et sont premiers avec lui est
congru pour le module N & la puissance d’exposant

12(N) d’un quelconque A de ces o(N) nombres, cette

2

puissance élant prise posilivement ou négativement
suivant que , (N) est divisible par 4 ou seulement
par 2.

Le produit P et le nombre A satisfont donc & la
congruence

foN)

PE(——])%!""(MA v (modN).

Pour effectuer le produit P, prenons les nombres
dont il se compose en réunissant d’abord deux a deux
les nombres associés par rapport a A pour le module N,
puis en groupant avec leurs complémentaires & N les
nombres égaux a leurs associés, nous aurons ainsi la
suite de congruences de méme module

ab= A(modN)

cd= A(modN)
a(N—a)=—A(modN)
B(N—B)=—A(modN) ( 1 (N)congruences

...... R

1
22(N) congruences

et, en les multipliant membre 4 membre, nous aurons,

comme cela a é1é annoncé,

AU L FBN

(7) P=(—1) Al {mod \).



( 302)
Corovrratre l. — En faisant A =1 dans la formule (7),
il vient

W N

(8) P = (=)'

(modN ),

ce qui montre que N divise toujouwrs P—+1 ou P —1
(théoréme de Wilson généralisé).

Pour que ce soit P41 qui soit divisible par N, il
faut, puisque w, est une puissance de 2 (théoréme IV),
que Pon ait gy = 2 ct, en sc¢ reportant au covollaire I du
méme théoréme, on voit que les nombres (ui remplissent
cette condition sont une puissance quelconque d’un
nombre premier impair, le double d’une telle puis-
sance et le nombre 4. Dans tous les autres cas, ¢’est
P — 1t qui est divisible par N. Le nombre o fait excep-
tion et appartient aux deux catégories.

En particulicer, si N est un nombre premicr, P est
égal & (N—1)! et N divise (N — 1)! 41 (théoréme de

Wilson).

Cororramre II. — Par comparaison, on déduit des

formules (7) et (8)

1 . 1
LA M o) N

(—1)* A (—1)? (modN)

ou, en élevant au carré.

(9) AP -y (mod N ),

ce qui peut s’énoncer ainsi @ Si N est premier avec A,
il divise A¥ N — 1 (théoréme de Fermat, généralisé par
Luler).

En particulicr, si N est un nombre premier qui ne
divise pas \, il divise AN~'—1 ou, si 'on veut, tout
nombre premier N divise AN— A, quel que soit A
(théoréme de Fermat),

Remarque. — Conlormément au théoréme d'Euler,
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Pindicateur est tel que A?™ — ¢ est divisible par N si A
ct N sont premiers entre eux; mais il existe généra-
lement, pour chaque valeur de N, des nombres plus
petits que o (N) et qui jouissent de la méme propriété.
D’aprés le corollaire I du théoréme 1I, I'indicateur
est égal au produit des nombres

N
]-)—(]’_'-._., (P——l), (q ——l), (l‘—‘l), ceee
Or il suffit, pour que A”—1 soit divisible par N, que
m soit un multiple commun de ces nombres, par
exemple leur plus petit commun multiple; car alors, en
mettant en évidence les puissances

phogh, et

des nombres premiers qui composent N, m est divisible

par les quantités
PP —1), gt (g — ), ri e —a)0 L

(ui en sont respectivement les indicateurs et, par suite,
Am—1 est divisible par chacune de ces puissances et,
par conséquent, par leur produit, qui cst N.

On peut méme ajouter que si N, sans étre égal a 4,
est divisible par 4, il suflit de prendre le plus petit
commun multiple des nombres

N
zpql'.T, (p—1)(qg—1), (r—ru), ...

parce que, dans ce cas, A est impair, m toujours pair ct
(u’une puissance paire d’'un nombre impair, diminuée
de 1, contient le facteur 2 deux fois de plus au moins
qu’il n’est contenu dans 'exposant de cette puissance.

En résumé, lc plus petit commun multiple des
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nombres

N
;;T([r_'%’ (p -1),(gq—1),(r—uy, ...
(N divisible par 4 <ans étre égal a 4),
ou

y (p—1), — ), (r—1). ...
pgr P e =Y )

(N non divisible par 4 ou égal a j),

peut remplacer 'indicateur o (N) dans Papplication du
théoréme d’Fauler. On donne a ce nombre le nom d’in-
dicateur réduir, ¢t on le désigne par la notation y(N).

Il y a une certaine catégorie de nombres pour les-
quels 4 (N) est égal 4 o(N) : ce sont ceux qui n’ont
qu’un couple de nombres égaux a leurs associés pour le
module N ¢t qui ont déja éié cités aun corollaires I des
théorémes 1V et V, c’est-a-dire pk, o pF et 4, p élant un
nombre premier impair ¢t & un nombre quelconque; il
est en ellet évident que le plus petit multiple commun
des nombres p#=' et p—1 ne peut ¢tre que leur pro-
duit.

Autre remarque. — Ces mémes nombres possédent
encore une autre propriété importante, ui consiste en
ce que ce sont les seuls pour lesquels il existe des
racines primitives.

Sil’on prend les restes de la division par N ou les
résidus des puissances successives d'un nombre a plus
petit que N et premier avec lui, on obtient une suite de
nombres premiers avec N; cette suite est périodique et
Pamplitude de la période est au plus égale a 4(N), car,
puisque a*®™ donne 1 pour 16sidu, il est clair que les
deux puissances d’exposants &k et ¥(N) + & fourniront le
méme résidu. Cela posé, on dit que le nombre a est
racine primitive relativement au module N lorsque les
résidus de ses 5(N) premiéres puissances sont tous dif-
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férents et reproduisent, dans un certain ordre, le der-
nier étant 1 conformément au théoréme d’Euler, les
©(N) nombres inférieurs & N et premiers avec N; or,
d’aprés ce qu’on vient de voir, cela est impossible si
¢ (N) est plus petit que 9 (N) et, par conséquent, il n’y
a que les nombres pour lesquels U'indicateur et Uindi-
cateur réduit sont égaux qui puissent avoir des racines
primitives.

Tableau faisant connaitre, aw moins jusqu'a 1000, les
nombres correspondant aur dicerses valeurs de Uindi-
cateur rédult de v « 100.

v(N). N,
i. 1.2.
2. 3.4.6.8.12.24.
4. 3.10.15.16.20.30.40.48.60.80.120.240.
6. 7.9.14.18.21.28.36.42.76.63.72.81.126.168.259,
501%.
8. 32.96.160.480.
10. 11.22.33.41.66.88.132.2061.
2. 13.26.35.39.15.52.65.70.78.90.91.10{.105.11>,

117.130.170.147.156.180.182.195.208.210.23 7.
260.273.280.312.313.336.360.367.390..420.45).
168.520.546.560.585.624.630.720.728.780.819.
810.910.936..... 655920,

16. 17.34.51.64.68.85.102.136.170.192.204.2)).272.
320.3f0.4108.510.54% 680.816.960.1020.1088.
1360.1632.2040.2720.3264.4080.5440.8160.16320.

18. 19.27.38.571.57.76.108.114.133.152.171.189.216.
298.266.312.378.399. 176.513.532.684.756.798.
1026. 1064 . 1197.1368.1512.1596.2052.2394.3192.
3591.4104.4788.7182.9576.1436.28728.

20. 25.50.55.75.100.110.150.165.176.200.220.275.
300.330.400.440.528.550.600.660.825.880.1100.
1200.1320.1650.2200.2640.3300. §400.6600.13200.

22. 23.46.69.92.138.184.276.552.

24. 221.288.416.672.1120.1248.1§40.2016.2080.2912.
..... 131040.



$(N).

28.

30.

32.
36.

40.

42,

44,

).

48.
92,
D4,
a6,

a8,
60).
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N

29.58.87.116.145.174.232.290.348.435. 464.580.
696.870.1160.1392.1770.2320.3480.6960.
31.62.77.93.99.124.134.186.198.217.231.248.279.
308.341.372.396.131.462.558.616.651.682.693.
744.792.868.927..... 171864,
128.384.650.1920.2176.6528.10880.326 j0.
37.74.95.111.135.148.185.190.222.247.259.270.
285.296.304.333.351.370.380.432.444.481.494.
518.540 755.570.592.665.666.702.703.740.741.

760.777.833.888.912.945.962.988.999.....
138181680.
11.82.123.161.205.246.328.35>. {10.451.492.613.
636.800.820.90>.984... .. 1082700
43.49.86.98.129.117.172.196.258.94.301.341.387.
392.441.516.588. 602, 771.8R82.903 ... .. 151704.

115.230.345.368. 160.690.920.110%.1380.1840.2700.
Y520.

47.94.171.188.282.376.56(. 1128,

119.153,921.238.306.357.412.448.476.576.595.612.
663.711.765.832.884.95%m..... 4155360.

33.106.159.212.265.318.424.530.636.795.848. 1060.
1252.1390.2120.25 14.3180. §240.6360. 12720.

lb’ 324.567.618.1134 1539.22068.3078.1336.

hl)b 1077312312215 (6. 43092. 86184,

928.2784. {6jo.13920.

59.118.177.236.354.472.708.1416.

6r.122.143.155.175.183.225.211.286.305.310. 325.

3%0.366.385.403. {77, 129.450. 165.488.495.496.
525.549.572.610.620.650.671.700.715.732.770.
775.793.806.854.858.900.915.930.975.976.990.

..... 6814407600.
236.768.r280.3840.4352.13056.21760.65980.
67.134.161.201.207.268.322.402.415.409. 183. 536.

603.644.801.828.938.966..... ~7666 1.
70.142.213.284.426.568.781.852.1562.1704.2343.

3124.4686.6248.9372.1874 1.
73.146.219.292.365.438.511.581.608.657.730.864.

8-6.949.1022.1093.1168.1184.1314.1387.1%6o0.

1533.1755 182418081971, .. 20174525280.



Y(N).

80.

82.
84.

88.

90.

96.

100.

.

( 307 )

N.

79.158.237.316.474.553.63,.711.948.1106. 1{22.
1659.1896.2212.2844.3318.4424.4977.5688.6636.
9954.13272.19908.39816.
187.374.423.561.697.704.718.850.935.1122.1275.
1394.1496.1600.1700.1870..... 36801600.
83.166.249.332.498.0664.996.1992.
203.215.243.261.377.406.430.190.522.55¢9.609.637.
645.688.735.751.784.812.860.980.1015.1044.
1118.1131.1218.1297.1274.1290.1305.1{21.1470.
1505.1508.1624.1657.1720.1827.1885.1911.1935.
1g6o..... 371924080.
89.178.207.356.445.534.712.736.890.1068.133%5.
1§24.1780..... 982)60.
209.297.418.589.594.627.836.837 . 1178.1188. 1951.
1463.1672.1674.1767.1881. .. .. 9796248.
235.470.705.752.910.1410.1880.2256.2820.3760.
5640.11280.
97.194.291.388.485.582.659.776.873.896.970.1152.
1164.1261.1358.1455.1552.1649.1664.1746 1940.
..... 864339840.
101.125.202.250.303.375.404.500.503.606.750.808.
1000.1010.1T11.1212.1375.1500 1515.1616.2000.
..... 6666000.



