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[K9a][R2b]

APPLICATIONS DES MÉTHODES DE GRASSMAMI.
CENTRE DE GRAVITÉ D'UN QUADRILATÈRE

ET D'UN PENTAGONE;
PAR M. F. CASPARY.

II y a seulement quelques années que les géomètres
se sont persuadés de la fécondité et de la puissance des
méthodes de Grassniann. Ces méthodes s'adaptent,
d'une manière remarquable, à la Géométrie, à l'Ana-
lyse, à la Mécanique et à la Physique mathématique;
elles rattachent l'intuition au calcul et elles forment le
lien entre les méthodes synthétiques et analytiques des
Mathématiques pures et appliquées.

En France, M. E. Carvallo, le premier, a dirigé l'at-
tention sur ces méthodes importantes (*).

M. Carvajlo m'a fait l'honneur d'analyser (2) le Mé-
moire que j 'a i publié sur la génération des courbes
gauches algébriques (3), et de signaler mes deux Mé-
moires : Sur les cubiques gauches (*) et Su/' une mé-
thode générale de la Gré omet ne qui f orme le lien entre
la Géométrie synthétique et la Géométrie analy-
tique (5) , en les prenant comme point de départ pour

(!) Voir aussi la Note de Ai. H. FEHR, Sur l'emploi delà multi-
plication extérieure en Algèbre {Nouvelles Annales de Mathéma-
tiques, 3e série, t. XIV, p. 74; i8g5 )

(2 ) Bulletin de la Société mathématique de France, t. X\ ,
p. i58; 1887.

(3) Journal de M. Kronecker, t. C, p. 4o5; 1887.
(4) Bulletin de M. Darboux, 2e série, t. XI, p. 222; 1887.
(5) Ibid., t. XIII, p. 202; 1889.
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ses propres recherches, consacrées à l'exposition et à
l'application des méthodes de Grassmann (*).

Dans les Mémoires que je viens de citer et dans
deux autres (2), j'ai exposé une partie des principes et
des calculs, dus à Grassmann, et j'y en ai fait usage.
De môme dans mes autres recherches, relatives à la Géo-
métrie (3) et à la théorie des fonctions thêta, des fonc-
tions elliptiques et des fonctions liyperelliptiques, j'ai
employé, pour leur invention, les mêmes principes et
calculs^ mais, pour la publication, je me suis servi des
méthodes usuelles, parce que les méthodes de Grass-
mann n'étaient pas assez connues.

Bien que, depuis une dizaine d'années, le nombre
des géomètres ait fortement grandi (4) qui s'intéressent
aux méthodes de Grassmann et s'en s'occupent, elles
ne sont pas répandues jusqu'à ce jour et elles n'ont
point la place qu'elles méritent. Pour contribuer à leur
connaissance et pour les rendre familières aux géo-
mètres> je me propose, dans une série d'articles, d'en
donner des applications. Comme le but de ces articles
est essentiellement didactique, je passe des applications
les plus simples aux applications plus élevées. En me
bornant, dans les premiers articles, à la Géométrie du
plan, je vais donner successivement des applications

( ' ) Nouvelles Annales de Mathématiques, 3e série, t. X, p. 219,
34i, 345; 1891; t. XI, p. 8; 1892; t. XII, p. 65, 454; 1898.

(*) Journal de^ M. Kronecker, t. XGIl, p. 120, 1882; t. XCV,
p. 36, i883.

(3) Voir Journalde M. Kronecker, t. XCIX, p.128, i885; Comptes
rendus, t. CXII, p. i356, 1891; Bulletin de M. Darboux, 2" série,
t. XV, p. 3o8; 1891.

(*) Voir l'intéressant Aperçu historique de M. V. SCHLEGEL :
Die Grassmann1 sche Ausdehnungslehre. Fin Beitrag zur Ge-
schiet! te der Mathematik in den let zten fünfzig Jahren (Schlö-
milch's Zeitschrift. Hist. Ut. Abth. Jahrgang XLI, p. 41; 1896).
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relatives aux points, aux vecteurs et aux lignes droites.
Je commence par établir quelques définitions, dont j'ai
besoin pour l'application en question, et je vais déduire
plus tard toutes ces définitions d'une seule définition
grassmannienne. Par cette manière de procéder, j'espère
initier rapidement le lecteur, sans le fatiguer, aux prin-
cipes des méthodes de Grassmann et lui en montrer la
portée.

CENTRE DE GRAVITÉ D'UN OLADRILATHRE

LT D 'UN PEJNT4COME.

1. Définitions. — En représentant par des majus-
cules de l'alphabet latin do, ill>, 3 , . . . des points,

i° Le point OÏL = ~(-l» -f- \W>) représente le milieu du
segment t-lnfe •,

fi° Le point O = —— g—- représente un point quel-

conque de la droite alali>, oc et j3 étant des paramètres

quelconques 5
3° Le point (j = \ (do -h i& -f- 3 ) représente le centre

de gia\ité du triangle homogène dont <JU, ili>, 3 sont les
sommets;

4° La différence \il> 1» représente, en grandeur,
sens et direction, le vecteur -l>i&, issu de 4> et finissant
à ifc ;

5° L'égalité \ti, — d. = (0 — C, A>, ni), 3 , a) étant
<juatre points non situés sur la même droite, exprime :

que les deux vecteurs 0V1& et 3(0 soin égaux euga
grandeur; a° qu'ils possèdent le même sens, de façon
que les points <&> et 3 sont leurs points d'origiue, les
points ili> et (£) leurs points extrêmes ; et, 3° que leurs
directions sont parallèles.

Comme de l'égalité i& — *\. = (Ö -— S se déduit



(£) — iib -f- G — eus, le point (Ö se construit en menant

par G une parallèle à M\> et en faisant G(D = JWJb; ou

en menant par i)b une parallèle à &1>G et en faisant

o)i>(D = J\o3. Autrement le point (D se construit en me-

nant par G une parallèle à JUJb, et par ifc une parallèle

à X 3 . Par conséquent le point (£) = a)b - j - G — <&> est le

quatrième sommet, opposé à JU, d'un parallélogramme

dont X, ifo, G sont les trois autres sommets.

A. Centre de gravité d'un quadrilatère.

2. Soient ciloj, eAoo, «.1,3, n\ ,, les quatre sommets d'un

quadrilatère quelconque*, en le divisant par la diago-

nale ^ 0 ^ 4 en deux triangles Jl>2<vl>3X4 et JI94 cAo2<̂>4

dont les aires soient 3̂  et 33 et dont les centres de gra-

vité sont (définition 3°) £ (^2-+- <&>s + A>4) et

j(aiD4 -+- e,l>2-i- X 4 ) , le centre de gravité Ç du quadrila-

tère X t <Jlo2cJlo3 «̂ 4 sera représenté par

En divisant par o{ + 33 = S, 3 étant l'aire du quadri-

latère, et en posant

(1) 8 0 = o1eA!>1-i-8j=,i,3,

011 obtient

n— O.

Si Ton divise le quadrilatère Xt eiU2 eil>3 oH>4 par la dia-

gonale <Ao< 0̂ 3 en les deux triangles cÂ  JI93 l̂>4 et cAf>1 JI92 <vl>3

dont les aires soient o2 et 84, dans les formules précé-

dentes les indices 1 et 3 se changent en 2 et 4* P a r ce

changement, ni (ƒ, ni l'expression Xt 4- alo2 -f- ttl> 3-f- e)lot



ne changent. Par conséquent, et comme on a
ù{ -f- S3 = S2-h 3,, = 8, la formule (i) prend la forme

(3) 8 0 = 3 , 0 ^ 8 - 1 - 0 4 ^ («) .

Or la formule (i) exprime (définition 2°) que O est
situé sur la diagonale Jl^ JU3 -, de même la formule (3)
exprime que O est situé sur la diagonale «l^t»* ; donc O
est le point d'intersection des deux diagonales <A>{ X3 et
^ 2 ^ 4 du quadrilatère X{ Jlo2al>3alo4. En résumé :

I. Si Von désigne par Cj le centre de gravité d'un
quadrilatère Xh <&>2 oA,3 <Jl>4 et par 0 le point d'intersec-
tion des deux diagonales Jl^ Jl.03 et Jo2do4, le point Ç
s'expj^ime par la formule (2)

('l) 3 (j = <Ao,-h cA.o2-»- =,1)3-4- eA«i— O .

3. Pour construire cette formule, je vais étudier
l'expression Xt -h Ao2-f- «An,, -h <&*.

Si l'on pose

\ 0,1)1 4 6,1)2 2 01112 , A03 " h oAov = îi

( 4 )
/ oilo2 -4- X 3 = 25 0)L 2 3 , ^ 4 -+" «^1 = 2 011 41,

et

( 5 ) P,1>I - h JI93 = 2! OU 13, a \o 2 -4- eA94 = 2 OÏL24,

les points 0lL|2, 0iLi3, ... représentent les milieux des

(*) Des formules ( i ) et ( 3 ) on déduit i m m é d i a t e m e n t l ' identité

Sj Jloj — 62 «A>2 - h 83 «A03 — ô4 , ^ 4 = 0 ,

qui met en évidence qu'il y a entre quatre points quelconques d'un
plan une relation linéaire dont les coefficients 8,, . . . , §4, égaux res-
pectivement aux aires des triangles <Ay2<A)2«ftoi> . . . , «Jl», JW>2<Jl>3, sont
liés par l'égalité

ô1— 8 2 + o , — 84 = o.

(2) Voir la Note de M. NOEGGERATH. Archives de Grunert-Hoppe,

ire série, t. LXV, p. 209; 1880.



côtés a-1>4 <A>2Î *A->, JU3, ... (définition i°). Par conséquent,
on a

al»3-4" c&4 = 2 ( 01^12 -+- OU34)

En introduisant de plus le milieu OÏL du segment
0H iaOïl34, on obtient

et, par conséquent

(6) Xi -

donc la formule (2) devient

(2*) 3Cj = 40nL-O.

4. En donnant au point «)!!, défini par les formules
(6) le nom de point moyen du quadrilatère, on tire des
formules (6) la construction suivante :

II. Construction du point moyen d'un quadrilatère
(ftg- 1). — Si l'on désigne par D1L< 2, 0Ü3* ;0K23, ^ n

milieux des cotés opposés X\ JU2. ^3^4 ; ^2^3 ,
atlî»l d'un quadrilatère AD\ «^aeil^ <A>4 et par Olt»^, OÎL24
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Ids milieux des deux diagonales JU|Cil>3, d»2<A»4* les
trois segments 0K,201t3M 0rL2301it.H, Oil^Oït^ pos-
sèdent le même milieu DXL qui est le point moyen du
quadrilatère.

5. Ceci établi, la formule (2*) exprime (définition 20)
que le centre de gravité Cj, le point moyen ÜÏU et le
point d'intersection O des deux diagonales d'un quadri-
latère sont situés sur la même droite. Comme de plus
la formule (2*) se change immédiatement en

3(tf —f<nL) = 3 r L - o ,
d'où suit

on obtient :

JIJ. Première construction du centre de gravité (*)
(fig. 2). — Dans un quadrilatère quelconque soit O

le point d'intersection des deux diagonales et Oïl le
point moyen; en joignant les points Ö et Oïl par une
droite et en faisant DTUJ = ~ OOK, le point (J sera le
centre de gravité du quadrilatère.

(l) Voir les Notes de M. STOLL (Archives de Grunert-Hoppe,
i~ série, t. LXV, p. 445; 1880; 2* série, t. I, p. 334; i884; Hojff-
manrïs Zeitschrift fur math, und naturw. Unterricht, t. XIII,
p. 119; 1882).
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6. Au moyen des formules ( 4 ) , la formule ( 2 ) prend
la forme

4— O

Par conséquent, si l'on pose

54. — 0 = OÏL^ 2 « °^°i ~t~ e-̂ °2 — 0 — 3 Î L 3 4,

et

. o \ 1 1 3 ( ^ \ l
1̂7 ' 1 1 1 C-*\

\ O ) cA.02 ~+- "A04 — v / = t ' I t j 3 , c \ni -\- CV03 V. ' —

on obtient

= 2 Oit34

f
et

( 3 l̂" :

D'après la construction qui découle de la définition 5°,
le point 3TL'JO est le quatrième sommet d'un parallélo-
gramme dont cA93̂  Ao/t et 0 sont les trois autres sommets.
Comme 3ïl'l2 est opposé à 0 , on obtient le point DÏL\O en
menant par «Ao3 une parallèle à ô ^ et par <&>,, une pa-
rallèle à 0ol>3. Or, le point 0 est situé sur les deux dia-
gonales e,lo2eÂ

 e t e-ioj cl)3 ; par conséquent DXb\2 est le
point d'intersection des deux parallèles, menées respec-
tivement par <A*3 à ^ 2 ^ 4 et par X* à JUi A3 . Donc les
formules (y) fournissent :

IV. Construction des points 0K'12, 3TL'23, 3 Ü 3 4 , OXL\i

(Jig* 3). — Si Von mène par les sommets opposés JU4

et &>z d'un quadrilatère Jk, clo2cAo3 ̂ 4 deux parallèles
à la diagonale d>2 XÂ et par les deux autres sommets
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opposés X2 et A>h deux autres parallèles à la diago-
nale <v\olc.l3_, on obtient un parallélogramme dont

Oïï/42, 3Ï"L/2J, 0K/3O OFu'/H sont les sommets, et où le point

3tt/l2 est le point d'intei section des pai allèles, menées
par A>3 et Jl>4, etc.

7. Comme les formules (9) prennent aussi la forme

d'où suit

on a :

V. Deuxième et troisième constructions du centrede
gravité (4) (Jig. 3). — Le centre de gravité Ç est le
point d'intersection des quatre segments DÎL42^'42>

( !) Foir EDMOND HENRY * Sur Vextension au quadrilatère

d'une propriété analogue a celle des médianes dyun triangle
(Revue scientifique, t XLVII, p 731,1891)



Le point (j divise chacun de ces quatre segments
dans le rapport i \'K, de façon que ;)lLl2(j = 2 1)^<2'

8. Les points 0TL'<3 et 0Tl'.M, définis par les formules
(8), se construisent encore plus facilement que les
points 01L'l2, . . , , OÏL;,.

Comme le point O est situé s u r 4 2 ^ 4 , la première
formule (8) X2-{- X>t — O = 3ït'l3 exprime que le point
è)H'i3 a la môme distance du point X2 que le point Ö du
point do,,. De même, la seconde formule (8)

rl>l -+- aA.03 O = ÖK j 4

exprime que *°)ÏL!M ^ .J = -l,, O. An moyen des points
OTL\9 et 'TL'O4, des formules (10) résulte :

VI. Quatrième et cinquième constructions du centre
de gravité (4) (fîg. 4)- — Soit, dans un quadrilatère

Fia.lt.

Xi Aoo rX>3 »X;, O le point d'intersection des deux diago-
nales tH .̂tag et«X2Xu dont OK43 et 01L24 ,9O«̂  les mi-
lieux. Si l'on construit sur la diagonale Ao1 <A>3 le
point 0R'24, ê  sar /a diagonale A^X,, le point 0Tt'13,
de façon que X{0 = OT^'» X^ et X% Ö = 01i',3 A,2, /<?

( ' ) Foi>, par exemple, CH. DELAUNAY, Traité de Mécanique ra-
tionnelle. Paris, 1878; 6e édit., p. 270.



centre de gravité tj est le point d'intersection des deux
segments DTL/4 3 D\l\ 3 et 0IL24 3Tt'O4.

Le point (J divise chacun de ces deux segments dans
le rapport i l z, de façon que 0fL13(j

) =-^ y01i'<3 et

B Centre de gravité d'un pentagone.

9. Le centre de gravité d'un pentagone se calcule et
se construit de la même manière que le centre de gra-
vité d'un quadrilatère.

Le pentagone quelconque A>{ A>2A^Ao't <&>$ {fig-^)
soit divisé par la diagonale A>{ ciU,, en le quadrilatère

Fia. 5.

«A94 Jl9 2<A>3 ^4 et en le triangle A<,{ A**, <Ao5 dont les aires
soient respectivement A5 et A23-

D'après la formule (2) le centre de gravité du qua-
drilatère OIM eH^Jlos'Xt s'exprime par

O5 étant le point d'intersection des deux diagonales
X{ JI93, *%2 JI.4. Comme, de plus, le centre de gravité du
triangle A>{ <&>* JU5 est représenté par }(*k, + «̂ 4 4- <^s)i
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le centre de gravité du pentagone Jl^ dU2 <&>3-JW, <vl>5 est

exprimé par la formule

3(A5-+- A23)Ç = A 5 (X , -4- CÀ.1-+- ^ 3 H - X t — Os)
—f- A 2 3 ( GADJ —H- 0JI94. H— 0*1.05 )

= ( A 5 - h A23)(<Ao1-f- cA

En posant, d'après la formule (4),

c/v>2 ~~^~ «y«>3 =

et, de même,

^5 étant le milieu du segment rl^Oj, l'expression

ASU»5H-CM -+-A,3(a,24--\o3)
devient

^(As^-u.AS3DPLM).

Si l'on définit le point O, par l'égalité

(11) (As

et si l 'on divise l 'expression de Cf par A ^ - f - A o s ^ A ,

A étant l 'aire du pentagone Jl^ GR92«v
(l9 3eilo4 <A>5, on obtient

( l 2 ) 3 (j1 — JI01 -+- GAD2 "H <̂ >3 •+• «^4 "+" <^5 *îO.

10. En divisant le pentagone <Â>4 <Âo2̂ l>3 <Ao, J\o5 par
une autre diagonale que 4 , ^ , savoir Jl^J^si JI93 X^,
cHo4 Jlî>2î c^>5 ^ 0 3 ^ n i ( j , n i eilo^ —}— Jlso ~i~ °^°3 ~4~ « ^ \ "+~ «̂ >5 n e

changent; par conséquent, l'expression de O, définie
par l'égalité (11), reste la même, si l'on y change, d'une
façon cyclique, les indices inférieurs. Or la formule (11)
met en évidence que le point Ö est situé sur la droite
^,5 OTL03 ; donc ce point est situé aussi sur les droites
3 J ^ 3 ' O l a t t i s , ^01 l 5 f , ^ * ^ , 2 . D'où résulte:



VII. Si Von désigne (fîg* 5) par

Ou O f , O,,

les points d'intersection des diagonales

cA92 oilo^j SA93 (VV95 , cv>3eJv)5, CAÛ^CAJI, t-vo^cAsi, aies Jv£>2

OA>5OAJ2, cAoi eAo3 , <A i I \ J 3 , CAJ2 <^>4 ?

pat ^ ! , ^2» • •> ^.o ^e5 milieux des segments

lieux des côtés X{ <k>2, cA^oA* ,̂ . . , <JU5 JL 4 , /e5 cinq seg-

ments ^j JTL34, ^2^1^4o, - • •> ^^^^23 ö/zi /e même point

d'intersection O.

VIII. v4u moyen de ce point O, le centre de gravité
Q d 'un pentagone quelconque X{ JU2 ̂ 3 ^4 <X>O s'ex-
prime par la foi mule

ofc-t-Jlos— 2 0 .

H . Pour construire cette expression, je rappelle que
l'on a, d'après la formule (6)



OJ1S étant le point moyen du quadrilatère
Par conséquent, la formule (12) devient

Si l'on pose

on en tire
OU S -+- <AO5 = 2 J b 5 ,

3((j — OI1S) = 2(0^4— O).

De là résultent les constructions suivantes :

Première et deuxième constructions du centre de
gravité d'un pentagone (\o\vjig. 6 et fig. y).

ti /e.v points moyens des

2 el̂ cAo,, do,, ^ soient, de

milieux des segments

IX. Soient OU,, 0)12, . . .,
quadrilatères A^AÏ^V^V^, ,\

e// lesquels les diagonales
partagent le pentagone J*
p l u s , 0 b < 5 5 b 2 , • • - , 5 ^ j

X | 0 ) 1 | , dooORj, . . . , cl>5Oïl„^ soit enfin O le point

défini par le théorème VII :
Si Von mène parles points OU<, OI12 , . . . , 0115 <ie5

parallèles aux segments ÔTG,, O0b2, . . . , O&s, les
cinq parallèles concourent en le même point £j, centre
de gravité du pentagone.
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X. Le point C| est situé sur chacune de ces cinq pa-
rallèles, de façon que

(i = i. a, 3, 4, 5).

12* Comme on a

= 4011i-f- al,/ = 3011/+
(1 = 1, 2, 3, 4,

on trouve

3311,+ aX, = 3311*+«i

par conséquent,

) 1(011,— O I U ) - ^ '
M(011

T)onr on a les théorèmes suivants (ƒ/#• 7) :

XI. Zes points moyens 0)1^ 0)12̂  • • •> fO) .̂> ^- ç qua-
drilatères X2 ^lo3 do , elo 5 , oJl>3 <Jlo i cl> d eAa | , . . • , e-lo < cl>2 ^ 3 <Ao h ,

eA? lesquels les diagonales A^A>^ al,3AM, . . . , <AMCA»t

partagent le pentagone A*\ X2 <A>3<vlo4eAo,, forment un

pen ta go ne Ole t OR 2 Ole 3 0114 0115 dont les côtés 011 { OTL 2 ,

0)1 o0113, ..., 0)15011 i sont parallèles et de sens opposé
aux côtés Ao^ cU2, <Â2 ̂ -3? • • • •> <-̂ 5 ̂ < •

Le rapport rfe0Ht0112 : cl>ia\o2, 0)12 0113 : ^ 2 ^ ' 3 ? etc.

est égal à i : 4-

XII. De même les points X M X 2 , . . . , 3ZO, milieux
fies segments X, 011M ^î^Olli», . . . , X5 OR5, forment un
autre pentagone JL{ 3fc>2 >3b3 0b4 ^ 5 <fo«/ /e5 cotés sont
eux-mêmes parallèles, dans le même sens, aux côtés
du pentagone A<>\ JU2 . . . eRo5 et parallèles, mais de sens
opposé, à ceux du pentagone 0114 0)12 . . . 0115.

Le rapport de ^ X 2 : 011, 0)12, .K,23C>3 : OH2OÎ13, ...



( 4o4 )
est égal à 3 : 2 et le rapport de DLtdL» : A>t

égal à 3 : 8.

XIII . Les cinq droites &n3\Li(i= i , 2. 3, 4>5) con-

courent en le même point

: = : 5 ( l + % ^ ^ 3 ^ «4 —1—

point moyen du pentagone JVD1 Jlo2 . . . X$.

XIV. Le point moyen OÏL est le centre de similitude

des pentagones CAD1 X2 . . . X5; OK^ 0Xi2 ••• 3 H 5 ;

13 . Au moyen du point On, la formule (12) devient

(12*) 3(j = 5Dïl — ?X\

De cette expression, tout à fait analogue à l'expres-

sion (2*) pour le quadrilatère, on déduit

3(5 — oxi) = 2(on — o)

et, par conséquent,

3 31Uj = 2ÖDXL.

Donc 011 obtient :

XV. Troisième construction du centre de gravité

d'un pentagone (fig* 7).

Dans un pentagone quelconque, soient O le point dé-

fini par le théorème Vil, OÏL le point moyen défini

par le théorème XIIIj en joignant les points Ö et OÏL

par une droite et en faisant DïlCj = | O011, le point (j

sera le centre de gravité du pentagone.

14. Si l'on pose

oi H- X 2 = 101L12, X 3 -4- 0^4 -+• <A*5 — 2 C) = OTLi 2 ,

>2-+-X3 = 2 0TL23, J W -4- Jl)5 "+- ^ i — 2 0 = 0IL ' 2 3,

( 1 4 ) «^3-4-0)1,4 = 2OÎL34, X g - 4 - X t H - c;l>2— a ö = OPL'34,

JI94-+- cA£>5 = 2OIL45, eH)i-4- J I D 2 H - cil>3 — 2 O = 0TL4S ,

cl>5 -h JI9 ! = 1 OIL51, X 2 •+- clo3 - h JI94 — 2 Ö = OTi '5 t



( 4o5 )

et, d'une façon analogue,

X3 = 2 OIL13, cl>2 -4- el)* -h eH>5 2 O = 011 \ 3 ,

, <Jv>3 -f~ cv>5 -+" G.A91 -— *>.ö ~ O U 2 4?

ciliH —r" cV91 = 2 0 1 1 4 i , c vos H— oilo2 ~̂ ~ c^S 2 O = OIL ^ j ,

la formule (12) se change en l'égalité

( i G ) 3 5 = 2 ^ ^ — 0 1 1 , ^ ( t , A - = i , a , 3 , ,\. 5 ; iyCk\

qui représente dix formules différentes.

15. Pour construire les points 01l/|o, 0K'23, ..., 0H'H ;
OU', 3, 01u'24, . . . , 01l'52, je fais remarquer que les for-
mules (i4) et (i5 ) prennent la forme commune

( 1 7 ) c l , / o/i— 2 0 = «011 î/,.

Fi^g.

où les cinq indices 1, Â, /, 7?i, /z désignent, dans un ordre
quelconque, les cinq indices 1, 2, 3, 4? 5.
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Comme des expressions (17) découle immédia Le ment

1 1 8 )

-2 ( «m ///f — o )

on a :

Deux constructions des points OU'12, DR,'23, ..., ^rc'5l ;
;))L'13, 01L'ao ..., ^ ' 5 2 (voir ƒ £ . 7 eiyfgr. 8).

XVI. Soient /, /r, /, m, AI C/AI</ indices différents, dé-
signant^ dans un ordre quelconque, les indices 1, 2, 3,
4 , 5 ; soient, de plus, .OTL^rt, Oîl///, , ^ / T W /e.ç milieux des

côtés d>m<vl>,o c\«.w oU/, c-W?,l>m ^w pentagone Xi A>2 ••• ^o5 *̂

50/i e/i/i/i Ô Ze point défini par le théorème Vil:
Si Von mené par les sommets Xi, <&>m, A>H du penta-
gone des parallèles respectivement aux segments
ODTLmnf O3HW/, OÙÏlim, ces parallèles cojicourent au
point ,m;A.

XVII. Le point DflLJA est situé sur ces parallèles de

façon que



Pour i = i, fc = a, / = 3, /7i=: 4> " — 5, \& fig' 8 et,
pour i = i, /: = 3, / = 2, m = 4, /i = 5, \ajlg. g mon-
trent les constructions précédentes.

Dans la Jig. 8, par les sommets Xz, Jl>4, JU5, des pa-
rallèles sont menées respectivement aux segments
O0Tl45, 03ÏL35, ©3H34 ; leur point d'intersection est le
point Jlt'12. De plus on voit que J\930lV<2 = 2

De même, dans la yt^. 9, par les sommets X2 , ^ 4 ,
cl>5, des parallèles sont menées respectivement aux
segments ODn45, O0TL2j, OJÏL24 î l

e u r point d'intersec-
tion est le point OTĈ g. De plus on voit que

X2 DXi \ 3 = '2 ODTL45, <&4 On-i 3 =

16. Les points 01L'i2, ^IL23, . . . , 3R/5 | : O1L'13, 0)U4 , ••-,
OlLg., sont liés aux points JI94, ^ 2 , . . . , ^ 5 par desimpies
relations qui ramènent leur construction à la construc-
tion d 'un seul point d 'entre eux.

En effet, si Ton échange, dans la formule (17)

-W-r- -w,-^ xfl— '>o = on;A

les indices À et /, on obtient

et, par soustraction,

(19) dïLiji — ori't, = «\>/—XJL,

d'où il suit que les segments DR^Dïl^ sont parallèles et
égaux aux segments XkXj.

Par conséquent on obtient comme corollaires les
deux théorèmes :

XMII. Bans le pentagone 0K\2Dïif
2SDïir

i%DTL\s^Tif
&i

. 10), les côtés o r t ; 2 or t ; 3 , ^ 3 O R 3 4 , ...,em;51;)iL;2



4o8
sont égaux et pai allèles respectivement aux diago-

KylO
0

nales <A>3C/IM, <Ao|eH,2, ., <Ao2d>5 du pentagone

«Ho \ dv> 2 c w 5 •

XIX. />«/î  le pentagone



( 4o9)
(/tg* i i ) , l e s d i a g o n a l e s 0 T t ' o 4 0 1 1 ^ , y 0 T L ' 3 3 ^ T ^ 5 2 » • • • »

0R/, 3 01L'35 scmÊ égales et parallèles respectivement aux
côtés <Jl>iJlo2, Jl>£dl>3, . . . , e1as<vl)l du pentagone

t\) \ G. Aü 2 • • • CA9 g •

D'après la formule (19) on a aussi

(20) oxi'a - on ; w = OIL;/C— on ; m = &>m - A,A .

et comme 01L̂ A = *)11^, ^I^'ITO — ^mh °#
n obtient :

XX. Si l'on désigne par i, k, l, m quatre indices
quelconques parmi les cinq indices 1, 2, 3, 4i 5? les
quatre points

Oit SA, 3TLJ./, Ol l /J / w , 011J ; l l

forment les quatre sommets d'un parallélogramme.

Donc :

X X I . &" parmi les dix points 0Tl^(i , A " = i , 2 , 3 , 4 » 5 )

?<72 5eul est donnét les autres se construisent au moyen
des parallélogrammes.

Comme la formule (20) prend aussi la forme

O 0 oïl/** — - w = oit ;,„ — jw,

on a :

XXII. Les segments

( i , A:, /n = i , a , 3 , 4, 5; t V ^ ^ m ) ,

formés par les sommets des pentagones A>hX2 ... A57
01L'1 20)US . . . 0K'5< ; O lb ' ^OlL^ , . . . , 3 ^ 3 2 .îOTif égaux

et parallèles.

17. Dans la jig. 10, sont illustrées quelques-unes
des propriétés, établies par les théorèmes XX, XXI,
XXII.



En efï'et, la fi g. io met en évidence :

i° Q u e Jes sommets

0lt 'M0lt;40ït '4 301t '5 1 : O

oit ; 3 oit i 4 oit ; B O K ;, ; oit ; 3 o n 3 5 oit i 1 oit;2 ;

forment des parallélogrammes;
2° Que les segments (côtés ou diagonales)

on;3oit;3, on^oi t^ , oit; toit;,. xxxt\
01t;43U/34. OltijOTlis, OTL'uOît'js, XtX*.

oit'jsOrL',,. on'a^TL7;,, oit35oit;
51, xlx3:

sont égaux et parallèles-,
3° Que les segments

o20lt3V, c\o301t;4; A^OIL'U, a.,301ti2; a\9201t35,

sont égaux et parallèles.

18. Après avoir construit les points Oït^., on déduit
de la formule (16) :

Quatrième et cinquième constructions du centre de
gravité d'un pentagone ({) {fig> n ) .

XXIII. Le centre de gravité Q est le point d'inter-
section des dix segments OÏI |AO1L^(I,À" = I , 2 , 3 , 4 5 ^ ) »

(*) Voir la Note de M. J. GYSEL : Sur la construction du centre
de gravité d'un polygone plan homogène {Archives des Sciences
physiques et naturelles, 3e période, t. XXXII, p. 275; Genève, 1894);
ainsi que le Mémoire du même auteur : Zur Konstruktion des
Schwerpunktes einer ebenen Vielecksf lâche, Beilage zum Jahres-
bericht des Gymnasiums Schaffhausen fur 1894-1895,



( 4M )
XXIV. Le point (j divise les dix segments

dans le rapport 1:2, de façon que t)Tl/#Ç = | (J^z**

En terminant cet article, relatif aux points, je fais
encore remarquer que les points 0/, Dît/, X,1, ^>t, 01^**5

«71LJ-Â (i,A" = 1, 2, 3, 4,, 5 ; i yé Je)) 0 , D1L, y, introduits
pour les différentes constructions du centre de gravité,
sont liés par bien d'autres relations. Je laisse au lecteur
le soin de les établir, à titre d'exemples. Je passerai,
dans un deuxième Article, aux applications relatives
aux vecteurs.


