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[M24b]

REDUCTION A L\ FORME CANONIQUE DES FORMULES QUI
DONNENT, EN FOVCTION RATIONNELLE DE DEUX PARA-
METRES, LES COORDONNEES D'UN POINT DE L\ SURFACE

DE STEINER;
Par M. E. LACOUR,

Maitre de Conferences a I'Université de Nancy.

1. Considérons la surface (S) définic par les for-
mules
X=o(r, ¥y, o0 Y=o r, yo2) 7 =g (>, y,3),

T—e,(r.y 2

ou v, 93, 23, ©; désignent des polynomes enticrs et
homogénes du second degré en x, y, z, entre lesquels
il n’existe pas de relation linéaire identique, ct regar-
dons x, 3, z comme les coordonnées trilinéaires d’un
point m pris dans un plan auxiliaire (Im).

La surface (8) est représentée sur le plan (IT), ct les
sections planes de cette surface ont pour images les
coniques du systéme linéaire
C U(?I<.T,‘)’,::)—r—\'l3g(‘7',}/7$>
) — Weoy(x,y,2)+~He (r,,2)=o0.

En écartant les cas ou, dans la situation relative des
coniques

9 =0, Y2 = 0, Q3= 0, @, = 0,

se présenteraient des particularités qui seront précisées
dans la suite, nous allons démontrer qu’on peut choisir
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le triangle de référence dans le plan (IT), et le téiraédre
auquel est rapportée la surface (S), de facon que les for-
mules définissant cette surface puissent se ramener a la
forme

X =12y3, Y =22z, Z=nsxy, T =+ y2+ 32

2. Les coniques (C) du systéme linéaire sont les
coniques harmoniquement circonscrites aqux coniques
d’un faisceau tangentiel

(r) Yi(u. 0, w) + W (u, 0, w) = o,

qu'il est facile de déterminer en exprimant qu'une co-
nique donnée par son équation tangentielle est harmo-
niquement inscrite a chacune des coniques

¢1=0, Q2= 0, 93 =0, ¢, = 0.

Les coniques (') du faisceau tangentiel sont les co-
niques inscrites dans un quadrilatére abcd ; trois d’entre
clles se décomposent en deux points, savoir : actc, b
etd, e et f, et 'on peut avoir les droites joignant les
deux points d’'un méme couple en résolvant une équa-
tion du troisiéme degré.

3. Ilexiste dans le systéme linéaire des coniques (C),
images des sections planes de (S), quatre coniques
réduites chacune & une droite double.

En effet, une conique (C) est harmoniquement cir-
conscrite a la conique formée des deux points b et d et,
par suite, (C) divise harmoniquement les deux segments
ac et bd; si la conique (C) se réduit a une droite double,
cette droite double ne peut ére que 'un des c6tés du
quadrilaiere abed compté deux fois, el réciproquement
un des cotés du quadrilatére compté deux fois forme une
conique harmoniquement circonscrite a I'ensemble des
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deux points a et ¢ d’unc part, et 4 Pensemble des deux
points b et d d’autre part.

Ceci nous conduit a prendre comme triangle de réfé-
rence dans le plan (IT) le triangle formé par les diago-
nales du quadrilatére abed, de sorte que les cOtés du
(uadrilatére ont pour équations

r—y—z=o0, —xr+y—3z=o0,

—xr—y+z=o0, r+y-—+z=o0.
D’aprés ce que nous avons vu sur les droites doubles
du systéme linéaire
UCP;(.’IJ‘, NE) z)+ V?2('T7 Y z)
-+ \V?a(@', Y z)““ H‘?b(x7 Y z) = 0,
on pourra déterminer des constantes telles que 1’on ait
identiquement

Ui+ Vios+ Woy+ Heo= (z—y—3z),
U'o+ V'oy+ Wioy+ Ho=(—x+y—3)
U0+ VViep+ Wy Wy =(—2—y +2)%,
UM+ Vo, 4+ Wiigg 4~ HMo, = (2 4+ y + 3)?,

et si l'on fait le changement de coordonnées défini par
les formules
X;= UWX 4+ VY - WWZ 4+ HO T,
Y, = UDX + VY + WO Z + H®T,
Z,=UGX 4+ VOY 4+ WOZ + HOT,
Ty=UWX + VO Y - WWZ + HOT,
on aura
V= z—yo 3
‘/i;‘l:—z‘ﬁ-y——z,
Vi=—z—y-+53,
VTi= a+y+a.

4. On déduit de la, pour I'équation de la surface (S)
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dans le nouveau systéme de coordonnées,
VXi+ Vi +VZ+/T;=o.

C’est une des formes simples de I'équation de la surface
de Steiner.

Pour obtenir les expressions des coordonnées d'un
point de la surface annoncées au commencement, il
suffit de faire le changement de coordonnées défini par

les formules
4X’= Xl——Yt-—Zl—i— Ti,

Y =—X{+-Y,—Z;+ Ty,
4Z'=—X1—Y1+21+T1,
4T = X+Y,+2Z,+T,.

En remplacant X,, Y,, Z,, T, par leurs valcurs en
fonction de x, y, z, on trouve
i X'=(z—y—s)—(v+y—2a)
—(—2—y+3)l+(r+y+3),
4jT=(r —y—s)+(—x+y—3)2
H(—x—y+ 32+ (r+y—+3),
ou enfin
X'=ays, Y = 232, Z'=zy, T'= 22+ y2+ z2.

Remarque. — La démonstration précédente a été
faite en supposant que les tangentes communes aux co-
niques du faisceau tangentiel

Yi(u, 0, w)+ Mg (u, v, w)=o0

forment un quadrilatére proprement dit, ¢’est-a-dire que
I'équation en A qui détermine les coniques décomposées
cn deux points a ses racines distinctes.

Les formules finales doivent éwre modifides, par
exemple si deux cdtés opposés de ce quadrilatére sont
confondus.
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Le degré de la surface (S) s’abaisse quand les co-

niques
?1=07 ?g:O, ?3=0’ ?b=0

ont un ou deux points communs. Dans ce cas, 'une au
moins des coniques (I') se compose d’un point compté
deux fois. L’équation en A du faisceau tangentiel n’a pas
ses racines distinctes.

Pour une discussion des cas singuliers que nous
avons écartés, on pourra se reporter a un Mémoire de
Clebsch sur la surface de Steiner (Journal de Crelle,
t. 67, p. 1-22), ou se trouve indiquée la réduction
exposéeici, el auquel nous avons voulu surtout renvoyer
le lecteur.



