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- NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

[R1c]
DEMONSTRATION DE QUELQUES THEOREMES
DE CINEMATIQUE;

Par M. H. DUPORT,
Professeur a la Faculté des Sciences de Dijon.

Les propositions que j’ai en vue sont les suivantes :

I. Le mouvement d’une figure plane dans son plan
peut étre produit par le roulement d’une courbe lide a
la figure sur une courbe fixe.

II. Le mouvement d’un corps solide autour d’un
point fixe peut étre produit par le roulement d’un céne
lié au corps sur un cone fixe de méme sommet.

III. Le mouvement général d’un corps solide peut étre
produit en faisant mouvoir une surface réglée lie au
corps, de facon qu’elle touche constamment une surface
réglée fixe le long d’une génératrice.

Malgré I'importance de ces théorémes, les démonstra-
tions qui en sont données laissent beaucoup a désirer.
Géométriquement on les déduit presque sans transition
des théorémes correspondants sur le déplacement discon-
tinu. Analytiquement les démonstrations sont simples
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ct bien connues, mais elles laissent de coté la discussion
qui accompagne le troisiéme cas, ainsi que les proposi-
tions et les formules concernant les mouvements que
I’on obtient quand on part des courbes, des cones ou des
surfaces qui figurent dans les énoncés.

La présente Note a pour objet de combler cetie
lacune (') : ‘

I. Soit d’abord une figure plane en nrouvement.
Figurons la courbe C lieu des centres instantanés de
rotation dans le plan, et dans la position qu’elle occupe
a Vépoque ¢, la courbe C lieu des points de la figure

Fig. 1.
I

mobile qui coincident & chaque instant avec le centre
instantané derotation au mémeinstant. Ces deux courbes
ont en commun le centre instantané de rotation A a
Pépoque t. Soit M le point de la courbe C qui sera
centre instantané de rotation a V'époque ¢ + %, M’ le
point de la courbe mobile qui viendra a cette époque
coincider avec le point M. On peut amener Ja courbe €'
dans Ja position qu’elle occupera a I'époque ¢ <+ & par
une translation telle que tous ses points déerivent des

(') La méthode analytique consiste dans l'emploi d’un triédre
mobile. C’est de ce procédé que M. Antomari s'est servi dans son
excellente thése pour retrouver les propriétés déja connues des sur-
faces réglées ct en découvrir de nouvelles:
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droites égales ct paralleles @ M'M, puis par une rotation
autour de M, de P'angle © dont la figurc plane a tourné
pendant le temps h.

Soit I un point quelconque de la figure. Il vient
d’abord de I en I, de facon que le segment LI, soit
égal et parélléle a M’M, puis de I, en I’ par une rota-
tion autour de M de I'angle ¢. Joignons I, 1" et IV

On a
ary _ dny 1)

h h + h

.

. , Ir ..

Faisons tendre /£ vers zéro. (’—l> a pour limite la
vitesse du point I 4 I'époque ¢, c’est-a-dire un segment
perpendiculaire 4 Al et égal a wAl, » étant la limite

g . II’
de ; “'hl ) a méme limite que —— ( puisque les points

I, et 1" ont pour limite I, et pulsque le pomt M a pour

1)

limite A. On voit donc que le scgmem , par

)

suite, le segment ~—— doivent avoir pour limite zéro.

Or on a
(M’ M) (AM) (AM')
I h n

(AM)

—,— apour limite la vitesse d’'un mobile qui parcourrait

la courbe C, de facon i se trouver a chaque instant au
(AM")
h
vitesse, dans la figure mobile supposée fixe al’époquezt,
d’un mebile qui parcourrait la courbe C' de facon
a se trouver & chaque instant au point qui coincidera

centre instantané de rotation.

a pour limite la

a cet instant avec le centre instantané de rotation.
Ces deux vilesses devant étre les mémes, d’abord les
courbes G et € devront étre tangentes en A; ensuile, si
Pon désigne par s et 5" les arcs comptés sur C et C'a
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partir de deux origines O et O/ et terminés en M et M/,
on devra avoir
ds , ds'

dt de’

Sil’on compte les arcs s cL s’ dans les sens ou les mo-
biles se déplacent sur les courbes C et C' pendant le
mouvement, on devra prendre le signe ++ dans le second
membre de 'équation précédente, et si les points O et o
doivent venir coincider 4 une certaine époque, on aura
s = ', ¢t la courbe mobile roulera effectivement sur la
courbe fixe.

En modifiantlégérement la démonstration précédente,
on voit aisément que, si umne courbe C' roule sur une
courbe C, le point de contact est a chaque instant le
centre instantané de rotation dans le mouvement d’une
figure plane liée a C'. Proposons-nous maintenant de
trouver les formules qui représentent le mouvement ob-
tenu en faisant rouler une courbe sur une autre. Soient G

Fig. 2.
/)
Yyl ¢ Y
A
P
ol = o =

la courbe fixe rapportée i deux axes Ox, Oy ; act bles
coordonnées d’un point A en fonction de I'arc compté
sur la courbe dans un sens déterminé a partir d’une
origine P. Soit C’ la courbe mobile; O'x’, Oy’ des axes
liés a cetic courbe, a’ et & les coordonnées d’un point
en foriction de V'arc s’ compté a partir d’une origine
fixe P’ dans un sens déterminé.

Supposons maintenant que la courbe C’ soit placée de
fagon a rouler sur la courbe C, ct admettons que les
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points A, A’ doivent coincider a une certaine époque et
qu’il en soit de méme pour P et P'. Supposons enfin,
que les arcs s et s’ soient comptés dans les sens PA, P'A’
ou dans les sens opposés. Avec ces hypothéses, s et s’
sont la méme fonction du temps ¢ achevant de définir le
roulement.

Considérons ¢n A deux axes de coordonnées, I'un la
tangente A x, ala courbe dans le sens des arcs croissants,
Pautre la normale Ay, faisant avec cette tangente

1T - ’
I’angle = dans le sens des axes. Soient A’x’, A’y les
8 2 [ S

axes analogues pour la seconde courbe. Les axes O zy,
O’'x'y’" ayant méme sens par hypothése, quand C' cst
placée sur C, de facon que A’ coincide avec A et que les
deux courbes soient tangentes, les axes Ay, A'x’ y)
coincident.

On a pour passer de Oxy a Ax,y, les formules

T = a4 x;c089 — ¥ sino,

Y=0-+ 2z sing + y cosgy,
» désignant Vangle de la tangente Ax, avec Ox. On a
; 8 8 1

da . db
cosy = — sing = .
’ ds

ds

On ade méme pour passer de O'x’y" a A’xy ¥ les for-
mules
z'= ' + x| cosy’— x| sino’,

' B o cines ! ’
y'=10"= 2\ sin¢g'+ y cos¢’,

' désignant I'angle de A’z avec O'x". On a

, ,
coso':fl—a—,«, sinw’:ib,~
' ds : ds

Si nous écrivons que Pona xy=ux|, y,=y,, nous
aurons écrit que les deux courbes roulent 'une sur
b
Vautre et I’on aura donc pour les formules de transfor-
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mation permettant de passer des axes fixes aux axes liés
a la figure mobile

(r—a)cosg+(y—0b)sing= (2 —a')cos¢'+()'—b")sing’,
—(z—a)sing+(y—b)cospg=—(z'—a')sine'+ (y'—b')cos .

On les résout-aisément par rapport a x et y et P'on
peut en déduire Pexpression connue de la vitesse de
rotation de la figure mobile.

II. Soit maintenant un corps solide mobile autour
d'un point fixe O. Considérons le cone, lieu des axes
instantanés de rotation dans P'espace, et dans la position
qu’il occupe a I'époque t, le cone lieu des droites du
corps qui coincident a chaque instant avec I’axe instan-
tané de rotation a cet instant.

Limitons les deux cones d’un méme c61é du sommet
et considérons sur les deux demi-cones ainsi obtenus les
courbes d’intersection avee la sphére de rayon égal a
P'unité ayant pour centre le point fixe. Soient C et €'
ces courbes.

A T’époque ¢, les deux cones ont en commun Paxe
instantané de rotation a cette époque. Les deux courbes
ont donc en commun un point A. Je dis qu’elles sont
Langentes en ce point et que de plus, sil’on considére les
arcs comptés sur les deux courbes a partir de deux points
P et P’ qui sont I'un, le pole instantané de rotation a
une époque /,, ’autre le point de la courbe C' qui coin-
cide avec P a I’époque t,, les arcs PA, P'A sont égaux.

Pour le démontrer, nous supposcrons la premiere
courbe parcouruc par un mobile qui se trouve a chaque
instant au pole instantané de rotation i cet instant, la
seconde par un mobile qui se trouve a chaque instant
au point de cette courbe qui coinciderait a cet instant
avee le pole instantané de rotation.
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Soient M et M’ les positions des deux mobiles &
I'époque 1+ /%; pour amener le corps de la position
qu’il occupe a I'époque ¢ 4 celle qu’il occupe 4 I'époque

Fig. 3.

t + h, on peut d’abord amener OM' sur OM par unc
rotation de I’angle M'OM autour d’un axe perpendicu-
laire en O au plan M'OM, puis imprimer au corps une
rotation convenable autour de OM. Supposons que I'on
fassc tendre & vers zéro et voyons quelle sera la vitesse
d’un point quelconque I. Dans le premier mouvement
le pointIvient en 1, dans le second en I'; on a

() () | (L,1)

R Y

18 . . . .
LT) a pour limite la vitesse du point [.

(I1y)
h

limite la vitesse du point I dans un mouvement de rota-
tion autour de la position limite de la perpendiculaire

au plan M'OM avec une vitesse angulaire égale ala limite
angleM'OM
h

a pour

de I'expression

(MM') . . .
s sa grandeur limite est la vitesse angulaire

- Cherchons la limite du seg-

ment

cherchée, et sa direction nous donnera la position limite

du plan M'OM. On a

(MM) _ (AM')  (AM)
T T T T ==,
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(v)et(v') brant les vitesses a I'époque ¢ des mobiles con-
sidérés précédemment. Si donc on représente par AN
1 : : (MM') .
ct AN’ ces vitesses, on voit que le rapport ~——= a pour

limite (NN'). Le plan M’OM aura pour limite le plan

L4 \ \ y I I,
mené par OA parallélement 4 NN'. D’autre part, (lTa)

a pour limite la vitesse de I dans un certain mouvement
de rotation autour de OA, puisque les points I et I'ont
pour limiteI et que le point M a pour limite A. Comme,
en définitive, la vitesse de I doit étre la méme que dans
un mouvement de rotation autour de OA et qu’elle s’ob-
tient en composant une vitesse de rotation autour d’un
axe perpendiculaire & OA ct une vitesse de rotation
autour de OA, il faut que la premiéere disparaisse. 1l
faut donc que le segment NN’ soit nul, c'est-a-dire que
les points N et N coincident. On voit donc que les
courbes C ct C' seront tangentes en A et que 'on aura
v =1/, ¢’est-a-dire
ds ds'

de = ar’
s et s’ désignant les arcs PA, P'A| ¢t, commeon a a la
fois s = s'=o0, on en déduit s=y+'. Le théoréme est donc
démontré. De trés légéres modifications a cette démon-
stration permettent de faire voir, que quand un céne
roule sur un cone fixe de méme sommet, ’aréte de con-
tact est a chaque instant ’axe instantané de rotation dans
le mouvement d’un corps lié au cone mobile.
Proposons-nous maintenant de trouver les formules
qui permettent d’étudier le mouvement obtenu en faisant
rouler un coéne sur un céne fixe de méme sommet.
Soient Oz, Oy, O z desaxes rectangulaires fixes ayant
pour origine le sommet commun des deux cénes. Soit A
un point de la courbe C. Considérons un systéme d’axes
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formé de la droite OA pour axe des z', de la paralléle
menée par O a la tangente &4 la courbe dans le sens

Fig. 4.

positif pour axe des &/, enfin de la perpendiculaire O y’
au plan Ox'z' telle que les deux triedres Ozyz,
O'x'y’z" aient méme sens. Soient

= oy "

Rl EAE S G T N

' o "o
= TT‘(-"—Q—‘[}’ =15,

les formules de transformation permettant de passer de
'un de ces systémes a Iautre.

Le point A ayant pour coordonnées a, b, ¢, fonctions
de I’arc s définissant le cone, on a

2=« y—fﬁf :t'—/(_if db

- Ay =00 T 4
pu:[)‘ ‘(j:;i_[\{, ?':p%—(t#,
v = v__'_i_C: «r’——(d[) bda
(= c, (=75 (=g —br.

Soient &, 4, { les angles de la normale principale en A
avec les axes et p le rayon de courbure, on a

d*a  cost

d*h _ cosvy d*c  cos(
dst — o dst — o ds? 2

N R . ‘e K
Soil 5 le rayon de courbure sphérique, inférieur 4 ~ en
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valeur absolue, positif si le centre de courbure sphérique
est du coté de Oy’ par rapport a O 2/, négatif dans le cas
contraire.
Dans le premier cas, on a les relations

1 14 r .. ‘I Yy - —_— M ~
a' cost + P cosn + y' cosy = cosg, o =sing,
2’ cos} + 6" cost, +y" cosy = —sing,

et dans le second

a'cost + B'cosy, + ¢’ cosi = —coso, o =—sing,

2"cos§ + 3" cosn—y"cos{ = singp,

On aura donc dans tous les cas les relations

cost cosT, cos?
' - B 4 —= = coltg,
P P °
3 y
, COSE oy cos ey cosy .
g ° °

on a également

>

cos AL cos%

2 v = o.
P P P
On a donc
d*a o A0 d?e
—_— - — — =0
ds? Y ods? s ’
,d2a ,A2b dre
g T g T g = et
o a 2D - d*c .
ALY TR S I
ds? Tods? bodst
On en tire
A?2a ., 20 d2e
o =g _— — Qe (I £ ! w —
T T E oty ds? = Preote =3, dst 1 coty =1

Considérons maintenant s comme une fonction du
lcmps tct posons
ds
dt

= $"
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on aura finalement les formules

(11 . ’ t" 1// (11' —_— % cOtrr ([q’ — %
E_v(l coty — o = , rt
(IB o @ - n ({3( o 23 dﬁ” —_
m__((ﬁcutf-—g), —-(lt——tﬁcol?, t__‘ri,
B iy coto — " o, N
g = v(Y coty ") i pycoty, ar =" (-

Faisons pour le cone mobile supposé rapporté a des
axes liés a lui ce que nous avons fait pour le cone fixe,
en affectant toutes les quantités de l'indice 1. Suppo-
sons que les arcs soient comptés sur les deux courbes C
et C' dans des sens tels que les arcs comptés daus le
méme sens soient destinés a rouler 'un sur 'autre. On
aura les formules suivantes pour passer des axes fixes
aux axes liés au cone mobile

R ot .
T=r, Y =¥ ~ T A

ou bien
. Qe g e Bare i a
XX A= Py A Y3 = 9!117|~1—[J|_}1~|—‘1~1,

oyt

o4 By s = m By

2 By s = - Bl i+ v s

Remarquons enfin que I'on aura ¢ = v, puisque les
deux courbes roulent I'une sur 'autre. Si ’on dérive les
formules précédentes par rapport au temps, en y regar-
dant x,, 3y, z, comme des constantes, on obtient aisé-
ment la formule connue de la vitesse de rotation du
corps lié au cone mobile, soit ©» = v(coty — coty, ).

P,

HI. Je rappellerai d’abord quelques propriétés fon-
damentales des surfaces réglées proprement dites.

Soit L une génératrice quelconque. Quand 1'on
Y, . I3 ’ .
s’éloigne de plus en plus sur la génératrice, le plan
tangent est a la limite paralléle ala génératrice infini-
ment voisine de L. C’est-a-dire que si, par un point,
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on méne des paralléles aux génératrices de la surface,
le plan tangent & Vinfini sur unc génératrice est paral-
l¢le au plan tangent au cone le long de la génératrice
correspondante.

Il'y a un point A sur la génératrice L pour lequel le
plan tangent est perpendiculaire au plan tangent a I'in-
fini sur la génératrice. Ce point est unique, il s’appelle
le point central. Enfin, si I'on désigne par z la distance
d’un point M de la génératrice au point A, distance
complée positivement dans un sens, négativement dans
I'autre, par © I'angle du plan tangent en ce point avec
le plan tangent au point central, on ala relation

rcotyw —= =,

= étant une constante. Elle est positive si, quand on se
déplace sur la génératrice dans le sens positif, le plan
tangent tourne dans le sens adopté, négative dans le
sens contraire. = est en valeur absolue la limite du rap-
port de la plus courte distance de deux génératrices voi-
sines & leur angle.

On appelle ligne de striction le lieu des points cen-
traux sur les génératrices. Soit C cette courbe et s I’arc
compté dans un sens i partir d’une origine fixe, Soit
aussi_le cone formé par les paralléles menées par un
point fixe aux directions positives des génératrices et
soit la courbe d’intersection de ce cone avec la sphére
de rayon égal a l'unité. Soit & Parc compté sur cette
courbe dans le sens correspondant a celui compté sur la
ligne de striction. Soit enfin i I’angle de la tangente
dans le sens des arcs croissants a la ligne de striction
avec la direction positive sur la génératrice. On a en

grandeur
dssing
ds

™~ .



(17)

Soit maintenant un corps solide en mouvement dans
le cas général. Considérons la surface lieu des axes
instantanés de torsion dans I’espace et dans la position
qu’elle occupe a I’époque ¢, la surface lieu des droites
du corps qui coincident a chaque instant avec l'axe
instantané de torsion 3 cet instant. Ces deux surfaces
ont en commun ’axe instantané de torsion AL a V’époque
t. Appelons points correspondants sur ces deux surfaces
deux points qui coincident a une certaine époque. Soit
Cunc courbe quelconque tracée sur la premiére surface.

Fig. 5.

Considérons cette courbe comme parcourue par un mo-
bile M qui se trouve a chaque instant sur I'axe instan-
tané de torsion a cet instant. Soit M’ le point corres-
pondant de M.

Ce point M’ décrira sur la seconde surface une courbe
C’ et ces deux courbes auront en commun un point A
de la génératrice AL. Nous supposerons que [’'on compte
sur ces courbes les arcs s et 5" a partir de points corres-
pondants et dans les sens ou les points M et M/ les par-
courent par suite du mouvement. Les vitesses v et ¢’ de
ces mobiles seront alors positives. Supposons mainte-
nant que les positions M et M’ des mobiles correspondent

Ann.de Mathémat., 3¢ série, t. XVIIL. (Janvier 189g.) 2
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a Iépoque £+ h et soient MN, M'N' les génératrices
des deux surfaces passant par M et M'.

Pour amener la surface liée au corps dans la position
qu’elle occupe a 'époque ¢+ %, on peut d’abord lui
faire subir une translation, de fagon que tous ses points
décrivent des droites égales et paralléles & M'M; puis
lui imprimer un mouvement de rotation autour d'une
droite passant par M, perpendiculaire & la fois 4 MN et
a M'N’, I'angle décrit étant celui de M'N’ et de MN;
enfin terminer par une rotation d’un angle convenable
autour de MN.

Si Pon fait tendre . vers zéro, on voit que la vitesse
d’un point quelconque du corps est la somme des trois
(uantités suivantes : 1° un segment égal a la limite de
(ﬁ;ly—) -Orona

(M'M) _ (AM) _ (AM))
h = A h’

c’est donc le segment V'V joignant les extrémités des
vitesses des deux mobiles en A; 2° la vitesse du point
dans un mouvement de rotation autour d’un axe passant
par A et perpendiculaire & AL; 3° la vitesse du point
dans un mouvement de rotation autour de AL. On en
déduit que la vitesse du mouvement de rotation autour
de I'axe perpendiculaire & AL doit étre nulle et que la
vitesse v'v doit &tre parallele 8 AL. Considérons d’abord
la scconde condition. Elle fait voir que les plans tan-
gents en A aux deux surfaces coincident et, comme le
point A est un point quelconque de la génératrice, on
voit que les deux surfaces réglées auront méme plan
langent tout le long de cette génératrice. Il en résulte
d’abord que si I'une des surfaces est réglée proprement
dite, 'autre le sera aussi et que, si T'une est dévelop-
pable, Pautre le sera aussi.
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Considérons d’abord le cas ou les deux surfaces sont
réglées proprement dites. Nous affecterons de 'indice
prime les quantités relatives a la seconde.

Sur les génératrices destinées a coincider, les points
centraux sont des points correspondants et les para-
métres sont égaux et de méme signe. Faisons coincider
les lignes de striction avec les courbes C et C'; la condi-
tion que VV’ doit étre paralléle 4 AL donne

psini = ¢’ sin (|
ou bien
dssini = ds’ sin?.

Je dis que la vitesse de rotation autour de I'axe per-
pendiculaire 4 AL est alors nulle; cette vitesse est
la limite du rapport de 'angle de MN ct de M'N a
Pintervalle de temps &, Or ces deux génératrices sont
a la limite dans le plan commun perpendiculaire au
plan central passant par AL et, comme les paramétres
sont de méme signe, MN ¢t M/ N viennent dans le méme
demi-plan. Les parameétres étant égaux, on a

ds sini ds' sin ¢’

ds ds’'
Les numérateurs étant égaux, on aura

ds = d5'.

Or TP’angle de MN et de M'N’ est en valeur absolue
Pinfiniment petit ds — ds', ce qui démontre la propo-
sition.

Ainsi donc, pour que deux surfaces puissentéire 'une,
le lieu des axes de torsion dans 'espace, Vautre le
lieu des axes de torsion dans le corps, il faut ct il
suffit que si 'on considére les lignes de striction et que
I'on désigne par s et s’ les arcs correspondant a des gé-
nératrices de méme parameétre, on ait

dssini = ds' sin{'.
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Les deux surfaces ne sont donc pas arbitraires.

Dans le cas particulier ou, pour I'une des surfaces, le
paramétre est le méme pour toutes les génératrices,
comme cela a lieu pour les hyperboloides de révolution
a une nappe, il faudra qu’il en soit de méme pour
lautre surface et alors la relation précédente détermine
les génératrices qui doivent s’appliquer les unes sur les
autres.

Si nous{revenons au cas général, on voit que la vitesse
de translation du corps est

.

vcosi — ¢ cosi.

Supposons maintenant que les deux surfaces soient
développables et qu’aucune d’elles ne soit un cylindre
ou un cone,

Reprenons la fig. 5 sur laquelle nous avons repré-
senté cen plus les arétes de rebroussement R et R des
deux surfaces et les points de contact B et B’ de ces

Fig. 6.

arétes de rebroussement avec la génératrice commune
AL. Supposons que les points N et N’ soient les points
de contact des génératrices MN, M'N’ avec leurs arétes
de rebroussement. Considérons deux nouveaux mobiles
parcourant les courbes R et R’ de facon i se trouver
constamment le premier en N, le second en N'.
Désignons a I'époque ¢t les vitesses de ces mobiles par
v et ¢/, Considérons les longueurs NM, N’ M’ comme des
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fonctions du temps et soient £ et /' leurs valeurs BA,
B'A a I’époque t. Les quantités ¢, v/, [, I’ seront comptées
positivement dans la direction AL. Dés lors, la vitesse
du point M est, a I'époque ¢, quand ce point esten A, la

dl , . .
résultante de ¢ 4 —; portée sur la direction AL ct de

Iy . s \
> portée sur la normale principale 4 la courbe R en B,

p étant le rayon de courbure de cette courbe en B. De
méme, la vitesse du point M’ a P'époque ¢, quand ce
. , dl’ ,
point est en A, est la résultante de ¢/ + —; portée sur la
. . 'y’ , ' .
direction AL et de ra portée sur la normale principale

a la courbe R’ en B, p’ étant le rayon de courbure de
cette courbe en B'. Les deux composantes suivant les
normales principales sont situées perpendiculairement
a AL dans le plan osculateur commun aux deux courbes
R et R'; la droite V'V devant étre paralléle a AL, on
devra avoir

On doit prendre le signe + si les normales princi-
pales sont de méme sens, le signe — si elles sont de
sens contraire. Comme on peut augmenter [ et / d’une
quantité arbitraire, puisque le point A est quelconque
sur la génératrice AL, on en déduit que I'on aura sépa-

rément
'

<

l:ll, :i

5.

ie
S

Les deux arétes de rebroussement sont donc a chaque
instant tangentes au méme point de la génératrice com-
mune et la relation
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détermineles points successifs de Langence; les arcs s et s’
sont alors comptés de facon a aller tous deux en croissant
ou en décroissant dans le mouvement.

Je dis qu’alors la vitesse de rotation autour de I’axe
perpendiculaire A AL est nulle. En effet, les deux droites
NM, N’M' sont a la limite dans le plan osculateur com-
mun aux deux courbes. Les angles infiniment petits que
les génératrices NM, N'M’ font avec AL sont alors les

angles de contingence %s et (—i—s,’, et sont égaux. L’angle
infiniment petit de NM et de N'M’ est donc nul.

La vitesse de translation du corps a I'époque ¢ est
vy —v.

Considérons maintenant le cas ou I'une des surfaces,
la surface mobile par exemple, est un cone. 11 n’y aura
rien de changé dauns la méthode précédente. Seulement
la courbe R’ n’existe plus, le point N’ coincide toujours

. .
avec B, et ¢ doit étre remplacé par d—a, o/ étant J'arc
1 dt
compté sur la courbe d’intersection du cone avec la
sphére de rayon égal a Vunité. On voit alors que le
sommet du cone doit étre constamment sur aréte de
rebroussement de la surface développable et la relation
(_i_s = da'
p
détermine les génératrices correspondantes sur le cone
et sur la surface développable proprement dite. La vi-
ds
=
Si la surface fixe était un cone, la surface mobile
développable proprement dite, il faudrait que son aréte
de rebroussement passat constamment par le sommet du

tesse de translation du corps est

cone ct I'on aurait la relation

ds'

dx = —
o

T
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pour déterminer les génératrices correspondautes sur

les deux surfaces. La vitesse de translation du corps est

.

alors —

ds
dt

Si les deux surfaces sont des cdnes, on voit qu'ils
doivent avoir méme sommet et 'on retombe dans le
paragraphe II.

Enfin, si I’'une des surfaces est un cylindre, on voit,
puisque Pangle infiniment petit de NM et de N'M’ doit
¢étre nul, que la seconde surface est aussi un cylindre.
La question est alors la méme que celle qui a fait 'objet
du paragraphe I, avec cette légére modification que 'on
a 4 y considérer en plus un déplacement parallelement
aux génératrices des cylindres.

Le mouvement da cylindre mobile se composera
donc d’'un roulement sur le cylindre fixe et d’un glisse-
ment parallélement aux génératrices.

Nous allons maintenant étudier analytiquement le
mouvement produit en faisant mouvoir une surface
réglée de facon qu’elle touche constamment le long
d’une génératrice une surface réglée fixe.

Supposons d’abord que les deux surfaces soient ré-
glées proprement dites. Soient I'une des surfaces, G une
courbe tracée sur cette surface; a, b, ¢ les coordonnées
d’un point A en fonction de 'arcs; o7, 37, y” les cosinus
directeurs d’une demi-droite AL passant par A et coin-
cidant avec la génératrice, exprimés également en fonc-
tion de I'arc 5.

Les coordonnées d'un point quelconque de la surface
peuvent s’écrire

z=a+ k', y=b-+2B, sz=c+ L,

) étant une arbitraire qui représente la distance d’un
point de la génératrice au point A, distance comptée
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positivement sur AL, négativement en scns contraire.
L’équation du plan tangent en ce point est

da Y dx"
X—a E a X—a —‘75- a

ab ., , ag o _
Y—b E B +A|Y—b s g"| =o.

dc . d*{" ,
bme 0 b—e g5 X

Pour que la courbe C soit la ligne de striction, il faut
et il suffit que I'on ait

da do' db dy' de dy _

() ?l;ds+£¢§+?i—5 ds

Nous supposerons désormais cette condition remplie.
Prenons de nouveaux axes liés au mouvement de la
génératrice; AL pour axe des 2’; soit AT la tangente a

la ligne de striction dans le sens des arcs croissants;
prenons Ax’ dans le plan de AT et de Az’ et du méme
coté de Az’ que AT enfin Ay’ sera perpendiculaire au
plan Ax’z' de fagon que le triédre Az'y'z’ ait méme
sens que le triedre des axes fixes.

Soient
=a+ax+ay +o35,

=b+ Ba'+ By + §"2
s=c+yr+yy+ys

KRR
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les formules de transformation. Nous avons déja désigné
par i I'angle de Az’ et de AT. On a les relations .

da db dc ..
a m—+_{3—dg+y 25 = sind,
a"-ig +p’ﬁ+y'éf=o
ds ds ds ’
1"(1?_ +B”‘_ij‘_ +Y”.‘_i£—-
ds ds ds
On en tire

a .. ” .
= asinl + &’ cos i,
s

[ da

s 2

(2) ¢ S—Sb = Bsini + B"cosy,
de .. , .
o = Ysini—+y cosi.

L’équation du plan tangent en un point de la généra-
trice devient

d " dﬁ” d‘{l/
Az <a &+ g’ PR

> —y¥'sini = o.

Cette équation donne la valeur en grandeur et en
signe du paramétre =, soit

aif‘_g ay _ sing
ds ds+Yds—n'

En tenant compte de (1) et de (2), on a les équations

dzl! dBU d‘rl/
s TP Y g T
da" dﬁ" L ay  sing
‘I T E g T
do’ ds Jdy"
o2 " [ el S
ds +3 Y ds °

On en déduit

da’ _ sini dag’

O FT=r =V =T
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Cherchons enfin la quantité

,da {3
ds+p {EE.

Pour cela, remarquons que I'on a

,d2a d?b  ,d’c  a'cost + B'cosn +y'casy
= b

i R )

£, m, { étant les angles de la normale principale a la
courbe C avec les axes fixes, p le rayon de courbure de
cette courbe; d’aprés le théoréme de Meunier, le second

R .
membre est égal a o R, étapt le rayon de courbure de
1

la section normale & la surface réglée passant par AT,
ce rayon de courbure élant positif ou négalif, selon que
le centre de courbure est sur Oy’ ou dans la direction
opposée. Posons

I __sin?g
R~ R
On aura
da+p d2b d*e  sin?i
ds? TV m =R
On en tire
, da. ,dB dy _sini cost
S i il e

On aura alors les relations

dx dy

ads+p Y gy =0

, da g dg ,dy _sini  cosi
& VYT R =
,,(1'1 rrdﬁ o &Y



On en tire

¢_13_ , [sinz cosz)

ds ( R~ = /)
dg ,/sint  costi

4) == (% %)
(dy__ , ii_n_i_cosi\

ds — R =)

On trouvera de méme

da’ sin  cost ,Sing
—— =— | = — — " —,
ds

R 4 T
ag’ sinz  cosi ,sint
(5 T (R ) e
dy' __fsini  cosi ,sint
="\ w =) "%

Ces formules établies, supposons que les notations
précédentes se rapportent a la surface fixe et désignons
celles relatives a la surface mobile par les mémes lettres
affectées de I'indice 1. Remarquons que I’on peut choisir
la direction A, z| et le sens dans lequel on compte I'arc s,
de la courbe C, de facon que dans le mouvement les
axes A x’y’z' coincident avec A, xy) z, et que w; soit
égal & = en grandeur et en signe. On aura alors les for-
mules suivantes pour passer des axes fixes aux axes liés
a la surface mobile

' ’

r=ai=a(r—a)+B(y—>b)+y(s—c)
=a(z1—ar)+ 31 (y1—by) + 11(s1—c1),
Y=yi=d@—a)+ B (y—>b)+y(z—c)
=aj(z1— ar) + By (y1— b1) + Y1 (B1— 1),
d=zi=d(x—a)+ B (y—06)+y(s—c)
=aj (@ — ar) + B (y1—b1) +yi(z1—cy).

Si I'on pose
as_ s
at =" di

= ¢y,
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on trouve, en dérivant par rapport au temps les équa-
tions précédentes et désignant par V,, V,, V. les projec-
tions de la vitesse d’un point de la surface mobile sur
les axes Ax/, Ay', Az, les formules suivantes

Vo — vsini—(—vy'(- ~ —

.. , [ sini, cos iy
=-—— 9 SInY+ V1 ) _R-- -_ ’
1

™
v sin¢ sinz  costi
Vy— —— 3 — 2 (— — —)
T

vysingy ,/sing, cos Iy
T R| T

osing _,

. singy
Y = — 91 COS1 + ¢q .

V. —vcosi—+

Pour que I'on ait un mouvement de torsion autour de
I'axe des 2/, il faut et il suffit que 'on ait

vsini = ¢, sing,.

Considérons maintenant le cas ou les deux surfaces
sont développables, mais ou aucune [d’elles n’est ni un
cylindre, ni un cone. Soit Cl'aréte de rebroussement de
la surface lixe. Prenons la tangente en un point A dans
le sens des arcs croissants pour axe des z', la normale
principale pour axe des 2’ et la perpendiculaire au plan
osculateur dans un sens tel que le triedre A 2’y 2’ ait
méme sens que celui des axes fixes pour axe des ).

Soient

rz=a-+ax +ay + 23,
vl o By,
s=c+yr'+Yy +v7,

les formules de transformation de coordonnées. On aura,
en désignant par g le rayon de courbure, par < le rayon
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de torsion affecté de signe, les formules suivantes

Il____da B”‘d_b‘ ,,_dc
Y= T ds’ =3
4’ a ap B a4
ds—p’ ds o’ ds_a’
de _ @ ag' _ B o
ds T ds < ds <
dr @ &0 A3y B ¥ A v_ Y
s~ < 9’ ds — = o’ s~ <= 5

Désignons maintenant les notations relatives a la sur-
face mobile parles mémes letires affectées de Vindice 1. 11
faut placer la surface mobile sur la surface fixe de fagon
a faire coincider les axes des z’ et des z| et les plans
Ax'z et Ay x, z,. Nous pouvons supposer que 'on fasse
coincider la direction positive de A z" avec la direction
positive de A, z/.

On aura alors les formules suivantes pour passer des
axes fixes aux axes liés a la surface mobile

g=a(x —a)+B(y—0)+y(s—c)
= [a(r1—ay) + B1(y1— b)) +y1(31—ecy)),
y=dx—a)+(y—0o)+1(s—c)

= {aj(zi—a) -+ 31 (y1i—b1) + 11 (z1—er)l,
d=ad(z—a)+B(y—0)+y(s—c)

=l +[aj(x1—ar) + BU(r1—b1) + Y[ (51— ¢1)],

[ désignant la distance AA,, les signes + devant étre
pris si les normales principales sont du méme coté de
la génératrice, les signes — devant étre pris dans le cas
contraire.

On en tire, en posant

é—v ds'-v
de ' dte T

et dérivant par rapport au temps les expressions des
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projections V-, V. V.. de la vitesse d’'un point sur les

axes Ax’, Ay’, Az/. Ce sont

14 v, (21 (2]
Vo=Syala Oy Yy
x _:.7 0 le+P1( )1
v v
Vy=—-2"+ Lo,
T Ty
vx dl v,
Vo=9— 4 gk L
P dt P1

Pour que ’on ait un mouvement de torsion autour de
I'axe des 2/, il faut et il suffit que 'on ait

l=o, - ==

NS

1
o

Considérons enfin le cas ot I'une des deux surfaces
développables est un cone. Nous venons de donner les
formules relatives a la surface développable; nous
avons donné dans le paragraphe II les formules rela-
tives au cone. Il nous suffira de les réunir.

Les nolations relatives au cone seront affectées de
Pindice 1. Quand le cone est placé sur la surface déve-
loppable, on peut toujours supposer que les parties po-
sitives des axes A 2’ et O, 2| coincident, et que Ax' est
pal‘alléle a O, x| et de méme sens.

On a alors pour passer des axes liés a la surface dé-
veloppable a ceux liés au conc les formules

2= a@@—a)+ B(y—0)+ y(z—c)=nz+{1yi+711 51,
Y=d@—a)+p(y—0)+v'(s—c)=2i 21+l yi+7) 5,
=" (x—a)+ B (y—b)+y'(s—c)=l+alz1+ Bl y1+ Y131,

1 désignant la distance AO,.

Si maintenant nous supposons la surface dévelop-
pable fixe, il nous faut regarder x,, y,, 2z, comme des
constantes ¢n dérivant par rapport au temps et x, ¥, 2
comme variables. Si, au contraire, nous supposons le
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cone fixe, il nous faut regarder x, y, z comme des con-
stantes et Ty, ¥y, z, comme variables. Les formules ob-
tenues ne différeront qu’en ce que les projections V.,
V,, Vosur Ax/, Ay', Az'd’un point de la figure mobile
seronl dans le second cas dans les seconds membres des
formules suivantes

’
vy V3 ,
Vp— —3— — —%— =vicotp ¥y — 0y (3 — 1),
va'
Vy+ — =—cot g0, 2,
T
AY v+vxl—dl+vx'
3 P - dt 1 )
ou l'on a
ds - dsl =
dt — de ~ "

Pour que 'on ait un mouvement de torsion autour de
I'axe des 2/, il faut et il suffit que 'on ait

l=o, = 0.

v
¢

Les formules relatives au mouvement d’un cylindre
touchant a chaque instant un cylindre fixe le long d’une
génératrice se déduisent trop simplement du paragraphel
pour qu’il y ait lien d'insister.

[K1ic]
FORMULES POUR L’ETUDE D'UNE FIGURE REMARQUABLE;
Par M. Giacomo CANDIDO, a Pise.

Le but de cet article est d’indiquer quelques formules
qui peuvent servir pour l'étude d’'une figure remar-
quable. On trouvera méme quelques applications.
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M. le Professeur F. Ferrari (Periodico di Matema-
tica, vol. VIII, p. 67) en généralisant quelques formules
de M. le Professeur Thiry résout le probléme suivant :
Calculer les distances des points du plan aux sommets
d’un triangle et les distances mutuelles de ces points,
connaissant les rapports que déterminent sur les cétés
du triangle les droites joignant ces points aux som-
mets. Soit ABC le triangle, P le point intérieur ou

extéricur au triangle et AD, BE, CF les droites qui le
projettent par A, B, C sur BC, AC, AB. I'aisons

AF _ BD CF _ B
FE=™ pc=P Fr=9 (mpa=n.

et en prenant m, p, ¢ positifs ou négalifs selon que D,
E, F tombent sur les cotés ou sur leur prolongement,
ona

Z‘._[;g:[(l-q—m)(a?m—i—b?)—mc“]:(mp+p+|)2,
(D LAP =[(1+p) (pb2+ c2)—pat] : (pg +p +1),
BP =[(1+¢) (get-+a?)—gb?]:(mg+g -+t

Supposons maintenant que AD, BE, CF coupent le
cercle circonscrit au triangle en Ay, By, G, respective-
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ment, on a ainsi un autre triangle A, B, C,. Alors on a

AF+FB—m+1 AF+FB 1+ m
FB ’ AF T m
d’ou
c? (m +1)?
== = >
AF.FB m
ou
— = mc?
FFB=
d’ailleurs
—_— mce?
C' E .FC = m’
d’ou
mce?
FCy= FC.(m+1)
Maintenant des formules (T) on tire
== (m4+1D(ma®+ b?)— mc?
(any FC = s .
d’ou
mc?
FC, =
YT m) ¢(|+nl)(a2/)t+b2)~lrzcﬁ’
donce
GG — (m +1)(ma2~+ b?)
T+ m) Y- my(aim + b2) — met
ou
CCy = arm —+ b2
1= ’
V(i + m)(a*m + b2)— mc?
2 2
(1) AA = cpt+b ’
V(i+p)(pe*~+ %) — pa?
a*q 4 c?

t= Va+g)(atq + c?)— mq'

Par les triangles semblables ABD, CDA,, BDA,,
Ann. de Mathémat., 3°série, t. XVIIL. (Janvier 1899.) 3
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ADC, ..., on tire les autres formules :

| ac
A1C= b
V(1 +p)(e2p + b2)— pa?
AB— _. apb
Y+ p)cp+ b)—par
B A = ab
(V) Vi+g)(atqg+ct)—big
B,C = beq
V(1+g)(atq +c)— b2g
C,B = cb ,
V(1 + m)(ma2~+ b)— me?
CA acm
C GA =

V(1 + m)(mat—+ b?)— me? ’

et 4 ces formules nous pouvons en joindre d’autres rela-
tives aux angles que les droites AD, BE, CF font avec
les cotés du triangle ABC.

Posons

N P

BAA; =6, CyCA =¢, 1BC:QP,
alors on a facilement

_ csinf — b si _E_‘

p—bsin(A—O—)’ T asin(C—%
_ asing
7= csin(B—g)’
d’ou
bpsin A _ amsing
tang&-————c_'_bpcos—A, tanb&_————‘b+anzcos§’

cq sin¢g

tangg = ———~—
8% = 2 cq cosp’

et de ces formules on tire les suivantes :

cin® — bp sinA

- b
Vb2 p? + c?—+ 2 bep cosA

080 = ¢ + bp cosA

V02 p?—+ ¢t 2bcp cosA ’
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sin(A —0)= osinA s
Vb2p2—+ c?+ 2bep cosA
cos(A — 0)= bp +ccosA ,
Vb2 p2+ e+ 2bcp cosA
sino = cg sinB

V2 g2+ at+ 2acq cosB
a + cq cosB

cosg = ,

Ve g+ a*+ 2acq cosB

. asinB
sin(B—9)= ’
Vgt + a+ 2acq cosB
cq + acosB
cos(B—yo) = 7 ’
Verq?+ a?— 2acq cosB
. am sin G
sinf = ’
Varm® 4+ b2+ 2abncosC
b+ amcosC
cost = ’
Varm?+ b2+ 2abm cosC
. bsinC
sin(C—§) = ,
Vazm?—+ 02+ 2abm cosC
am -+ b cosC
cos(C—§) = .
Vatm?+ b+ 2abm cosG
Premiire ApvLicATION. — Surface du triangle

A,B,C, : Les angles du triangle A, B, G, sont respecti-
vement :

Ai=B—o+i By=C—¢t+09, Ci=A—0+o;
il en résulte

sinA = sin(B — ¢)cos + sint cos(B—g)
___asinB(b+amcosC)+ am cosC(cg + acosB)
" V(a*m?+ b*+ 2abm cos C)(ct g+ a’+ 2acq cosB)

et en répétant la méme chose pour sinB, et sinC,,
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on a

sin A, = a(amsinA + bsinB + cmg sinC) ,
V(a2m? 4 b2+ 2abmcosC)(c?q*+at+2acq cosB)

sinB, = b(amp sin A + bp sinB + ¢ sin C) ,
V(a*m?* 3 b*+ 2abm cos C)(b2p? + c*+ 2bcp cosA)

6inC, = ‘c(asinA-*-bpq sinB + ¢g sinC)

V(c*q*+ a*+2acq cosB)(b2p?—+ct—+ 2bcp cosA) '

De ces formules, comme on voit facilement, on tire la
formule qui donne la surface du triangle A, B,C,, et
en appelant S, la surface de ce triangle, ct S celle du
triangle ABC, on a

_ (ma?+ mqgce?+ b?)(mpa?+ b2p + c?)(a+ pgb?+ gc?)S
T (a2m2+-b2+2abm cosC)(c2q? -+ a2+ 2acqcosB) (b2pri+-ct+2 bep cosA)y

Sy

Pour la surface de I'hexagone AC,BA,CB, onala

formule

E = 8R2S [p “+(b2p2+ c?)colgA L9 “+(c2g2+ a?)cotg B
b2pr+c2 4 2bepcosA T c?g2+al+2acq cosB
m~+(a>m?+b?)cotgC
azm2-+-b2-+a2abm cosC] ’

Si le point P est le centre de gravité du triangle ABC
on ala formule

_ (a?—+ b2+ c?)38 )
T (a4 4bc cosA)(02+ fac cosB)(c2+ 4ab cosC)’

S

si ce point cst le point de Lemoine du triangle ABC,

ona
S, — ga?2b2c?8
17 (a2 §bc cos A (b2 + faccosB)(c2+ fdab cosC)
Deuxikme appricaTioN. — Le quadrilatére harmo-

nique : Supposons que le point P soit le point de Lemoine
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du triangle, alors on a
b2 c? a?

m:;;, p=5§, q = —-

Par les formules (IV) on a

A,C.AB=4A,B.CA,
C,B.CA = AC,.BC,
B,A.BC = B,C.AB,

d’otr nous concluons : Les quadrilatéres AC,BC,
ABA,C, ABCB; sont harmoniques.

Considérons en particulier le quadrilatére ABA,C;
on obtient par nos formules

LB o AC' _AD _ AB
— = 737 —_— - —
ach Y K PAC By

d’ou nous concluons que : Le point de concours D des
diagonales est le point de Lemoine du quadrilatére.

La méme considération pour les points E et F rela-
tivement aux t/uadl'ilaté/'es.

Cororratre. — Les tangentes menées par les extreé-
mités d’une diagonale, dans un quadrilatére harmo-
nique, se coupent sur ’autre diagonale.

Considérons le quadrilatére B, C;A,C; par nos for-

mules on a

B;C,.A,C;=CB,.A, Gy,

donc : Le quadrilatére B,C,A,C est harmonique.
Il en est de méme des quadrilatéres C,A,B,A,

A,B,C,B.
Cororraire. — Les deux triangles ABC, A,B,C,
sont cosymédians.
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Questions. — On voit facilement comment par le
moyen des formules indiquées on peut aborder I'étude
d’unc foule de problémes relatifs aux différentes rela-
tions métriques entre les éléments de la figure que nous
avons éitudiée, et comment la combinaison méme de ces
formules peut donner quelques propriétés spéciales de
figures particuliéres (en prenant pour m, p, ¢ des valeurs
particuliéres).

Par exemple étudier quand on a

A:C_ BA_GB

AR T BC T A’

AA=AB -+ A,C, ...,

AA, =A,D.A,C,
AP _BP _CP
AD 7 BE ~ CF

AiB,=B,C = A,C,,
PD = PE = PF = .. .(1).

= /(,

Sile pointP est le centre de gravité dutriangle ABC,
ona

b2 c2\2 a?—+-c?\? ar+ 02 z-—‘?, - p2 c?
Gaar )+ () = (e ) = sa o en

[L26a]
SUR LES QUADRIQUES CIRCONSCRITES A UN TETRAEDRE ;
Par M. Cu. BIOCHE.

On sait que le triangle formé par trois points d’une
conique et le triangle formé par les tangentes en ces

(') Intermédiaire des Mathématiciens, t. IV, p. 97 (1044).



(39)

points sonl,homologique.g-.' 11 est naturel de se demander
si le tétraédre formé par quatre points d'une quadrique
non développable et le tétraédre formé par les plans
tangents sont homologiques. Je vais montrer que cela
n’a pas toujours lieu, mais que sur une quadrique
donnée, non développable, on peut toujours trouver
des systémes de quatre poinls présentant cetle particu-
larité.

1. Si le tétratdre de référence a pour faces

XI=O, X.Z:: 0, X3= o, X5=0,

P’équation d’une quadrique circonscrite peut s’écrire
EA X Xp= o,

% et k prenant les valeurs 1, 2,3 mais ne prenant
} ) 9 b )
pas tous deux & la fois la méme valeur; en outre, je sup-

poserai
A= Agp.

Les plans tangents aux différents sommets ont pour
équations
Ao Xo+ A3 X5+ Ay, X, = o,
Ao 1 Xy + Ag 3 X3+ Ag Xy = 0,
Ag Xy + Az o Xo+ Ag Xy = 0,
At X+ A Xo+ A 3 X3 =o.

Pour que le tétraédre formé par ces plans soit homo-
logique du tétraédre de référence, il faut et il suffit que
les traces des plans tangents sur les faces du tétraédre
de référence soient dans un méme plan 5 en particulier,
il faut que les plans tangents aux sommets d’une aréte
coupent I'aréte opposée au méme point. Or 'arite
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coupe les plans tangents correspondants aux points
Xi=X;=o, A1 3Xs+ Ay X, =o,
Xi=X,=o, A3 X3+ Ay X =o.
La condition pour que ces points soient confondus est
que
Ai3As s =As3A .
Si 'on opére de méme pour l'aréte,

Xl= o, X3 = 0,
on trouve
A2,3A1,'. = Am AS.L'

2. Les conditions trouvées sont suflisantes, car si 'on
pose

Am =4, A3,1 = @, Ai,'l =7,
By v afl
A= 1_(3(, Asy = s Az, = 3

I'équation de la surface peut s’écrire

X, XX XX, XuX,  XoX, XX,
at el 4+ =t 4 =t A 2 =,
af ay ad By ) )

et les traces des plans tangents sont dans le plan

3 > X X,
(H) &—k%—‘—i——‘?—i——a—:a

Les droites qui joigncnt les sommets du tétraédre
de référence aux sommets du tétraédre circonscril se
coupent au point

X, X, Xs_ X,

" @« fp Ty 8

On voit qu’étant donné un tétraédre, on peut toujours
prendre arbitrairement soit le plan d’homologie H, soit
le pole d’homologie % ; on a une quadrique circonscrite
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au tétraédre de référence et inscrite dans un autre, homo-
logique de celui-ci.

3. Si I'on se donne une quadrique non dévelop-
pable Q, on peut trouver sur cette surface des systémes
de quatre points tels que le tétraédre formé par un de
ces systémes soit homologique du tétraédre formé par
les plans tangents en ces points.

Soient A, B, C trois points pris arbitrairement sur Q
(mais non en ligne droite), le plan ABC coupe Q sui-
vanl une conique, et les tangentes en A, B, C a cette
conique coupent les cotés opposés en trois points situés
sur une méme droite A. Si 'on méne par A un plan tan-
gent a Q, soit D le point de contact, le tétraédre ABCD
réalise la condition énoncée, car chaque coté du
triangle’ ABC coupe les plans tangents aux sommets de
Paréte opposée au méme point, et 'on a vu que ces con-
ditions étaient sulfisantes.

On aurait pu se donner le plan d’homologie; alors,
on pouvait prendre un des sommets arbitrairement : les
autres sont alors sur une conique déterminée, sur la-
quelle on peut choisir I'un de ces points i volonté, car,
si le plan d’homologie est i U'infini, la quadrique Q étant
une sphére, le probléme revient a trouver quatre points
de la sphére formant un tétraédre régulier.

4. Si l’on considére une quadrique quelconque cir-
conscrite au tétraédre de référence, les quatre traces des
plans tangents aux sommets sur les faces du tétraédre de
référence sont sur une quadrique dont 1’équation peut
s’écrire

Ay oAy s ALXT A+ Ap o (A sAs i+ A Ag3) Xy Xa+. .0,

les termes non écrits se déduisant de ceux qui sont écrits
Ann. de Mathémat., 3° série, t. XVIIL. (Janvier 18gg.) 3.
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par des permutations d’indices. Cette quadrique se ré-

duit 2 deux plans contfondus dans le cas particulier pré-
cédemment étudié.

CERTIFICATS D'ETUDES SUPERIEURES
DES FACULTES DES SCIENCES.

SESSION DE JUILLET 1898. — COMPOSITIONS.

Besangon.

CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL.

Errevve tcrite. — Définition de la fonction Y.

Démontrer que IU'(x2)T (1 — x) = = .
que I (x)T (1 —x) = ——

ProsrLime. — Ktant donnés trois axes rectangu-
laires et un hélicoidc représenté par I’équation ‘

¥
s = KarctangZ
3 g T,
oit K est une constante donnée, calculer I’aire de la
portion de cette surface qui se projette sur le plan
des xy suivant un secteur circulaire ayant son centre
au pownt 0, ayant pour rayon a et pour angle au
centre .

Errevve vraTiQue. — Calculer avec cing décimales
l'intégrale

/‘ ! dr
o Vo= (Kot

K = 0,43528.
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MECANIQUE RATIONNELLE.

Errevve tcrite. — Une barre homogéne pesante
est abandonnée a elle-méme et assujettie a passer par
un point fixe O sur lequel elle glisse sans frottement.

Déterminer son mouvement.

Erreuve PrATIQUE. — Trace d’une came soulevant
un marteau.

ASTRONOMIE.

Eerevve tcrite. — Forme de la Terre. Equation
déterminant les axes a et b. Formule des parallaxes
en -\ et ®.

SESSION DE NOVEMBRE 1898. — COMPOSITIONS.

Besancon.

MECANIQUE RATIONNELLE.

Epreuve tcrite. — Unmobile pesant glisse sur une
circonférence dont le plan est vertical et éprouve une
resistance pr'oporlionnelle & la pression qu'il exerce
sur la courbe. Déterminer son mouvement.

A quelle hauteur s éléve-t-il en partant d’un point
sans vilesse initiale?

ASTRONOMIE.

Errevve tcrite. — Exposer la théorie de la réfrac-
tion suivant la méthode de Laplace.

Erreuve praTiQuE. — Mesure du temps.
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Dijon.
CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL.

Eprevve terite. — I. Définition et conditions
d’existence de Uexpression

/[ Ur(x, y)de + Uy(r, y)dy|,

o Uz(x,y), Uy(x,)7) sont des fonctions données des
variables indépendantes x, y.

L. Trouver, en coordonnées rectilignes rectangu-
laires, l'équation générale des surfaces caractérisces
par la propriété que, pour chacune d’elles, le plan
tangent en un point quelconque m et le plan perpen-
diculaire en m au rayon vecteur allant de l’origine a
ce point coupent tous deux l'axe des x en un méme
point. Disposer des éléments d’indétermination im-
pliqués dans cette équation, de maniére que la surface
représentée par elle contienne entiérement la droute

x =o0, s=ay + b.
ASTRONOMIE.
Eprevve Ecrite. — Précession, nutation, petits

déplacements de ' équateur et de Uécliptique.

Epreuve pratioue. — Calculer I’ ascension droite et
la déclinaison d’un astre, connaissant sa longitude et
sa latitude L == 247°40'50" 8,k = 1°43'22"; 'obliquité
de Uécliptique est 23°27'8"g8.
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Montpellier.

CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL.

Epreuve tcrite. — 1. Déterminer Uintégrale géné-
rale de l’équation différenticlle
@y dy .
(z +a) (22— 12)2;3 —ox(x + a)a; +6ay =2(a—x),
sachant qu’elle peut étre vérifice par des polynomes
en x.

1. Calculer la valeur de 'intégrale triple

/ff[(z+y+z)2~ga2] dx dy daz,

lorsque x, y, z prennent toutes les wvaleurs vérifiant
les deux inégalités

i+ y2—2a3 <o,
r24y2 4+ 32— Ja2<o.

Errevve praTIQUE. — Les axes de coordonnées
étant rectangulaires, on considére la courbe

¥y =(sinz — cosx) Va2,

. T, 0n
x variant de —4” @ —- On demande de calculer :
4

1° L’aire comprise entre cette courbe et l’axe
des x5

2° Le volume engendré par cette aire en tournant
autour de l'axe des x;

3° La surface qui limite ce volume.
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Paris.

CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL.

Erreuvve tcrite. — 1. Intégrer le systéme d’équa-
tions différentielles

dx .
:E+z‘-—_y=e,
%};—i-x—;:cost,
ds

on mettra l 'inlc'gl‘(tle géncérale sous forme réelle.

IL. Déterminer les surfaces dont le plan tangent
Jait un angle constant avec un plan fire. Trouver les
lignes de courbure de ces surfaces.

Errruve eratiQue. — Calculer Uintégrale double

1o Y
‘/fw'-'yi’_(l—-z‘—‘yﬁdxd‘y,

étendue a l'aire du triangle formé par les droites

xr =0, Y =0, Z+y—1=0.

MECANIQUE RATIONNELLE.

Lrrruve gcrire. — Dans un plan vertical fixe xOy,
se meut sans frottement une barre homogéne
pesante AB, d’épaisseur infiniment petite, dont
Uextrémité A glisse sans frottement sur I’axe fixe Oy
dirigé suivant la verticale descendante.

Trouver le mouvement de cette barre en supposant,
& Uinstant t = o, que le point A soit animé d’une
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vitesse donnée v, suivant Oy ct que la barre soit
animée dans le plan xOy d’une witesse angulaire
donnée v, autour du point A.

0 x
A
\B

Calculer la réaction de U'axe Oy sur la barre au
point A, & un instant quelconque.

Yy

Examiner le cas particulier olt w,= o.

Evreuve praTIQUE. — On considére un ellipsoide de
révolution homogéne de densité 5 dont la surface a

pour équation
=2

2y =1,
4

et l'on ditache de cet ellipsoide la tranche comprise
entre les plans z = o et z = I (coordonnées rectangu-
laires).

1° Déterminer la masse et le centre de gravité de
celte tranche.

2° Calculer le moment d’inertie de cette tranche
par rapport & Uaxe Oz.

MECANIQUE PHYSIQUE.

Eereuvve tcrite. — L. Principes géncéraux des méca-
nismes. Couples cinématiques. Chalnes cinématiques.
Couples d’emboitement. Exemples.

Il. Trouver le déplacement fini d’un triédre tri-
rectangle Oxyz dans lequel le systéme des rotations
instantanées a pour coordonnées par rapport & ce



(48)
triédre
p=o, q = o, r=uw = const.,
t = a cosmt 4 a' sinmt,
n = b cosmt + b' sinmt,
{ = ¢ cosmt + ¢ sin mt,

oita, b,c,a', b, c et m sont des constantes.

ASTRONOMIE.

Erreuve gcrute. — Etablir les Sformules générales
de la parallaxe; appliquer ces formules au cas d’une
étoile. Enoncer les lois de la parallaxe annuelle ' une
étoile et décrire les procédés a 'aide desquels on peut
déterminer cette parallaxe?

Erreuve pratique. — Une plancte décrit une orbite
elliptigue d’excentricité e. Calculer les waleurs de
l’anomalie vraie qui correspondent au maximum de
l’équalion du centre et la valeur de ce maximum.

On prendra e = 0,0168 et l'on emploiera pour le
calcul des logarithmes a cing décimales.

BIBLIOGRAPHIE.

LEGONs ELEMENTAIRES SUR LA THtonie peEs Forumes
ET SES APPLICATIONS GEOMETRIQUES, a l'usage des can-
didats & ’Agrégation des Sciences mathématiques; par
M. H. Andoyer. 1 vol. in-4 autographié de vi-184 pages.
Paris, Gauthier-Villars; 1898. Prix : 8.

Voici comment s’exprime 'auteur dans ’Avertissement :

La Théorie des Formes et ses applications géométriques
occupent une place importante dans le programme des legons
de Mathématiques spéciales, pour I'Agrégation des Sciences
mathématiques en 1898.
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» Aussi ai-je cru utile de publier les lecons que je fais cette
année sur ce sujet aux candidats a I’Agrégation qui suivent les
Conférences de la Sorbonne. La tache m’a été d’autant plus
facile que je prépare, depuis plusieurs années déja, un Ouvrage
assez considérable sur la Théorie des Formes, principalement
au point de vue de ses applications a la Géométrie analytique.

» Voulant offrir aux candidats toutesles ressources nécessaires
pour qu’ils puissent composer sans peine les legons qu’ils auront
a faire devant le jury, jai développé d’une fagon compléte,
quoique aussi élémentaire que possible, la théorie des inva-
riants des formes binaires et ternaires, en me limitant pour
les formes binaires a I’étude des formes des quatre premiers
degrés et de la forme bilinéaire; pour les formes ternaires, a
I'étude des formes linéaires, quadratiques et bilinéaires. Pour
éviter les répétitions et pour bien mettre en lumiére les prin-
cipes généraux, j’ai di consacrer plusieurs pages a la théorie
générale des formations invariantes. Je n’ai pas cru devoir
insister sur les applications géométriques : on pourrait les mul-
tiplier pour ainsi dire indéfiniment, et j’aurais craint d’étre
trop long. Mais je crois en avoir dit assez pour rendre ces
applications en quelque sorteimmédiates, lorsqu’elles ne sortent
pas du domaine auquel j'ai dd me limiter.

» La terminologie que j’ai employée et qui n’est pas, comme
d’habitude, celle de la Géométrie ponctuelle, a précisément
pour but, en ne spécifiant aucunement la nature des éléments
géométriques que I'on peut envisager, de rendre plus faciles
et plus générales les applications géométriques. Jespére que
I'on estimera que cet avantage justifie suffisamment mon inno-
vation. »

Annuarre pu Buresv pes Lowncirupbes rour 189g9.
In-18 de vi-784 pages, avec 3 Cartes magnétiques :
17,50 (franco, 1'7,83).

La maison Gauthier-Villars vient de publier, comme chaque
année, 'Annuaire du Bureau des Longitudes pour 18gg. —
Ce petit volume compact contient comme toujours une foule
de renseignements indispensables & Pingénieur et a 'homme
de Science. Parmi les Notices de cette année, signalons tout
spécialement celle de l'ingénieur-constructeur P. GAUTIER,
Sur le Sidérostat & lunette de soixante métres de foyer et
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de ™25 d’ouverture, qu'il construit pour I'Exposition
de 1900; la Notice sur les ballons-sondes, par M. BoUQUET
DE LA GRYE, et la Notice sur la Géodésie moderne en
I'rance, par le Colonel Bassor.

PUBLICATIONS RECENTES.

E. BoreL. — Lecons sur la théorie des fonctions. Paris, Gauthier-
Villars et fils; 18g8.

RIEMANN. — OEuvres mathématiques, trad. par L. LAUGEL; 1 vol.
Paris, Gauthier-Villars et fils; 1898.

A. Tissot. — Sur la polaire d’un point par rapport a une conique.
(Extr. du J. de Math. eélementaires et spéciales). Paris, Ch. Dela-
grave; 1898.

PE JONQUILRES. — Sur un point de doctrine dans la théorie des
formes quadratiques. (Extr. des C. R., t. CXXVI). Paris, 1898.

Escary. — Remarques concernant les formules fondamentales de
la Trigonométrie. Foix, Gadrat ; Paris, A. Hermann; 1898.

M. Frorov. — La théorie des paralléles démontrée rigoureuse-
ment; essai sur le Livre I= des Eléments d'Euclide. Paris, Carré et
Naud; Bale et Genéve, Georg; 18g8.

H. LAURENT. — Expos¢ d'une théorie nouvelle des substitutions.
(Extr. du J. de Math. pures et appliquees). Paris, 1898.

M. pE Fraxcuis. — Sulla riduzione dell’ integrali estesi a varieta.
(Extr. des Rend. del Circolo Matem.). Palerme, 18g8.

Bulletin international de l’Acadeémie des Sciences. Cracovie,
18g8.

G. VaiLati. — II metodo dedutlivo come strumento di ricerca.
Turin, Roux Frassati; 18¢8.

G. VamLatt. — Le speculazioni di Giovanni Benedetti sul moto dei
gravi. (Extr. des Atti de I’Ac. R. des Sciences). Turin, 1898.

J. Fora IcURBIDE. — La nouvelle science géométrique (Géométrie
du cercle). 1 vol. grand in-8° (trad. francaise). Barcelone, J. Rorna;
1898.

I’abbhé IssaLy. — Sur unc formule d’Enneper, et sa corrélative.
( Extr. du Bull. de la Soc. Math. de France.) Paris, 1898.

L. LEcorNt. — Régularisation du mouvement dans les machines.
(Encycl. scientif. des Aide-Memoire; . Léauté, Divecteur.) Paris,
Gauthier-Villars et fils, Masson ct Cie.

Evi PrrmiN. — Préliminaive d'une géométrie du triangle. (Extr.
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des Comptes rendus de U’Ass. fr. pour l’avancentent des sciences;
congrés de Saint-Etienne, 1897.)

P. MansioN. — Mélanges mathématiques (1883-1898); 1 vol. grand
in-8°. Paris, Gauthier-Villars; 18g8.

CH. Brissk et H. PicQuET. — Cours de Géométrie descriptive pro-
fessé a I'Ecole Centrale des Arts et Manufactures; 1 vol. grand in-8°.
Paris, Baudry et Ci°; 1898.

H. LAGRESILLE. — Métaphysique mathématique : Essai sur les
fonctions métaphysiques (morphologie de I'ame). Paris, Dunod;
1898. .

B. NIEWENGLOWSKI et L. GERARD. — Cours de Géométrie élémen-
taire. Géométrie plane; 1 vol. in-8°. Paris, Carré et Naud; 18¢8.

E.-M. LEMERAY. — Le quatri¢me algorithme naturel. (Extr. des
Proc. of the Edinburgh Math. Soc., 1897-1898).

H. WEBER. — Traité d’Algébre supérieure; trad. de I'allemand sur
la 2¢ éd. par J. Griess; 1 vol. grand in-8°, 764 pages. Paris, Gau-
thier-Villars, 1898.

Bullettino di Bibliografia e Storia delle Scienze matematiche,
publié par GiNo Loria. Turin, 18g8.

Giornale di Matematiche di BATTAGLINI, continué par A. CAPELLI;
vol. XXXVI. Naples, 1898.

A. CaPeLLl. — Lezioni di Algebra complementare; 2° édition.
Naples, Pellerano; 18g8.

G. PeaNo. — Formulaire de Mathématique, publié par la Revue de
Mathématiques; T. II, n° 2. Arithmétique. Turin, Bocca, Clausen;
1898.

J. PETERSEN. — Vorlesungen iiber Funktionstheoric. Copenhaguc,

A.-F. Host; 1898.

Dr F. Rupto. — Verhandlungen des ersten internationalen Mathe-
matiker-Congress in Ziirich vom g. bis 11. August 18y7. Leipzig,
Tcubner; 18g8.

Revue semestrielle des publications mathématiques, rédigé sous
les auspices de la Société wathématique d’Amsterdam; T. VI, 2°
Partie (octobre 18g97-avril 18¢8).

A. GUuLDBERG. — Sur la théorie des congruences différentielles li-
néaires. Christiania, J. Dybwad, 1897.

QUESTIONS.
434 (1858, 186). L’équation

n(n—i)

n .
Cox 4+ —cyarn—1 4+ N2 T+ Cp=0
1
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a au moins autant de racines imaginaires qu’on trouve de va-
riations de signes dans la suite

¢, c}—cocy, c}—cic3 ..., € —Cnsc, CZ.
(NEWTON.)

Note.— La démonstration d’Euler (Jntroduction au Calcul
infinitésimal) n’est pas satisfaisante. (GENoccnI. )

439 (1858, 187). On donne le périmétre et 'axe d’une
ellipse; calculer 'autre axe soit par une série convergente, soit
par des approximations successives.

448 (1858, 359). Soient A et B les extrémités du grand
axe 2a d’une ellipse, C le centre, O un point fixe dans le plan
de Tellipse et OC = d; inscrivons dans Pellipse un polygone
de 2n cOtés, projection d’un polygone régulier inscrit dans le
cercle dont Dellipse est la projection orthogonale; A et B étant
deux sommets opposés, menons du point O des rayons suc-
cessifs ry, ry, r3, ..., an, et par le centre des demi-dia-
métres Ry, Ry, Ry, ..., Ry, respectivement paralléles a ces
rayons, on a les deux relations

s s Tanmt ayr
K, R, & qu'—@+a>’

ry Iy g "an

d\ "
R L T
Rg Rg R(; Rgn ( (l)

le signe supérieur lorsque le point O est dans lintérieur, et
le signe inférieur lorsque le point est extérieur.

ERRATA.

3¢ série, Tome XVII, 1898. — Page 314, et Tables, p. 585,1ligne 10,
cn remontant : classer a K11d, au liew de O2q, I'article de
M. d'Ocagne : « Sur les raccordements par arcs de cercles. »
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SUR QUELQUES PROPRIETES ARITHMETIQUES
DES FONCTIONS ANALYTIQUES;

Par M. PauvL STAECKEL,

Professeur a I’Université de Kiel.
Mathematische Annalen, t. XLVI, p. 514-520

Traduit avec 'autorisation de 'auteur par M. L. LAUGEL.

I

Tutorkme. — Soient xg, Xy, ..., Xy, ... les points
d’un ensemble piNomsrAaBLE quelconque P de points dans
le domaine de la quantité complexe a variabilité illi-
mitée x, tandis que U'on désignera par Q un ensemble
quelconque varTouT DENSE de points dans ce plan. 1l
existe alors toujours une infinité de FoNcTIONs UNI-
FORMES ANALYTIQUES f (&) qui, pour tous les arguments
Loy Xy, ... de 'ensemble P, prennent seulement des
valeurs appartenant & l’ensemble Q.

DeémonsTraTrion. — Construisons les fonctions ra-
tionnelles entiéres

?O(x) =1,
P1(2) =2 — xq,

¢2(2) = (2 — 2 )(z — 21),

.......... Gesecsscev et st e ssss 00y

et considérons d’une maniére d’abord purement formelle
Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. XVIIL. (Février 184g.) 4
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I'expression

©

1
f(z)= 2 uy 22 v ov(r);

v=0

les quantités u, sont des constantes dont on a encore la
faculté de disposer.
On a alors

S (zo) = wy,
ct 'on peut donc poser
Uy = Yo,

ou y, est un point quelconque de I'ensemble Q. 1l vient
ensuite
S (1) = yo+ uizy (21— 20).

Si lon fait encore cette convention que xo =0

q 0 ’
lorsque le point x = o appartient a ’ensemble P, 'on
peut alors poser ’

_ Y1—Yo ,

zy (21— Z)
ol y, est un point quelconque de I'ensemble Q. On
obtient de la méme maniére

o (g — @) 3
— " + U X5 (X9 — X ) (X2 — X1
xl(xl"‘z() 2( )( )y

S(x) =Yoo+ (¥y1—Y0)

et I'on peut encore déterminer u,y de telle sorte que
Pon ait
Sflz2) =y

olt y, est un point quelconque de 'ensemble Q.

Si Pon procéde ainsi successivement, apres avoir dé-
terminé g, iy, ..., y_y, ON a pour u, une équation de¢
la forme

1
SV(V4+1)
Yv=ay+ uyxt (2y — 20) (g — 7). . (Ty — Ty—1),
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ou a, désigne une fonction rationnelle connue de x,
iy oo Ty_y €L de Yo, ¥4, ..., ¥y y, tandis que yy est
un point quelconque de I'ensemble Q.

Il résulte de ceci que, pour une pareille détermination
des constantes uy, V’expression f(x), considérée d’une
maniére formelle, posséde la propriété requise, et il ne
reste donc plus qu’a rechercher comment doivent étre
choisis les points ¥, 4, ..., ¥y, ... encore arbitraires,
de I'ensemble Q de facon que f(x) soit une serie de
puissances de x toujours convergente.

Si, dans le terme

v
uyx?

?V(z‘)w

on effectue les multiplications en ordonnant ensuite
suivant les puissances ascendantes de .r, le développe-
ment commence avec I’exposant

I
Sl -1
S+
et finit avec I'exposant
I 1
5 v(va1)+v = ; (v+1)(v+2)—1.

Par conséquent f(x), lorsqu’on effectue les multi-
plications, se transforme en une série de puissances de x
que 'on peut écrire sous la forme

o v—1

1
f(x): U z;v(v+1)+a.
2 2 VeV, ’

v=00a=0
ici ¢, o désigne le coefficient de x* dans o, (x).
Par suite, si pour chaque valeur entiére positive on
parvient a satisfaire aux inégalités

| uye S e (2 =0,1,2, .0,V —1
2 v”xl_[%\l(v——i—l)—i—-l]l » by Ay e ) )
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ou, ce qui revient au méme, aux suivantes

(v—av) cv,a 1

< ’
l“_'[-;-v(v—i—l)—&-a]l

1

w?;v (v“)(xv— Zo)e. (Zy— Ty—yq)
alors cette série de puissances pour f(x) sera toujours
convergente. Or, il cst toujours possible d’atteindre
cebutd’une infinité de maniéres, car les points de l'en-
semble Q doivent recouvrir le plan de la variable com-
plexe x d’une maniére panTouT DENSE; en effet, d’aprés
cela, les y, peuvent étre choisis suffisamment voisins
des a, pour que les valeurs absolues des v grandeurs

cva[3v(v+1)+a]!

1
mé-\‘(v-f—()

(¥v—av)
(#y — ). .. (By — 2v—1)

(2 =0,1,2,0..,v—1)

soient toutes inféricures a lunité.
Par conséquent, I'expression

®

Lyvey
f(@) =Y wat"" e (@)

v=0

représente une fonction uniforme analytique, possédant
un seul point singulier essentiel z =10, qui, pourtous les
arguments pris dans I'ensemble dénombrable P, prend
seulement des valeurs appartenant i U'ensemble partout
dense Q; que les constantes u, s’évanouissent toutes a
partir d’un certain indice déterminé, c’est ce que 'on
peut Loujours cmpéchex', cela saute aux yeux, au moyen
d’un choix convenable des points y,.

Cororratre. — Un théoréme analogue a licu lorsque
I’ensemble dénombrable P est formé de points tous réels
ct que P’ensemble Q est partout dense sur V'axe des
quantités réelles.



AvpricaTions. — Pour faire des applications de ce
théoréme général, je vais d’abord supposer que I’en-
semble P est constitué par la totalité des nombres com-
plexes rationnels et que I'on a, par conséquent,

ry = zy+ izy,
ou x,, x, désignent des nombres rationnels réels. L'en-

semble Q peut, ce qui est permis, étre identique a
I’ensemble P. On a alors ce théoréme :

1l existe une infinite de fonctions TRANSCENDANTES de
la variable complexe x-qui, pour toutes les valeurs
rationnelles de leur argument, prennent elles-mémes
des valeurs toutes rationnelles.

Cette propriété, par conséquent, n’est pas caracté-
ristique pour les fonctions rationnelles de x a coefli-
cients rationnels. Il est vrai que P'on a, d’aprés
M. Hilbert (*), le théoréme :

« Lorsqu'une fonction algébrique de x, pour toutes
les valeurs réelles rationnelles comprises dans un inter-
valle, quelque petit qu’il soit, prend toujours elle-méme
des valeurs rationnelles, alors cette fonction est néces-
sairement rationnelle. »

Qu’une fonction analytique qui, pour toutes les va-
leurs réelles rationnelles de I'argument, prend elle-
méme des valeurs réelles rationnelles, doive étre néces-
sairement une founction rationnelle; c'est ce quEmile
Strauss, mathématicien plein de talent, mort prématu-

\

rément, avait cherché a démontrer en 1886; mais

(') Journal de Crelle, t. 110, p. 129; 18g2.
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Weierstrass, 2 qui il avait annoncé qu'il recherchait
cette démonstration, lui fit remarquer inutilité de ses
eflorts. En effet, Weierstrass construisit une fonction
transcendante de x possédant la propriété exigée.

Avec sa bienveillante autorisation, je puis ici com-
muniquer le passage en question de salettre du 19 mars
1886 a Strauss (') :

« ... On posera (pour n =1,2,3, ...)

on(@) = ﬁ [l _ <,_l__-‘__v’:'_v>2z.2] ,
v=1

n

fa@) =] ] vty

v=1

alors ©,(x), fu,(x) sont des fonctions rationnelles
entiéres de x 4 coefficients numériques tous rationnels;
le degré de la premiére est 21, celui de I'autre est

24+ 44+...+2n=n(n—+1I).

» On posera enfin

m; =1,
ms = my+ 1.2-+1,

mz = my+2.3 +1,

D I I P

mypp=my+v(v +1)=+1,

(v=1,2,...,0).

» On peut alors déterminer une série infinie de
nombres rationnels

Qy, A1y Q3, ...,

(') Je dois une copie de cette lettre & la bonté de M= M. Speyer,
née Strauss. que je saisis 'occasion de remercier ici.
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en sorte que 'expression

f(@) = ay+a1z™ f1(2) 4+ asz™ fo(T) .. . apx™ofp(x) 4. ..

soit une fonction transcendante entiére de x et soit
représentable par une série de puissances toujours
convergente de la forme

Co+CLT + Caxt—+. ..,
ou les coefficients sont tous des nombres rationnels.

» A cet effet, prenons une série quelconque de puis-
sances de x, toujours convergente

Co+ C(.Z'—i‘- C2$2+. .o
a coeflicients tous positifs, et alors (pour chaque valeur

déterminée de n) choisissons a, de telle sorte que, dans
la fonction développée suivant les puissances de z

a,xMn ll(x)y

le coefficient de chaque terme soit en valeur absolue
plus petit que le coefficient du terme renfermant la
méme puissance de x dans la série

C0+C11‘+....

» Alors, non seulement I'expression f(x) sera con-
vergente pour chaque valeur finie de x, mais encore elle
peut étre aussi transformée en une série de puissances
toujours convergente jouissant de la propriété énoncée.
Il est clair en méme temps que, dans cette série, les
coefficients de

_z-m,’ xln,’ weey x"ln, ese
sont respectivement

Ay, Az ..y QApy

et, par conséquent, lorsqu’on prend les nombres a,, a,,
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as, ... de telle sorte qu'a partir d’'un rang déterminé
ils ne soient pas tous égaux a zéro, la série

Co—+C1 & + Cox2+. ..

est une série infinie ct représente par suite une fonction
transcendante entiére de x.

» Ceci posé, soit maintenant z, un nombr e rationnel
quelconque, différent de zéro, que 'on mettra sous la
forme

Y

1+

ou A, w sont des nombres entiers positifs sans diviseur
commun; on a alors

Grrp—1 (o) = 0;

par conséquent, toutes les fonctions f,(x) pour lesquelles
on a
nZh+p—1,

s’évanouissent pour x = x, et f(x) posséde une valeur
rationnelle.

» I en est de méme pour x = o et 'on a donc dé-
nmontré que :

» Il existe des fonctions transcendantes entiéres d’une
variable, jouissant de cette propriété que, pour chaque
valeur rationnelle de leur argument, elles ont également
une valeur ratiounele.... »

« Jobserverai encore qu’il est possible (de bien des
maniéres ) de former une fonction transcendante entiére
de x qui ait des coefficients tous rationnels et qui, pour
chaque valeur algébrique de x, ait également une valeur
algébrique. »

Inspiré par cette derniére remarque de Weierstrass,
Strauss a cherché a construire une pareille fonc-
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tion transcendante de x et il s’y est pris comme il
suit (') :
A I'exemple de M. Georg Cantor (2) & toute fonction
numérique irréductible de x

Ayt + a1tV .+ ap 1T+ a,,

on attribuera comme hauteur (Hohe) le nombre entier
positif
h=n—1+]ay|+|a|+...+| @y |+]|an]

Le produit de toutes les fonctions de méme hauteur %
est une fonction entiére de x a coeflicients entiers, divi-
sible par x, que 'on désignera par f,(x). Sil’on forme
alors les produits

h

g,,(.z‘):[[f)\(z‘) (h=1,2,3,...,0),
A=t
Iexpression

G(z) = Yt gu(w),

h=1

ou les y, doivent étre des nombres entiers positifs, jouit,
cela saute aux yeux, de cette propriélé, qu'a chaque
valeur algébrique de x (dans la région de convergence)
correspond une valeur algébrique de G(x).

Si I'on définit maintenant les nombres 1z au moyen
des équations

®r= My+ My+...+ M,
A+ (h—DA4+ (A —2) e+ .4 2. g+ LAy
(h=1,2,3,..., ),

(') Berichte des freien Deutschen Hochstiftes su Frankfurt
am Main (neue Folge. Dritter Band, p. 18-29; 1890).
(*) Journal de Crelle, t. 77, p. 259; 1873.
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ou M,, M,, ..., M; désignent respectivement les coeffi-
cients les plus élevés en valeur absolue de gy, g2, ..., g4,
et 0l Ay, gy ..., b4 désignent respectivement les degrés
de ‘ces derniers§produits, alors G(x) est une série de
puissances de x qui a pour cercle de convergence le
cercle qui a pour rayon lunité.

Que G () ne représente aucune fonction rationnelle
de x, c’est ce qui est facile a reconnaitre.

En effet, la puissance la plus élevée de x dans

b= gy (Z)

a pour cxposant us — My; la puissance la moins élevée
de x dans
xUngy ()

a pour exposant g+ 1, de telle sorte que les M, puis-
sances de x intermédiaires ont pour coefficient zéro.
Maintenant, comme les grandeurs My pour % croissant
surpassent toute limite finie, il ne peut exister entre les
coefficients de la série de puissances G(x) aucune for-
mule de récurrence d’ordre fini, comme cela devrait
avoir lieu si cette série de puissances représentait une
fonction rationnelle de x.

Néanmoins, lorsque de ce qui précéde Strauss conclut
qu’il a trouvé en G(x) une fonction transcendante
jouissant de la propriété requise, il oublie alors cette
possibilité que le prolongement analytique de sa série de
puissances, pourrait bien ne pas fournir une fonction
rationnelle, mais une fonction algébrique de x. Sa dé-
monstration, d’ailleurs trés ingénieuse, ne peut donc
pas étre regardée comme valable.

On peut du reste combler cette lacune. Dans ce but
il suffit en effet d’observer qu’a chaque valeur ration-
nelle de x (a l'intérieur du cercle de rayon égal a
Punité) correspond une valeur rationnelle de G (x) et
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de se rappeler alors le théoréme précédemment cité de
M. Hilbert. Par conséquent G(x) représente effective-
ment une fonction transcendante de x.

Mais, méme si 'on fait abstraction du fait que
I'exemple indiqué par Strauss ne posséde pas la simpli-
cité désirable, il se présente encore le défaut essentiel
qui suit. Cet exemple montre seulement qu'a chaque
valeur algébrique de x intérieure au cercle de rayon
égal & l'unité peut correspondre une valeur algébrique
d’'une fonction transcendante; et ainsi reste encore
ouverte la question de savoir s'il existe aussi des fonc-
tions transcendantes de x pour lesquelles, a chaque
argument (fini) algébrique, correspond une valeur algé-
brique de la fonction.

Cette question doit étre résolue affirmativement;
cdest ce qui résulte de mon théoréme général, quand
pour ensemble P l’on prend la totalité des nombres
algébriques et que U'on suppose U’ensemble Q iden-
tique a U'ensemble P. 11 est a peine nécessaire de dire
que pour un choix convenable des nombres algébriques
qui forment I’ensemble P, I'on peut obtenir pour f(x)
une série de puissances, loujours convergente, a coeffi-
cients tous rationnels.

D’ailleurs, lorsqu’on a une telle série de puissances
f(x) toujours convergente, on peut aussi assigner
immédiatement une infinité de séries de puissances a
convergence limitée jouissant de la méme propriété
et représentant également des fonctions transcendantes.
A cet eflet, I'on a besoin seulement d’adjoindre a f(x)
une série de puissances provenant d’une équation algé-
brique quelconque

&(@,y) = o,
a coeflicients entiers.
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Et I'on peut encore aller plus loin. Si 'on suppose
que P est constitué par tous les nombres algébn’ques

et Q par tous les nombres rationnels, on obtient ce
théeréme :

1l existe une infinité de fonctions transcendantes
de x, qui, pour toutes les valeurs algébriques de l’argu-
ment, prennent elles-mémes des valeurs toutes ration-
nelles.

Qu’il existe des fonctions d’une variable réelle, qui,
pour toutes les valeurs réelles algébriques de I'argu-
ment, preunent elles-mémes des valeurs toutes réelles
rationnelles, c’est cc qui m’a é1é communiqué orale-
ment par M. Georg Cantor; cela m’a inspiré le désir
de démontrer le théoréme correspondant pour les fonc-
tions d'une variable complexe.

La remarque suivante servira ici de conclusion.

D’aprés M. Lindemann (') la fonction e* posséde
cette propriété de prendre pour toutes les valeurs
algébrigues de 'argument, la valeur zéro exceptée,
des valeurs transcendantes. Mais il existe aussi des
fonctions amnalytiques de x, pour lesquelles a chaque
valeur algébrique de I'argument, sans exception, cor-
respond une valeur transcendante de la fonction; en
effet, ici, I'on a seulement besoin de supposer que 'en-
semble P est la totalité des nombres algébriques, tandis
que 'ensemble Q est la totalité des nombres trans-
cendants complexes.

(1) Mathematische Annalen, t. XX, p. 224; 1882.
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[A3k]
NOUVEAU PROCEDE POUR RESOUDRE LES EQUATIONS
DU TROISIEME DEGRE:

Par M. Antowne PLESKOT,
Professeur a I'Ecole royale de Plzen (Bohéme).

Nous allons chercher dans I’équation du second degré

5,

P*+~azrx+b=o

la relation entre @ et b, de sorte qu’une de ses racines
soit le carré de 'autre.
Si x est une de ses racines, on aura

z+ 2= — a,
(%)

x23=0.

On tire tout de suite de ces deux équations

r=c %, ou e = :VT
et
(8) eyb +e2ybr=—a.
Mais on peut exprimer la relation entre a ct b sous

une autre forme, en déterminant la résultante des équa-
tions (a); on trouvera aisément

) a3 —3ab+ b2+ b = o.

On considére maintenant, dans Véquation (yv), «
comme une inconnue, ct alors ses racines sont données
par I’équation (). On peut se servir de cette remarque
pour résoudre I’équation
(1) ¥+ pxr+ g =o0,

si on lui donne la forme de Péquation (y).
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A cet effet, formons une équation dont les racines
soient A fois les racines de I’équation (1).

Cette équation est la suivante :

(2) 3+ phor+gh=o.

Si cette équation doit avoir la forme de I'équation (),

il en résulte que
p)\‘l = —-3b,

gM=b+ b2

En éliminant b entre ces équations, on obtient la
valeur de A. L’équation résultante est

3 2
‘A?——').A;Z-—~;;_o,
il en résulte
_ 99 o /Brg? 3
) by El Vi y s

relation ou l'on peut choisir soit le signe + soit le
signe —. Mais puisque

les racines de I'équation (2), d’aprés (3), sont
3 3 )T
Cey [ BR L PE
T w/ CR VA

d’autre part, les racines de 1’équation (1) sont X fois plus
petites; donc elles sont données par la formule

3 /T 3 TX
=/ L /P,
= \/ 32 9

Si 'on substitue a A la valeur fournie par I'équa-

®

tion (3), les racines vont prendre la forme connue
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[L*17d] |
SUR DES POLYEDRES MOBILES COMPARABLES AUX POLYGONES
DE PONCELET;

Par M. G. FONTENE.

I.

Tutorime 1. —1 Etant données deux quadriques U
et V, pour que les huit conditions par lesquelles un
tétraédre AHE® est circonscrit a l'une et inscrit a
l’autre se réduisenta sept, ou encore pour que les
tétraedres circonscrits a l'une et inscrits a ['autre
dépendent de cing paramétres au lieu de quatre, il
Jaut et il suffit que ces deux quadriques aient quatre
géneratrices communes.

1° La condition est sullisante. Soient LM, MN, NP,
PL les quatre génératrices communes; les deux qua-
driques admettent en nombre doublement infini des
tétraédres conjugués communs ABCD, les arétes AC
et BD étant dirigées suivant LN et MP; un plan tan-
gent a la quadrique U rencontre LN et MP en deux
points que nous prendrons comme points A et B. Les
équations des deux quadriques U et V rapportées au

téiraédre ABCD sont

(U) X2—Y2~“'~Z2+T’-_—_o;
V) X2 k2Y2— Z2 k2T2=o;

le plan tangent & U est Z ="T. Prenons sur la qua-

drique V un point ® de coordonnées a, b, ¢,d, ce qui
donne

2

a?-— ¢? @?-—b%-- c?+ d?

/.‘ .z [):-;:i-"’ k —
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et considérons le cone de sommet ® circonscrit a U :
(k—1)(b2—d?) (X1 — Y2 — 23+ T2)
—(aX—b6Y —cZ+dT)=o.

Il faut démontrer que, si 'on coupe ce cone et la
quadrique V par le plan Z =T, tangent a U, les deux
coniques u et v obtenues admettent des triangles Lub2
circonscrits 4 u ct inscrits & v; s’il en est ainsi, les
tétraédres AVHS® dépendent de cing paramétres : deux
pour le sommet ®, deux pour le plan A€, un pour le
triangle &be. Or on a, en faisant Z =T dans I’équa-
tion du cone et dans celle de la quadrique V,

(u) (h—1)(b2—d?) (Y2 —X2) 4 [aX—bY —(c—d) L]t =0,

(») X2 — kY24 (A —1)L2=0,

et les invariants du systéme doivent satisfaire & la rela-

tion connue 82 — 406’= 0. On trouve d’abord
S=—(c—d)2(b2—d2)2(k—1)%

on a ensuite

0 =(k—1)(02—d?)[(k+1)(c—d)2—(k—1)2(b2— d?)
+(k—1) (a2— b2)],

ou, en remplacant davs le crochet (k—1)(62— d*)

par a? — b2 — ¢+ d?,

0=12(c—d)(b2— a2)(k —1)(kec — d);

on a enfin
0 = (k— 1) (02— d2) (k2 —1)— ak (k —1)
+ b2k —1)—h(c?+d*—2cd),
ou, en remplacant (kA — 1) (62— d?) par
a?— b2 — ct+ 42,
0 = — ke - k(% — d?)—(at—c?)—d?
+ h(at—c?) + k(b2 — d?) + 2ked = — (ke — d)?;

on a donc bien §2 — 436 = o.
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2 La condition est nécessaire. Les deux quadriques U
et V étant supposées quelconques, si I'on se donne le
sommet ® sur la quadrique V, les plans Aab2 sont les
plans tangents communs a la quadrique U et a une sur-
face qui est I'enveloppe des plans coupant le cone de
sommet ® circonscrit a U, et la quadrique V, suivant
deux coniques u et ¢ qui admettent des triangles cir-
conscrits a u et inscrits a v; or, il existe une qua-
drique U’ inscrite au cone et ayant avec V quatre géné-
ratrices communes : cette quadrique est ’enveloppe en
question, d’aprés ce qu’on a vu; des lors, pour que le
plan tangent i la quadrique U puisse étre quelconque,
il est nécessaire que la quadrique U, qui doit se con-
fondre avec U’, ait avec V quatre génératrices com-
munes.

Quand les deux quadriques U et V sont quelconques,
comme les deux quadriques U et U’ sont inscrites 2 un
méme cone, elles ont un second coéne circonscrit com-
mun, de sorte que les plans b, tangents & U, qui
correspondent a un méme point ® pris sur V, passent
par un point déterminé.

Tueorime II. — Pour que deux quadrigues U et V
admettent des tétraédres dont les arétes leur soient
tangentes, il faut que les racines du discriminant de
la forme 3.U 4V, soit

AN 003 - PR+ O'h = A,
vérifient la relation
(1 Szy/h.eY N =o,
cequi a lieu siles invariants vérifient la relation

(") O == oy/AN & 2/80,
Ann. de Mathémat.. 3¢ série, t. XVIIL. (Février 18gg.) 9
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ou
(") P — 8P2(AA' +80') -+~ 16(AA' —88')2=0;

il existe alors une simple infinité de tétraédres répon-
dant a la question.

1° Si un tel tétraédre existe, en le prenant comme
tétraedre deréférence, les équations des deux quadriques
sont de la forme

Az B2y —2ABzy —...=0;

1

A
¢n posant — =2, ..., on Lrouve que les rapports des
4

cinq invariants ne dépendent que des trois quantités Sa,
Safy, 2%vs, et une élimination facile donne la rela-
tion (1'). Le discriminant, égalé & zéro, donne

()‘-"/K :;‘:\/?)2—— X()\\/:gi\/— 6')22 o,
ou, en désignant \/A par .,
phYSEwy=e £ py/— 0=/ =o,

ce qui donne larelation (1); on verrait d’ailleurs que (1)
donne (1) en comparant cette équation en w a I'équation
aux carrés des racines;

2° Considérons la figure formée par un tétraédre et
deux quadriques inscrites aux arétes : en partant du
tétracdre, cette figure dépend de paramétres en nombre

12 +3-+3=18;

si Uon part des deux quadriques, liées par la relation (1),
et dépendant de dix-sept paramétres, le tétraédre doit
dépendre d’'un paramétre. 1l y aurait a chercher la
courbe I' qui est le lieu des sommets des tétraédres,
celle I' qui est osculée par les plans des faces, et la sur-
face réglée qui est le licu des arétes. Si 'on considére le
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tétraédre infiniment voisin du tétraédre de référence et
répondant a la question, en désignant les coordonnées
des sommets par (14 «, o’ d.”,u'”) (@ 1+ 3,87, 8",
et en supposant A'= B'=C'=D'=1,0n a, avec ¢ mﬁ-
niment pellt,,

' ”

oA %
(AB—CD)(C—D) (AC—=DB)(D—B)
—_— 1"' J— A,\
T (AD—BC)(B—C) T *°
Bl! _ le
(BU—DA)Y(D—A)  (BD—AC)(A—C)
8
= (BA—=cpyCc—D) ~ B*

on constate que la courbe I ne peut pas étre une cubique
gauche, comme on pourrait le soupconner; les tan-
gentes en A, B, C, D percent les plans BCD, .. ., en des
points a, 3,7, 8, tels que le plan 88 par exemple passe
en A. On a un fait corrélatif pour la courbe I".

Pour deux sphéres, quadriques bitangentes, en appe-
lant d la distance des centres, R et R'les rayons, on

ohuient
rd

=R ou = ==4R=*=R:
V3

dans le second cas, les tétraédres sont des pyramides
triangulaires réguliéres, disposées autour de la ligne des
centres, et la réalité suppose la relation avec deux
signes +; dans le premier cas, les tétraédres ont leurs
arétes opposées égales deux a deux, et ils dépendent de
deux paramétres.

Remarque. — 1l y aurait a chercher si les dix condi-
tions par lesquelles un tétratdre a ses arltes tangentes
a une quadrique U et est inscrit (ou circonscrit) a
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une quadrique V peuvent se réduire a un nombre
moindre.

1I.

La figure corrélative d’un octaédre a diagonales con-
courantes est un hexaédre pour lequel les droites d’in-
tersection des plans des faces opposées sont dans un
méme plan, ou, ’'une maniére abrégée, un hexaédre
intersections coplanaires. Comme deux quadriques

YAr2=o, A x2= o0,

sont polaires réciproques par rapport a chacune des huit
quadriques
S VAA 7= o,

des hexaédres a intersections coplanaires circonscrits a
une (uadrique U ct inscrits a une quadrique V donnent
lieu & des octaédres & diagonales concourantes circon-
scrits & U et inscrits a V.

Tntoritve HI. — 8¢ Pon se propose d’obtenir un
hexaédre a intersections coplanaires, ou un octaédre
& diagonales concourantes, circonscrit & une qua-
drigue U et inscrit & une quadrique V, le probléme,
qui parait étre doublement indéterminé, n’est possible
que si les racines du discriminant de la forme )U +V
vérifient la relation

(2) — A+ NN+ 2A"=0  ou Sh =22,

ce qui a lieu si le discriminant admet la racine YN

ou encore si L'on a
(2 Bb— {A02. P - 8120.0'— 1643.A'= o;

le probléme est alors triplement indétermind. Le plan
des intersections est le méme pour tous les hexaédres,



(73)

cest le plan ABC de Dunc des faces du tétraédre
conjugué commun aux deux quadriques, et le
triangle LG des intersections est I'un quelconque
des triangles conjugués par rapport a la conique U sui-
vant laquelle le plan ABC coupe la quadrique Vj le
point de concours des diagonales est le méme pour tous
les octaédres, c’est le sommet D du tétraédre conjugué
commun, et le triédre des diagonales est 'un quelconque
des triédres conjugués par rapport au cone de sommet D
circonscrit a la quadrique U.

1° Un hexaédre a diagonales coplanaires circonscrit
dune quadrique U dépend de ncuf paramétres; si une
quadrique V passe par les huit sommets, ccla fait sept
conditions; mais V n'est pas quelconque par rapport
a U. Si D est le pole du plan LOIT par rapport 4 U,
comme les équations des six plans rapportés au té-
traédre LILITD sont

xr === al, y === bt s == ct,

de sorte que 'on a pour les coordonnées des huit som-

mets
x?
a?

l
!

SRS
wl e
SRR
el e
-1

la quadrique V est conjuguée par rapport au tétraédre
LMITD, D est le pole du plan £OIT par rapport a V,
¢t la section de V par ce plan est une conique ¢ con-
juguée au triangle £ONIT. Si I'on désigne par ¢, 6, §/, &’
les invariants du syst¢éme des deux coniques u et v
obtenues en coupant les quadriques U et V par le
plan £OIT, on trouve que le discriminant de la
forme AU —+ V doit étre, a un facteur prés,

(Bh 4 0) (3N B2+ 0% + &),

ce qui donne la condition (2).
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2° Comme pour le théoréme 1I (pour le théoréme I,
ou 'on a démontré d’abord que la condition est suffi-
sante, on a di employer un autre mode de raisonne-
ment). Le théoréme comprend la sphére de Monge, et
peut s’y ramener; les diagonales des octaédres sont alors
trois diamétres conjugués de la quadrique U.

Pour deux sphéres, quadriques bitangentes, on doit
avoir

d?= R2+ R®
ou
d*= R2+ R2=%= 2R y/R2+ R2.
Remarque. — Si V'on demande un polyédre d’espéce

donnée, dont les arétes soient tangentes 4 une quadrique
donnée, ce polyédre dépend de six paramétres; s’il s’agit
d'un hexaédre dont les plans des faces doivent toucher
une autre quadrique donnée, ou d’un octaédre dont les
sommets doivent éire sur unc quadrique donnée, le
probléme parait étre déterminé. L'est-il réellement?

[A2a]
SOLUTION GRAPHIQUE DE 7~ EQUATIONS LINEAIRES
AVEC 72 VARIABLES:;

Par” M. F.-J. VAELS.

La solution suivante est trés simple et est applicable
a toute valeur de n.
Soit donné le systéme :

>+ by + s =d,

@ x =+ byy + ¢35 = ds,

g b3y — ¢33 = dy;
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prenons (fig. 1) AB=a,, BE=1, tragons par E et A
des perpendiculaires sur AB, mesurons sur la droite pas-

o

"
n

A c d,

Z

LY
|
| E
L7
07: DG4
ot
ig P
Fig. 1 i 209N ,
"B
: !
%, :
d, b, 17
3 Sy vy
p 1 x
4 A~ N
] |
| |
" 1s D
I'ig. 2 L &
8 : Ty
! S
: ]
1
Tz
IYig. 3.

sant par A des longueurs = by, ¢, d, & partir de A, et
en ayant égard au signe, et joignons avee B les points
obtenus; alors sur la droite qui passe par E on obtiendra
by ¢ d
des longueurs =4, =%, =L,
a a; a
En agissant de méme pour a, et a;, on obtiendra des
b, b . g
longueurs =%, ..., =%, ..., comme lindique la fig. 1.
8 q 5
ay asz
Les équations peuvent s’écrire
d[ b‘ Ccy

=z — — — 3, ceey

@, a, ,
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d’ou résulie

b (b b

— 4 —
@, ay asy ay

I

Coy (‘[\
+({—=—=]s
N <2 a

d, d b, by c3 ¢y
__vz___l=<;+_l y— (S o).,
a;  a a; a, a; a

rclations dans lesquelles & ne se trouve plus.
Ecrivons pour plus de simplicité

ry=pioy - q1s, — = Pay — a3
les valeurs de 7y, py, ..., peuvent étre mesurées direc-

tement sur la fig. 1.
Prenons (fig. 2) A'B' = p,, Al¢q,(—A'B)=yq,,

Ary=r;, B'D'=1; alors nous obtiendrons sur la per-

. . r 1
pendiculaire par TV sur B'D’ des 10ngueursTl CL%—-
1 1
Faisons B'C/'=p,, /E'=1 et nous trouverons des
I q
longucurs ~* et 72,
2 2
Puisque
A / 7' 75
L
V4 i 14! /2 ) P2

il en résulte
o n_ (1 +ﬂ);,
P2 P \ P2 P
relation d’ou z se tire par le moyen indiqué dans
la fig. 3, oW AR/ =22 4 10, B¢l =,

' P2 P1

s ¢tant trouvée, nous pouvons prendre sur B'A’ une
longueur = z, ct tracer par le point obtenu une per-
pendiculaire sur B'A’. A droite de B'A’ nous trouvons

une longueur z < %‘— laquelle péut étre soustraite de Ja
1

r .
longucur IT', ce qui donme la valeur de y.
t
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Comme moyen de contréle, nous pouvons aussi cher-
cher ¥ dans la partie inférieure de la fig. 2, ou

_ ry 92)
=—(—=—3x L£2).
4 <P2 P2

Mesurons les valeurs de y et de z sur BA dans
la fig. 1; alors nous aurons sur les perpendiculaires

Fig. 4.

PV R 72 _ s
RN b3
G ay

< —l=t>

1P
e | A
3 | 2 Ca
a1
G T
192 I e RXG
\ |
«i} ! ' a, ,
-3 % L — =
ay . a, Ty
e e e )
ry r
% 2
7, P
1,
L2 ary
2 7:
1’(1’

sur BA, passant par les points obtenus, des lon-

C . pe
gueurs z > — et ¥ > — landis que nous avons déja la

a; a,
] dl - .
ongueur —*. Nous pouvons donc trouver sans peine

1

d1 b] Cq
= —+YX——35X —:
ay ay ay
Comme moyen de contrdle nous pouvons chercher
aussi dans 'une des deux autres parties de la fig. 1.
Il est évident que nous avons suivi totalement I’élimi-
nation algébrique par addition et souslraction.

Les figures et leurs parties sont placées I’une sous
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P'autre de la m2me maniére que dans la solution algé
brique. Il va sans dire que les figures peuvent étre pla-
cées autrement I'une par rapport 4 I'autre, par exemple
de maniére que les droites BA, CB, DC coincident, a la
condition que la clarté n’en souffre pas. Dansla fig. 1 les

. b (s :
proportions ;1, - - - ont €te transporlees sur une seule
1

. A c
droite, de méme pour a—' v
1

En placant la droite A’C/ comme les figures I'in-
diquent, nous pouvons déterminer directement 7y et 7.
De méme pour la position de A’B’, indiquée dans

B , 73 r

a fig. nous avons trouvé la valeur de =2 4 -
1 g. 3, i ] 1 d

P2 P

Pour un systéme de n équations nous aurons n figures.

Chacune des variables se trouvera dans la figure qui
sert 4 I'élimination de cette variable.
Evidemment, il n’est pas nécessaire de faire

BE:CH:...:I;

une longueur quelconque [ suffira. Seulement dans la
derniére figure, dans laquelle on trouve la premiére
variable, nous sommes obligés de faire usage de 'unité.

La solution graphique peut rendre des services impor-
tants dans quelques problémes techniques, tels que :

Le calcul des courants dans les diverses parties d’un
réseau de distribution électrique;

Le calcul de la pression de la vapeur dans le récepteur
d’une machine compound;

Le calcul des tensions dans les diverses parties d'une
construction.

Il peut arriver que I'une ou Pautre des équations ne
soit pas propre a éire construite, par exemple, quand d,,
d, et dy sonttrés grandes par rapportaay, ..y by, o .o,y

Cry oonn
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Dans ce cas les équations doivent étre changéesd’une
maniére quelconque, par exemple en posant x = mx,
y=my,5=1m2z,;, ol m est une constante; une mé-
thode générale ne peut pas étre donnée.

La solution peut éire beaucoup simplifiée, a I'aide

d’une régle a glissiére. Car alors nous pouvons facile-

b c d
mentcalculer =4+ «-+, =1, ..., =1, ... Plagons ces valeurs
ay ay ay *
al'aide du compas sur des droites paralléles; nous pou-
lculer 7! A
vons mesurer pi, ¢y, ..., et ealeuler 2%, oo 20 e
1 1

qui peuvent étre placées sur d’autres droites.
Alors z se trouve exprimé par (13 ﬂ) : <2 g—‘)
P par {7, + 7, T p)

tandis que nous pouvons calculer avec la régle z >< g‘
1
our trouver ¥, et z>< =L, y >< b1, pour obtenir x
P ) 2 VX P > .

En ce cas lasolution différe de la solution algébrique,
sculement en ce que I'on ne fait plus des additions ou
des soustractions sur des nombres, mais que I'on fait ex-
clusivement usage de la régle et du compas ; il en résulte
que le calcul s’effectue plus vite et plus sommairement.

AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES.
CONCOURS DE 1898.
SOLUTION DE LA QUESTION DE MATHEMATIQUES
BLEMENTAIRES ;

Par M. A. VACQUANT,

Ancicn éléve de I’Ecole Polytechnique,
Professeur au lycée de Nancy.

On considére un triangle T dont les sommets sont
A, B, G, et une droite A dans son plan. On prend les
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symétrigues d'un point O quelconque de la droite A
par rapport aux cotés du triangle T, et I’on construit
le centre O' du cercle circonscrit au triangle ayant
pour sommets les trois points ainst obtenus :

I. Trouver le lieu du point O' lorsque le point O
décrit la droite A. Ce licu est une conique S dont on
discutera le genre en faisant varier la position de la
droite A par rapport au triangle T. Onindiquera éga-
lement les positions de A pour lesquelles S lui est tan-
gente;

II. Zrouver le liew du centre de la conique S lorsque
la droite A se déplace parallélement & elle-méme.

Ce lieu est une conique S, qui dépend de la direction
de A;

UI. Zrouver le licu du centre de S, lorsqu’on fait
varier la direction de A

IV. Démontrer que, par tout point 1 de S, on peut
mener trois droites OO’ et faire voir que deux de ces
droites sont conjuguces harmoniques par rapport aux
droites qui joignent le point 1 anx points de rencontre
de Aet de Sy

V. Dans le cas particulier ot la droite A passe par
le centre w d’un cercle inscrit au triangle T, on pro-
pose de trouver Uenveloppe de la droite OO'. Dé-
montrer que, dans ce cas, les centres des trois autres
cercles inscrits au tl‘i{lngle T et les /)oillts de rencontre
des diagonales du quadrilatére complet ayant pour
cotés A et les cotés de T sont six points placés sur une
méme conique.

I. Si ’on considére le point O comme un foyer d’une
conique tangente aux treis coés AB, BC, CA du
triangle T, le centre O’ du cercle circonscrit au
triangle A’B'C’ ayant pour sommets les symétriques de
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O par rapport aux cotés du triangle T est le deuxiéme
foyer réel de cette conique. Soient wy, w,, w,, vy les
centres des cercles tangents aux trois cotés du triangle T'.
Les droites AO’, BO', CO’ sont respectivement symé-

triques des droites AO, BO, CO par rapport aux bis-
sectrices des angles A, B, C du triangle T, ou des angles
extérieurs, et ces bissectrices se coupent deux a deux
aux points w. Le point O’ est donc I'inverse du point O,
le triangle de référence étant ABC. (Consulter, par
exemple, le Traité de Géométrie, de MM. Rouché et
de Comberousse, Note 111).

Le point O décrivant une droite A, son inverse O’
décrira une conique circonscrite au triangle ABC; en
eflet, les faisceaux BO’ et CO’, homographiques des
faisceaux BO et CO, sont homographiques; donc le lieu
de O’ est une conique S passant par B et C; on voit de
méme qu’elle passe par A. Si A rencontre les cétés BC,
CA, AB aux points m,, m,, m; les tangentes en A, B, C
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a S sout les droites symétriques de Am,, Bmy, Cmy par
rapport aux bissectrices A wg, Bw,y, Cw,.

Les points A’ et B’ étant les symétriques de O
par rapport aux cbdtés CB, CA du uiangle T, on a
CO =CA'= CB/, et la perpendiculaire élevée a A'B
en son milieu passe par C; de méme BO' est perpendi-
culaire 3 A'C' et A’O’ a B'C’; cette autre maniére de
construire le point O permet de voir aisément le genre
dela conique S. Pour qu’un point O’ s’éloigne a U'infini,
il faut que BO' et CO’ soient paralléles, par suite A’,
B, €' seront en ligne droite et le point O sera sur le
cercle circonscrit au triangle T. Réciproquement, si O
est sur le cercle circonscrit au triangle T, les points A/,
B/, €' sont en lignc‘droitc; les rayons BO" et CO', per-
pendiculaires a A’C! et A’B/, sont paralléles, et le
point O’ est a lintini. Done, suivant que la droite A
ne coupe pas, touche ou coupe le cercle circonscrit au
triangle T, la conique S est une ellipse, une parabole
ou une hyperbole.

Il résulte de ce qui précéde que I'inverse de la droite
de P'infini est le cercle circonscrit au triangle T, ce qui
est d’ailleurs facile a éiablir directement; de ce résultat
on déduit immédiatement le genre de la conique S
quand A se déplace.

Pour que la droite A soit tangente & S, il faut et il
suffit qu’elle passe par I'un des points wg, wy, w,, w;.
En effet, I'inverse O’ d'un point O de A cst distinet de O
si ce point O n’est pas I'un des points w; cela résulte de
la construction de O'; alors, si la droite A ne passe pas
par un des points w, elle rencontre la conique S en deux
points O, et O,, réels ou imaginaires, inverses 'un de
Vautre et distincts; car I'inverse de O, qui appartient &
la fois 4 A eta S appartient 4 la foisa Seta A, comme ce
n’est pas O, ¢’est un autre point O, commun a S et A;
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mais, si A passe par 'un des points v, soit w,, I'inverse
de w, élant wy, le point w, appartient a S; d’autre part,
si la droite A rencontrait S en un autre point O, ellela
rencontrerait encore au point O, inverse de O, et dis-
tinct de Oy, et par suite en trois points O,, O,, w,, ce
qui est impossible; donc A est tangente 4 S en w,. Si
la droite A passait par deux points w, elle passerait par
un des sommets du triangle T et serait a elle-méme son
inverse. Donc, pour que la conique S soit tangente a A,
il faut et il suffit que A passe par un seul des points v,
qui est alors le point de contact de A et de S.

1. Quand la droite A se déplace parallélement & elle-
méme, clle passe par un point fixe P situé sur la droite
deTinfini; son inverse, la conique S, passe par un point
fixe M du cercle circonscrit a T'; on a donc a chercher
le lieu des centres des coniques S passant par quatre
points fixes A, B, C, M. Ou sait que c’est une conique S,
passant par le milien de chacune des six droites obtenues
en joignant les quatre points A, B, C, M deux a deux et
par les points de rencontre des cotés opposés du qua-
drilatere ABCM; a ces neuf points on doit ajouter le
centre g du cercle circonscrit au triangle ABC, car ce
cercle est une conique S particuliére; c’est 'inverse de
la droite de 'infini dont la direction est, comme on sait,
indéterminée. Si py, g, s sont les milieux de BC, CA,
AB, la conique S, passe donc par les quatre points u,
{45 M2, thg indépendants de la direction de A. Comme
est I'orthocentre du triangle wp p,ps, toutes les co-
nigques S, sont des hyperboles équilateres.

HI. Quandladirection de A varie, le lieu des centres
des coniques S,, ¢’est-a-dire le lieu des centres des
hyperboles équilatéres passant par les quatre points .,
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i1, P2y 1 est, on vient de le rappeler, une conique qui
est, dans le cas actuel, le cercle des neuf points du
triangle 1y wo 13, car les six points obtenus en prenant
les milieux des droites joignant deux a deux les points
%y [y, W3, [y appartiennent au lieu et sont sur le cercle
des neuf points du triangle pq xy 5.

IV. Soit K Pinverse de I; la droite IK est déja une
droite OO passant par I; je remarque ensuite que les
faisceaux 10, IO’ sont homographiques, comme homo-
graphiques au faisceau CO; cela est évident pour le
faisceau 10; quant au faisceau 10/, il est homographique
au faisceau CO', lequel est homographique au fais-
ceau CO. Les faisceaux homographiques 10, 10’ ont
deux droites doubles qui sont deux droites OO’ passant
par I. On a ainsi trois droites OO’ passant par I et il
n’yen a pas davantage, car, pour une telle droite, ou O’
coincide avec I et alors O est en K, ou O’ ne coincide
pas avec I et dans ce cas OO est une droite double des
faisceaux 10, 10/,

Les droites 10, et 10, sont deux rayons homologues
des faisceaux homographiques 10, 10'; de plus 10,,
considéré comme appartenant a I'un ou a 'autre de ces
faisceaux, a toujours le méme homologue 10, ; donc ces
deux faisceaux sont en involution et les rayons homo-
logues 104, 10, sont conjugués harmoniques par rap-
port aux deux rayons doubles qui sont deux droites OO'.

V. 1l résulte de ce qui précéde que, si la droite A est
quelconque, I'enveloppe de OO’ est une courbe de troi-
sitme classe pour laquelle A cst une tangente double,
car on obtient pour OO’ la droite A quand O passe
en O, ou O, en décrivant A. On apercoit le méme résul-
lat en considérant la courbe polaire réciproque de I'en-



(85)
veloppe de OO’ par rapport a la conique S : c’est une
cubique ayant un point double en 3, pdle de 4, les tan-
gentes au point double étant 3O, et 30,.
Maintenant, dans le cas particulier ou A passe par
J’un des points w, o, par exemple, alors 10, et 10,

sont confondus suivant Tw,; les faisceaux en involu-
tion 10, 10’ ont un de leurs rayons doubles confondu
avec lw, ; de sorte que toute droite passant par v, est,
dans le cas actuel, une tangente a2 I'enveloppe de OO’
qui se compose alors du point w, et d'une conique ¢
les deux tangentes a cette conique o issues d’un point
quelconque I de S sont IK et le deuxiéme rayon double
des faisceanx IO, JO'. Cette conique o passe en w, et y
admet pour tangente la droite A, comme on le voit aisé-
ment en faisant venir I en w,. Quelques positions re-
marquables de O sur A vont faire connaitre des tangentes
a la conique ®. Quand O est au point de rencontre de A
avec la bissectrice Bw,w,, le point O est sur cette bis-
sectrice en son point de rencontre, autre que B, avec la
Ann. de Mathémat., 3 série, t. XVIIL. (Février 18gg.) 6
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conique S, de sorte que la droite Bwyw, est tangente a
la conique ¢; il en est de méme des droites Cw,ws,
A w,w;; mais les bissectrices Bw,, Cw, ne sont pas tan-
gentes a ¢.

Soient ny, ny, ny les points de rencontre de A avec
les cotés BC, CA, AB du triangle T. Quand O vient
en ny le point O’ vient en A; donc la diagonale An, du
quadrilatére complet BCnynyn, A est tangente a la co-
nique 93 on voit de méme que les deux autres diago-
nales B, et Cny sont tangentes a o.

Les c¢o6tés du triangle formé par les diagonales du qua-
drilatere complet BCnynyn, A et ceux du triangle
wowawy sont done tangents a la conique o, et 'on sait
que, quand deux triangles sont circonscrilts & une méme

coniquc, leurs six sommets sont sur une conique.

CERTIFICATS D'ETUDES SUPERIEURES
DES FACULTES DES SCIENCES.

SESSION DE NOVEMBRE 1898. — COMPOSITIONS.
Caen.

ELEMENTS GENERAUX DE MATHEMATIQUES.

Kerevve terite. — Soit G la courbe définie en
coordonnées rectangulaires par les équations

montrer que C est une hélice et déterminer la section
droite du cylindre dont elle est une géodésique. Mon-
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trer que les développantes de C sont planes et con-
struire celle qui part de Ca l’origine des coordonnées.

On trouve que l'arcs compté a partir de I'origine est
égal & x + z; C est une hélice : la section droite du
cylindre, située dans le plan x + z = o est définie par

les relations
288 —3¢,

=t2, 3 = ———
7 : 3v2 ’

pour la développante partant de P'origine, on a

2(2t2—3 i8Y2
X,=o, 1=—(?———-—)’ R
3+ 61¢2

Erreuve rratique. — On suppose que, dans I’ orbite
apparente du Soleil, on ait e = {5, w = 280", et l’on
considére la position S du Solell ; d’année sidérale
aprés son passage au périgée. Montrer que u est com-

. ™ ™ 3 ™
prise enire — +e el — + ¢ — € la valeur S e est
approchée ¢ moins de 1" : en Uacceptant pour u, cal-
culer la longitude de S.
On a
uw—esinu =

Soit

~
=
il

N

02 0'e?
+V; P == € COSY — € l‘-‘—z‘ = e I-— )
) . ..
et 'on achéve aisément le calcul.

CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL.

Errevve tcuire. — 1. Soit f(x,y,u) une fonction
de trois variables dont on regarde la derniére u
comme fonction des deux autres.
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orf
oz oy
. cB_L Jdu Ju
Js ' ox’ 9y’ oz oy

Formant

et regardant dans son expression x,
comme des variables indépendantes,

. . 02 .
on propose de déterminer f de sorte que dx‘gy soit de

la forme

oru . 0
oy ) sagy ¢ (f,}',u)<'+ =+ 5+ = ~)-

On trouve
© = I
T C—z—y— w’
f=F(z)+F(y)—log(C—z—y—u).

II. Une surface S a pour équation, en coordonnées
rectangulaires,

(ay +~bzs+c)x+(a'y +bz+c)(y2—2mz)=o,

m étant une constante donnée, a, b, ¢, a', b', ¢ siz para-
métres indéterminés. Former I’ expression du rayon de
courbure d’une section normalede S en un point de la
parabole x = o, y*= 2mz. Déterminer a, b, c,a, ¥, ¢
de sorte que tous les points de la parabole soient des
ombilics.

La méthode ordinaire donne

1 m?2 (by?+amay + c)dzx?+ (b’ y2+2ma' y+c')dy?
R~ Vi + me (0 oma’y + ) mrda? +(y2+ m?)dy?]

Pour que tous les points de la parabole soient des

. A s 12 dy .
ombilics, R doit étre indépendantde e quel que soity.

On trouve

2¢
a=b=a=o, b= —, c'=c.
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Epneuve pRATIQUE. — Calculer Iintégrale de l'équa-

ou a_u>=
9z \ay/)’
3

qui se réduit @ y* pour x =1,

tion

3
w=F(@—1p+ (@ =0y + glo(e — i+ 4y]-
MECANIQUE.
Erreuve tcrite. — 1. Un plan P glisse sur un plan

fixe de maniére qu'un de ses points A parcoure avec
une vitesse constante une circonférence de centre O et
de rayon R, tandis qu’un second point A' du plan P
demeure sur une circonférence de centre O/ et de
rayon R : les droites AA!, OO’ ont une méme lon-
gueur 2R, mais ne sont pas paralléles.

Construire, pour une position quelconquedu planP,
le centre instantané de rotation et le centre des accé-
lérations.

On se rappellera que ce dernier est a la rencontre du
cercle des inflexions et d’un cercle orthogonal qui passe

par A, dont le % est nul.

Il. Une plagque carrée homogéne OPQR, soustraite
a Uaction de toute force extérieure, peut tourner
autour du sommet fixe O : le coté est égal a 2, la
masse a 3. On consideére trois axes liés & la plague,
Ox suivant la diagonale OQ, Oy paralléle & PR,
Oz normal & la plague. Déterminer le mouvement de
cette plague en supposant qu’a Uinstant initial elle est
animée d’une rotation instantanée dont les compo.
santes sont p, =29, §o= 0,79 =0a \/3.

On est dans le cas singulier ou la distance du point
fixe au plan del’herpolhodie est égale au demi-axe moyen
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de Dellipsoide d’inertie. Le probléme est connu ct
Jécrirai seulement les deux formules

q = 2atang hypxt V3,

w 4o(e2xtV3 g
4 = - 4+ 24¢+ arc tang _'9( ) .

2 8 /3 + g4 — g8 e2tV3
Errevve praTiQue. — Attraction d’une couche

sphérique homogéne sur un point intérieur ou exié-
rieur, l'attraction étant réciproque & la quatriéme
puissance de la distance.

2 SMz .
3 R(R2—22)?’
SM(3R2—2?)
Jx2(R2— a2 2

Point intéricur :

Point extérieur : -—

Grenoble.
CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL.

Errevve tcruire. — Plan tangent, lignes de cowr-
bure, lignes asymptotiques de U'hélicoide gauche
plan directeur.

Liew des points de la surface pour lesquels le plan
tangent est paralléle & une droite donnée.

ErreuvEe PRATIQUE. — Equation geénérale des
courbes qui coupent sous un angle donné les lemnis-
cates définies par l'équation (x2 + y2 )2 = a*(x*— y?),
dans laquelle a désigne un paramétre variable. Mon-
trer que les courbes obtenues sont encore des lemnis-
cates. ,

Cas particulier des trajectoires orthogonales.

MECANIQUE.

Erreuve tcrite. — Un point matériel pesant se
meut sans frottement sur un cylindre paraboligue
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dont U'équation par rapport & lrois axes rectangu-
laires fixes est y* — 2 px = o.

On donne les cosinus directeurs o, 8,y de la direc-
tion de la pesanteur, les coordonnées x,, y, de la posi-
tion initiale du point supposée dans le plan xy et les
composantes a, b, c de la vitesse initiale.

On discutera les circonstances générales du mouve-
ment du point et en particulier de sa pl'ojeétl'on sur le
plan xy, on calculera la réaction du cylindre quand
les données sont quelconques, et 'on considérera en
particulier le cas oic U'on aurait

B=o, a+ bt —ogaxo—gap =o.

Eprevve pratioue. — Calculer les moments
d’inertie d’un cylindre droit, homogéne, de révolu-
tion: 1° Par rapport & une génératrice; »° Par rap-
port & un diamétre de sa base.

Trouver quel doit étre le rapport de la hauteur I
du cylindre au rayonr de sa base pour que les deux
pendules composés obtenus en faisant osciller le cy-
lindre autour d’une génératrice et d’un diamétre de
sa base (ces deux axes étant supposés rendus horizon-
taux) aient méme longueur de pendule simple syn-
chrone.

ASTRONOMIE.

Errevve tcrire. — Ktant admis que la surface ma-
thématique de la Terre est un ellipsoide de révolution,
on demande :

1° De calculer, pour un point de latitude X, les
rayons principaur de courbure de cet ellipsoide ;

2° D’exprimer, en fonction des latitudes extrémes,
la longueur d’un arc de méridien. Application au
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quart du méridien, a I’arc de un degré d’une latitude
moyenne donnée, et, enfin, & la détermination des
éléments de lellipsoide terrestre a l’aide des lon-
gueurs de divers arcs de méridien.

Epreuve rraTiQUE. — Détermination de la décli-
naison d’une étoile par la durée T de sa course au-
dessus de [’horizon d’un lieu de latitude connue,
calcul de I’azimut du lever de [’étoile.

Variations de ’azimut et de la déclinaison corres-
pondant & un accroissement de T.

Données numériques :

,
g

T =g"4o™, 6=1", L= g5t

LN

ERRATA.

3¢ série, t. XVII, 1898. — Page 547 et Tables, page 586, ligne 13.
Lisez comme il suit le titre de 'article :

Remarque sur 'application a la logique de la théoric des régions.

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

Question 1722.

(1896, p. 152.)

Par un foyer F d’une conique donnée on méne une corde
quelconque MM'. Le cerele de diamétre MM’ rencontre la
conique en deux autres points My et M. Montrer que :

1° La droite M{M| passe par un point fire;



2° Le lieu des points de rencontre des sécantes communes

au cercle et ala conigue se compose d’une droite et d’une
cubique. (E.-N. BARISIEN. )

SOLUTION
Par M. E. Mavo.

Soient désignés par P, Q, R les trois points de rencontre
TN

des sécantes communes a la conique et au cercle MM’ prises
deux & deux. Je dis que 'un d’eux, P, est le point o la corde
focale MM’ coupe la directrice.

En effet, les points P, Q, R sont caractérisés par cette pro-
priété que chacun des trois cotés du triangle qu'ils forment
est la polaire du sommet opposé a la fois par rapport au

i
cercle MM' et par rapport & la conique donnée. Or, la perpen-
diculaire menée a MM’ en F est la polaire de P par rapport a
la conique, en vertu de la définition méme, en Géométrie, du
foyer et de la directrice (foyer, point ol chaque couple de
droites conjuguées est rectangulaire; directrice, polaire du
foyer), et aussi par rapport au cercle, d’aprés les propriétés
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les plus élémentaires de cette courbe. La deuxiéme sécante

P
commune au cercle MM’ et a la conique donnée dans le couple
dont fait partie MM, est donc la droite passant par P et fai-
sant avec les axes, en sens inverse, le méme angle que MM :
elle passe manifestement par le point G, symétrique de I par
rapport a la directrice.

Les points Q et R sont, sur la perpendiculaire 3 MM’ menée
par Fy, les deux points conjugués a la foisau segment NN, in-
tercepté par lellipse, et au segment LL', intercepté par le
cercle. L'ordre de la courbe, lieu des points Q et R, est donc
mesuré par le nombre 2 augmenté du nombre qui exprime
combien de fois, dans le pivotement de la droite LL'NN' au-
tour du point fixe F, 'un des points du couple (Q, R) vient
cn F. Or, quand cela a lieu, comme T est le milieu de Lo
I'autre point de ce couple est a infini, et F est aussile milieu
du segment NN'. La circonsltance envisagée ne se présente
donc qu’une scule fois, quand LL'NN' est perpendiculaire a
I'axe focal, et, par suite, le lieu cherché est bien une cubique,
avec un sommet en F et une asymptote perpendiculaire a I'axe
focal de la conique donnée.

Il est, du reste, aisé d'en éerire Péquation. Soit w I'angle
que fait la droite LLZNN' avec I'axe focal, et, par conséquent,
® — § celui que fait, avec ce méme axe, la droite MM :

Péquation qui admet comme racines les longueurs des seg-
ments FN, I'N" est

P(9)=(1—e?cos2w)p2+2pepcosmw — p* =o0;

semblablement 'équation qui détermine le couple de points
(L, L") est
W(p)=(1—e*sin?w)p?—p? =o.

On aura, par suite, pour I'équation déterminant les points
doubles de Vinvolution ® (p)+ AW (p) = o,
ob OW 0P OV
9 op dp op
c'est-a-dire

preosw (i — e?sin?w) — pes(costv —sin?w) + p?cosw = o,
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et il suffit de multiplier par p pour passer immédiatement aux
coordonnées rectangulaires

(atx?+ b2+ b*) o — b2e(22--y2) = 0.

L'asymptote, toujours réelle, passe donc par le centre de la
conique. Les tangentes issues de F s'obtiennent en coupant
I'axe non focal par le cercle décrit de F comme centre avec
le rayon 2a : les points de contact sont sur la conique et sur
la polaire du point G.

Autre solution par M. AUDIBERT.

Question 1727.
(1896, p. 200.)

Etant donnée une surface quelconque F, pour laguelle
lindicatrice estelliptique, la surface F', lieu des centres de
courbure de toutes les sections normales ou obligues que
Uon peut faire autour de chacun de ses points, est repré-
sentée par l’équation
RiRo (224 p2)

Rgxfi—ihy?

24 yr 5=

R, et Ry étant les rayons principaux de F relatifs au point
que l’on consideére.

Cela étant, vérifier que l'aire de la surface F' et le vo-
lume qu'elle enveloppe ont respectivement pour expression

/

R; =+ R, ——
A== ("—12—.') \/R1 1{27
V= 4%(3 R? -+ 2R, Ry + 3R}) VR, R;.
(A. IssaLy).

SOLUTION
Par M. G. TzITZEICA.

1° Prenons pour axes les tangentes aux sections principales
et la normale 4 la surface F au point O considéré, et considé-
rons toutes les sections ayant la méme tangente OT. En vertu
du théoréme de Meusnier, les centres de courbure de ces sec-
tions se trouvent sur un cercle de diamétre Ow, w étant le
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centre de courbure de la section normale ZOT; le cercle pré-
cédent est situé dans un plan perpendiculaire a OT. La sur-
face F' est donc engendrée par cette circonférence, quitourne
autour de OZ et se dilate entre les centres principaux de
courbure w; et w,. Posons

S
0 =TOx.
Les équations du cercle Ow sont alors

{ 22+y2+32=Rz, R=Ouw,
(1) (

¥y = tang0.
Or, d’aprés la relation d’Euler,

(2) L cos20 " sin20
R~ "R, R,

En éliminant R et 6 entre (1) et (2), on trouve I'équation de
I'énoncé pour la surface F', qui devient une sphére si le
point O est un ombilic de F.

2° Je prends pour élément d’aire l'aire limitée par deux
positions infiniment voisines du cercle générateur. On a de la
sorte

A='Reat = LR2R2 9
A = 2 Redb = 2 RER} (R, cos?20+ Ry sin20)2’
d'ou
dh
n = 2 2 M
A ZR‘R’,[ (Rq cos2d + R sin20)2’
done

A::<5€yﬁ>¢me

3° De méme, en prenant pour élément de volume le volume
correspondant a I’élément d’aire, on a
R2d0 R

dv = ' — L Rsas,
2 6 12

d'on
ud
2

-

1 /‘ R3R3 db .
3.J), (Rpcos?b+ Rysinz6)3’

V=
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donc

V=2 (3R}—2R,R, + 3R}) VR, K.

By

=3

Note. — Pour trouver les intégrales définies précédentes, on
peut procéder de la maniére suivante : Considérons l'intégrale

immédiate
x

] _f’ db =
1= ) chos?e—i— R] sin?f 2 ‘/m;

Prenant les dérivées de I par rapport & Ry et R,, on trouve

™ sin20 df =

| (Recos?f+ Ry sin?0)2 ~ /R, VR, R,

T

/‘2 cos20 db _ ™ B
, (Rycos?f 4 R sin28)? 4RavVR(R;

En faisant la somme, on obtient

ki

. _/5 b _ _m(Ry+Ry)
T o (Repcos?0-Rysin?) 4R, R, yR(R,

En procédant de la méme maniére, on obtient de I, l'inté-
grale I3. On pourrait trouver de la sorte une formule géné-
rale, pour

T
I = * db
" _\/0‘ {Rycos?0 - R, sin2f)7 "

Question 1729.

(1896, p. 28.)

L'équation zyz—+ kw3=o0, ou x, ¥, z représentent les
coordonnées homogénes d’un point du plan

w=axr+by +cz,

el k un paramétre arbitraire, représente un systéme de
cubiques qui ont trois points d’inflexion réels situés sur la
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droite w; le lieu des autres points d’inflexion se com-
pose de deux droites imaginaires A et B.

Démontrer qu’il existe deux cubiques du systéme, tan-
gentes a une droite donnée L, et que les deux points de
contact sont conjugués harmonigues relativement aux
deux points imaginaires conjugués ow la droite L rencontre
A et B. . (A. Lecoux.)

SOLUTION
Par M. G. Tzirziica.

1° La hessienne de la cubique a pour équation
Shw(a?z?+ b2yt +c232 —2bcys —2casr —2abxrs)—azys = o.

D’ou résulte que trois des points d'inflexion sont sur la
droite w, ce qui était d’ailleurs visible sur I'équation de la cu-
bique méme. Si I'on élimine £ entre 'équation précédente et
celle de la cubique, on trouve pour le lieu des autres points
d’inflexion

(1) (ax — by )2+ (by —cz)2+(c3—azxz)2=o0
deux droites imaginaires qui se rencontrent dans le point réel
VoLt
()
2° L’équation du faisceau de droites qui joignent l'origine
aux points d'intersection de la cubique avec la droite L

Ur 4oy =s
est

(2) xy(uzx +vy)+ ki3 =o.

ou
t=(a+cu)r—+(b—+cv)y.

Pour que la cubique soit tangente a L il faut que (2) admette
un facteur carré. Ce facteur carré est d’ailleurs un facteur du
jacobien des deux fonctions de wet y,

xy(uzx +vy) et 3.
Ce jacobien a pour équation

2[(a+ cu)uzt+ 2(ae — bu)ay — (b + coey?]=o:
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il comprend le facteur singulier ¢2 qui représente la droite qui
joint Porigine au point d’intersection de w et de L. Il reste
alors pour I'équation des droites qui joignent Porigine aux deux
points de contact

(3) (a-+cu)ux+a(av—bu)yzy—(b+co)oyr=o.

D’ailleurs, I'équation du faisceau des droites qui joignent
I'origine aux points d'intersection des droites A et B avec L
est
( (@+c2u—acu)z?—(ab+becu+acv—arctuv)zy
4)
4 { “+ (02 + 202 — beo) 2 = o.

Il reste a voir que les deux faisceaux (3) et (4) sont con-
jugués harmoniques 'un par rapport al'autre, ce qu’on vérifie
aisément.

Autre solution de M. AUDIBERT.

QUESTIONS.

480 (1859, 266). Soit Dy un cercle, Dy une développante
de Dy, Dy une développante de Dy, ..., D, unc développante
de D,_;. Appelons D, développante du cercle de l’ordre n.
Cela posé, on propose de démontrer le théoréme suivant :
Si une figure plane varie en restant semblable & elle-
méme, et si trois droites de cette figure ont chacune pour
enveloppe une développante de cercle de l'ordre n, toute
autre droite de la figure a pour enveloppe une dévelop-
pante de cercle du méme ordre. (P. pE LAFITTE.)

493 (1859, 444). Unc courbe C,, de degré net une conique Cy
sont données dans le méme plan; on prend la polaire d’un
point quelconque situé sur G, par rapport a la conique GC,;
soient P et Q les points d'intersection de cette polaire avec la
conique, le licu du point d’intersection de deux normales
menées en P et Q a la conique ne dépasse pas 3 n.

(DESBOVES. )

496 (1859, 444). Par un point pris arbitrairement dans 'es-

\\')““\OTHI
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pace, on peut, en général, mener

mp(m —1)(p—

2

1 .
) droites,

dont chacune rencontre en deux points la ligne a double cour-
bure résultant de I'intersection de deux surfaces algébriques
d’ordre m et p; toutes ces droites sont sur un cone d'ordre
(m—1)(p—1).

Il suit de la que la perspective de lintersection de deux
mp(m —1)(p—1)
2
situés sur une courbe d’ordre (m —1)(p —1).

(MovuTARD.)

surfaces d’ordre m et p a points doubles

512 (1860, 46). Lorsqu'un corps peut tourner autour de six
axes indépendants, on peut le faire tourner autour d’un axe
quelconque. (MoB1vs.)

513 (1860, 46). Lorsqu’on donne un nombre de droites plus
grand que six, il est toujours possible de trouver des forces
qui, agissant suivant ces droites, se fassent équilibre; lorsque
le nombre dc droites est moindre, cette possibilité exige en-
core certaines conditions. (MbBrvs. )

1812. Les plans osculateurs a une cubique gauche en trois
de ses points, a, b el ¢, coupentle plan abc suivant des droites
concourantes. (E. Duprorcq.)

1813. Soient a,, a,, a; et a, les pieds de quatre normales
concourantes menées 4 une conique G :

1° Dans chacun des triangles T, tels que a;as;a;, on peut
inscrire une conique A ayant les mémes axes de symétrie
que C;

2° Les quatre coniques Aj, Ay, Az et A, sont circonscrites
a un méme quadrilatére;

3° Les cercles circonscrits aux triangles admettant pour
sommets les points de contact des coniques A avec les cotés
des triangles T passent par un méme point (E. Duporco.)

1814. On considére trois coniques (S), (S;), (Sy) bitangentes
entre elles aux deux points A, B; de deux poigps a, a, pris
sur (8), (Sy) et tels que la droite aa, passe parg pole com-
mun a ces trois coniques, on méne des tangentes a (S,). Les
quatre sommets du quadrilatére ainsi formés décrivent deux
coniques. (G. LEINEKUGEL.)
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SUR L'HOMOGRAPHIE ET LA DUALITE
APPLIQUEES AUX PROPRIETES METRIQUES DU PLAN:

Par M. L. RIPERT.

Préliminaires.

1. Lorsque 'on a donné, en Géométrie élémentaire,
les définitions des éléments métrigues, dont les deux
principales, celles de la distance de deux points et de
I'angle de deux droites remontent a I'antiquité, il est
clair que 'on ne pouvait pas se préoccuper de ’applica-
tion des principes de dualité et d’homographie. Pour
pouvoir appliquer ces principes, il ne faut donc pas
craindre de revenir en arriére, d’analyser les définitions
données, d’examiner comment ’on pourrait, sans chan-
ger leur signification, les transformer de maniére qu'elles
donnent prise & I'application successive des deux prin-
cipes.

Chasles, dans ses Mémoires annexés a I’ Apercu histo-
rigue, a défini le principe d’homographie comme résul-
tant de deux applications du principe de dualité. Clest
en effet le moyen le plus simple de démonstration.
Mais I'ordre d’application, naturel et logique, est : 1°la
transformation sans changement de nom des propriéiés,
c’est-a-dire I’homographie; 2° la transformation avec
changement de nom des propriétés, ¢’est-a-dire la dua-
lité. 11 parait trés difficile, en général, d’appliquer di-
rectement le principe de dualité aux propriétés méuri-
ques. Je me propose de prouver que cette application est

Ann. de Mathémat., 3° sévie, t. XVIIL. (Mars 18gqy.) 7
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toujours possible et méme facile quand les propriéiés ont
é1é préalablement généralisées par homographie.

2. J'admets comme acquis et hors de contestation :
1° les principes eux-mémes et la généralité de leur ap-
plication aux propriétés projectives, d’ou il suit que le
probléme de Vapplication aux propriétés métriques re-
vient a donner a ces propriétés le caractére projectif;
2° le double et fondamental théoréme de Chasles : Dans
deux figures homologues ou corrélatives, les rapports
anharmoniques d’éléments homologues ou corrélatifs
sont égaux; 3° Vexistence symbolique, dans le plan,
d’une droite 7 de I'infini, qui se trouve déterminée par
les deux points imaginaires I, et 1y, dits points cy-
cligues, lesquels déterminent eux-mémes la familie des
cercles du plan (caractérisée par leur passage parly, L,);
4° la possibilité homographique de substituer, a cette
droite i ou 1,1,, une droite quelconque n, déterminée
par deux points fixes arbitraivement choisis (réels ou
imaginaires, 77 ou {) Ny, N,, qui déterminent eux-mémes
toute unc famille de coniques pour lesquelles, dans un
précédent article (V. A., p. 446; 1898), j'ai proposé
le nom d’homoponctuelles (¢’est-a-dire astreintes a pas-
ser toutes par Ny, N,); 5° la corrélation de la droite n
ou Ny N, (dont7ou I,I, est un cas particulier) avec un
point N, arbitrairement choisi, déterminé par deux
droites fixes données (r on i) ny, n,, lesquelles déter-
minent elles-mémes toute une famille de coniques homo-
tangentes (¢’est-a -dire astreintes toutes a toucher 7y, n,).

Un cercle est déterminé si Pon donne son centre
(pole de 7) et un point, ou encore trois points. De
meéme, une conique komoponctuelle est déterminée par
la donnée du pole de n et d’un point, ou encore de trois
points. Une conique homotangente cst déterminée si
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I'on donne la polaire de N et une tangente, ou encore
trois tangentes. La droite n sera dite droite fondamen-
tale dans les transformations homographiques, et le
point N point fondamental dans les transformations dua-
listiques.

Distance anharmonique de deux points.

3. La distance (métrique) de deux points A et B est
(ou s’exprime par) le nombre d’unités de longueur con-
tenues dans le segment AB. Cette définition implique ce
(ui suit :

Etant donnée ( fig. 1) une droite d qui rencontre i en
un point I ct sur laquelle on prend deux points A et B,

Fig. 1.

e}

on considére, dans la famille des cercles (1,, I,) du plan,
un cercle T, qui sera dit cercle-unité, ayant pour pole
de 7 un point arbitraire Q et d’unrayon égal a I'unité de
longueur arbitrairement choisie (*) On mene QI qui
rencontre I'en E, QA qui rencontre £ en J, et JE qui ren-

AB , -
contre d en D. Le rapport 0 ¢ est-a-dire le rapport

(') Le cercle-unité est indispensable pour déterminer la direction
et lc sens des segments. A chaque diamétre EQE' correspond une
direction avec ses deux sens (QE, QE'). D’ou résulte, pour les défi-
nitions (4 et 7) la nécessité des coniques-unites (homoponctuelle ou
homotangente ).
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AB.DI = (ABDI), est la distance des

AD.BI
deux points A et B, ou longueur du segment AB (les
mots : par rapport a 7 et au cercle-unité I', étant sous-
entendus).

anharmonique

4. Par généralisation, étant donnée (fig. 2) une
droite d surlaquelle on prend deux points A et B, et qui
rencontre la droite fondamentale 7 en un point Ny, on
considére, dans la famille de coniques homoponctuelles

Fig. 2.

(N4, Ny), une conique T’y qui sera dite conique-unité,
ayant pour pole de n un point arbitraire Q et d’ampli-
4 -

tude arbitrairement choisie. On méne QNg qui ren-
contre I' en E, QA qui rencontre 7 en J, et JE qui ren-
contre d en D. Le rapport anharmonique

AB.DNy,

»——AD.BN() = (ABDN,)

sera dit la distance anharmonique des deux points A
et B, ou la longueur anharmonigue du segment AB (les
mots : par rapport a la droite fondamentale n ¢t a la co-
nique-unité T étant sous-entendus).

5. Remarque. — Les fig. 1 et 2 peuvent étre faites
d’une maniére indépendante; mais, si elles sont homo-
logues, en vertu du théoreme de Chasles (2, 2°), le rap-
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port (ABDI) dela fig. 1 est égal au rapport (ABDN,)de
la fig. 2. Il en sera de méme pour deux rapports homo-
logues quelconques. Donc, toute relation entre des lon-
gueuwrs, exprimant une propriété mérrique de la fig. 1,
subsistera entre les longueurs anharmoniques homo-
logues de la fig. 2 et exprimera la propriété anhar-
monique homologue de cette seconde figure.

6. Applications. — 1° Un cercle de centre O (péle
de ) est le licu des points M tels que la Jongueur OM
soit constante. Done, une conique /lomoporzc[uelle,
ayant O pour pole de n, est le lieu des points M tels que
la longueur anharmonique OM soit constante. Cette
constante sera dite le rayon anharmonique de la co-
nique homoponctuelle.

2° Une conique non cercle Cest le lieu des points M
tels que la somme ou différence de leurs distances a
deux points fixes I et IV, dits foyers, soit égale a la lon-
gueur 2a de Paxe focal (c’est-a-dire du diamétre SS’
déterminé par I, F'). Le centre O (pole de ) est le con-
jugué harmonique du point K a I'infini sur cette droite,
soit par rapport au couple (F, F'), soit par rapport au
couple (S, §). En désignant par R et R les exirémités
de I’axe non focal, qui coupe 7 en un point L, péle con-
jugué de K par rapport au cercle-unité I', on a

0S = 08'=a, OR =0R'=0, OF = OF' = ¢,

avec a? = b2 = ¢2. Les polaires de I' et I par rapport
a C sont les directrices, etc.

Donc, une conigue non-homoponctuelle C est le lieu
des points M tels que la somme ou différence de leurs
distances anharmoniques 4 deux points fixes F et I’ qui
seront dits foyers (par rapport a n), soit égale a la lon-
gueur anharmonique 2 a de la corde focale (par rapport
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an)SS', déterminée par I et F'. Le pole O de n est le
conjugué harmonique du point K d intersection de n
avee cette droite, soit par rapport au couple (F, F'),
soil par rapport au couple (S, §'). En désignant par R
ct R’ les extrémités de la corde conjuguée de SY/, ¢’est-
a-dire passant par O et le point L de n qui cst pole con-
jugué de K par rapport a la conique-unité T', les lon-
gueurs anharmoniques OS ct OS' ou a, OR et OR
ou b, OF et OF' ou ¢, sont respectivement égales, et 'on
a, entre elles, la relation a2z b2=c¢*. Les polaires
de F et I’ par rapport a C seront dites les directrices

oorre.s'/)ondmztes (par rapport a n), ete.

- Angle anharmonique de deux droites.

7. Etant donné un point D, intersection de deux
droites @ et b (fig. 3), ct dont la jonction au point fon-

damental N est la droite ny, on considére, dans la fa-
mille de coniques homotangentes (7, 7,) une conique
arbitrairement choisic v, ayant ¢ pour polaire de N, et
qui scra dite conique-unité. Soit e une tangente a cette
conique menée par le point gny. On joint les points ga
ct N par la droite j, qui coupe e en je, et 'on joint je
a D par ladroite d. Le rapport anharmonique (abdny) (1)

(') On sait que le rapport anharmonique (abdn) s’exprime, indé-
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sera dit 'angle anharmonique des deux droites a et b
(les mots : parrapport a N et a y étant sous-cutendus).

8. Remarques. — 1° Il importe d’observer ici que,
tandis que la distance (ou longucur) anharmonique
admet, comme cas particulier (3, 4) la distance (ou lon-
gueur) métrique, il n’en est pas de méme de Pangle an-
harmonique, comparé a ]’angle métrique exprimé en
degrés et subdivisions de degrés. Gette question mérite
quelques développements, que, pour ne pas interrompre
I'exposé actuel, je renvoie a une Note a la fin de cet
article. Dans ce qui suit, il sera exclusivement question
de Vangle anharmonique tel qu’il vient d’étre défini.

2° Sila fig. 3 est la corrélative de la fig. 2, on a
(ABDNy) = (abdny). Donc, toute relation entre des
longueurs anharmoniques, exprimant une propriété
anharmonique de la fig. 2, subsistera entre les angles
anharmoniques corrélatifs de la fig. 3 et exprimera
la propriété anharmonique corrélative de cette der-
niére figure.

3° Par le point gny, on peut mener a vy deux tan-
sentes e ct €, d’ou résultent deux droites d et d'. Mais,
de méme (3 et 4), QL ou QNg coupaient I' en deux
points E et E’; d’ou résultaient deux points D et D'. Les
rapports anharmoniques (ABDI) et (ABD'I), (ABDN,)
ct (ABD'Ny), (abdny) et (abd ny) sont respectivement
égaux et de signes contraires. Il ne peut y avoir aucune
difficulté dans les dualisations en faisant toujours cor-
respondre les rapports anharmoniques de mémes signes.

9. Applications. — 1° Une conique homotangente

pendamment de la considération dc toute sécante, par la fonction
sin(a,b)sin(d, n)
sin(a.d).sin(b,n)
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ayant o pour polaire de N est 'enveloppe des droites m
telles que P’angle anharmonique (o, m) soit constant.
Cette constante sera dite Vangle anharmonique de la
conique homotangente.

2° Une conique non-homotangente ¢ est I'enveloppe
des droites m telles que la somme ou la différence de
leurs angles anharmoniques avec deux droites fixes f
et f' qui seront dites focales (par rapport a N)soit égale
a I'angle anharmonique 2A des tangentes s, s' menées
a ¢ du point d'intersection de f et f'. La polaire o de N
est la conjuguée harmonique de la droite & de jonction
de N au point focal ss'ff’, soit par rapport a (f, f7) soit
par rapport a (s,s'). En désignant par r et 7’ les tan-
gentes menées a ¢ du point d’intersection de o avec la
droite £ passant par N et qui est polaire conjuguée de k
par rapport a la conique-unité v, les angles anharmo-
niques (0,s) et (o,s) ou A, (o,7) et (o, r') ou B,
(0,f) et (0,f") ou G sont respectivement égaux, etl’on
a entre eux la relation A2z B2=C2. Les poles de f
ct f' par rapport a C seront dits les points directeurs
correspondants (par rapport a N), ete.

Distance anharmonique d’un point & une drocte.

10. La distance (méirique) d'un point A a une
droite o cst celle de A a lintersecltion de d avec la
droite qui joint A au point de £ qui est le conjugué har-
monique du point commun i i et a d par rapport an
couple (I, I,).

11. La distance anharmonique (par rapport a n,
N, N,) d’un point A i une droite d sera donc celle (4)
du point A a Uintersection de d avec la droite qui joint A
au point de 2, conjugué harmonique du point commun
a n et d par rapport au couple (N, N,).
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12. Applications. — 1° Un cercle étant I'enveloppe
des droites dont la distance a un point fixe (pole de 1)
est constante, une conique Lomoponctuelle est 'enve-
Joppe des droites dont la distance anharmonique 4 un
point fixe (pole de u) est constante.

2° Une conique non-cercle C est le licu des points
tels que le rapport de leurs distances 4 un point fixe F
(foyer) et a une droite fixe d (directrice) soit constant.
Si le rapportest égal a I'unité, la conique est tangente ai
en un point déterminé I (pole de 7); clle n’a pas d’autre
foyer et directrice possible que I et dy elle est dite
parabole et celui de ses diamétres qui passe par F est
Vaxe.

Une conique non-homoponcticlle C est le lieu des
points tels que le rapport de leurs distances anharmo-
niques a un point I (foyer par rapport a n) et a une
droite d (directrice par rapporta n) soit constant. Si le
rapport est égal a 'unité, la conique est tangente a nen
un point N (poéle de n). Elle n’a pas, par rapport an,
d'autres foyer et directrice que F et d; elle sera dite,
dans ce cas, parabole par rapport & n, la droite NE
étant Vaxe (par rapport a n). (Voir Mathesis, 1898,
p-251.)

Angle anharmonique d’une droite et d’un point.

13. L’angle anharmonique (par rapport a N, ny, ny)
d’une droite a ct d'un point D est celui(7)de la droite a
avec la jonction de D au point d’intersection de a et de
la droite passant par N et conjuguée harmonique, par
rapport a (n,,ny), de la jonction de N et D.

14. Adpplications. — 1°Une conique homotangente
est le lieu des points dont I'angle anharmonique avee
une droite fixe (polaire de N) est constant.
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2° Une conique non homotangente c est 'enveloppe
des droites telles que le rapport de leurs angles anhar-
moniques avec une droite f (focale par rapport a N) et
un point D (directeur par rapport a N) soit constant.
Si le rapport est égal a I'unité, la conique passe par N,
la polaire de ce point étant la tangente n. Elle n’a pas,
par rapport & N, d'autre focale et divecteur que fet Dj
clle sera dite, dans ce cas, parabole par rapport & N,
le point nf élant 'axial (par rapport a N). (Mathesis,
loc. cit.)

Division anharmonique des segments et des angles.

15. Soit un segment AB d'une droite d dont le point
al'infini est I. On prend, de part et d'autre de A

AB
AM = MA =22
) R’
le point M étant entre A et B, ¢’est-a-dire dans la région
I ) 8
de d qui ne contient pas 1. En prepant, dans ceue
région, AD =1, on a

AM.DI _ AM’.DI _ 1 AB.DI
AD.MI~ ~ AD.M1 ki AD.BI’

ou
AB.MI AB.MT

AM.BI AM.BI —

16. Par suite, aprés remplacement de ¢ par n : Un
segment AM d’une droite d, qui coupe 2 en Ny, sera
dit le ki¢me anharmonique du segment AB de d sil'on
a (ABMN,) === k. Le signe + correspond au point M
intérieur par rapport a n, c’est-a-dire situé dans la
région de d ou ne se trouve pas le point Ny. Le
signe — correspond au point M extérieur par rap-
port & n, c’est-a-dire situé dans la méme région de d
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que. Ng. Le point M,, défini par (ABM,N,)=1, sera

dit le milieuw anharmonique du segment AB.

17. Corrélativement, N étant le point fondamental :
Un angle (a, m) de sommet D sera dit le A¥me anharmo-
nique de angle (@, b) de méme sommet si 'on a

(abmny) ==+ 1k,

m, dlant la droite de jonction de D et N. Le signe +
correspond a la droite m située dans la région de (a, b)
ou ne se trouve pas 1,5 le signe — & la droite m située
dans la méme région de (a,d) que n,. La droite m,
détinie par (@bmyny) =1, sera dite la médiance anhar-
monique du couple (a, b).

18. Applications. — Les droites menées des som-
mets d’un triangle aux milicux anharmoniques des cotés
opposés concourent en un méme point, divisant anhar-
moniquement le segment compris entre le sommet et le
¢OLé dans le rapport de 2 & 15 ce point sera dit le centre
anharmonigue du triangle. Corrélativement, les points
d’intersection des cotés d’un triangle avec les médianes
anharmoniques des couples opposés sont sur une méme
droite, divisant anharmoniquement I'angle du ¢oté avee
le sommet dans le rapport de 2 a 1. Cette droite scra
dite axe anharmonique du triangle.

Conjugués et conjuguées anharmoniques.

19. Sur une droite d dont le point & Pinfini est I, le
conjugué harmonique d’un point O par rapport aux m
points M,, M, ..., M, cst le point M défini par

m mop MI _ m M1
oN =X of. ' ™ oN =, oW
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De méme, sur la droite d que coupe n en Ny, le con-
jugué anharmonique (ou par rapport a ) d’un point O
par rapport avec m points M, M,, , .., M,, serale point M
défini par la relation

MNa o™ M N,
™ om “21 oM,

Corrélativement, autour du point D, dontla jonction
au point fondamental N est n,, la conjuguée anharmo-
nique (ou par rapport & N) d'une droite o par rapport
aux M droites my, m,, ..., my sera la droite m définice
par la relation

\ sin(m, np) Z“ sin(my, ny)
s — = —_— .

sin(o, m) 1 sin(o, my)

20. Applications. — Le théoréme de la polaire recti-
ligne de Cotes, qui cst déja une généralisation de celui
du diaméire de Newton, cst un cas particulier du sui-
vant : Le liew des conjuguées anharmoniques d’un
point O par rapport aux m points d’intersection
d’une courbe d’ordre m par des sécantes issues de O
est une droite. Le théoréme corrélatif est : L'enveloppe
des conjuguées anharmoniques d’une droite o par rap-
port aux M tangentes menées d’'un point de o @ une
courbe de classe M est un point.

21. Remarque. — On voit aisément que, pour des
scgmenlts en ligne droile ayant méme point-origine O,
ou pour des droites concourantes dont l'origine des

PR T A . oM
inclinaisons est la méme droite o, les rapports o
MN,

sin (o0, m) . . .
representent respectivement, a un facteur

sin(m, np)
constant preés, la longueur anharmonique OM ou I'angle
anharmonique (o, m). Geci posé, le théoréme des trans-
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versales de Newton est un cas particulier du suivant :
Le rapport des produits des distances anharmoniques
du point commun variable O de deux droites OA, OB,
qui passent par les points fixes A et B aux m points
d’intersection de ces droites avec une courbe d’ ordre m
est constant. Le théoréme corrélaiif est : Le rapport des
produits des angles anharmoniques de la jonction
variable o de deux points oa et ob, situés sur des
droites fixes a et b, avec les M tangentes menées de ces
points & une courbe de classe M est constant. 1l est
facile de passer de la a la généralisation et a la dualisa-
tion du théoréme de Carnot.

Eléments anharmoniques des angles et des segments.

22. Le cosinus (métrique) de I’angle D formé par les
. DE
droites a et & est le rapport DA = (DEAT), obtenu en

décrivant de D un cercle T coupant @ en A et b en B,
ct abaissant de B sur DA (dont le point a I'infini est I)
la perpendiculaire BE. En d’autres termes, le cosinus
de (a,b) est la longueur du segment DE, par rapport
a T, dont le rayon est I'unité. La longueur du seg-
ment BE est dite le sinus de (a, ). La tangente est le
rapport du sinus au cosinus, etc.

Par généralisation, j’appellerai cosinus anharmo-
nique (par rapport a n) du couple de droites (a, b) de
sommet D, le rapport anharmonique (DEAK) obtenu
en décrivant une conique homoponctuelle T, ayant D
pour péle de n, coupant a en A et ben B, puis joignant
B au point L de n qui est pole conjugué par rapport & I
du point K d’intersection de a et n, prenant enfin le
point E d’intersection de BL et DA. En d’autres termes,
le cosinus anharmonique de (a, &) est la longueur anhar-
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monique du segment DE, par rapport a T dont le rayon
anharmonique est 'unité. La longueur anharmonique
du segment BE sera dite le sinus anharmonique
de (a, b); le rapport du sinus an cosinus sera la tan-
gente anharmonique de (a, b), ete.

23. Mais il est visible que ces définitions ont des
corrélatives.

Jappellerai quasi-cosinus anharmonique d’un seg-
ment AB d’une droite d I'angle anharmonique (d, )
obtenu en décrivant une conique homotangente v,
ayant d pour polaire du point fondamental N, dont
I’angle anharmonique (9 ) est égal a celui de la conique-
unité, et a laquelle les tangentes menées de A et B sont
« ct b, puis, coupant b par une droite [ passant par N
ct polaire conjuguéc par rapport ay de la droite & de
jonction de A a N, menaut enfin la jonction e de bl
¢t da. L’angle anharmonique (b, ¢) sera dit le quasi-
sinus anharmonique du segment AB; leur rapport sera
la quasi-tangente anharmonique de AB, elc. Je repré-
senterai ces éléments dans les tormules par les abrévia-
tions gu cos, gusin, qutg, ete.

24. Applications. — Dans tout wiangle ABC, consi-
déré par rapport & une droite n. on a, entre les
longueurs anharmoniques a, b, ¢ des ¢otés et les lignes
des couples (b,c) ou A, (¢, a) ou B, (a,b) ouC, les
velaions

a b c
sSinA  sinB . snG
Dac2—a? e al—0? a4 b2— o2

= = = 2,

be cosA ca cosB abcosC

Dans tout triangle (a, b, ¢), éonsidérc par rapport a
un point N, on a, entre lesangles anharmoniques A, B, C
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ct les quasi-lignes des scgments BC ou a, CA ou b,
AB ou ¢, les relations
A B C
qusina  qusind  qusinc
B:+C?— A2 C24A2—B2 A24-B2—C2

BCqucosa = CAqucosd = ABqucosc =

Bissectrices et bissecteurs anharmoniques.

25. Les bissectrices (métriques) d'un couple (5, ¢)
de sommet A sont deux droites passant par A, conju-
guées harmoniques par rapport & (b, c¢) et diamétres
conjugués d'un cercle de centre A. Dans un triangle
ABC, la bissectrice intérieure de A est celle qui coupe
BC dans la région ol ne se trouve pas le point a I'infini
de BC; Pautre est la bissectrice extérieure.

Les bissectrices anharmoniques (ou par rapport a n)
d'un couple (b, ¢) de sommet A seront deux droites pas-
sant par A, conjuguées harmoniques par rapport a (b, c)
et polaires conjuguées par rapport a une conique homo-
ponctuelle (N,, N,) ayant A pour polaire de n. Dans un
triangle ABC, la bissectrice anharmonique intérieure
de A sera celle qui coupe BG dans la région ol ne se
trouve pas son point sur 22; I'autre sera la bissectrice
anharmonique extérieure.

26. Les bissecteurs anharmoniques (ou par rapport
a N) d’un couple (B, C) des points de la droite a scront
deux pomis de cette droile, conjugaés harmoniques par
rapport a (B, C) et poles conjugués par rapport & une
conique homotaungente (1, ns) ayant @ pour polaire
de N. Dans un triangle (a, b, ¢), le bissecteur anhar-
monique intéricur de a sera cclui dont la jonction a A
est dans la région ol ne se trouve pas la droite AN;
I'autre sera le bissecteur anharmonique extéricur,

‘
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27. Applications. — 1° Les trois bissectrices anhar-
moniques intérieures d’'un triangle se coupent en un
méme point I, pole de n par rapport 3 une conique ho-
moponctuelle tangente aux trois cotés et qui sera dite
inscrite; deux bissectrices anharmoniques extérieures
et une bissectrice intérieure se coupent en un méme
point (15, I ou I.), pole de n par rapport a une co-
nique homoponctuclle tangente aux trois cotés et qui
sera dite ex-inscrite. Corrélativement, les trois bissec-
teurs anharmoniques intérieurs d’un triangle sont sur
une droite ¢, polaire de N par rapport a une conique
homotangente passant par les trois sommets et qui sera
dite circonscrite; deux bissecteurs anharmoniques ex—
térieurs ct un bissecteur anharmonique intérieur sont
sur une droite (iy, iy ou ig), polaire de N par rapport &
unc conique homotangente passant par les trois som-
mets ct qui sera dite ex-circonscrite.

2" G étant le centre anharmonique du triangle (18),
les trois droites AL,, BLy, CL, telles que Al BI, CI

soient les bissecirices anharmoniques intérieures de

N TN T

L.AG, L;BG, L.CG, concourent en un méme point L,
que jappellerai point Lemoinien (par rapport a n).
Corrélativement, g ¢étant (18) 'axe anharmonique du
triangle, les trois points aly, bly, cl, rels que ai, bi, ci

soient les bissecteurs anharmoniques intérieurs de {, ag,
T 7T . Lo . )
lybg, lceg, sont sur une droite /, que Jappellerai la
droite Longchampstenne (par rapport a N), etc.

; N
28. lemarque. — De¢ méme que LAG représente
I'angle de sommet A dont les cotés sont LA et AG,

lag représente le segment dont le support est a et dont
les extrémités sont la et ag.
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Aires, périmétre et périangle anharmoniques.

29. L’aire d'un triangle est le produit de la base par
la moitié de la hauteur.

L’aire anharmonique S (par rapport a n) d’un
triangle sera le produit de la longueur anharmonique
d’un coté par la moitié de la distance anharmonique (11)
de ce coté au sommet opposé. Les trois produits que 'on
obtient ainsi sont égaux.

L'aire corrélative S (par rapport & N) d’un triangle
sera le produit de I’angle anharmonique d’un sommet
(c’est-a-dire des deux cOtés qui le déterminent) par la
moitié de ’angle anharmonique (13) de ce sommet avec
le c6té opposé. Les trois produits que 'on obtient ainsi
sont égaux.

30. La somme (2p = a + b + ¢) des longucurs
anharmoniques des cOtés a, b, ¢ sera dite le périmetre
anharmonique du triangle (par rapport a n).

Corrélativement, la somme (2P =A 4+ B+ C) des
angles anharmoniques des trois sommets sera dite le
périangle anharmonigue du triangle (par rapport a N).

31. Applications. — Toutes formules métriques telles
que

a b c QCI:,_R, o

sinA _ sinB _ sinG 25
restent vraies quand on remplace les longucurs ct angles
métriques par des longueurs anharmoniques et des
angles anharmoniques, R et r étant alors les rayons
anharmoniques (6, 1°) des coniques homoponctuelles
circonscrite et inscrite.
Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. XVIIL. (Mars 1849.) 8
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En outre, ces formules entrainent les suivantes, 7/ et
R’ étant les angles anharmoniques (9, 1°) des coniques
homotangentes inscrite et circonscrite :

2s = BC qusina

=2yP(P=—A)(P=B)(P=C)= Ajf = 2PR/,
A B C ABC ,
e = = =2r, ....

qusina ~ qusind  qusinc  a2s

32. On reconnaitra aisément que les considérations
qui précédent renferment les éléments nécessaires pour
la généralisation et la dualisation de toutes les proprié-
tés métriques du plan. Il est également facile de prévoir
que des définitions, plus nombreuses sans doule, par-
fois plus compliquées, mais du méme genre, permet-
tront de généraliscr et dualiser les propriétés métriques
de I'espace.

Mais, entre la Géométrie planc ct la Géométrie géné-
rale de Pespace, il existe un intermédiaire important,
la Géomérie de Uespace autour du point, dont j’ai
déji signalé Vutilité au point de vue des propriéiés pro-
jectives (Nouvelles dnnales, p. 4465 1898), et qu'il est
indispensable de considérer au point de vue métrique.
Je reviendrai sur ce sujet dans un prochain article.

NoOTE.

Sur la division quasimétrique des angles et des segments.

La notion de J'angle anharmonique de deux droites a déja
¢Lé prévue, car, dans le Répertoire bibliographique [K10d)
s¢ trouve cette mention : Expression des angles a l'aide de
rapports anharmoniques.

Mais cette question, comme tant d'autres, se dédouble. Le
point de vue de Vangle anharmonique, auquel nous I'avons
examinée jusqu'ici, est celui qui se préte le mieux a Papplica-
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tion de la dualité; mais il n’est nullement impossible d’intro-
duire un point de vue quasimétrigue, conservant la division
des angles en degrés et subdivisions de degrés, et conduisant,
par corrélation, a une division similaire pour les segments.

Un angle A/O\B est de k degrés si, en décrivant du centre O
un cercle qui coupe les cdtés en A et B et le prolongement
de OA en A', puis inscrivant, dans le demi-cercle ABA’, une
ligne brisée réguliére de 180 cotés, le point B est le (& —4-r)me
sommet de cette ligne, A étant le premier.

De méme (définition 1), par rapport a n ou Ny Ny, un angle -

:\B\B sera dit de k degrés si, en décrivant du pole O de n
une conique homoponctuelle coupant un coté en A et A’ et
Pautre en B, puis inscrivant, dans la demi-conique ABA', une
ligne brisée de 180 cotés ayant des longueurs anharmoniques
¢égales, B est le (A —+1)i¥m sommet de cette ligne, A étant le
premier.

Corrélativement (définition 2), par rapport & N ou ny ny, un
segment aob sera dit de k degrés si, en décrivant une co-
nique homotangente ayant o pour polaire de N et a laquelle
les tangentes menées de oa, ob sont a, a’ et b, puis circon-
scrivant & la demi-conique aba’ une ligne brisée de 180 somn-
mets ayant des angles anharmoniques égaux, la droite b est
le (k4 1)me coté de cette ligne, a étant le premier.

Examinons spécialement la définition 1. Elle s'applique sans
difficulyé quand, N; et N, étant imaginaires, le pole O de nest
intérieur. Il semble au premier abord qu’il n’en est pas de
méme quand, N; et N, étant réels, le pole O est extérieur, car
il peut arriver que les coniques homoponctuelles de pole O
coupent un coté de 'angle et ne coupent pas l'autre, ou ne
coupent aucun coté. Cette difficulté n’est qu'apparente.

Remarquons en effet que, lorsque 'on donne le pdle O de n
sans donner un point de passage, les coniques homoponctuelles
sont seulement déterminées d’espéce; elles sont dans la méme
situation que deux coniques concentriques et homothétiques
<¥ 4 ?; == )\>. Or, pour une méme valeur de 4, il y a
toujours deux coniques homothétiques correspondantes ou
conjugudes, c'est-a-dire ayant les mémes directions de dia-
wmétres conjuguds, et il est indifférent, & cc point de vue, de
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considérer 'unc ou Pautre. Il en est de méme pour les coniques
homoponctuelles, les diamétres conjugués étant remplacés par
les polaires conjuguées d’origine O. On peut donc admettre
que, au lieu de décrire du (centre ou) pole O une conique, on
décrira un couple de coniques conjuguées ou, ce qui revient au
méme, que I'on considérera la conique unique et double, de

7o 79

dimensions nulles <T + = 0 ou sa transformée homo-
P

ponctuelle). Par rapport a ce couple ou a cette conique

double, toutes les intersections de (diamétres ou) polaires
sont réclles.

Il est facile d’interpréter corrélativement la définition 2 (1).
D’ailleurs, dans ces questions, il ne s’agit ¢videmment pas de
faire des tracés, mais de donner des définitions telles qu’une
expression employée ait un sens. C’est dans ces conditions que
Iévaluation des angles en degrés et subdivisions de degré
pourra ¢tre maintenue dans les énoncés de théorémes et con-
servera méme, pour les segments, unc signification dans les
énoncés corrcélatifs.

On peut dire, par exemple : Dans tout triangle ABC, les va-
leurs quasimétriques des trois angles intérieurs satisfont a
la relation A + B + G = 180°. Mais, de méme, dans le triangle
(@, b, c), les valeurs quasimétriques des trois cotés intérieurs
satisfout & @+ b + ¢ =180°, ¢tant cntendu que ces valeurs
quasimétriques sont essentiellement différentes des valeurs
anharmoniques précédemment définies.

On peut observer encore qu'il y a quelque chose de peu sa-
tisfaisant & n'évaluer métriquement un segment que d'une seule
maniére, par sa longueur, tandis qu'un angle peut s'évaluer au
moins de trois maniéres : par V'arc sous-tendu (nombre de de-
grés), par ses lignes trigonométriques, et enfin par un rapport
anharmonique. Or, a ces trois modes pour les angles, la dua-

(*) Dans unc famille de coniques homothétiques, la conique de
dimensions nulles est celle qui passe par son centre. De méme, la
conique homoponclucﬁc de rayon anharmonique nul est celle qui
passe par son pole O de n. Corrélativement, la conique homotan-
gente d’angle anharmonique nul est celle qui touche sa polaire o
de N : ¢'est un systéme de deux points (7 ou 7).
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lité fait correspondre trois modes pour les segments. A I'angle
anharmonique correspond la longueur anharmonique. Mais,
aux évaluations des angles par degrés ou par lignes, corres-
pondent des évaluations des segments par (quasi) degrés et
par quasi-lignes. La conclusion que 'on peut en tirer est qu’il
y a bien des formes pour exprimer une méme propriété.

[L28b]
SUR LES NORMALES DE L'ELLIPSOIDE:
Par M. O. BOKLEN.

e o g _
E—l—‘b-'—i-—c—'——l—-o et

Etant donné un ellipsoide
un point M ayant pour coordonnées x, y, z, on sait que
I'on peut de ce point mener six normales a la surface,
les pieds de ces normales étant déterminés par les équa-

tions

ou u cst une des racines de l’équation

azx? by? . ¢z .
(a+up  (b+upr (c+up

(1)

-1=0.

En développant suivant les puissances de u, on a

us

4+ ud(2a+ 20+ 2c)

+ut(a?+ b2+ 2+ fab + fbe + fea — axt— by?— c3z?)

+wd.2[ab(a+b)+ be(b+c)+ca(c+a)

—a(b+c)x2—b(c+a)y?—c(a -+ b)s?]

+ u[a2b2+ b2c?+ c2a2+ jabc(a + b -+ ¢)— a(b2+ c?)x?
—b(c2+ a?) y?— c(a?+ 02) 32— fabe(z? + y? + 32))|

“+u.2abeclab + be + ca — (b +c)x?-—(c+a)y?- (a+ b)3?]

“+ a*brci— abe(bex?+ cay?+ abs?) =o.
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La variable u est égale au produit NP, ou N désigne
une des normales MS, que I’on peut abaisser du point M
a Iellipsoide, et P la distance du centre O au plan tan-
gent en S. Soient donc uy, ua, ..., ug les six racines
de I'équation (1), Ny, Np, ..., N; les six normales
abaissées du point M a Vellipsoide, et Py, Py, ..., P
les distances des six plans tangents aux pieds Sy, S., ...,
S de ces normales du cenwre O alors on a les relations
sulvantes :

Uy U+, ..+ Ug

(2) =N, Py+ NyPyte. .- NyPo=—2(a+ b+ c).

Done :

Si Lon abaisse d'un point quelconque les six nor-
males a un ellipsoide et que Ion forme les six produits
de chaque normale et de la distance du plan tangent
de son pled an centre de Uellipsoide, la somme de ces
produits est constante et égale a la moitié¢ de la somme
des carrés des axes.

D'aprés le dernier terme de Péquation (1), on a le
théoréme

‘ Ugty. . =N Py.NyPs. . . Ng Dy
(3) ( =a‘lbﬁc?<l—‘£2+£—i—§>;
¢ c

le produit de ces six paramétres uy, uy, ... est donc
égal a zéro ou constant, suivant gue le point d’oit
partent les six normales se trouve sur Uellipsoide donné
ou sur une surface semblable.

Des coeflicients de w’, u®, u?, v on peut déduire
quatre autres relations semblables ; mais il faut remar-
quer que le signe des produits NP est positif ou négatit
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selon que les points M et O se trouvent de cotés diflé-
rents du plan tangent ou du méme coté.

Si I'on admet, au contraire, que dans I’équation (1)
les quantités x, y, 5 soient variables et u constant, on
obtient une séric ou un systéme ¥ d’ellipsoides dont
chacun correspond a une valeur particuliéere de u; ils
forment cing groupes, suivant que u se trouve entre les

limites 4+ o et zéro, zéro et —c¢, —c et —b, — b
et —a, —aet —oo.
Pour u=-—c¢, — b, — a on obtient les sections

principales (courbes cuspidales) de la surface de centres
de Iellipsoide donné (1= 0); les ellipsoides du second,
troisiéme et guatriéme groupe sont inscrits dans cette
surface (voir mon Mémoire sur la courbure des sur-
faces, Crelle, t. 96, p. 152).

Soient p, g, r les demi-axes d'un ellipsoide du sys-
teme X, ou, d’aprés (1),

en éliminant « on a

— .
(4) pva—a=qyb—b=rJc—ec;

) y . npl il N IR M ’ . .
c’'est 'équation d'une droite, si 'on regarde p, ¢, 7
comme coordonnées cartésicnnes, ct d’une cubique
gauche, si p, ¢, r sont des coordonnées tangenticlles.

En remplacant, dans I’équation (2), wu,, us, ... par
leurs valeurs tirées de I'équation (4), on trouve

2
Pi+prt+...+ps=-=(2a— b—c),
Va
(5) q1+q2+...+q2=;/%(—~a+zb— c),

2
T e R L ;/:( ca-— b+ac).
c .
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D’ott1a proposition suivante :

La somme des axes des six ellipsoides qui passent
par un point M d’oit l’on peut mener six normales
réelles & un ellipsoide donné est constante, ces axes
étant pris dans [’une ou I’ autre des trois directions de
coordonnées.

D’un point Mon peut mener six, quatre ou deux nor-
males a un ellipsoide, suivant qu’il est situé au dedans
des deux parties Iy et Fy de la surface de centres, ou au
dedans de l'une et an dehors de Vautre, ou enfin an
dehors de toutes les deux.

Des deux courbes, développée d'une ellipse et ellipse
(courbe cuspidale), qui sont les intersections de I7,
et Iy avee les plans des coordonnées, la développée dans
Vun de ces plans, Pellipse dans autre, ct dans le troi-
sieme une partie de la développée et une partie de I'cl-
lipse apparticnnent & Fy 5 de méme par rapport a F,.

A Tégard des signes de py, pay g4y -« ., dans 'équa-
tion (5) il faut distinguer auquel des cinq groupes mar-
qués ci-dessus les ellipsoides respectifs appartiennent.
Si, par exemple, py est au trgisiéme groupe et p, au
quatrieme, le dernier est négalif, puisque ces deux
groupes soul séparés cntre eux par une valeur de p
égale a zéro.

L’équation (1) présente quelque analogie avec celle
des surfaces homofocales
z? y2 22

(6) Py Nl ey Yyt

I=o.

n dévelopi)ant suivant les puissances de A on trouve
A3
4+ 22(a+b+c—axt—y?— 352)
+ X [ab + bec+ca—(b+c)x—(c+ a)y:—(a+ b)3?]
+ abc--bex*—cay?—abs2=1+ AN+ Bk + C.
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Soient Ay, ha, 23 les trois racines de 'équation (6),
ctA=0+ o+ g, B=R o+ dy+ 20, C=% e hy;
on voit que le point M, par lequel passent les trois sur-
faces homofocales a Pellipsoide donné

,,A_,_L._!_
@ b

22 y o 52

4
s¢ meut sur une sphére concentrique ou sur un ellip-
soide, selon que les coeflicients A, B ou C sont constants.
Les surfaces B = const. et C = const. sont les mémes
que celles qui se rattachent anx deux derniers membres
de I'équation (1) 5 on peut donc énoncer la proposition
suivante en complétant I'équation (3) :

Le produit des six paramétres du systéme E des six
ellipsoides passant par un point M, ainsi que celui des
irois paraméltres des surfaces homofocales qui passent
par le méme point M, est e'gal & zéro ou constant, selon
que ce point est situé sur ellipsoide donné ou sur une
surface semblable.

Les limiles qui se rapportent aux ellipsoides (Z)

+ » et zéro, zéro et —e¢, —c et — b,

—bet —a, —aet —x

sont les mémes pour les surfaces homofocales : les deux
premiers groupes, h = -0 ¢t L= — ¢, comprennent
les ellipsoides, avec 'ellipsoide donné A = o, et 'ellipse
focale XA = — ¢; dans le troisiéme les hyperboloides a
une nappe avec 'hyperbole focale X =—5; dans le
quatriéme les hyperboloides a deux nappes avec lellipse
imaginaire A = — a; et dans le cinquiéme les surfaces
imaginaires.
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[K21b]
SUR LE PROBLEME DE LA POLYSECTION DE L'ANGLE;
PArR MM. MARIANTONI er PALATINI, & Sondrio (Italie).

1. Sil’on donne dans le plan deux points A et B, ct
si I'on veut construire le lieu d’un point X tel que I'un
des angles que la droite AX fait avec la direction AB
soit la n'*™¢ partie de I'un des angles que la droite BX
fait avec la direction BA, on obtient entre les faisceaux
(A) ct (B) une correspondance (1, n), et, en observant
qu'un rayon BX de (B) correspond & n rayons de (A),
parmi lesquels il y a AB, on peat conclure que le lieu
cherché est une courbe algébrique C,, de degré n, qui
passe n — 1 fois par A.

11 est bien facile de démontrer, en raisonnant par
I'absurde, que G, est une courbe irréductible, et I'on
peut aisément érablir son équation.

Si I'on prend le point A pour origine, AB pour axe
des x et la perpendiculaire & AB menée par A pour
axe des y, et si 'on suppose que le segment AB soit pris
pour unité, cette équation est

BT () (e e

n-—Ss—+1 s

\ (2= ()]

Dans ceute équation, on doit donner a s toutes les

()

valeurs impaires ou paires depuis o jusqu'a 2 (octn
inclus), selon que 1 est impair ou pair.

Au rayon BA du faisceau (B) correspondenten (A)
les tangentes aux 2 —1 branches de la courbe qui pas-
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sent par A, ct d’aprés la nature de la correspondance
on conclut que les tangentes aux branches de C, qui
passent par A sont réelles et distinctes, et qu’elles di-
visent, avec la droite AB, le faisceau (A) en 2n par-
ties egales.

Les rayons du faisceau (A) qui correspondent a un
rayon du faiscean (B) sont Lous réels; par conséquent,
les intersections de C, avec les droites réelles qui pas-
sent par B sont toutes réelles.

Uve ligne droite b qui passe par B rencontre C, en
n points réels qui, avec A, déterminent n droites, les-
quelles font, avec la direction AB, des angles dont
chacun est la ni®¢ partie d'un des angles que fait b avee
la direction BA. Mais si les intersections d’une courbe
irréductible avee les rayons d’un faiscean peavent étre
construites par la régle et le compas, la courbe doit
¢ee de Pordre 2™, lorsque la courbe ne passe pas par
le centre du faisceau (*); il en résulte que la polysection
d’un angle générique au moyen de la régle et du
compas est possible seulement lorsque le nombre des
parties est 2™, m élant un nombre entier quelconque.

En posant, dans (a),

y=pr+4q,

nous obtiendrons donc, pour n = 2™, une équation ré-
soluble par radicaux quadratiques.

On peut encore démontrer aisément que la direction
AB et les directions des asymptotes de C, menées par
un point X de AB divisent le faisceau (X)en2(n+1)
parties égales.

(') V.-J. PETERSEN, Om Liguinger der kunne loses Ned Koa-
dratod ( Theorie der Algebraischen Gleichungen. Copenhague,
1898).
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La courbe C,, outre qu’elle passe n — 1 fois par A,
rencontre AB en un point X, tel que

n

AX = ’
n—+i

et C,,_y, outre quelle passe n — 2 fois par A, coupe AB
en un point Y, tel que

AY = — —
n

cela revient 4 dire que les centres harmoniques du
point a linfini de AB par rapport aux n points, dont
n — 1 sont réunis en A et le ni®™ est X, sont n —1
points dont 7 — 2 sont réunis en A et le (n — 1)i¢™ est
Y. De plus, la premiére polaire de AB par rapport au
groupe des tangentes a C, en A est le groupe des tan-
gentes a C,_y en A, et la premiére polaire de AB par
rapport au groupe des lignes droites menées par un point
M de AB, paralléelement aux asymptotes de C,, est le
groupe des lignes droites menées par M parallélement
aux asymptotes de C,_,. Tout cela signilic que C,_y a
un point multiple d’ordre n — 2 en A, ct que les tan-
gentes en cce poinl. sont les tangentes de la [)rcmiél‘e po-
laire T du point a Pinfini de AB, par rapport a C,, et
qu’elle a en commun avec T le point Y et les points a
I'infini; et comme ces conditions sont en nombre égal &
(n—1)(n—1+3)
2
premiere polaire du point a l'infini de AB par rapport

aC,.

» on peut en conclure que C,_, est la

2. Lorsque n est un nombre impair, une des asym-
ptotes est paralléle a I'axe y, et en faisant x =1 dans
(), on obtient une équation en y de degré pair, qui
contient seulement les puissances paires de la variable,
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ct, comme une circonférence (et par conséquent un
angle droit) est divisible en parties égales au moyen de
Ja régle et du compas, lorsque le nombre des parties est
un nombre premier de la forme 22" 1, aiusi (en
posant dans la derniére équation y?=z) la construc-
tion du polygone régulier de 22*+ 1 c6tés, lorsqu’elle
est possible, dépend de la résolution d’unce équation du
degré 221,

La construction du polygone régulier de 17 cotéds
dépend de la résolution de I'équation

o g Fen(Deme (7))
n=0

dont les racines, toutes réelles ct positives, sont
0s . ) ™
5;=tang?(2i —1)¢ L:—.x,z,...,S,;:3;l .

Si I’on considére la relation

1 —tang?Ko 1— tang2K;»
2 o e )
1+ tang2Ko 1+ tang?Kj 0
<?> ) o Y o ¥
_1—tang?(K + K)o 1 —tang?(K — K)o
T tang?(K+Ky)o 1+ tang?(K— K)o’

et si 'on pose
(3) y= —-= (s=1.,2,3,...,8),

on peut vérifier aisément que le double du produit de
deux des valeurs de z est égal et de signe contraire @
la somme de deux des valeurs de L, dont une peut étre
aussi un des facteurs du produit.

Par exemple, nous avons '

0lyly=— (Lo+Ls), 2L 7y=— (Ly+1Ly), ...
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On peut encore vérifier que les relations entre les va-
leurs de z analogues a celles-ci, au nombre de 28,
peuvent étre groupées en quatre cycles, dont trois con-
tiennent 8 relations chacun et le quatriéme n’en con-
tient que 4. Cest ce dernier cycle, le plus simple entre
tous, que nous allons éerire

2LyLy=—(Ls+ 1g) = — a,
0Zsly=— (Zy+ Zs) = — b,
2Z5Z6=— (Zl+Z7) =--2cq,
22y Ly =— (Ly+ L) =—d.

Evidemment, 1l sufiit de caleuler a, b, ¢, d, car alors
Z, et Ly sont les racines de I'équation

M2 — dM — éa:o,

ainsi nous avons toutes les valeurs de Z et, par consé-
quent, de z. Pour choisiv les signes des radicaux, il
suflit de se reporter aux relations (3) el aux variations
de la tangente trigonométrique.

En posant

V Z;= K, Z,+Z,= Sr,s

ct avant égard aux relations (2), on trouve
a+b+c+d=K,
20b = — Sx,s-— 53,5— 52,3 - Sa,'.,
‘),bC = — 55‘5-— S;;v,r, — S:_),G — Sa.s,
ved =— S7,8 - Sl,k"‘ Sli,7_ Sl‘;,‘,
sda = — Sg’a - Sl‘s — 82,7— Sg",~
.a somme de ces quatre produits est donc égale a
— 4K, ct puisqu’on a

ab+bc+cd+da=(a+c)(b+d),



(131)
cn posant
a-+c=A, b+d=B,

nous avons
A+ B =K, AB =—2K.

Or K esL une fonction syméirique des racines de (1);
par conséquent clle est exprimable au moyen des coefli-
cients de cette équation. Si nous appelons Z; la somme
des produits des racines de (1) s a s, nous pouvons ai-
sément établir que

. 8+621+422+223—225—425>~627—*823_

K= : : 8z
I+ 2+ 2o+ 3+ 5, + S5+ S+ 20+ =
_ 32768 1
763536 7 2

Donc A et B sont les racines de I’équation

202—6—2=o0,
ct comme on a

ac =—K, bd = — K,

ainsi a, ¢, b, d sont respectivement les racines des
¢quations

202—2A0 —1=o0, 202—2Bf —1=o0.

Notre équation est désormais résolue au moyen de
radicaux quadratiques, car il n’y a pas autre chose a
faire qu’a résoudre les équations du deuxiéme degré
que nous avons établies, en tenant cdmptc des signes
des radicaux.
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UN THEOREME DE GEOMETRIE A 72 DIMENSIONS;
Pasr M. Hexrt PICCIOLI.

Il a été démontré que les développantes des hélices
cylindriques de I'espace ordinaire jouissent de la pro-
priété caractéristique d’éire des courbes planes. On peut
chercher si cette propriété se conserve pour les courbes
de P’espace a n dimensions; tel est le but de cette Note.

Oppy Gyny o0y dyp 6tant les cosinus directeurs de la
tangente d’une courbe L de I'espace a n dimensions S, ;
Xyy Xy ..., X, les coordonnées courantes de ses points
exprimées par I'arc s, considérons la courbe

(1) y1=xy—say, Ya=T3—58%3, ...y Ya=2Tp— $%n,

qui représente une développante de L, et cherchons
quelle doit étre la nature de L pour que la courbe (1)
appartienne a un espace S,_,.

Il faudra évidemment que Pon ait, a,, a,, ..., a,
étant des constantes,

QY1+ GYs+... QY= 0,
c’est-a-dire
QT+ Ay Ty —+. ..+ a,x,

— S(aA 1%+ Ay %yg ..+ A%y, ) = 0.

Différentions, en tenant compte des formules de
Serret généralisées par M. Brunel ('); remarquant qu'’il

(') BRUNEL, Propriétés metriques des courbes gauches dans un
_espace lincaire a n dimeasions (Math. Ann., B. XIX).
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v a 27 lermes qui se détruisent, on trouve la condition

Ay A9+ AgUgg—~+ ...+ Ay%ypy = 0,

a1y Oaay « -+, B2, 6lant les cosinus directeurs de la nor-
male principale de L. Cette condition, comme on le voit
facilement, est aussi suffisante.

Or, la ligne L devant avoir ses normales principales
perpendiculaires a la direction fixe

ay QAo an

P -y ) e ey O ——— L — ,
Jai—aj+...+a Vai+al+...+ a} \/a;"+a§+...+a},

est une hélice du cylindre obtenu en conduisant de ses
points les S, paralléles a cette direction.
On peut donc énoncer le théoréme suivant :

Parmi les courbes de S,, il y en a qui ont la pro-
priété que leurs développantes appartiennent & un
espace Sy_, : ces lignes sont des hélices tracées sur des
surfaces cylindriques a deux dimensions dont les géné-
ratrices sont perpendiculaires & cet espace S,,_,.

Supposons que n soit un nombre impair 2/ +1, et
que les 2% rayons de courbure de L soient constants.
D’aprés un théoréme de M. Brunel, L sera une hélice
tracée sur un cylindre ayant pour base une courbe de S,,
avec les mémes 2/i — 1 premiers rayons de courbure (a
une constante prés), c’est-a-dire une courbe placée sur
Ihyperspheére de Sy,. En tenant compte du résultat qui
précéde, on voit tout de suite que I'on a la proposition
que voici :

Les courbes & courbures constantes de lespace &
nombre impair de dimensions ont pour développantes
celles des courbes hyperspheriques a courbures con-
stantes, bases des cylindres qui les contiennent.

Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. XVIII. (Mars 189g.) 9
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AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES.
GONCOURS DE 1898.
SOLUTION DE LA QUESTION D'ANALYSE;

Par M. A. VACQUANT,
Professeur au lycée de Nancy.

On donne U'équation aux dérivées particlles

(pr+qy)—2a(py —qa)+2F(z)=o0,

oiv a désigne une constante et F(z) une fonction déter-
minée de z.

1° Former le systeme des équations différentielles
des caractéristiques;

2° Trouver une intégrale de ce systéme d’équations
differentielles ;

3° Au moyen de cette intégrale, former une inté-
grale compléte de I’équation proposée;

4° Dire a quoi doit se réduire la fonction ¥ (z) pour
que les caractéristiques soient des lignes asymptotiques
sur les surfaces intégrales.

1. Soit

Sz, y,5,p,9)=(pr+qy)*—2a(py — qz)+2F(z)=o.
On a

é%=P=(pw+qy)w—ay,
%-3—5= =(pz+qy)y +az,
§%=X=(p$+w)p+aq:
;%ﬂ:(mwmq—am
L g — (s

2 03
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On sait que les équations différentielles des caracté-
ristiques sont

dz _dy _ dsz _ dp _ dq
P Q Pp—+Qgq -—(X—'r-pZ)—~(Y+qZ)’
c’est-a-dire,
dx _ dy
(pz+qy)r—ay (px+qy)y-+ax
_ ds
T pr+qy)—alpy —qw)
(E) P 1
_ p
~[(pz+qy)p+agq—+pF(3)]
_ dq

—[(pz+qy)g—ap+qF (5]

II. On peut trouver une intégrale de ces équations en
formant deux rapports égaux aux précédents et ayant
respectivement pour numérateurs les différentielles des
(uantités px + gy et py — ¢ x qui figurent dans I’équa-
tion donnée. Chacun des rapports (E) est égal aux
sulvants :

pdx + xdp _ d(px)
—apy —aqr —px¥'(3)  —a(py-+qz)—pxF(s)
- d(qy) __ dpr+qy)
a(lqze +py)—qy F'(s) —(pz+qy)F(3)
i a(py) _ d(qx)
a(px—qy)—py F'(3) a(pr—qy)—qzF'(s3)
d(py —qx)

. T = (py—qa)F(z)’
D’ou I'équation

d(pr+qy) _dpy—q7),
pr-+qy Py —9q=

Intégrant, on obtient

PT+49y _,
Py —q=

(n

)

o désignant une coustante arbitraire.
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On a ainsi une intégrale du systtme (E) indépen-
dante de la fonetion F(z).

IIl. D’aprés la méthode de Lagrange, si 'on résout
les équations (1) et f= o par rapport a p et g et que
Pon substitue les valeurs trouvées dans ’équation aux
différentielles totales

z=pdzr+ qdy,

cette équation sera complétement intégrable; apreés
I'intégration, qui introduira une deuxiéme constante
arbitraire §, on aura z en fonction de x, y, a, B, satis-
faisant a4 Iéquation donnée, c’est-a-dire une intégrale
compléte de cette équation.
On a
pPr—4qy=2(py—qzx),
2(py —qgxr—2a(py —qgx)+2F(5)=o0:

d’on

a i\/uz-—)'x‘ll“(:)

2

o2

Py —qw =

On peut prendre seulement le signe + devant le
radical, en convenant que celui-ci sera susceptible d’une
double détermination. Des équations

a—+vyar— 222 ¥ (z),

il

?(py—q2)
a (pr--qy)= a—+ya?—242F(z),

on déduit, en éliminant successivement p ct ¢,
paX(zi+y?)= (y—+ax) [a +yat— 2&214‘(5)],
qat(zr+ y?) = (—x +ay) [a +yar— 2a‘1F(5)].
En substituant ces valeurs de p et de ¢ dans I’équation

s =pdz+qady,
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on a '
2222+ y?) dz
=[a+Var—22F(3)] (¥ +22) do + (— 2 + 2y) dy]

ou
a2 ds _dzdr+ydy) zdy—ydr
YT s R

Intégrant, on a I’équation

dz a Y
2) a? = - L(22+y?)—arctang = + 8,
(2) faﬂ/amg_wm) * L@y gL +p

définissant une intégrale compléte de I'équation donnée
f(x, .2, pyq)=o.

IV. On sait que 'équation différentielle des lignes
asymptotiques est
dp dr + dq dy = o.

Remplacant, dans cetle équation homogéne, dz, dy,
dp, dg par des quantilés proportionnelles tirées des
équations (E), on a

(pr+qy)p+aq+pF' ()] [(pr+qy)r—ay]
+px+qy)g—ap+qF ()] [(pz+qy)y +ax]=0

ou

(pz+qyy¥—2a(pr+qy)(py —qz)—a*(pr+qy)
+F'(z)[(pr+qy)—a(py—qz) =0

ou, en tenant compte de I’équation donnée f= o,
—(p2+9y)2F (3) +a?|+ F(9)[(pz+qy ) —alpy—q2)]=o.
D’autre part, d’aprés U'intégrale (1), on a

_ pTHqy.
e R
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par suite, I’équation précédente devient, aprés suppres-
sion du facteur px + gy,

—[2F(3) +a?] + F'(3) [P:H—qy - ;] =°
ou

(3) Kpz—+gqy)F(3)—2F(z)—a?]la—al'(3)=o0.

Si Von considére une surface intégrale, le long d'une
caractéristique, o est constant, mais varie d’une caracté-
ristique a l'autre, de sorte que 'équation précédente,
du premier degré en 2, doit étre satisfaite pour une
infinité de valeurs de a; pour cela, il faut et il suffit

(pr+qy)F'(z3)—2F(z)—a2=o0
el
aF'(z)=o.

En supposant la constante a différente de zéro, ces

deux équations se réduisent aux suivantes :

F'(z)=o,
2F(2)+a?=o,

¢ est-a-dire 4 une seule

2

F(a)=—2-

L’intégrale compléte (2) devient dans ce cas

als

.

a
== L(z%+ y?) — arctang

- = = Y
a(t+yi+a) z

On voit alors que la section d’une surface intégrale
par un plan z = % est une spirale logarithmique.
Si la constante @ est nulle, 'équation donnée est

(pr+qy)+2F(3)=o0:

elle se décompose en deux équations linéaires

px+q‘yi‘/-—2F(z‘)=o.
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Les équations des courbes caractéristiques sont, en
attribuant au radical une double détermination,
de _dy _ dz

) o)

Une premiére intégrale
y =Gz

montre que les caractéristiques sont des courbes planes;
le plan osculateur en un point quelconque d’une carac-
téristique se confond avec le plan de la courbe; celle-ci
devant étre une ligne asymptotique d’une surface inté-
grale, le plan osculateur doit étre tangent a la surface;
alors le plan d’une courbe caractéristique doit étre tan-
gent a la surface en tous les points de cette courbe; une
surface intégrale quelconque étant un lieu de caracté-
ristiques, on en déduit que c’est une surface dévelop-
pable et que les caractéristiques sont des droites. Cela
étant, il est facile de déterminer la fonction F(z), car
une deuxiéme intégrale des équations (E,) déduite de
I’équation

ﬂ_‘ dz
z —\/—2F(z)
ou
dz
dL(z) = —— =dL 3
(=) N IE ¢(3)
est

cr =9(s),

¢ désignant une constante arbitraire et ¢ une fonction
déterminée. Il faut, d’aprés ce qui précéde,
o(zs)=bz+ 0.
Or
3 _9'(3)dz bds ds

V—aF(z) ¢(s)  ba+b x4y’
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d’ou

—2F(3)=(z+1y)%

Les deux équations linéaires en lesquelles se décom-
pose I’équation donnée sont

pPTrH+qy =F(34+7Y).
On peut conserver seulement le signe + et 'on a
pPxr+qy=3+Y,

équation différentielle des cones de sommet (o, 0, —7).
2
Remarque. — Quand F(z) =— f:— » les caractéris-

tiques qui sont des lignes asymptotiques sur les surfaces
intégrales, jouissent de cette propriété : leurs tangentes
appartiennent & un complexe de droites ; cette propriété
est la réciproque de celle-ci : quand les tangentes
aux courbes caractéristiques, pour une équation
f(x, ¥, 2, p,q) =0, appartiennent & un complexe de
droites, ces caractéristiques sont des lignes asympto-
tigues sur les surfaces intégrales. La démonstration est
facile; on sait que les tangentes aux courbes caractéris-
tiques qui passent par un point M(x, 3, z) sont les géné-
ratrices d'un cone (T'), enveloppe des plans tangents aux
surfaces intégrales passant par ce point. Si 'on cherche
I'enveloppe du plan

pX—z)+qg(Y—y)—(L—5)=o0,
p et g étant liés par la relation

Sz, y, 5, p,9)=(pr+qy)—2a(py —gqzr)—a’=o,

ou encore, si ’on remarque que f(x, », z, p, ) = o peut

étre regardée comme l’équation tangentielle du céne
g q 8

paralléle a (T) menée par I'origine, on a pour I’équation
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du cone (T)

x? zy —ay X—x

zy r? ar Y—y
=o.

—ay ar —a® L—z3

X—2z Y—y Z—=3 0
Une génératrice de ce cone, d’équations

X—z Y—y Z—3
7\ - P. - v

aura pour coordonnées pluckériennes

N, @ v, Il=vy—usz m=Az—vx, n=pxr—DAy.

L’équation du cone (T') peut s’écrire, aprés dévelop-
pement du déterminant et simplification

a(l2+ p?) +2nv =o;

c’est I'équation d’un complexe de droites du second
ordre; les tangentes aux caractéristiques appartiennent
a ce complexe.

CERTIFICATS D'ETUDES SUPERIEURES
DES FAGULTES DES SCIENCES.

SESSION DE NOVEMBRE 1898. — COMPOSITIONS.

Lille.
CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL.

. 1 . ;
I. Les fonctions o(x,y), 4(x,y) sont supposées
continues, ainsi que leurs dérivées partielles du pre-
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mier ordre, pour tous les systémes de valeurs de x, y,
correspondant aux points situés dans une aire (A); on
désigne par (C) une courbe fermée contenue tout
entiére dans (A).
1° Donner la condition que doivent remplir ¢ (x, y ),
Y (x, y) pour que l'intégrale curviligne

[ Is(@,3)de+ 4z, 5) dy]
(€)

ait une valeur indépendante de (C);
2° En déduire les conditions que doivent remplir
® et Y pour que l'intégrale

(o +iV)(dw+idy)
(©)
soit elle-méme indépendante de (C);
3¢ Faire voir quelle est dans ce cas la propriété de
la transformation géométrique définie par les deux
équations
rt=e@r),  r=v(zp)

4° Dire quelles relations il y a alors entre les deux
familles de courbes définies par les deux équations

¢(z,y) = const., $(z,y) = const,

II. 1° Développer en série de Fourier la fonction
f(x) égale ax dans Uintervalle (— =, 0), et & (x + =)
dans Uintervalle (o, w);

2* Expliquer a priori cette circonstance que le de-
veloppement ne renferme pas de cosinus;

3° La fonction f(x) étant toujours égale & x + =
dans Uintervalle (o, ©), quellé fonction de x doit-elle
étre dans Uintervalle (— =, o) pour que le développe-
ment ne renferme que des cosinus.
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GEOMETRIE.

1. Etudier la surface lieu des tangentes a une
courbe gauche. Qu'entend-on par développement
d’une telle surface? Quels sont les éléments qui se con-
servent dans cette déformation?

II. On considére une courbe gauche (c) dont la
, Ll
courbure est constante et égale a = et la courbe ('),

lieu des centres de courbure de (c).

On demande :

1° Lawvaleur de la courbure de (') et le lieu de son
centre de courbure;

2° Quelles relations il y a entre les torsions de (c)
et (¢') aux points correspondants;

3¢ Le lieudes centres des sphéres osculatrices, pour
chacune des deux courbes (c) et (c').

MECANIQUE RATIONNELLE.

Eereuve écrire. — 1. Etablir les équations d’équi-
libre d’un fil parfaitement flexible et inextensible.

II. Cas oitil y a une fonction de forces. Cas d’un
JSil tendu sans frottement sur une surface fixe et soumis
seulement & la réaction de cette surface.

Errevve praTIQuE. — On considére dans un plan
vertical xOy un demi-cercle fixe OAB, limité au dia-
métre horizontal Ox et une droite OD, faisant avec la
verticale Oy un angle de 45°. Deux points matériels
pesants M et M', de masses égales, sont assujettis & se
mouyoir, le premier sur la demi-circonférence OAB,
le second sur la droite OD. Ils sont réunis par un fil
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flexible et inecxtensible dont la masse est négligeable
et qui passe en O sur une poulie trés petite d’axe nor-
mal au plan xOy et de masse négligeable.

o\

Y

1° Trouver la position d’équilibre du systéme;

2 Ltudier le mouvement du systéme, en supposant
gw’a Uinstant initial on I'abandonne & lui-méme sans
vitesse, aprés avoir placé M en O et pris la précaution
de tendre le fil;

3° Etudier en particulier le cas des petites oscilla-
tions.

MECANIQUE APPLIQUEE.

Erreuve tcrite. — 1. Travail de la vapeur dans
les machines Woolf et Compound. Avantages et in-
convénients de ces machines.

1. Flambage des piéces a section constante, char-
gées debout. On déterminera les relations d’Euler
JSournissant une limite que ne doit pas excéder la
charge, pour qu'il n'y ait pas flexion, dans les trois
cas suivants :

1° La piéce est articulée et guidée a ses extrémités;

2° La piéce est encastrée & ses extrémilés;

3° La piéce est encastrée a sa base, et complétement
libre a Uextrémité a laquelle la charge est appliquée.

Erreuvve praTiQue. — Calculer les éléments d’une
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turbine centrifuge a axe vertical du type Fourney-
ron, €tablie sous une chute de 1™, 40; on peut disposer
d’un débit de 1200 par seconde.
Produire un croguis coté (a l'échelle) de la turbine
projetée, et une épure indiquant le tracé des aubes et
des directrices.

ASTRONOMIE.

Eerevve kcrite. — Exposer le calcul de I'éphéme-
ride d’une planéte, c’est-a-dire de l’ascension droite
et de la déclinaison pour une date et en un lieu déter-
minés, lorsqu’on connait les éléments de l’orbite de la
planéte.

Erreuve pratique. — Calculer la durée du jour
(non compris le crépuscule) a Lille le 25 novembre 1898.
La déclinaison du Soleil & midi vrai est

— 20°49' 18", 03.

On admettra qu'elle varie proportionnellement au
temps, la variation horaire étant — 29", 07.
Latitude de Lille : 50°38' 44".

On ne tiendra pas compte de la réfraction.

BIBLIOGRAPHIE.

EncycLoPEDIE DES SCIENCES MATHEMATIQUES PURES ET
APPLIQUEES, publiée sous les auspices des Académies
des Sciences de Vienne et de Munich, et de la Société
des Sciences de Geettingue, avec la collaboration de
nombreux savants, par MM. les D™ H. Burkhardt, pro-
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fesseur de Mathématiques & I’'Université de Zurich, et
W. Franz Mcyer, professeur de Mathématiques a I'Uni-
versité de Keenigsberg. Six vol. grand in-8°. Leipzig,
Teubner. — Cette ceuvre considérable sera entiérement
publiée en langue allemande.

Présenter, sous une forme condensée et synoptique, un
exposé aussi complet que possible des résultats acquis dans
les diverses branches des Mathématiques, indiquer soigneu-
sement la bibliographie de chaque partie et retracer par la le
développement historique des méthodes employées dans les
Sciences depuis le commencement du x1x® siécle, tel est le but
que se propose cette Encyclopédie. Loin de se borner aux Ma-
thématiques pures, elle traitera aussi, dans une large mesure,
les applications des Mathématiques a la Mécanique, la Phy-
sique, '’Astronomie, la Géodésie, les sciences techniques, etc.,
de maniére a renseigner le mathématicien sur les questions
pour lesquelles les applications réclament son concours, et a
faire connaitre a ’astronome, au physicien, a I'ingénieur, etc.,
les solutions que les Mathématiques fournissent a leurs pro-
blémes. Les démonstrations des propositions sont supprimées,
ce qui est naturel dans un inventaire tel que celui-ci.

L’Encyclopédie comprendra environ 240 feuilles grand in-8°;
chaque volume paraitra en quatre livraisons de 10 feuilles. La
premiére livraison a été publiée en octobre 1898.

L’Ouvrage peut rendre des services méme aux personnes
qui ne voudraient se renseigner que sur une partie déterminée
des Sciences, car il ne suppose pas de connaissances prélimi-
naires spéciales.

La Rédaction est assistée d’'une Commission actuellement
composée de MM. W. Dyck (Munich), G. v. Escherich (Vienne),
F. Klein (Geettingue), L. Boitzmann (Vienne) et H. Weber
(Strasbourg).

Nous nous réservons de rendre compte ultérieurement des
livraisons composant ce Recueil, sur la valeur et I'importance
duquel il serait superflu d’insister, & mesure que ces livraisons
seront publiées et parviendront a notre connaissance.
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Cours DEVELOPPE D’ALGEBRE ELEMENTAIRE, précédé
d’un APERGU SUR LES ORIGINES DES MATHEMATIQUES ELE-
MENTATRES et suivi d’'un RecukiL p’ExERcICES ET DE PRO-
sLEMEs, par B. Lefebore, S.J. Deux vol. in-8°. TomeI:
CALcuL AGEBRIQUE (xLIX-320 p.); tome Il : Equatrons,
Procressions, Locaritames (543 p.). Namur, Wesmael-
Charlier; 1898. Prix : 10f.

Celivre est le développement d’un Cours d’Algébre élémen-
taire (1897), qui sert déja de livre de texte dans beaucoup de
colléges belges. Dans cet Ouvrage, le P. Lefebvre réalise réso-
lument des améliorations recommandées depuis longtemps
déja et qui commencent timidement a prendre pied dans les
programmes. Remarquons les quantités négatives, abstraites
et concrétes, traitées en détail désle début du cours; le souci
de la rigueur et le soin de rattacher les notions qui caracté-
risent I’Algébre aux définitions fournies par I'étude prélimi-
naire de I’Arithmétique; le binome de Newton introduit de
bonne heure et traité par les simples régles de la multiplica-
tion; la théorie algébrique des imaginaires trés amplement
exposée; les notions sur la théorie des limites et le calcul pra-
tique des déterminants excellemment donnés; enfin la théorie
des maxima et minima particuliérement soignée. Un recueil
d’exercices trés vaste, trés original et fort bien gradué ter-
mine chaque Volume.

Les professeurs apprécieront surtout I'Introduction histo-
rique et les nombreuses notes éparses dans tout ’Ouvrage.
Le P. Lefebvre y fait preuve d’une érudition considérable : les
données et les appréciations sur les hommes, sur les faits et
sur les époques intéresseront plus d’un lecteur en France, ou
I'on n’a pas encore su, malgré des travaux consciencieux et de
grande autorité, reconnaitre assez généralement les mérites
des vieux algébristes et mathématiciens francais.

V.S,

Doctaur és sciences physiques et mathématiques.
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QUESTIONS.

316 (1860, 95). Soit I'équation
x2m+l 4 gxim-1 4 bgtm—3 4. 4+ lz+k=o,

qui ne renferme que des puissances impaires de l'inconnue
(excepté z°); il y a une racine réelle comprise entre

am+1/k ame1 [k
2 - et —2 —-
2 2 (TcHEBICHEF.)

1813. Démontrer que I'expression
a*pP+2 4y

I—at+at—. ..+ a'P=
a?—+1

peut toujours étre mise sous la forme de la somme de deux
carrés, et que, si @ est un nombre entier, les deux carrés en
question sont aussi entiers. (C.-A. LaisanT.)

1816. On considére les pieds des quatre normales menées
d’un point a une conique G, et les quatre triangles T formés
par les tangentes menées en ces points a G :

1° A chaque triangle T on peut circonscrire une conique A
ayant les mémes axes de symétrie que C; 2° Les normales a la
conique A aux sommets du triangle T sont concourantes en
un point P; 3° De chaque point P on méne la quatriéme nor-
male a la conique A correspondante. Les quatre normales ainsi
obtenues sont paralléles, et leurs pieds sont en ligne droite.

(E. Durorcq.)

1817. Soient K et H les points d’intersection de deux cercles
situés dans le méme plan, dont les centres sont G, C’; on méne
- par K une droite mobile et par les points ou cette droite ren-
contre les cercles, conduisons les tangentes respectives a ces
courbes.

Le lieu des points de rencontre de ces tangentes est une
cardioide. (CARDOsO-LAYNES.)

1818. Le lieu des barycentres des triangles qui sont formés
par une tangente mobile a une ellipse avec les axes de cette
courbe est une Kreuzcurve. (CARDOSO-LAYNES.)
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NOTE SUR LES CONCOURS DES « NOUVELLES ANNALES »:

DeuxiEME concours Pour 1898; Résvirar. — Aprés
examen des Mémoires adressés a la Rédaction pour le
deuxiéme concours de 1898, le prix a été décerné a
M. R. Bricarn. Son Mémoire paraitra dans I’'un de nos
prochains numéros.

PremMIER cONCOURs POUR 1899. — Dans une pensée
libérale a laquelle nous w’avons pu qu’applaudir,
M. Gauthier-Villars nous a proposé d’étendre & tous les
lecteurs des Nouvelles Annales, et non plus seulement
aux abonnés, la faculté de prendre part a nos concours.
Cette mesure étant rendue applicable méme au premier
concours pour 1899, il nous a semblé équitable de
proroger le délai fixé pour la remise des Mémoires.
Ceux-ci seront regus, en conséquence, jusqu’au 15 juil-
let 18gg, au licu du 15 mai. A I'exception des modifi-
cations qui viennent d’étre indiquées, les conditions du
concours restent exactement les mémes.

Pour prendre connaissance de ces conditions et du
sujet, consulter le numéro de novembre 1893 (p. 485
4 488). LEs REDACTEURS.

LES LIGNES ARITHMETIQUES;
Par M. G. TARRY.

Nous allons étudier les restes des termes de la pro-
gression arithmétique
o, a, 2a, 3a,
Ann.de Mathémat., 3 série, t. XVIIL (Avril 1899.) 10
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de raison a, divisés par b, a et b étant des nombres
entiers.

Le nombre des restes différents, y compris zéro, est
au plus égal 4 b, et chaque reste se déduit du précédent
en ajoutant a ce dernier le reste de a, et en retranchant &
si ]a somme obtenue est plus grande que 5.

Il résulte de la que les restes, ou résidus par rapport
au module &, forment une suite périodique dont la pé-
riode comprend un nombre de termes p, égal ou infé-
rieur & b.

Ces résidus sont évidemment les résidus, tous ditlé-
rents, des p premiers termes

o, a, 2a, 3a, ..., (p—1a.

Le terme suivant, pa, donne pour résidu zéro, et
I'on a
pa:qb

On voit que les seuls termes divisibles par 4 sont
o, pa, 2pa, 3pa,

Le nombre ba, divisible par 4, étant compris parmi

ces termes,
ba = npa,

et, en remplacant ba par son égal ¢b,
ba = ngb.
Ces deux égalités se réduisent a
b= np, a=ngq.

Si a et b sont premiers entre eux, le nombre n qui
divise a la fois @ et b est égal & I'unité, et dans ce cas
particulier '

p=0o.
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D’ou ces conséquences :

Les (b — 1) premiers multiples d’un nombre entier a,
premier avec b, donnent pour résidus, par rapport au
module b et dans un certain ordre, les (b — 1) pre-
miers nombres.

i 'on prolonge indéfiniment la seérie des multiples

Sil 5 pes,
les mémes résidus se reproduisent dans le méme ordre.
// s d prod tdansl d

Les seuls multiples de a divisibles par b sont ba,
2 ba, 3ba, .... En d’autres termes, lorsqu’un nombre b

ivise le produit de deux facteurs na et qu’il est pre-
d le produit de d t t qu'il est |
mier avec l'un a, il divise l'autre n.

Quand on augmente tous les termes de la progression
arithmétique d’'un méme nombre entier ¢, le nombre
des résidus difiérents reste le méme. Donc :

8i le nombre n est premier avec a, les n termes de
la progression arithmétique

c, c+a, c+2a, ..., c+(n—ri)a,

sont respectivement congrus, suivant le module n, quel
que soit ’entier ¢, aux nombres

o, 1, 2, ..., (n—1),
abstraction faite de 'ordre.

Soient
ry o Ty, Iy veey I'n

les résidus respectifs de ¢, c+a, ..., c+(n—1)a,
par rapport au module n, o étant remplacé par son
équivalent n.
Considérons un échiquier de n cases de coté.
Numérotons de 1 a n les rangées (sens horizontal) de
haut en bas et les colonnes (sens vertical) de gauche a
droite. Dans les rangées 1, 2, 3, ..., n, marquons suc-
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cessivement les cases siluées dans les colonnes ry, r,,

'3y oo ey I'p.
Fig. 1.
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L’ensemble des cases ainsi marquées est une ligne
arithmétique de pas a.

Dans 'arithmétique de I'échiquier, la derniére pro-
priété s’exprime sous cette forme :

Sur un échiquier de cété n, les n cases d’une ligne
arithmétique de pas a sont réparties dans chacune
des n rangées et chacune des n colonnes, lorsque les
nombres n et a sont premiers entre eux.

Voici les wrois propriétés fondamentales des lignes
arithmétiques :

I. Deux lz'gnes arithmétiques de méme pas se con-
fondent ou n’ont aucune case commune.

Cela est évident, puisque dans chaque rangée la diffé-
rence des numéros d’ordre des cases occupées par la
premiére et la seconde ligne arithmétique demeure con-
grue a un méme nombre, pour le module n.

On dit que deux lignes de méme pas ont la méme
direction.

Les n? cases d'un échiquier de ¢6té n peuvent étre
répartics entre n lignes arithmétiques de méme divection.
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Si daus chaque ligne on porte un méme nombre dans
toutes les cases, on obtient un abaque magique.
Ce mode de répartition trouve son emploi dans la
théorie des carrés magiques, diaboliques et cabalistiques.

Il. Deux lignes arithmétiques de pas d{ﬁ"érents,
aetd,

c, c+a, c+2a, ..., c+(n—r)a,

¢, +a', ¢c+2a, ..., +(n—1)a

ont une case commune et une seule, lorsque la diffé-
rence de leurs pas (a — a'), est un nombre premier
avec le cété n de Uéchiguier.

Dans les rangées successives

les différences entre les numéros d’ordre des deux cases
occupées par les deux lignes arithmétiques sont respec-
tivement égales aux résidus, par rapport au module r,
des n termes de la progression arithmétique

(c—c'), (c—c)+(a—a),
(c—cY+2(a—a'), ..., (c+c)+(n—1)(a—a),

dont la raison est un nombre premier avec n.

Et I’on sait que parmi ces résidus il y en a un, et un
scul, égal & zéro. La propriété se trouve démontrée.

Les colonnes sont des lignes arithmétiques de pas
zéro. Les rangées, qui deviennent des colonnes quand
on change le point de vue sont aussi des lignes arithmé-
tiques.

On voit immédiatement que, sur un échiquier de
coté n, le nombre des directions différentes est égal
a(n—+1).
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HI. Sur un échiguier dont le cété est un nombre

premier n, par deux cases quelconques passe une ligne
arithmétique et une seule.

Sur cet échiquier, la différence des pas de deux
lignes arithmétiques est un nombre premier avec le
cOlé, et, par jconséquent, deux lignes arithmétiques
de pas différents ne peuvent avoir deux cases com-
munes.

D’autre part, par la premiére case on peut mener
(n+1) lignes arithmétiques, une ligne horizontale ou
verticale, et n aulres qui passent successivement par
les n cases de la rangée ou de la colonne dans laquelle
se trouve la seconde case; autrement ces deux lignes
arithmétiques de pas différents auraient deux cases com-
munes.

Donc, par la premiére case on peut mener une ligne
arithmétique et une seule qui passe par la seconde.

Sur le plan, par deux points passe une ligne droite et
une seule, et par un point pris en dchors d’une ligne
droite on peut mener une ligne droite, et une seule, qui
ne la rencontre pas.

Pareillement, sur Péchiquier de c¢6té premier, par
deux cases passe une ligne arithmétique ct une scule, et
par une case prise en dehors d'une ligne arithmétique
on peut mener une ligne arithmétique et une seule qui
ne la rencontre pas, la ligne de méme pas.

Sur I’échiquier de coté premier n, écrivons les (n—1)
premiers nombres entiers daus les (r— 1) premieres
cases dc la premiére rangée, en suivant 'ordre naturel,
puis portons le nombre 1 dans les cases de la ligne
arithmétique de pas 1 menée par la case 1, le nombre 2
dans les cases de la ligne de pas 2 menée par la case 2,
et ainsi de suite jusqu’au nombre (7 — 1), qui sera mis
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dans les cases de la ligne de pas (n — 1) menée par la
case (n —1).

Toutes ces lignes arithmétiques aboutissent & la case
commune a la derniére colonne et & la derniére rangée;
les autres cases de ces derniéres lignes sont vides.

Supprimons ces deux lignes, il reste un échiquier de
c6té (n —1) contenant un nombre dans chaque case.

Dans cet abaque, le produit du nombre d’une case
quelconque par le nombre de sa rangée a pourrésidu,
par rapport au module n, le nombre de sa colonne.

Ce mode de répartition en lignes arithmétiques con-
courantes trouve son emploi dans la théorie des nombres
premiers.

Formons ’abaque avec des cases noires et blanches,
de telle sorte que les cases noires renferment les résidus

Fig. 2.

quadratiques pour le module 7, etles cases blanches les
résidus non quadratiques.

La disposition des cases mnoires et blanches dans
cctte mosaique, que J'appellerai échiquier quadratique,
révele les propriétés principales des résidus (uadra-
tiques.
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[Q4Db2]
GURIOSITE MATHEMATIQUE;
Par M. G. TARRY.

Dans F'un quelconque de ces deux abaques, multi-
plions par 15 le nombre de chaque case, puis ajoutons
a ce produit le nombre de la case correspondante de
I"autre abaque, augmenté de I'unité

Fig. 1. Fig. a.
v 710 7 10]% 710[4 7 10]% 710 w2 3Nz 2 32w 23 &
3 5133 513/3 513/3 5133513 s 635 1/9685 196857
28Nn28n28mn2s8nm2s8n 0 1 Nni310/0 1 11310/0 1 111310
ws)|b6||b81wa1lbe| 121 2 3 {121 2 3 (12 1% 2 3 &
1290129 0/129 0ji23 0[123 0 9665 7/9685 1|9 €857
% 710|% 710|% 710)% 7 10{% 110 01 M1310{0 1 11310/0 1 NI3 10
3 513)3 51313 513)3 5'335‘31 T2 2 3 Wll2w 2z 3 w121 2 3 &
zauzau?snzanpan‘ 9685 7,968571/968657
w6 1|14 6 1|1 6 11k &8 11k 8 1 0 1 11310{0 1 111310[0 1 11310
129 0129 0j129 oliz9 o129 0 2Te 2 3 821b 2 3 k2 23 &
ukuww«vm!uvm{u'lm 9685 1/96865 796857
351335|33513|3513135‘3 0 1 M1310/0 1 111310{0 + M 1310
28"26“2811i28"25” 1216 2 3 /1216 2 3 &[121 2 3 &
I 6 1|1+ 6 116 6 V{16 € 1|6 1 9685 119685 7/98685 17
29 oo ojieg ofes ojze 0 0 1 11 1310[0 1 1113 10[0 1 N 13 10

Nous obtiendrons un carré diabolique de c6té 15,
formé avec les 152 premiers nombres entiers.

On remarquera que le méme rectangle sert de géné-
rateur dans les deux abaques.

Cette solution est un cas particulier de mes méthodes
générales de construction des carrés diaboliques impairs
de coté 3n.
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DEMONSTRATION NOUVELLE DE LA REGLE DE CONVERGENCE
DE GAUSS ;
Par M. GODEFROY,

Biblioth¢caire de la Faculté des Sciences de Marseille.

La régle de convergence de Gauss peut s’énoncer :
o) o]

Si dans une série positive le rapport d’un terme au
précédent est de la forme

Upiq ne4anP'+a,nP24.. . 4 apy
= b
[ P+ bnP=t 4+ by nP=2 .. .+ b,

les termes décroissent constammment & partil' d'un cer-
tain rang et tendent vers zéro pour b —a>>o, ils
[finissent par augmenter indéfiniment pour b—a<o,
et ont une limite non nulle pour b — a = o; la série
est convergente quand on @ b — a > 1; dans tous les
autres cas elle est divergente.

SiTon pose
78

=14 d,
Un+1

. u
ctque I'on remplace —*- par sa valeur, on trouve pour
Up+1 !

na, une fraction rationnelle dont les deux termes sont
de degré p; en effectuant la division et limitant le quo-
tient & son premier terme b — a, 'expression na, peut
donc se mettre sous la forme

nag=b—a-+ %w),

. désignant une constante et 9(n) une fraction dont la
limite est I'unité ou zéro pour rn = oz.
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I. Soit d'abord 4 — @ > o, le nombre «, finissant
par devenir positif, les termes vont en décroissant a
partir d’un certain rang; d’autre part, k étant un
nombre compris entre zéro et b — a pour une valeur
de n suffisamment grande m, on aura

Um k
— T+ —>
Um+1 m
¢ ¢ _ k
1m+1>l k '..un. 1 _— *,
Uty m - U, n—i

d’ou

Um k k k

2>+ = )1+ ——)-e {1+ )

u, \ m m —+1 n—1
ct, a plus forte raison,

W 7 1 1

2> — )5

i, m m —\ n—1/
m restant fixe, le second membre de cette inégalité croit
au dela de toute limite, lorsque n augmente indéfini-
ment; par suite, u, tend vers zéro.

II. Soit maintenant b —a<Co, la série de terme

" ' \ .
général = se trouve dans les mémes conditions que la

n
série de terme général u, dans 'hypothése précédente,
ses termes a partir d’un certain rang, vount donc en dé-
croissant et tendent vers zéro; par suite, ceux de la série
considérée finissent par augmenter indéfiniment.

III. Soitenfin 5 — a= o, on trouve alors que n*a,
peut se mettre sous la forme

n? z,,_b,—a,—— s(n),

A désignant encore une constante et ¢ (n) une fraction
dont la limite est 'unité ou zéro pour n = ». Si 'on
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suppose by — a, < 0, le nombre 2, finissant par devenir
négatif, les termes vont en croissant a partir d’un cer-
tain rang; d’autre part, k étant un nombre supérieur
a ay — b, pour une valeur de n suftisamment grande m,
on aura

7 k
— -_ >
Um+1 m?
Um+1 k Up—q k
H —_—— e [— —
Upysa (m —+1)2 u, (n—1)

d’ou, comme on peut supposer m supérieur a k,

WUm < l:) k ] k
— > == )|t =]
w, m? [ (m —+1)2 [ (n—nu)?

et a plus forte raison

M>(_/‘|:_'_ ; _‘__+ ! -+...J2

4+ B
Uy m? (m —+1)? (n—u)2

7. ’ | Y
or, la série de terme general w eltant convergente, on

peut toujours prendre m assez grand pour que le coef-
ficient de & soit inférieur a4 un nombre positif déter-

., . I w
miné o plus petit que 7> ona dés lors

Um
Up < ———

1 — ko’
mrestant fixe, «, reste toujours inférieur 2 un nombre
déterminé et fini, lorsque n augmente indéfiniment;
comme il croit constamment, il a donc une limite infé-
rieure ou au plus égale a ce nombre et, par suite, non
nulle. Il en est de méme si 'on suppose by — a, > o,

s 12 P rr i
car, en considérant la série de terme général o ses
n

termes, d’aprés ce qu’il vient d’¢tre dit, croissent
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a partir d’'un certain rang et tendent vers une limite
non nulle, ceux de la série considérée finissent donc
par décroitre constamment et tendent aussi vers une
limite non nulle.

Il résulte de ce qui précéde que le seul cas ou la série
puisse étre convergente est celui oul'on a b — a > o;
si 'on applique alors la régle de Raabe, comme la limite
de na, pour n = est égale 4 b — a, on cn conclut
que la série est convergente pour b — a > 1 et diver-
gente pour b — a <C1; elle est encore divergente pour
b—a=1; en clfer, dans ce cas, en désignant par
1+ 3, le produit na,, lalimite de n 3, est égale a % ou
a zéro. La série n’est donc convergente que si l'on

ab—a>.
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[R7bB]
SUR LE MOUVEMENT D'UN POINT SOLLICITE
PAR UNE FORCE CENTRALE CONSTANTE:
Par M. LECORNU.

Je considére un point matériel M, de masse m; attiré
par une force constante mF émanée d’un point fixe.
Prenant celui-¢i comme origine, jappelle » et § les
coordonnées polaires du point M. Soit ¢ la vitesse de M
et soit p la distance de l'origine a la tangente 4 la tra-
jectoire. Le théoréme des aires donne immédiatement

pv=0C,

C, désignant une constante. Le théoréme des forces
vives donne de son coté

024 oFr=C,,

C. étant unc autre constante. En éliminant v ¢t posant

G} _ . Co
ar =M gFE =k

on obtient la relation
(1) pr(h—r)=k3.

D’ailleurs, si « est I'angle de la tangente avec le rayon
vecteur, on a

rdb
dar ’

p =rsina et tanga =

On déduit de la Péquation diflérentielle de la trajec-
toire

‘ dr /) s

(2) 110_7-‘/ Ok

. ,.)__/_-:;'
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L’équation r?(h — r) — k3= o a toujours une racine
négative, que nous appellerons — R. Les deux autres
racines sont réelles et positives si 453 — 25k%> 0. Je
dis que cette condition est toujours remplie. Comme A
v2+aFr ptv

2F 2F
p est toujo\urs inférieur a r, il suffit de vérifier I'iné-
galité

2
est égal a et k3 égal a » comme, de plus,

(v2+2Fr)—oayF2e2r2> 0.

Or, si 'on pose
v2=LFr,

le premier membre devient
F37r3(h —1)2(h + 8).

quanlité manifestement positii'e pour toute valeur posi-
tive de A (*). Soient ry, r, les deux racines positives.
Admettons, pour fixer les idées, que r, soit inférieur
a ry. L’équation (2) devient

dr X
3) de:T‘r/(r,—r)(r—ro)(r—i—l’\)

avec les relations

2 02
vri |

,10 "] :
R= h=ry+nr—R, M=ryrR=-

r0+"l, Iyt Iy
On voit sans peine que r, et ry sont tous les deux infé-
rieurs a & et que, si I'on wrace les circonférences I'y et
I'y de rayons r, ct ry, la trajectoire est tout entiére
comprise entre ces deux circonférences.
Le rayon de courbure est donné immédiatement par

(') Dans le cas particulier ot A =1, c'est-a-dire si v*=Fr, le
mouvement est circulaire et uniforne.



la formule connue

On trouve ainsi

3
h—r\2
0 p=zr( ,f)-

Comme r reste toujours inférieur a %, le rayon de
courbure est partout fini et différent de zéro. On en
déduit la forme de la trajectoire : ¢’est une courbe, assez

semblable a I'herpolhodie, composée d’une suite d’arcs
idenliques, sans inflexion, allant alternativement tou-
cher les circonférences I'y et T',.

Si I'on suppose que le centre d’attraction se trouve
rejeté a l'infini, le mouvement devient, a la limite, pa-
rabolique. Dans cette transformation, la circonférence I’,
devientla tangente au sommet de la parabole;la circon-
férence concentrique de rayon % devient la directrice.
On a donc, en appelant g le paramétre de la parabole

lim(h—ry) =lim(ro— R)= Z.
Mais R = —"*"* . Donc

ro—+ 1

2
. r
lim —%  — _q...

ro—+rg 2

Ceci montre que ry devient infini du méme ordre que \//’,
k3 . .

et que — a pour limite 7,

ry 2

On sait que, dans la parabole, si « est I'anglede la
tangente avec I’axe, et o le rayon de courbure, on a

psinda = gq.
Dans le cas de notre trajectoire générale, on a

ri(h — rysin2a = A3,
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d’ou, en appliquant la formule (4) :

2 k3

r2

psinda =

Par conséquent, le produit 5 sin®a varie en raison
inverse du carré de la distance au centre.

Ou sait aussi que, dans la parabole, six est la distance
d’un point a la directrice, on a

rsinta= 7.

2

Ici, pour avoir la formule correspondante, il faut poser
h —r=uxectl'on trouve

. A3
T sin2o = —.
r

Donc le produit x sin*a varie également en raison
inverse de 12.
Une troisiéme formule, qui se déduit des précédentes,
est
2T

,o—
h

sina

r , .
Le rapport —— est évidemment la longucar de la
sin«%

partic de normale comprise entre la courbe et la tangente
menée a la circonférence de rayon /, par le point ou
cette circonférence rencontre le pr()longcmcntdu rayon
vecteur . Nous avons ainsi la généralisation de cette
propriété connue : le rayon de courbure de la parabole
est double de la normale limitée a la directrice.
L’équation différentielle (3) de la trajectoire conduit
aune intégral.e elliptique de troisiéme espéce. Il faudrait
donc, pour faire une étude approfondie de la courbe,
avoir recours ala théorie des fonctions elliptiques. Sans
entrer dans cette voie, nous allons maintenant recher-
cher s’il ne serait pas possible d’obtenir un mode de
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génération analogue i celui qui permet de déduire 'her-
polhodic, courbe transcendante, de la polhodie, courbe
algébrique.

Si Ax?+By2+ Cz2=1 est I’équation de !’ e]hpsonde
roulant sur un plan fixe situé a la distance 7: du
centre, le mouvement du péle de Poinsot sur 1'herpol-
hodie est défini par les deux équations

2% P ) (=) =)D,
d —
2 UL — (g2 — /= abeD).

Dans ces équations, on a posé

< (B—D)(C—D)
(5) a=—"—pcp b=...,
u est une constante; g et 7 sont les coordonnées polaircs
du point mobile. SiTon suppose A << B << C, & est tou-
jours positif; @ est positif et ¢ négatif, ou inversement,
suivant que B est inférieur ou supérieur a D.

Posons
Y =R+ o,
d’on
dw

2 T p.\/—--— abeD.
Par I’élimination de z, il vient
(6) do=—% V—abe .
P V(= a)pr—b)(p*—c)

Faisons maintenant la substitution 9% =r, et nous
avons

dr vV — abe

2dw = — — .
T = (r—a)(r—=6)(r—c)

En comparant avec 1'équation (3), on reconnait que
Ann. de Matheémat., 3 série, t. XVIIL. (Avril 18gg.) 11



(166 )

Videntification a lieu siVon prend § =— 2w et
a=r,, b =ry, ¢=—R pour D > B,
ou b.icu
a=—R, b =ry, c=r, pour D < B.

I . ,
=5 il en résulte,

~ . 1 1
Commic nous devons avoir —+ =g
1 0

en vertu des valeurs (5) la relation

1
p— + J— L. g — .
ATBTcTp
Cetle relation exprime que le carré de la distance du
plan fixe au centre est égal

.

a la somme des carrés des
axes de 'ellipsoide, ce qui détermine complétement la
polhodie et herpolhodie.

Pour réaliser la transformation 4 == ut¢ + w, il suffit
de supposer que le point décrivant I’ herpolhodm cst, a
chaque instant, projeté sur un plan horizontal qui tourne
autour de la verticale du centre avec la vitesse angu-
laire i (*). On peut imaginer que ce plan soit situé au-

dessus du centre de Iellipsoide a la distance 716 . Alors

Pellipsoide lui est constamment tangent au point P/ dia-
métralement opposé au pdle P de Poinsot, et la trajectoire
de P’ sur le plan tournant vérifie I’équation (6). Remar-
quons que, dans I'kerpolhodographe de MM. Darboux
et Keenigs, on produit déja la rotation conslante, avec
la vitesse angulaire ., autour de la verticale du cenire,
el que, par suite, il suflivait de relier invariablement au

(") Le mouvement obtenu en projctant ainsi le point de contact
de I'ellipsoide sur un plan tournant avec la vitesse p est, par rapport
a ce plan, le mouvement d’un point matériel sollicité par une force
centrale ayant une expression de la forme ap + £0* (voir DARBoUX,
Mécanique de Despeyrous, Note XVII).
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systéme tournant le plan horizontal tangent supérieu-
rement a Iellipsoide pour obtenir la génération méca-
nique de la courbe (6). Il reste ensuite i faire subir a
cette courbe la transformation p?=r, 20=—=8. Si I'on
.

pose Z = pelw, z=rei,
cette transformation, qui n’altére pas I'angle de la tan-
gente avec le rayon vecteur, revient a établir la corres-
pondance Z2= 3. Il est aisé d’imaginer un appareil
propre a réaliser cinématiquement cette correspondance.

Aulieu d’un ellipsoide, on peut prendre comme sur-
face roulante un cone, ctle mode de génération se trouve
alors simplifié.

Considérons, en ellet, le cone

ax?+ by?+ cst=

ct la quartique gauche, intersection de ce cone avee I'el-
lipsoide

a?xr+ D2y?+ c252 =— abe
(cette quartique peut étre regardée comme la limite
d’une polhodie tracée sur un hyperboloide qui dégénére
en cone).

Si le cone roule sur 'un de ses plaus tangents, la
quartique roule sur une courbe dont ’équation diffé-
rentielle est précisément 1'équation (6). Ou voil qu’ici
il Wy a plus a faire intervenir de rotation.

Pour vérifier ce résultat, il suffit de partir des équa-
tions

2= a(p?—a), pr=p(p*—0b). =y(p?—c),
dans lesquelles

— be(b —c¢) 3
T be(b—c¢ +ca(c—a)+abla—10)’ B=...,

02 = 2%+ y? 4 32, v=....

4
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Ces équations équivalent a celles de la quartique.
Si I'on calcule ds en fonction de p et de dp par la for-

mule
dst = dz?+ dy?+ ds?,

et si I'on tient compte de la relation
ds? = dp?+ p?dw?,

on retrouve l'équation (6).

Le probléme qui nous occupe est évidemment un cas
limite de celui du mouvement d’un point pesant sur un
cone de révolution a axe vertical ; il suffit, pour passer
du cdne au plan, d'imaginer que le cone s’aplatit indé-
finiment en méme temps que I'intensité de la pesanteur
augmente de maniére a conserver pour la composante
tangentielle une grandeur finie. Le mouvement conique
peut d’ailleurs étre étudié a péu prés comme le mouve-
ment plan; ’équation différentielle (2) de la trajectoire
demeure applicable en considérant § comme I'angle du
plan méridien mobile avec un plan fixe, et r comme la
distance du point mobile au sommet. Si 'on veut que
db soit I'angle de deux génératrices consécutives, il faut

écrire
. dr B
Sd = me =

(Z désignant I'angle des génératrices avec I'axe).

On construirait cette trajectoire en faisant subir i la
trajectoire plane qui correspond aux mémes valeurs de /2
et k )atransformation qui consiste i changer % enYsini,
puis en enroulant le plan sur la surface du cone.

Nous avons jusqu'ici supposé qu’il s’agissait d’une
force attractive. Examinons rapidement le cas d’un
mouvement plan di a une force répulsive, centrale et
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constaute. Il est aisé de voir que I'équation difiérenticlle
de la trajectoire est

dr /TR
N== \//'_?(h Dy

La constante & est toujours positive. La constante A
peut étre positive, nulle ou négative, mais la somme
I+ r demeure toujours positive. L’équation

r’(h—;—r)—lﬂ: o

aunc, et une seule, racine positive r,. Sil’on construit
la circonférence de rayon 7y, la trajectoire est tangente
extérieurement a cette circonférence et présente a peu
prés Paspect d’une branche d’hyperbole.

Les propositions, que nous avons énoncées comme
généralisation de celles de la parabole, subsistent sans
grande modification.

Observons seulement que, dans le cas particulier ou
la consiante A est nulle, la circonférence directrice, de
rayon h, se trouve réduite a un point. On a alors

rsinda = k3 et psina=2r.

Cette derniére égalité montre que le rayon de cour-
bure est double de la normale, limitée & la perpend:-
culaire menée par U'origine sur le rayon vecteur.

Si 'on cherche & décrire la trajectoire, comme pour
le cas de la force attractive, en faisant rouler une surface
du sccond degré sur un plan, ou est conduit a des ré-
sultats imaginaires.



SUR UN THEOREME CONNU ;
Par M. Giacomo CANDIDO, a Pise.

Le but de ce petit article est de remarquer comment,
par unc trés simple généralisation du théoréme suivant,
s’obtiennent quelques autres propositions d’une certaine
importance : Par le sommet A d’un triangle ABC on
méne les perpendiculaires aux cétés AB, AC, qui
coupent en D et en E le cercle circonscrit au triangle.
Démontrer que le quadrilatére ADBE (ou ADCE) est
équivalent au triangle ABC ( Nouvelles Annales, 1884,
p- 494) (A).

Considérons le triangle ABC, son cercle circonscrit
ctles droites AY, BY, CY, conjuguées isogonales de trois

droites quelconques AX, BX, CX par rapport aux trois
angles ABC, lesquelles coupent le cercle circonscrit res-
pectivement en Ay, Ay; By, By; Gy, C,. On a alors

PN PN
CiAC, == —y— 20, CCA =m—8, AC; C = §,
PO PN
BCA —y+20 (0= 5CC— G CR)

(onobservera que les AX, AY ont été prises internes aux
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angles, mais il va sans dire que ce scrait la méme chose
si AX, AY étaient externes). De ce qui précéde,
N N
G, 0C=12(8—10), COCy=12(a—b),
N AN
AOC; =20, AOCy=a(v+0).

D’aprés ces formules, on a évidemment
o . : R2 | .
0 | aire CC,A(Q:—:[51n20+smz(x~——0)
I : 4
( ~“+ sin2(f - 0)~+sina(y+0)].
Observons d’abord que la valeur de (1) ne s’aliére
pas en changeant a avec {3, et, par suite, les équivalences
suivantes ont lieu cn méme temps :

aire CC,AC,= CC;BC, = Qy,

aire AA; CAy= AA,BA, = Q.

aire BB, CB, = BB;AA,; = Q.
Ecvivons

2
l%[sinzf) +sina(2— 0)+ sin2(f — )+ sina(y +0)]

=2 R2sina sin 3 siny;
on voit d’abord que cette équation est vérifiée par
™
() = 5 s
ce qui démontre le théoréme (A). On observe que la
méme chose peut se démontrer pour Q, et Qs, et, par
conséquent : Siles isogonalités en A, en B et en C sont

. . [ T n T
respectivement % B, S Thona

Q1= Qy=Q3=35.
Remarques. — I. On voit facilement que la condition
d’isogonalité indiquée dans ce théoréme conduit a la
réduction des points Ay, As, By, B., Gy, G;, a trois seu-
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lement, qui, avec les trois sommets du triangle, nous
donnent un hexagone inscrit qui a quelques propriétés
remarquables. Par exemple : Les angles et les c6tés de
cet hexagone sont respectivement égaux entre eux.
Cet hexagone est équivalent au double du triangle
Sondamental.

II. En posant AjAy,=1,, ByBy=10, C,Co= ., il
existe une isogonalité particuliére pour laquelle, parmi
les rectangles al,, bly, cl., il y en a un équivalent a la
somme des deux autres. Les droites conjuguées isogo-
nales AA,, AA,, ... sont en ce cas les hauteurs et les
droites qui joignent les sommets du triangle au centre
du cercle circonscrit. '

Ces deux remarques seront vérifiées aisément par le
lecteur.

Rappelons maintenant le théoréme suivant : Si de
deux points X et Y de deux droites conjuguées isogo-
nales par rapport a un angle BAC on abaisse des per-
pendiculaires XM, YN, XP, YQ sur les cdtes, MP est
perpendiculaire & AY et NQ a AX.

Considérons alors les droites de Wallace (ou de Sim-
son) des points A, et Ay, ct, par le théoréme précédent,
on voit facilement que 'angle gu’elles font entre elles
(celui-ci opposé a A) est égal a m — A — 26; d’ou cette
proposition.

Pour que les deux droites de Wallace des points A,
et A, soient rectangulaires entre elles, il faut que

Ve .o o I T
l'isogonalité soit O = - <— — A).
2 \2
Diailleurs, pour cette condition d’isogonalité, on a

20—1—;\?‘-:"
2
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et ceci nous conduit a la proposition de M. Goffart
(Nouvelles Annales, 1884, p. 397) : Les droites de
Simson relatives a deux points diamétralement opposés
du cercle circonscrit & un triangle donné sont rectan-
gulaires entre clles.

[C2h]
SUR LE SECOND THEOREME DE LA MOYENNE;
Par M. TIKHOMANDRITZKY.

On démontre le second théoréme de la moyenne,
appartenant a M. Bonnet, indépendamment du premier
(voir les Cours de M. Jordan et de M. Demartres);
cependant, dans le cas ou le facteur de la fonction a
intégrer, lequel varic dans le méme sens entre les li-
mites de I'intégrale, admet une dérivée, le second théo-
réme de la moyenne n’est qu'un simple corollaire du
premier. Comme je ne sais pas si cette remarque a été
faite avant moi, je vais le montrer ici.

Soit donnée I'intégrale

X
) l=f f(2)s(x)da,

J(z) variant dans le méme sens lorsque x croit de 2
a X et admettant une dérivée f'(x). En intégrant par
partics, on aura

(2) I:[f(z)v[xap(x)dx]j —Ix‘[rq(.z‘)(le’(x)dx,
[

s X

ou
X x

X .
(3) [='/(X’)/‘ () dx -- s(x)de f'(x) dx.
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Mais, f'(x) conservant son signe entre les limites de
I'intégrale, car f(x) varie toujours dans le méme sens
d’aprés notre supposition, on aura, par le premier théo-
P ! ’ )
réme de la moyenne,

X x £
W [ [ s@dnr@de= [ g dalfX)= @),

£ désignant une quantité comprise entre x, et X,
(3) oL E <X,

in portant la valeur (4) de lintégrale dans l'équa-
tion (3), on aura [en remplacant de plus I par sa va-

leur (1)]
X
5 Nx)ye(z)de
(6) Yo

X 3
— /0 [ o @ de (£ fiw] [ (e dr.
En ouvrant les parentheéses, on réduit de suite cette
formule a la forme de Weierstrass (suivant M. De-
martres),

X i3 X
&) f J@) 5@y de =) [ el@) der f(X) fE 4 (@) dz,

ct en ajoutant et cn retranchant une méme quantité
facile a voir, on la raméne a la premiére forme de

M. Jordan (p. go, t. II, 17 édit.),

r X

ff(x)é(x)dz
(8) {77 X X
=f@) [ @ des[fX)— fa) [ @) de.
fo[ﬂwxf fx]fiwv:v

Enfin, en transposant a gauche le premier terme du
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second membre de la méme équation (6), et en posant
(9) S(z)— f[(X)= (=),

ce qui donnera une fonction conservant son signe entre
les limites de 'intégrale, on aura la formule de M. Bon-
net (voir Demantres, I Partie, p. 109),

X 13
(10) f 2(@)h(2)dr =Y(20) [ o(a)ds.

CERTIFICATS D'ETUDES SUPERIEURES
DES FACULTES DES SCIENCES.

SESSION DE NOVEMBRE 1898. -- COMPOSITIONS.

Lyon.
ANALYSE.

I. On considére les courbes C définies par les équa-

tions
z = cost— ¢(t)sint,

(1) ¢y =sint + o(t)cost,
( z= t +9(2).

Former, entre la variable t et la fonction inconnue
o(t), U'équation differenticlle du second ordre E, la-
quelle exprime que la normale principale & C est
paralléle & la droite D

x = zsint, y =—scost.

E devient du troisiéme ordre et linéaire quand on

pose
dt’(t)’ O = 51‘_*?‘
Y'(t) YT de
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Intégrer et montrer que les diverses courbes C,
Sfournies par les diverses intégrales, sont les géodé-
siques d’une certaine surface 3. Etudier ¥ et ses lignes
de courbure,

Si dans les équations (1) on envisage ¢ comme une
seconde variable indépendante, on a un hélicoide déve-
loppable =. La génératrice a pour cosinus directeurs

sint —cost I

—_ = et | ==
Ve Vv V2
L’aréte de rebroussement est ’hélice H
z = cost, y=sinl, z =1

C est évidemment située sur I. La longueur de généra-

trice comprise entre C et Hest — o \/; Ccla fournit la
signification géométrique des deux cordonnées t et o
d’un point sur I. La normale a T est paralléele a la
droite D. C sera géodésique dés que son plan osculateur
passera par la normale. On a ainsi la condition [ diffé-
rentiant le systéme (1)]

2" x sint
y' oy —cost | =e(v—29")+2(1+0¢")(1+2¢9)=o0.
" I’
P S I
. . . ‘
C’est I'équation E qui devient, pour o = — %et Lout

calcul fait,
20"+ = o,
De la

{___
b =a-+bcos
2
G - -t
(2) B gy, hVa ot
sin —=* Va

.
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(2) fournit, avec les deux paramétres arbitraires ¢ et ¢y,
les géodésiques C de X.
Sur la développable Z, les lignes de courbure sont,
outre les génératrices, encore les trajectoires orthogo-
nales des génératrices, c’est-a-dire les courbes

¢ = const,,

en vertu de la signification géométrique de %.

1. On envisage, dans le plan de la variable com-
plexe z, Uorigine O des coordonnées, le cercle C de
rayon R et de centre O, les deux points v, z=1 et
Y’y 2= —1; enfinun contour K ainsi défini : deux arcs
de cercle décrits autour de y et ' comme centres avec
le rayon o et reliés par deux paralléles ) et N a
lUaxe des x.

Démontrer : 1° que la fonction

w=V(i—3)3(+3)

Y

Kx N ).

est uniforme dans le champ compris entre K et C;
2° que la valeur de l'intégrale

sz‘—lf,
u

prise le long de C, est indépendante de R.




(198)

Calculer 1 et exprimer au moyen de 1 Uintégrale

réelle
+1 dz
J =f Z—:-,—;.—T_T‘”__’
- \/(I——-.’L‘)“(l—i—-(l‘)

prisedey avy le long de I’axe des x.

On vérifie immédiatement que : 1° les seuls points de
ramification sont y et 7'; 2° 'élément de I est multiplié
par —i, {=\/—1, quand z fait le tour de y; 3° les
résidus de Tallérents a y et ' sont nuls.

Pour calculer T on fera R = o, ce qui réduit I -a

2wl

dz
sV —1 V=
[
Intégrons, en partant de ¥’ et y revenant le long du
contour K avec ¢ infiniment petit; on aura

MECANIQUE.

L. Soit P un paraboloide de révolution, dont I’équa-
tion, en coordonndées semi-polaires

3, r=yaiyy? et 0 = arc tangz,
z
est

Sur P se meut sans frottement un point M, de
masse un, attiré vers le sommet de P par une force
proportionnelle a la distance.

Construire et discuter les projections sur xy des
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trajectoires, en supposant la witesse initiale tangente
au paralléle de départ.
Cas ou le parametre p augmente indéfiniment.

Appliquer les 1théorémes des aires et des forces vives.
Quand p =0, P se réduit 4 un plan; les trajectoires
sont des ellipses ayant leur centre & origine, ce qui
s’apergoit a priort.

II. Une droite D roule sur une circonférence C avec
une witesse instantanée constante w,. G de son coté
tourne, avec une vitesse angulaire constante w, autour
d’un de ses points fixes O. Construire les roulettes fixe
et mobile qui interviennent dans le mouvement absolu
deD. Cas v 4+ w, = o.

Composition de deux rotations. La roulette mobile est
une circonférence tangente 4 C en O. Le cas w +wy =0
fournit une translation.

Marseille.

ANALYSE INFINITESIMALE.

Erreuvve tcnire. — 1° Les lettres Py s 7y s, t dési-
gnant, suivant l'usage, les deérivées partielles de la
fonction z qui dépend des deux wariables x et y,
démontrer que, pour toute surface développable, les
trois expressions

s—pr—-qy, P, 9
sont fonctions d’une seule d’entre elles, et que U'on a
la relation
rt — s?=o.

Démontrer les reciprogques.

2° Quelles sont les surfaces dont les lignes de pente
sont des lignes de courbure?
Les coordonnées sont supposées rectangulaires.
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2° On a ala fois
dz=pdzr + qdy =o,

p__ _ __d9 .
dr +pdz~ dy-+qds’

on c¢n déduit évidemment

pdp+qdg=o.
D’ou
—-———;l———— = const.

Vi prag?

Puisque p est fonction de g, les surfaces sont dévelop-
pables.

Ce sont donc les enveloppes d’un plan mobile qui se
déplace en faisant un angle constant avec le plan hori-
zonlal. .

Evrevve eratiQue. — L'équation différentielle

@y  dy -
T —i—ac‘-{;—ﬁxy—o,

ot o et B sont des constantes dont la premiére o est
posttive, admet une intégrale représentée par une série
convergente de Maclaurin.

Déterminer la loi des coefficients et Jtudier la

série
2 2%
y:y(,[l—i— L g -E-—z———w-’—m—‘.—...
(4+a)yx2 (+a)(3+a)x2x4§
3"&22"
+ (l+d)(3+1)..-(2ﬂ—l+u)><2></|><...><'2,n_'_“'].

Pour étudier cette série, on forme le rapport d'un
terme au précédent.
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MECANIQUE.

Errevve tcnite. — Dans un plan wertical un
disque homogéne de poids P peut tourner autour de
son centre O qui est fixe.

Sur ce disque est enroulé un fil flexible, inexten-
sible et sans masse dont les extrémités pendent werti-
calement de chaque cété du disque. Le fil ne peut pas
glisser sur le disque.

A Uextrémité A du fil est attaché un poids P égal
au poids du disque. A l'autre extrémité B du fil est

d

attaché un fil élastique BC dont on néglige la masse,
et dont la longueur, & Uétat naturel, est égale au
rayon du disque. Ce fil élastique porte & son extre-
mité C un poids P égal au poids qui est en A.

Ce fil sallonge proportionnellement & sa tension,
et il double de longueur sous Uaction d’une tension
égale a P.

Trouver le mouvement du systéme, sachant qu’il
"'y a pas de witesse initiale et qu'au commencement
du mouvement le fil élastique est & l'état naturel.

La longueur du fil non élastique est telle gu’au com-
mencement les points A et B sont sur une meme hori-
zontale située a une distance du point O plus grande
que le diamétre.

Ann. de Mathémat., 3* série, t. XVIIL. (Avril 18yg.) 12
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Soient :
M la masse de chacun des poids et du disque;
R le rayon du disque;
T et T' les tensions;

x la distance BC;
b I'angle dont le disque tourne du c6té du point A.

On a, au point A,

dzh
MREZ =P—T,
au point (
dxh d>r D
MBWI—MW_T—I,
pour le disque
MR CY ot R,
2 dt?

pour la longucur du fil élastique

De ces quatre équations, on tire facilement

. 20 Axxr
R —>ae =°

et, puisque les vitesses initiales sont nulles,

.o df dr
)R—(Z——a—(ﬁ = 0,

d’on, en vertu des conditions initiales,

3RO — o2 =—2R;
ensuiie on a

=P _p___",

de? R

3. . d*xr r—R
1)
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d’out facilement

_ 5%
x_R<2 cos 3Rt>'

Lalongueur x varic donc de R 4 3R.
On a alors

Re:-:?;;R<I—COS —Z_—ﬁt)

Le point A commence donc par descendre (et le
point B par remonter). Le point A s’abaisse de %R,

puis revient au point de départ.
Enfin, pour le point C, on a

r—Ro= R(85—3 TN
x RO__5R<8 3 cos /3R,)

Donc le point C descend d’abord, s’abaisse de g R au-

dessous de sa position initiale et revient au point de

départ.

Erreuve praTiQUE. — Une manivelle OA dont la
longueur est égale & 1™ tourne uniformément autour
de son extrémité O qui est fixe, en faisant cing tours
par minute.

A cette manivelle s’articule en A une bielle AB, dont
la longueur est 3™ et dont Dextrémité B glisse sur
une droite fixe A dont le prolongement passe par O.

On demande de déterminer graphiquement les
vitesses du point B au moyen d’une courbe dont les
abscisses seraient les positions de B et dont les ordon-
nées seraient les vitesses correspondantes & ces posi-
tions. '

Le centre instantané de rotation de la bielle AB est
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au point C rencontre du rayon OA ct de la perpendi-
culaire BC 4 la droite A.

\y 5

w la vitesse angulaire de OA
¢ la vitesse angulaire de la rotation de la bielle;
v la vitesse du point B sur la droite A.

Soient :

On aura
OA < v = CA x o,

¢=CB x<g;
on aura donc pour la vitesse

CB
"=OA><(°><-C_A.

On peut, par suite, construire la courbe demandéc
facilement point par point.

ASTRONOMIE.

Errevve tcrire. — Indiguer la série des opérations
nécessaires pour mesurer un arc de meridien.
Admettant que le sphéroide terrestre est un ellip-
soide de révolution autour de laligne des péles, mon-
trer qu'il suffit de connalttre les longueurs de deux arcs
de méridien situés a des latitudes différentes, pour en
déduire la forme et les dimensions de ce méridien.
Comment traite-t-on un ensemble d’observations?
La valeur adoptée pour le métre étalon est-elle trop
- forte ou trop faible?
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Erreuve praTIQUE. — Ktant données Uascension
droite et la déclinaison de la Lune & o, 4%, 8%, 12*
et 16" (temps moyen de Paris) pour une certaine
date; sachant en outre que la longitude orientale de
Marseille, par rapport au méridien de Paris, est
de12™13%,6; on demande de calculer I’ascension droite
et la déclinaison de la Lune & U'heure t, de la méme
date, t étant exprimé en temps moyen de Marseille.

Données numériques.

1898
novembre 20
a a. 3.
h h m s o .,
[ I 21.45.39,09 —9.32.16,2
Govenennn 21.54.17,27 —8.37.30,4
- SN 22. 2.51,27 —7.42.12,1
12..0..0.. 22.11.21,39 —6.46.26,6
16........ 22.19.47,91 —5.50.18,9
t = 2.40.32,8 (temps moyen de Marseille).
. Al A A3, At
h h m s m s S s S
o. 21.45.39,09 + 8.38,18 — 4,18+ 0,30 — 0,02
... 21.54.17,27 + 8.34,00— 3,88 + 0,28
8... 22. 2.51,27 + 8.30,12 — 3,60
12 22.11.21,39 + 8.26,52
16 22.19.47,91
0... — 9.32.16,2 +54.45,8 +3275 —5,3 +0,3
4... — 8.37.30,4 +55.18,3 + 27,2 —5,0
8... — 7.42.12,1 +55.45,5 + 22,2
12... — 6.46.26,6 4 56. 7,7
16... — 5.50.18,9
U = uyg-+ f.Au0_|_ S(S—_I).Azuo+ S(_SL(S:_E_)Aauo
I . 1.2.3
s(s—1)(s—2)(s—3)
+ 1.2.3.4 "Atu,

= U+ Ay Al A2A2+ AzA3 4 ALA".
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m s

b
t (en temps moyen de Marseille) = 2.40.32,8

Différence de longitude = 12.13,6

t (en temps moyen de Paris) =2.28.19,2

Log. Log.
S T,79099 Ay... +T,79099
(s—1)le —1,2810 Ay... —T,0720
(s—=2):3.... —T71,663 Aso.. +72,735
(s—3):4. —1,77 A,. . —2,5
Log. a. 8.
Al ool —+2,71448 —3,51664
Ay -+1,79099 -~T1,79099
Adjooooll, “+2,50547 -+3,30763
A2l -0,6212 —+T1,5119
Agevvvnii --1,0720 —T1,0720
) OY. L -+T1,6932 —2,5839
Al +T1,477 --0,724
PN —+2,735 +2,735
Azad. ... +72,212 —T,459
Avooii —2,30 --T,48
Ag ........... —-5,50 —5,50
Aol +4,80 —3,98

2" 472
s — =0,618

s—1 .

ra -=0,191 s— 1 =—0,382
¢_3_2= —o0, 46067 s—a2=—1,382
‘;5= —0,5955 s—3=—2,382

a. a.
m s . .

Ajat. L. —+5.20,235 —+33.50,6
Ag.A2, ... ... =+ 0,493 — 3,84
Agh3........ + 0,021 — 0,29
T VUL N -+ 0,001 — 0,01
Somme. ..... “+5.20,75 —+33.46,5

g = 21".45™.39%,09 — ¢°. 32".16", 2,

A o® =
Résultats 3

21" 50™.5¢% 84

— 8°.58'.29",7
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Nancy.

ANALYSE SUPERIECURE.
Erweuve tcrite. — I. Soient une équation ulge’-
brique irréductible f(x,))=o0 de degré m en y, et
une intégrale abélienne quelconque appartenant a

cette équation
2

= f ’c?(.z',}')dr,
o
o désignant une fonction rationnelle. Trouver les
diverses valeurs que prend cette intégrale lorsqu’on
Sfait varier le chemin d’intégration sans changer ses
extrémités; périodes polaires; périodes cycliques.

II. Etant donnée Uéquation diﬂ'érenlielle linéaire

e dy

da P =0

a?

oit les coefficients p et g sont des fonctions uniformes
de x, on considére un point singulier isolé a de ces
JSfonctions :

1° Montrer qu’il existe, relativement au point a, un
systéme fondamental d’intégrales possédant des pro-
priétés simples ;

2" Déduire de ces propriétés la forme analytique de
ces intégrales envisagées dans le domaine du point a;

3° Calculer effectivement ces intégrales dans le cas

viculier ot I’ sinZg
particulier ou tonap =0, q = —7———"5 » & pouvant

recevoir toutes les valeurs possibles.

GEOMETRIE SUPERIEURE.

Errevve tcrite. — 1. Etant donnés trois axes rec-
tangulaires Ox, Oy, Oz, a tout point M de 1’espace
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on fait correspondre un cercle s ayant son centre au
point O, son plan perpendiculaire a OM et son rayon
égal & cette droite :

1° Trouver le liewdu point M pour lequel le cercle s
est tangent au cylindre

Z—:—t—%;—lzo (a < b);

2* Ce lieu est une surface du quatiiéme ordre X.
Déterminer les sections de £ par chacun des plans de
coordonnées et les points doubles de la surface situés
dans ces plans ;

3° 8i l'on projette sur le plan des xy les sections
de T par des plans perpendiculaires & O z puis par des
sphéres de centre O, on obtient deux familles de
coniques homofocales, et les coniques d’une famille
sont orthogonales aux coniques de ’autre famille;

4° Les coordonnées x et y d’un point de £ peuvent
s'exprimer en fonction de la coordonnée z et d’un
paramétre u par les formules

xr =yb2— 32sinu; y=+ya>—s2cosu.

1I. Les cogrdonnées d’un point d’un paraboloide de
révolution étant exprimées au moyen de deux para-
métres par les formules

. R2
x = R cosv, ¥ = Rsiny, 3= —)
2p
on demande de déterminer sur cette surface un réseau
isotherme constitué par des paralléles et des méridiens.

La premiére question est I'étude d’un cas parﬁculier
de la surface de 'onde; woir Iarticle de M. Lacour dans
les Nouvelles Annales de 1898, p. 266.
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Pour la seconde question, on a

2
asr= 1+ o) dRe Redv= Re (o2 R"LI"’am:);
4 R2p2

il suffit de poser

VRE pt
du = _ll_"___pi_dﬁ

Rp ’
d’ou
wo YRFP VR pI—p
P R

pour avoir
ds?= R(u)*(du?+ dv?).

Toulouse.

CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL.

Eerevve gcrite. — L. Etant donnée une surface S
qui est de révolution autour d’une droite D, on consi-
dére les courbes C tracées sur cette surface et dont les
normales principales rencontrent constamment la
droite D. .

1° Déterminer les projections des courbes C sur un
plan perpendiculaire a D;

2° Indiguer quelle est la forme de ces projections
lorsque la surface S est un céne, et quelles sont les
transformées des courbes C lorsqu’on développe le
céne sur un plan.

II. Déterminer toutes les fonctions u de trois va-
riables x, y, z qui vérifient l'équation aux dérivées
partielles

o2u  Jtu 0w
el r
et qui sont de la forme

u=f(z)xp(y)>x¥(3).



( 190)
IL. Définition et détermination de la torsion d’une
cowrbe gauche en un point donné de cette courbe.

MECANIQUE RATIONNELLE.

Eereuve tcrite. — Ltudier le mouvement d’un
systéme pesant composé d’un fil de longueur constante
qui porte a ses deux extrémités A et A, deux poids

mg et myg. Ce fil passe sur une poulie fixe BC et dans
un petit anneau O placé au sommet d’un coéne droit
dont laxe est vertical, la partie OA du fil devant
rester sur ce cone et la partie BA, wverticale.

La masse de la poulie est M et son rayon de gyra-
tion k. On négligera la masse du fil.

Frreuve pratioue. — Déterminer le centre de gra-

. y . . . . 2 x3
vité de Uaire comprise entre la cissoide y*= et
a—x
son asymptote.
MECANIQUE APPLIQUEE.
Eereuve tcrite. — Zransmission du mouvement de

rotation entre deux axes paralléles par le roulement
de deux cames cylindriques.

Condition de roulement des deux profils. Exemples
simples.
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Probléme d’Euler : trouver Uun des profils connais-
sant Uautre; application au cas d’un cercle tournant
autour d’un point de sa circonférence.

Profils dérivés.

Evreuve praTioue. — Construire un systéme arti-
culé plan permettant dedécrire’hyperbole équilatére.

ASTRONOMIE 0U MECANIQUE CELESTE.

Errevve tcrite. — Définitions relatives aux paral-
laxes des éroiles et a celles des astres du systeme
solaire. Valeurs des parallaxes de la Lune, du Soleil,
des planctes principales, de quelques étoiles.

Des ascension droite et déclinaison d’une planéte,
observées a un méme instant, déduire [ascension
droite et la déclinaison géocentriques a cet instant :
1° dans le cas d’observations méridiennes; 2° dans le
cas d’observations faites ¢ un équatorial.

Indications sur la détermination des parallaxes.

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

Question 1732.

(1896, p. 296*.)

Etant donné un triangle ABC, rectangle en A, sur les
trois c6tés BC = a, CA = b, AB = ¢ pris comme diamétres,
on décrit les circonférences na, ©b, nc. Les trois demi-cir-
conférences supérieures comprennent entre elles deux
lunules, que nous désignons par l et l'; les trois demi-
circonférences inférieures forment entre elles un triangle
curviligne et un segment biconvexe, que nous representons
par tets.
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Prouver que :
1° La somme I +1' est équivalente & la surface % du
triangle;
2° La différence t— s entre le triangle curviligne et le

. C, . . be
segment biconvere est aussi équivalente ¢ la surface 5

3° Les centres de gravité des deux surfacesl + 1 et t —
sont situés sur la perpendiculaire élevée par le milieu de
Uhypoténuse a, symétriguement placés par rapport a

. N . . VI
cette droite, et a une distance d’elle égale a g e

(G. DosrtoR.)
SOLUTION
Par M. AUDIBERT.
On a évidemment
2 b
(1) l+l’+%‘f—=g(b=+c2)+ —g,
d’ott
I+l = é(—:y
ct
2}
(2) 1‘—;;’—+—_z+’—;(bﬂ+c2)—s,
d’ou
be
t—s = —-
2

(1) et (2) étant des identités, la somme algébrique des mo-
ments des surfaces, par rapport a I'hypoténuse et a la per-
pendiculaire élevée en son milieu, seront égaux de part et
d’autre, et y;, z; désignant les coordonnées du centre de gra-
vité de I + !’ relatives a ces axes, on déduira de (1) les équa-

tions
be +a3_7:c’ bc_*_zc2 +nb2 bc_*_zbz +2b’c‘3
> T LT 8 \2a T 3na 8 \2a¢  3ma 12a
be =t fa c? 2bc
) 20a Jra

nb'!<a b2 2bc>

b

be
2 (br—
—+ 12a(b c?),

+ —
2 2a 3na



d'ott on tire

Les coordonnées du centre de gravité de ¢t — s se déduiront
de méme de (2) a 'aide des deux équations

L,y
12 12a @ 27! 8 \2a 3ma
nb? [ be 2b2
*T(;&‘-sm)’
be(b2—c2)  be wec2 [a c? 20bc
-—-—————:-——xl—;—-—- —_—— e -—
1na : 8 <2 2a 31ra>
=b? [a b2 2.0c
—_8_—(;—2_(7—31:(1)’
qui donnent
wa
)’1:“———8—, ry = 0

Questions 1734 et 1735.

(1896, p. 3%%.)

1734. Sin—1 et n+1 sont deux nombres premiers plus
grands que 5, n est nécessairement de la forme n=3om,
ou n=3om=E12, et n2(n% + 16) est toujours divisible par
720. ( WOLSTENHOLME. )

1733. Si n—2 et n—+ 2 sont deuxr nombres premiers
plus grands que 5, n est nécessairement de la forme
n=3om-415ou n=3om=g. ( WOLSTENIIOLME.)

SOLUTIONS
Par M. DULIMBERT.

1734. 1l est évident d’abord qu’il ne peut s’agir que de
nombres supérieurs a 5, la plus petite valeur de n donnée par

les formules étant 7.
Un nombre quelconque rentre dans une des formes sui-

vantes :

3om, 3om=*1, ..., 3om=Ei14, 3om-15.
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Si nous tirons d’une de ces formes les valeurs de n 41 et
n 42, nous voyons que l'un de ces deux nombres a un divi-
seur évident, sauf dans les cas den = 3om et n = Jom %= 12.

Le nombre 720 est égal a 2¢.32.5. Prenons n = 3om. Alors
on a identiquement :

n?(nt—+16)=22.32.52.m2(22.32.52. m? + 2%)
24.32.52, m2(32.52.m? +- 22);

i

sous cette forme la divisibilité est évidente.
Prenons maintenant n = 3om Z=12. On a identiquement

n2(n?+16) = 22.32(5m =£2)2)22.32(5m - 22)2+ 2+

=2+.32(bm=2)2)32(Sm t2)t+ 22,

La divisibilité par 720 sera démontrée si 'on démontre que
la quantité entre accolades est divisible par 5. Or, si I'on dé-
veloppe le carré, on constate que deux de ses termes contien-
nent 5 en facteur; le troisiéme, 32.22, ajouté au terme 22,
donne fo. quantité divisible par 5. La divisibilité est donc dé-
montrée.

!
)

1733. La démonstration est identique a celle de la premiére
partic de la question 1734.

Autres solutions de M. R. DE MONTESSUS.

BIBLIOGRAPHIE,

CALcow pE cENErALIsATION, par G. Oltramare. Paris,
librairie A. Hermann, 189g.

L'Ouvrage que vient de publier M. G. Oltramare est le ré-
sumé de recherches entreprises depuis plusieurs années sur un
procédé de calcul symbolique auquel ’Auteur a donné le nom
de Calcul de généralisation, et sur les applications de ce
calcul. La méthode a pour base la représentation des fonc-
tions uniformes en séries d’exponentielles, envisagée déja par
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Liouville dansson Calcul des dérivées a indices quelconqueset
par Abel "dans son Calcul des fonctions génératrices et de
leurs déterminantes. Cette représentation, admise comme tou-
jours légitime, permet d’effectuer symboliquement avec une
facilité remarquable les opérations analytiques usuelles, telles
que la différentiation, I'intégration et, en général, les opéra-
tions distributives linéaires. Les problémes qui mettent en jeu
ce genre d’opérations comptent, on le sait, parmi les plus im-
portants qu’on ait a résoudre en Analyse. Le nouveau Calcul
permet de les considérer tous sous un point de vue général et
donne avec la plus grande facilité leur solution sous forme
symbolique : la difficulté consiste alors a remonter de la forme
svmbolique a la solution définitive explicite.

C’est a cet objet que sont consacrés les huit premiers Cha-
pitres de 'Ouvrage. On apprend a généraliser les fonctions
d'une ou de plusieurs variables, d’abord par une formule gé-
nérale déduite du théoréme de Fourier, ensuite par des pro-
cédés spéciaux, plus simples, variant d'ailleurs suivant la na-
ture des fonctions, rationnelles, exponentielles, circulaires,
logarithmiques, transcendantes diverses, etc.; comme on peut
en outre souvent imaginer bien des moyens différents pour
exécuter la généralisation d’une méme fonction, la comparai-
son des résultats donnera lieu & des identités plus ou moins
remarquables.

Avec le Chapitre X commencent les applications qui for-
ment la partie la plus intéressante et aussi la plus développée
de I'Ouvrage. On y trouvera notamment les formules pour la
différentiation a indices fractionnaires, la transformation des
séries en intégrales définies ou réciproquement, le calcul in-
verse des intégrales définies, enfin P'intégration des équations
linéaires, différentielles ou a différences finies, a une ou plu-
sieurs fonctions inconnues. Un trés grand nombre d’exemples,
d’un caractére un peu abstrait et uniforme, éclaircissent la
théorie générale et mettent en lumiére la puissance vraiment
remarquable du nouveau Calcul.

Le lecteur ne doit pas s’attendre a trouver les questions
abordées dans cet Ouvrage traitées avec la rigueur qui est de
régle dans la littérature mathématique contemporaine; il
n'aura pas de peine a signaler plusieurs résultats douteux ou
méme erronés. Il ne faudrait pas attribuer a ces imperfections
plus d'importance qu’il ne convient.
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Le souci de 'extréme rigueur a jeté, en France, un discré-
dit immérité sur toutes les méthodes qui n’y peuvent pré-
tendre. En les proscrivant, on se prive souvent d’un précieux
auxiliaire qui, s'il ne peut fournir les solutions définitives, en
rend I'élaboration plus simple. Envisagé a ce point de vue, le
Calcul de généralisation apparaitra comme un puissant
moyen d’investigation et pourra rendre de sérieux services aux
mathématiciens qui voudront s’en approprier les procédés au
prix d’efforts relativement peu pénibles.

QUESTIONS.

1819. Soient S et S’ deux coniques se coupant en quatre
points A, B, C, D :

1° Démontrer que le licu des points M tels que le faisceau
M(ABCD) soit harmonique, se compose de trois coniques pas-
sant par A, B, C et D. Former I'équation de I'’ensemble de ces
trois coniques;

2° Quelle relation doit exister entre les invariantsde S et S’
pour que, parmi les trois coniques trouvées, se trouve la co-
nique S; quelles sont, de méme, les relations nécessaires pour
que S et S8’ soient deux des trois coniques; quelle est alors
I'équation de la troisiéme? (H. Voer.)

1820. Etant donnés dans un méme plan un faisceau de co-
niques ayant entre elles double contact, et une courbe algé-
brique C%, on méne les tangentes communes a C% et a chaque
conique : déterminer le licu des points de contact sur les co-
niques. (V. RETALL)

1821. Le lieu des sommets des paraboles tangentes a une
conique centrale et ayant pour foyer un point fixe est une
courbe unicursale du douziéme ordre et de la dixiéme classe,
ayant un point sextuple, avec deux coincidences, en le point
fixe et en chacun des points circulaires & I'infini; ayant, en
outre, quatre points doubles ordinaires et six rebroussements.

(V. RETALL)
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[M241]

DEUXIEME CONGOURS DES « NOUVELLES ANNALES »
POUR 1898;

Par M. Raour BRICARD ().

1. On dit que six points d’une conique forment trois
couples en involution (ou sont en involution) quand les
trois droites joignant les points de chaque couple sont
concourantes.

Etablir que six points d’une conique peuvent étre
en involution de 1, 2, 3, 4 ou 6 maniéres différentes et
définir géométriquement, dans chaque cas, les posi-
tions correspondantes des six points.

II. On nomme téiraédroide la transformée homo-
graphiqgue générale de la surface de londe; en
coordonnées homogénes, une telle surface est définie
paramétriqguement par les relations

__Shu gy

t Tu 5,

Y Sl Ty

(1) —’= - =
Ju gy

3 J3u g3v

R A

Su, dyu, 3yu, szu étant les fonctions classiques de
Weierstrass formées avec les périodes 20, 2wy, 2wy}
30, Gyv, Gsv, dyv (2) étant les fonctions analogues
Sormées avec les périodes 2w, 2@,, 2%w;.

(') Mémoire ayant obtenu le prix.
(?) On désignera par ey, e,, e; les valeurs de pw,, pw,, pw,, pu étant
la fonction classique aux périodes 2w, 2w,, 2w;; par ¢, ¢,, ¢, les va-

Ann. de Mathémat., 3« série, t. XVIII. (Mai 18gg.) 13
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Vérifier que la surface (1) a seize points doubles,
situés six a six dans seize plans (plans singuliers); que
par un point double passent six plans singuliers; que
les six points doubles, P;, situés dans un méme plan
singulier sont en involution; que les seize points doubles
sont quatre par quatre sur les faces d’un tétraédre et
que les seize plans singuliel's passent quatre par quatre
par les sommets du méme tétraédre.

IlI. Montrer que les periodes (ou les modules) des
JSonctions elliptiques peuvent étre choisies de telle sorte
que les six points doubles P; (situés dans un méme
plan singulier) soient en involution de deuxr maniéres
différentes. Veérifier que la surface (1) est alors deux
fois tétraédroide, c’est-a-dire que les seize points
doubles sont, quatre par quatre, sur les faces d’un
nouveau tétraédre. Equation correspondante de la
surface.

IV. Montrer que les six points doubles P; peuvent
étre en involution de trois maniéres différentes; véri-
Jier que la surface (1) est alors trois fois tétraédroide.
Etudier les positions relatives des trois tétraédres
correspondants.

Former la relation qui existe en ce cas entre les

modules des fonctions elliptiques introduites < on pren-

es— e Ea— € , .
dra pour modules - 5 et 2 3>, verifier gu’elle
€1— €3 €1—2¢23

coincide avec l'équation modulaire pour n=3. Con-
séquence pour les périodes. Equation correspondante
de la surface:

V. Montrer que les six points doubles P; peuvent
étre en involution de quatre maniéres différentes et

leurs de pm,, p@,, pw,, pv étant la fonction analogue aux périodes
2T, 26, 2T;.
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que la surface est alors quatre fois tétraédroide. Déter-
miner en ce cas les périodes et les modules des fonc-
tions elliptiques. Equation de la surface; étudier les
positions relatives des seize points doubles.

VI. Montrer que les six points P; peuvent étre en
involution de six maniéres différentes et que la surface
est alors six fois tétraédroide. Périodes et modules des
fonctions elliptiques ; équation de la surface; positions
relatives des seize points doubles.

Nors. — On ne devra pas s'appuyer sur la théorie
des fonctions ou des intégrales hyperelliptiques ni sur
les propriétés de la surface de Kummer.

1.

1© Considérons, sur une conique U, six poinls que
nous désignerons par a, b, ¢, a;, b, ¢, (cette notation
élant celle que nous retrouverons dans 'étude de la sur-
face tétraédroide). Supposons-les en involution, de telle
maniére que les trois droites

aa,. bb,, ccy

soient concourantes. Nous désignerons par w, leur point
de concours (centre de U’involution).

Il peut arriver que ces six points soient en involution
d’une seconde maniére, de sorte qu’un des couples pre-
cédents soit conservé. Par exemple, les droites

aay, bey. el

sont concouranles en un point ws.

On se rendra facilement compte du fait suivant : les
points w, et w, sont conjugués par rapport a C. Réci-
proquement, on conslituera, de la maniére suivante, le
systéme le plus général de six points de la conique C qui
soient en involution de deux maniéres différentes : on
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choisit deux points w, et w,, conjugués par rapport a C.
Les deux points a et a, sont les points d’intersection
de C avec la droite @, w,. Par le point w, on méne une
sécante arbitraire recontrant C aux points & et b;. Les
deux droites wyb et w,b, déterminent les points ¢, et ¢
sur la conique C.

2° Supposons maintenant que les six points soient en
involution de deux maniéres différentes, et de sorte que
l’on ne rencontre pas deux fois le méme couple de
points. Par exemple,

Les droites aa,, bb;, cc; concourent en w,
Les droites ab,, be;, ca; concourent en wsy.

Je dis que les six points sont en involution d’une troi-
siéme maniére, de telle sorte que les droites

acg, b(l[, Cbt
sont encore concourantes.

Faisons en effet une transformation homographique
de la figure telle que les points w, et w, soient rejetés
a Pinfini et que la conique C devienne un cercle. On se
rend immédiatement compte que les deux triangles abc,
a;b.c; sont équilatéraux et inversement orientés. Il est
alors évident que les droites ac,, ba,, cb, sont paral-
leles, ce qui établit le théoréme.

La démonstration précédente permet d’ajouter ce qui
suit : Si on appelle w, le troisiéme centre d’involu-
tion, les trois points w,, vy, wy sont en ligne droite;
de plus, le segment limité par les points d’intersection
de C et de la droite v, wywy est divisé équianharmoni-
quement par deux quelconques des trois points Wy, Wa,
wy. En effet, dans la figure transformée, les trois points
Wy, Wy, wy sont rejetés a I'infini dans des directions incli-
nées a 120° les unes sur les autres.
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3° Les six points étant en involution des trois ma-
niéres que nous avons indiquées peuvent cncore I'étre
d’unc quatrieme, de telle sorte que les droites

adyg, th, Cl)t

sont concourantes en un point w,.

En raisonnant comme précédemment, on verra que
la figure est la transformée homographique de celle
Jformée par six points situés aux sommets d’un lexa-
gone régulier inscrit dans un cercle (les droites aay,
bey, by sont des diameétres). Les points vy, w,, v,
sont situés comme précédemment, et le point w, est le
pole de la droite w, w, w;.

4° En dernier licu, les points étant déja de trois ma-
niéres en involution (groupés comme il est indiqué dans
le 2%), ils peuvent I'étre d’une quatriéme, de sorte que les
droites

aay;, beyy, bies

concourent en un méme Point ‘l’,r
En appliquant le théoréme du 2°, on voit que nos six
points sont encore en involution de deux nouvelles ma-
nicres :
Les droites beg, ac, bya; concourent en un point wj;
Les droites ¢b;, ab, c¢;a; concourent en un point w}.

Les six centres d’involution sont aux sommets d’un
quadrilatére complet : sur chaque c¢oté de ce quadrila-
tére on rencontre les trois indices; les points w, ct o',
0, et W), wy ct w, forment deux a deux des couples de
sommels opposés; ces points sont aussi conjugués deux
A deux par rapport a la conique.

La figure formée dans ce dernier cas ne peut étre
réelle. Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que
tous les cas possibles ont été passés en revue et que, ala
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notation prés, les dispositions indiquées sont chacune
les plus générales de leur espéce.

1.

Nous emploierons la notation connue

Gall

—
= Tyl
su

Les relations qui définissent la tétraédroide deviennent
ainsi

S T0l Ty

Vv -
i T U Ta0 ¥,

2 = g Tar.

Nous obtiendrons les points doubles en cherchaut les
points ou le plan tangent est indéterminé; or au point
(u,v) le plan tangent a pour équation

l . N 3 12

Slolt T o0 Tool Toov T3l T30¥ 1

Tloll TV Tholt Teo? Gyl T3o9 O

Tlall TV Gl T T3UTye¢ O
On a

'
~

d j—
Saolt = —— u—=e
du \/P x

pu

= = \/pu —eg Y pu—ey= Il Tyoll.
2V/pu— ey

Dans le déterminant que forme le premier membre
de I'équation du plan tangent, on peut donc écrire les
deux derniéres lignes ainsi :

‘rgouc‘aoucwc T30U T1gU Gog  T1oU TaoU T39¥ O

Tlol Tag® 308 T U T309 S1o¢ 30U T1o¥ T20¢ O
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Pour que le plan tangent soit indéterminé, il faut et
il suffit que tous les déterminants du tableau précédent
soient nuls. On trouve aisément tous les systémes de
solutions, qui sont les suivants :

Tt = G'1o¥ = 0, G9gU = G50 = O, G3gU = G'3ov = O,

pu:pv:w.

A chaque systéme de solutions correspondent quatre
points doubles. Il y en a donc seize en tout, et 'on for-
mera facilement le Tableau de leurs coordonnées.

En posant

x = \/‘32— €3 \/52—53’ !
8= &/33— €1 \/53—31»
i 2\/01—* €2 \/’-1—525

ce Tableau est le suivant :

Tableau des points doubles de la tétraédroide.

Points. x. ¥. z. t.
a o .=y g8 I
ay 8 1
az — 1 - p !
ag o ¥ —3 1
b v o - I
b Y o a 1
b —y — 1
b — 0 1
4 — B o 0 1
Cr g o o (
cy —B —a o 1
cy B — 0 1
d 1 [ 1 0
dy — 1 I o
d,y T -1 1 o
d. 1 i —1 o
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Etudions la disposition de ces points.

On voit qu’ils sont quatre par quatre sur les faces du
tétraédre de référence ABCD. Les quatre points situés
dans une méme face sont deux & deux en ligne droite avec
les sommets de cette face. Ainsi, dans le plan ABC,

Les droites dd, et dy d; passent par le sommet A,
» o ddy et dydy » B,
» dd et dxdy » C.

On voit la raison de la notation adoptée.

Chaque sommet appartenant a trois faces est situé sur
six droites dont chacune contient deux points doubles.
Voici, par exemple, les six droites passant par le som-
met D (nous écrivons leurs équations en regard) :

Da a,, T =o, By +~vs=o,
Daya., r = o, By—vys=o,
Db by, y=o, Y3+ 2x =0,
Db by, y=o, Vi3 —ax =0,
Dec ¢y z =0, ar + By = o,
D ey ey, s =o0, ax — By =o.

On voit aisément que ces six droites sont les intersec-
tions mutuelles des quatre plans

ax + By +vyz =o (contenant @ a; b b, c ¢;),

—oar+By+ys=o0 » @ a; b bzcicy),
ax — By +y3=0 » ayazb bycrey),
zz‘+(§y—yz=o » ayazb b.c c;).

Ainsi les points doubles situés deux a deux sur des
droites concourant en un sommet du tétraédre sont situés
six par six dans quatre plans. On trouvera, cn tout,
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seize plans singuliers analogues dont voici le Tableau :

ax + By 413 =o0 contenant les points @ a, & b, ¢ ¢, ,

az+ By —yz=o0 » ayaz by bze ¢,
ax — By +yz=0 » ayas b b cycy,
—ax+B3y+yz=o0 » a a; b;breycy,
Y+ 3 +at=o0 » b brcyc dyd;,
Y+ 3 —at=o0 » b:b; ¢ cydyd;,
Yy — & +at=o0 » b:bicyc, d dy,
— ¥y + 3 +at=o0 » b byc cpd d,
5+ x +Bt=o0 » ¢ cyaza;d;dy,
s+ x —ft=o0 » CzCra ayd;dy,
z2—x +f8t=o0 » cxCaza; d dy,
— s +x +Bt=0 » c cya ayd dy,
r 4+ y +yt=o0 » a a;byb,dyd,y,
r 4y —yt=o0 » ’lyatb b; dxdy‘a
xr — ¥y +yt=o0 » Ay ayg brb, d d.,
— X + ¥y 4+ vyt =0 » (la;b b;dd;.

On voit que chaque point double appartient a six
plans singuliers. En outre, la droite joignant deux
points doubles quelconques est V'intersection de deux
plans singuliers.

Considérons enfin les points doubles situés dans un
méme plan singulier, par exemple les points a, a;, &, &,,
¢, ¢;. Les droites aa;, bb;, cc; sont concourantes au
point D. Soit L la trace du plan (aa,bb.cc,) sur le
plan ¢ = o. On voit immédiatement que les points a, a,
divisent harmoniquement le segment de la droite Daa,
compris entre le point D et le point d’intersection de
cette droite avec L. On a un fait semblable relativement
aux points b, b, et aux points ¢, c.

Cela posé, on ale théoréme suivant, dont la démons-
tration est des plus simples : Etant données une droite L
et trois droites concourantes dont chacune porte deux
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points qui divisent harmoniquement le segment limité
par le point de concours et la droite L, les six points
ainsi déterminés appartiennent & une méme conique,
sur laguelle ils sont évidemment en involution.

Les points a, a;, 0, b,, ¢, ¢, sont donc en involution
sur une conique, et nous avons établi toutes les propo-
sitions énoncées dans le § 11.

1.

Considérons encoreles six points doubles a, a;, b, b,
¢, ¢, situés dans un méme plan singulier. Ces points
seront en involution d’unc seconde maniére (§ 1), si les

droites
aa;, bey, cby

sont concourantes.

Il suffit d’exprimer pour cela que les plans Aaa,
Abcy, Acb, ont une droite commune. Or ces plans ont
pour équations respectives

Aaa,, 8y +vs=o,
Abe,, V54 al =o,

Achy, y--s—at=o.

On trouve la condition
. 0 .
([) . P ="

On voit de plus que le nouveau centre d’involution est
dans le plan r = o, c’est-a-dire sur I'aréte BC. Ce ré-
sultat pouvaij, ¢ure prévu, puisque ce nouveau centre
d’involution doit étre conjugué du premier D, par rap-
port & la conique (aa bb.ce,) (§1).

Cette condition étant satisfaite, on vérifie que les
seize points doubles sont répartis quatre par quatre, sur
les faces d’un nouveau tétraédre T'. Nous donnons ci-
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dessous les équations des faces de ce nouveau tétraédre,
et nous mettons en regard les points contenus dans ces

faces :
y—+ 5 =o, a, ag dy, d,

Yy — & =o, Ay, Az, d, dy,
z+B1=o, br, by, ¢, cy,
r—fBt¢

o, b, b, ¢y c4.

Deux des sommets du nouveau tétraédre sont situés
sur I’aréte BC; les deux autres, sur 'aréte AD; sur cha-
cune de ces arétes on a une division harmonique.

Relation entre les modules et les périodes et équa-
tion de la surface. — Pour plus de simplicité, nous
prendrons comme modules les quantités

- Cy— € I3— £
K= - !, K' = 1(‘).
€3— €y €3— 2

La condition (1) s’éerit alors

KK =r.

Les fonctions pu et pj introduites ont méme inva-
riant absolu et par suite méme rapport de périodes.
Comme les quantités e,, e, e; d’'une part, ¢, 2., e; de
Vautre, n’interviennent évidemment dans I’équation
de la surface que par leurs rapports mutuels, on peut
poser sans inconvénient

ey ==z = K—+~!.
ea=z3=—2K 1.
€3=2%y= K —o.

(') Cela n’est pas conforme aux prescriptions de 'énoncé, et je
pric 'autcur de la question de vouloir bien m’en excuser. J'aurais
da grouper les points de maniére a étre conduit a la condition a = 2,
52 — €&,

- y . s s e — e 3
ce qui m’aurait amené & prendre pour modules *——* et

g —¢
1 3 1 3
On remarquera en outre que, pour simplifier les formules, j'ai
écrit K au lieu de K2, comme on le fait d’habitude.
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On a bien ainsi

e+ eyt e3=zc + e+ 3= 0,

€9— €1 _ &3 & K

€3 — €4 E9— &4

Les relations qui définissent la tétraédroide deviennent
alors
7 i K—)(pi— K1),

2 —_—
‘Z—:(pu+tzK—|)(pv— K—i—').)’
— = (pu— Kr%z)(p_v—l—'zK— 1),
ou, plus simplement,

—_— _—_)\[J.,
Y _
2= i K1),

= =(hA+1)(p+K),
en posant
pu—K—1=3), pv—K-——1=23p,
et en supprimant le facteur g dans chaque second
membre, ce qui est une simple transformation homo-

graphique.
Un calcul facile donne 'équation de la surface

[(1—K)x2— y2+ Kz2+ (K— K2)¢2]
X [(1—K)a2+ Ky? — 52+ (K — K2) 2] — (K2— 1222 2 =o.
IV.
Les points doubles a, a., b, b,, c, c, seront en invo-

lution de trois maniéres différentes si les droites ab,,
bey, ca, sont concourantes (§ ). On trouve aisément la
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condition
(2) 224 B2 4 y2— 28y —aye — 228 =o.
Cette condition peut s’écrire

o.y B 1
Yy o a 1
B a2 o 1

1 I o

ce qui exprime que les quatre points ay, b, cz, d sont
dans un méme plan.

On peut écrire de huit maniéres la relation précé-
dente, en changeant dans le déterminant les signes de
certains éléments, de telle maniére que la relation ne
soit pas altérée. On a par exemple

v
o —y B
Y 0o —a 1
=0,
B —a o 1
— 1 1 1 o

ce qui exprime que les quatre points a;bc,d, sont dans
un méme plan. En procédant ainsi, on reconnait que
les points doubles sont répartis quatre par quatre sur
les faces de deux nouveaux tétraédres. Cette répartition
est indiquée dans le Tableau suivant :

a b;cyd;,

. , . azb Cy dx,
Deuxiéme tétraédre : T,

a; byc dy,

ayb;czd,

ag b C_z-dz,

Lo , . dybt (4 d,t,
Troisiéme tétraédre : T3
a byce dy,

— ettt

azbycyd.
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Voici maintenant quelques mots sur la disposition
des trois tétraédres : dans chacun des quatre plans sin-
guliers qui contiennent le sommet D du premier 1é-
traédre, les six points doubles sont en involution de
trois maniéres ditlérentes et on sait (§ 1) que les trois
centres d’involution sont en ligné droite. On voit donc
que les sommets des deux nouveaux tétraédres sont deux
a deux en ligne droite avec le point D. Cette remarque
s’étend aux autres sommets. En outre, il est évident que
chacun des téiraédres jouit des mémes propriétés par
rapport aux deux autres. Ainsi les trois tétraedres
sont tels que la droite joignant deux sommets quel-
congues de deux d’entre eux passe par un sommet du
troisieme. On rcconnait le systéme desmigque de trois
tétraédres, étudié par M. Cyparissos Stephanos (1).
Pour les propriétés de cette configuration remarquable,
nous renverrons au Mémoire cité en Note, ou a la Géo-
métrie réglée de M. Koenigs (Chap. V).

Relation entre les fonctions elliptiques introduites.
— La relation (2) peut s’éerive

‘ Vez— €y LV gy &

( +Ves—elez—sx+Vel—ez Vsl"‘ £y = 0.

(3)
Or nous allons montrer que cetle relation a lieu entre

les éléments pw,, pws, puwy et pw,, pwy, pw,, si lon
a entre les périodes la relation

11 résulte en effer d’une formule donnée par M. Jor-

(') Bull. des Sc. math., L. X1V,
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dan dans son Zraité d’ Analyse (') que I'on a alors

o 2w, *
2 PT_eY

eg— ey = (€g— ey )3 _—
) o ({3 ) £y ’

£

ce qui donne successivemnent

2<p -
(/ei—e;, \‘/32—53:(62—63)‘—\)"_—7

, 20
P =
20
o e
‘/83——31‘/23—812(63——61)"‘T)
3
2 3(—11—‘5’3\)
‘/91—62:/51—‘:2:(81“"6'2)—— k H

on tire aisément de la la relation (3).

La relation entre les modules des fonctions elliptiques
introduites coincide donc avec 1'équation modulaire
pour n = 3. Cette relation est

(6 VEK + V(K =1)(K'—1)+1=0;

on la rendra facilement rationnelle (cette forme est
d’ailleurs classique).

Dans une Note insérée au Bulletin de la Soc. math.
de France (?), M. G. Humbert a moutré que la rela-
tion (4) est unicursale, et que I'on y satisfait en posant
=133 r+1)

T (A =033 h—1)’
O =0y
= A Fn3r—p

Kl

K

(1) Tome II, 2¢ édit., Chap. VI, p. 519, formule (23).
(%) Tome XXVI, p. 235.
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Quant a I'équation de la surface, on l'obtient par
I'élimination de X et w entre les équations

_ﬁ:)‘P‘t
»? ,
j—?:()\—l—l)(p.—!—l )

(méme calcul qu’au § IlI), ce qui donne

[(K—1)a2+ y*— Ks+ (K — KK')2]

) < [(K'—1)x?+ y2— K'z2+ (K' — KK’ ) 2] + (K — K")2222 =,

ou P'on peut remplacer K et K’ par leurs valeurs données

plus haut.
V.

Les points doubles seront en involution de quatre
maniéres différentes, si les particularités du § III et
celles du § IV se présentent en méme temps.<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>