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[P1] [P2]

SUR L'IOMOGRAPHIE ET LA DUALITE
APPLIQUEES AUX PROPRIETES METRIQUES DU PLAN:

Pir M. L. RIPERT.

Préliminaires.

1. Lorsque 'on a donné, en Géométirie élémentaire,
les définitions des éléments métriques, dont les deux
principales, celles de la distance de deux points ct de
I'angle de deux droites remontent a I'antiquité, il est
clair que I’on ne pouvait pas se préoccuper de I'applica-
tion des principes de dualité et d’homographie. Pour
pouvoir appliquer ces principes, il ne faut douc pas
craindre de revenir en arriére, d’analyser les définitions
données, d’examiner comment I'on pourrait, sans chan-
ger leur signification, les transformer de maniére qu’elles
donnent prise & I'application successive des deux prin-
cipes.

Chasles, dans ses Mémoires annexés a I Apercu histo-
rigue, a défini le principe d’homographie comme résul-
tant de deux applications du principe de dualité. C'est
en effet le moyen le plus simple de démonstration.
Mais I'ordre d’application, naturel et logique, est : 1°la
transformation sans changement de nom des propriéiés,
c’est-a-dire I’homographie; 2° la transformation avec
changement de nom des propriétés, c¢’est-a-dire la dua-
lité. 11 parait wés difficile, en général, d’appliquer di-
rectement le principe de dualité aux propriétés méuri-
ques. Je me propose de prouver que cette application est

Ann de Mathemat., 3¢ serie, t. X\VIIL. (Mars 1899.) 7



(102)
toujours possible et méme facile quand les propriéiés ont
é1é préalablement généralisées par homographie.

2. Jadmets comme acquis et hors de contestation :
1° les principes eux-mémes et la généralité de leur ap-
plication aux propriétés projectives, d’ou il suit que le
probléme de application aux propriétés métriques re-
vient a donner a ces propriéiés le caractére projectif;
2° le double et fondamental théoréme de Chasles : Dans
deux figures homologues ou corrélatives, les rapports
anharmoniques d’éléments homologues ou corrélatifs
sont égaux; 3 I'existence symbolique, dans le plan,
d’une droite 7 de P'infini, qui se trouve déterminée par
les deux points imaginaires Iy et 1., dits points cy-
cliques, lesquels déterminent cux-mémes la famille des
cercles du plan (caractérisée par leur passage parly, I,);
4° la possibilité homographique de substituer, a cette
droite ¢ ou 1,15, une droite quelconque 7, déterminée
par deux points fixes arbitrairement choisis (réels ou
imaginaires, 7 ou ) Ny, Ny, qui déterminent cux-mémes
toute une famille de coniques pour lesquelles, dans un
précédent article (V. A., p. 446; 1898), j'ai proposé
le nom d’homoponctuelles (¢'est-a-dire astreintes a pas-
ser toutes par Ny, N,); 5° la corrélation de la droite n
ou N, N; (dontiou I, 1, est un cas particulier) avec un
point N, arbitrairement choisi, déterminé par deux
droites fixes données (r ou i) ny, n,, lesquelles déter-
minent elles-mémes toute une famille de coniques Zomo-
tangentes (¢’est-a dire astreintes toutes a toucher ny, n,).

Un cercle est déterminé si 'on donne son centre
(pole de 7) et un point, ou encore trois points. De
méme, une conique homoponctuelle est déterminée par
la donnée du pole de 7 et d’un point, ou cncore de trois

points. Une conique homotangente cst déterminée si
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I'on domnne la polaire de N et une tangente, ou encore
trois tangentes. La droite n sera dite droite fondamen-
tale dans les transformations homographiques, et le
point N point fondamental dansles transformations dua-
listiques.

Distance anharmonique de deux points.

3. La distance (métrique) de deux points A et B est
(ou s’exprime par) le nombre d’unités de longueur con-
tenues dans le segment AB. Cette définition implique ce
(ui suit :

Etant donnée (fig. 1) une droite d qui rencontre i en
un point I ct sur laquelle on prend deux points A et B,

e}

on considére, dans la famille des cercles (14, 1,) du plan,
un cercle T, qui sera dit cercle-unité, ayant pour pole
de 7 un point arbitraire Q et d’unrayon égal a I'unité de
longueunr arbitrairement choisie (*) On mene QI qui
rencontre I'en E; QA quirencontre i enJ, et JE qui ren-

AB ..
contre d en D. Le rapport ik cest-a-dire le rapport

(") Le cercle-unité cst indispensable pour déterminer la direction
et lc sens des segments. A chaque diamétre EQE’ correspond une
direction avec ses deux sens (QE, QE’). D'ou résulte, pour les défi-
nitions (4 et 7) la nécessité des coniques-unités (homoponctuelle ou
homotangente ).
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AB.DI = (ABDI), est la distance des

AD.BI
deux points A et B, ou longueur du segment AB (les
mots : par rapport a ¢ et au cercle-unité T', étant sous-
entendus).

anharmonique

4. Par généralisation, étant donnée (fig. 2) une
droite d sur laquelle on prend deux points A et B, et qui
rencontre la droite fondamentale 7 en un point Ny, on
considére, dans la famille de coniques homoponctuelles

Fig. 2.

(N4, Ny), une conique Ty qui sera dite conique-unité,
ayant pour pole de » un point arbitraire Q et d’ampli-
tude arbitrairement choisic. On méne QNy qui ren-
contre T' en E, QA qui rencontre 2 en J, et JE qui ren-
contre d en D. Le rapport anharmonique

AB.DNy,

AD.BN, (ABDN.)

sera dit la distance anharmonique des deux points A
ct B, ou la longueur anharmonique du segment AB (les
mots : par rapport d la droite fondamentale ¢t a la co-
nique-unité T étant sous-entendus).

5. Remarque. — Les fig. 1 et 2 peuvent étre faites
d’ane maniére indépendante; mais, si elles sont homo-
logues, en vertu du théoréme de Chasles (2, 2°), le rap-
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port (ABDI) dela fig. 1 est égal au rapport (ABDN,)de
lafig. 2. Il en sera d¢e méme pour deux rapports homo-
logues quelconques. Donc, toute relation entre des lon-
guewrs, exprimant une propriété métrique de la fig. 1,
subsistera entre les longuewrs anharmoniques homo-
logues de la fig. > et exprimera la propriété anhar-
monique homologue de cette seconde figure.

6. Applications. — 1° Un cercle de centre O (pole
de i) est le lieu des points M tels que la Jongueur OM
soit constante. Done, une conique homoponctuelle,
ayant O pour pole de n, est le lieu des points M tels que
la longueur anharmonique OM soit constante. Cette
constante scra dite le rayon anharmonique de la co-
nique homoponctuelle.

2° Une conique non cercle Cest le lieu des points M
tels que la somme ou diflérence de leurs distances a
deux points fixes I' et IV, dits _foyers, soit égale a la lon-
gueur 2a de Paxe focal (c’est-a-dire du diamétre S§/
déterminé par IY, F'). Le centre O (pole de i) est le con-
jugué harmonique du point K a I'infini sur cette droite,
soit par rapport au couple (F, ), soit par rapport au
couple (S, §). En désignant par R et I les extrémités
de I’axe non focal, qui coupe i en un point L, pole con-
jugué de K par rapport au cercle-unité I', on a

0S =08'=a, OR =OR'= 0, OF = OF = ¢,

avec a2 b2 = ¢2. Les polaires de I' et I par rapport
a C sont les directrices, etc.

Donc, une conique ron-homoponctuelle C est le lien
des points M tels que la somme ou différence de leurs
distances anharmoniques 4 deux points fixes F et I’ qui
seront dits foyers (par rapport a n), soit égale a la lon-
gueur anharmonique 2 a de la corde focale (par rapport
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an)8Y, déterminée par I et F'. Le pole O de n est le
conjugué harmonique du point K dintersection de n
avee cette droite, soit par rapport au couple (F, F’),
soit par rapport au couple (S, §'). En désignant par R
et R’ les exwrémités de la corde conjuguée de S/, c’est-
a-dire passant par O et le point L de n qui est pole con-
jugué de K par rapport a la conique-unité T, les lon-
gueurs anharmoniques OS ct OS' ou a, OR et OR’
ou b, OF et OF' ou ¢, sont respectivement égales, et 'on
a, entre elles, la relation a2z 82=c2. Les polaires
de I et I par rapport a C seront dites les directrices

(‘Ol‘l‘eS/IOIld(llllP.S‘ (par rappoit a n), ete.

Angle anharmonique de deux droites.

7. Etant douné un point D, intersection de deux
droites @ et b (fig. 3), ct dontla jonction au point fon-

damental N est Ja droite ny, on considére, dans la fa-
mille de coniques homotangentes (ny, 7,) une conique
arbitrairement choisic v, ayant ¢ pour polaire de N, et
qui scra dite conique-unité. Soit e une tangente a cette
conique menée par le point gny. On joint les points ga
ct N par la droite j, qui coupe e en je, et I'on joint je
a D par ladroite d. Le rapport anharmonique (abdny) (1)

(') On sait que le rapport anharmonique (@bdn) s’exprime, indé-
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sera dit Vangle anharmonique des deux droites @ et b
(les mots : parrapport a N et & y étant sous-cutendus).

8. Remarques. — 1° Il importe d’observer ici que,
tandis que la distance (ou longucur) anharmonique
admet, comme cas particulier (3, 4) la distance (ou lon-
gueur) métrique, il n'en est pas de méme de angle an-
harmonique, comparé i Pangle métrique exrprimé en
degrés et subdivisions de degrés. Cette question mérite
quelques développements, que, pour ne pas interrompre
'exposé actuel, je renvoie 4 une Note a la fin de cet
article. Dans ce qui suit, il sera exclusivement question
de Pangle anharmonique tel qu’il vieat d’étre défini.

20 Sila fig. 3 est la corrélative de la fig. 2, on a
(ABDN,) = (abdny). Donc, toute relation entre des
longueurs anharmoniques, exprimant une propriété
anharmonique de la fig. 2, subsistera entre les angles
anharmoniques corrélatifs de la fig. 3 et exprimera
la propriété anharmonique corrélative de cette der-
niére figure.

3¢ Par le point ¢gny, on peut mener a v deux tan-
gentes e et €, d'ou résultent deux droites d et d'. Mais,
de méme (3 ct 4), QI ou QN4 coupaient I' en deux
points E ¢t E/, d'ou résultaient deux points D et D', Les
rapports anharmoniques (ABDI) et (ABD'I), (ABDN,)
ct (ABD'Ny), (abdny) et (abd n,) sont respectivement
¢gaux et de signes contraires. Il ne peut y avoir aucune
difliculté dans les dualisations en faisant toujours cor-
respondre les rapports anharmoniques de mémes signes.

9. Applications. — 1° Une conique homotangente

pendamment de la considération de toute sécante. par la fonction
sin(a, b).sin(d, n)
sin(a.d)y.sin(b,n)
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ayant o pour polaire de N est 'enveloppe des droites m
telles que P’angle anharmonique (o0, m) soit constant.
Cette constante sera dite 'angle anharmonique de la
conique homotangente.

2° Une conique non-homotangente ¢ est I'enveloppe
des droites m telles que la somme ou la différence de
leurs angles anharmoniques avec deux droites fixes f
et f' qui seront dites focales (par rapport a N) soit égale
a I’angle anharmonique 2 A des tangentes s, s' menées
a ¢ du point d’intersection de f et f'. La polaire o de N
est la conjuguée harmonique de la droite & de jonction
de N au point focal ss'ff, soit par rapport a (f, f') soit
par rapport a (s,s'). En désignant par r et 7’ les tan-
gentes menées a ¢ du point d’intersection de o avec la
droite [ passant par N et qui est polaire conjuguée de h
par rapport a la conique-unité v, les angles anharmo-
niques (0,s) et (o,5) ou A, (o,r) ct (o0, r') ou B,
(0,f) et (0, f") ou G sont respectivement égaux, etl’on
a cntre eux la relation A* = B2= (2. Les poles de f
et f’ par rapport a G seront dits les points directeurs
correspondants (par rapport a N), ete.

Distance anharmonique d'un point & une droite.

10. La distance (méirique) d'un point A a4 une
droite d est celle de A a Tintersection de d avec la
droite qui joint A au point de £ qui est le conjugué har-
monique du point commun i ¢ et a d par rapport au

couple (I, I,).

11. La distance anharmonique (par rapport a n,
N,, N,) d’un point A i une droite d sera donc celle (4)
du point A a U'intersection de d avee la droite qui joint A
au point de z, conjugué harmonique du point commun
a n et d par rapport au couple (N, N.).
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12. Applications. — 1° Un cercle étant I'enveloppe
des droites dont la distance a un point fixe (pole de ©)
est constante, une conique homoponctuelle est 'enve-
Joppe des droites dont la distance anharmonique 4 un
point fixe (pole de ) est constante.

2° Une conique non-cercle C estle licu des points
tels que le rapport de leurs distances A un point fixe F
(foyer) et a une droite fixe d (directrice) soit constant.
Si le rapporte«t égal a 'unité, la conique est tangente a i
cn un point déterminé I (pole de 7); clle n’a pas d’autre
foyer et directrice possible que F et d; elle est dite
parabole et celui de ses diamétres qui passe par F est
Vaxe.

Une conique non-homoponctielle C est le lieu des
points tels que le rapport de leurs distances anharmo-
niques a un point I (foyer par rapport a n) et & une
droite d (directrice par rapporta n) soit constant. Si le
rapport est égal a 'umié, la conique est tangente a zen
un point N (poéle de n) Elle n’a pas, par rapport a n,
d'autres foyer et dirceuice que I¥ et d; elle sera dite,
dans ce cas, parabole par rapport & n, la droite NE
¢tant Paxe (par rapport a n). (Voir Mathesis, 1898,
p- 251.)

Angle anharmonique d’une droite et d’un point.

13. L’angle anharmonique (par rapport a N, ny, ny)
d'une droite a et d’un point D est celui (7) de la droitec @
avec la jonction de D au point d’intersection de @ ct de
la droite passant par N et conjuguée harmonique, par
rapport a (n,, n,), de la jonction de N et D.

14. Applications. — 1°Une conique homotangente
est le lieu des points dont I'angle anharmonique avee
une droite fixe (polaite de N) est constant.
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2° Une conique non homotangente ¢ est enveloppe
des droites telles que le rapport de leurs angles anhar-
moniques avec une droite f (focale par rapport a N) et
un point D (directeur par rapport a N) soit constant.
Si le rapport est égal a I'unité, la conique passe par N,
la polaire de ce point érant la tangente n. Elle n’a pas,
par rapport @ N, d’autre focale et directeur que fet D;
clle sera dite, dans ce cas, parabole par 1apport & N,
le point af élant V'axial (par rapport a N). (Mathesis,
loc. cit.)

Division anharmonique des segments et des angles.

15. Soit un segment AB d'une droite d dont le point
al'infini est I. On prend, de part et d'autre de A :

CAB
AM = WA = =2,
le point M étant entre A et B, ¢’est-a-dire dans la région
1 ) 8
de d qui ne contient pas 1. En prepant, dans cette
région, AD =1, on a

AM.DI _ AM.DI _ 1 AB.DI
AD.MI~ ~ AD.M'1 ~ i 'AD.BI’
ou
\B.MI AB.MT

AM.BI — AM . BI —

16. Par suite, aprés remplacement de ¢ par n : Un
segment AM d’une droite d, qui coupe n en Ny, sera
dit le Ai¢™me anharmonique du segment AB de d sil'on
a (ABMN,) = == k. Le signe + correspond au point M
intérieur par rapport ¢ n, c’est-a-dire situé dans la
région de d ou ne se¢ trouve pas le point Ny. Le
signe — correspond au point M extérieur par rap-
port & n, c'est-a-dire situé dans la méme rvégion de d
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que Ng. Le point My, défini par (ABM,N,) =1, sera

dit le miliew anharmonique du segment AB.

17. Corrélativement, N éitant le point fondamental :
Un angle (a, m) de sommet D sera dit le hifme anharmo-

nique de I'angle (a, b) de méme sommet si 'on a

(abmnp) ==*Fk,

n, ¢lant la droite de jonction de D et N. Le signe +
correspond ala droite m située dans la région de (a, b)

oune se trouve pas n,; le signe ala droite m située
dans la méme région de (a, b) que ny,. La droite m,
définie par (abmyny) =1, sera dite la médiane anhar-

monique du couple (a, b).

I8. Applications. — Les droites menées des som-
mets d’un triangle aux milieux anharmoniques des cotés
opposés concourent en un méme point, divisant anhar-
moniquement le segment compris entre le sommet ct le
¢01é dans le rapport de 2 a 15 ce point sera dit le centre
anharmonique du triangle. Corrélativement, les points
d’intersection des cotés d’un triangle avec les médianes
anharmoniques des couples opposés sont sur une méme
droite, divisant anharmoniquement I'angle du coté avee
le sommet dans le rapport de 2 a 1. Cette droite scra
dite 'axe anharmonique du triangle.

Conjugués et conjuguées anharmoniques.

19. Sur une droite d dont le point & Vinfini est I, le
conjugué harmonique d’un point O par rapport aux m
points M,, M., ..., M,, cst le point M défini par

O K m}\—“—— m M, I
oM "2, om, OM = Ly OM,



(112)

De méme, sur la droite d que coupe n en Ny, le con-
jugué anharmonique (ou par rapport 4 n) d’un point O
par rapport avec m points M, M,, ..., M, sera e point M
défini par la relation

M\Id m M, N,
Z oM1

Corrélativement, autour du point D, dontla jonction

au point fondamental N est ny, la conjuguée anharmo-
nique (ou par rapport a N) d’une droite o par rapport
aux M droites my, m,. ..., my sera la droite m définie
par Ja relation

uﬂin(m,np) E‘Hin(m,,nn)
N —- = ————— .

sin(o, m) 1 sinqo, my)

20. Applications. — Le théoréme de la polaire recti-
ligne de Cotes, qui cst déja une généralisation de celui
du diamétre de Newton, est un cas particulier du sui-
vant : Le liew des conjuguces anharmoniques d’un
point O par rapport aux m points d’intersection
d’une courbe d’ordre m par des sécantes issues de O
est une droite. Le théoréme corrélatif est : L'enveloppe
des conjuguées anharmoniques d’une droite o par rap-
port aux M tangentes menées d'un point de o @ une
courbe de classe M est un point.

21. Remarque. — On voit aisément que, pour des
segments en ligne droile ayant méme point-origine O,
ou pour des droites concourantes dont l'origine des

T . . M
inclinaisons est la méme droite o, les rapporls-—i—
MN,

sin(o, m) [ . .
representent respectivement, a un facteur

sin(m, np)
constant prés, la longueur anharmonique OM ou I'angle
anharmonique (o, m). Ceci posé, le théoréme des trans-
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versales de Newton est un cas particulier du suivant :
Le rapport des produits des distances anharmoniques
du point commun variable O de deux droites OA, OB,
qui passent par les points fixes A et B aux m points
d’intersection de ces droites avec une courbe d’ ordre m
est constant. Le théoréme corrélatif est: Le rapport des
produits des angles anharmoniques de la jonction
variable o de deux points oa et ob, situés sur des
droites fixes a et b, avec les M tangentes menées de ces
points @ une courbe de classe M est constant. 1l est
facile de passer de 1a & la généralisation et a la dualisa-
tion du théoréme de Carnot.

Eléments anharmoniques des angles et des segments.

22. Le cosinus (métrique) de I'angle D formé par les
. DE
droites @ et b est le rapport DA = (DEAT), obtenu en

décerivant de D un cercle T' coupant @ en A et b en B,
ct abaissant de B sur DA (dont le point & I'infini est I)
la perpendiculaire BE. En d'autres termes, le cosinus
de (a,b) est la longueur du segment DE, par rapport
a T, dont le rayon est I'unité. La longueur du seg-
ment BE est dite le sinus de (a, b). La tangente est le
rapport du sinus au cosinus, etc.

Par généralisation, j'appellerai cosinus anharmeo-
nique (par rapport a n) du couple de dioites (a,b) de
sommet D, le rapport anharmonique (DEAK) obtenu
en décrivant une conique homoponctuelle T, ayant D
pour péle de n, coupant a en A etben B, puis joignant
B au point L de n qui est pole conjugué par rapport a I
du point K d’intersection de a et n, prenant enfin le
point E d’intersection de BL et DA. En d’autres termes,
le cosinus anharmonique de (a, &) est la longueur anhar-
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monique du segment DE, par rapport a T dont le rayon
anharmonique est I'unité. La longueur anharmonique
du segment BE sera dite le sinus anharmonique
de (a, b); le rapport du sinus au cosinus sera la tan-
gente anharmonique de (a, b), etc.

23. Mais il est visible que ces définitions ont des
corrélatives.

Jappellerai quasi-cosinus anharmonique d’'un seg-
ment AB d’une droite d I'angle anharmonique (d, e)
obtenu en décrivant une conique homotangente v,
ayant d pour polaire du point fondamental N, dont
P’angle anharmonique (9 ) est égal a celui de la conique-
unité, et a laquelle les tangentes menées de A et B sont
@ ct b, puis, coupant b par une droite / passant par N
ct polaire conjuguée par rapport a vy de la droite k de
jonction de A a4 N, menaut enfin la jonction e de bl
¢t da. L'angle anharmonique (b, ¢) scra dit le quasi-
sinus anharmonique du segment AB; leur rapport sera
la quasi-tangente anharmonique de AB, etc. Je repré-
senterai ces éléments dans les tormules par les abrévia-
tions qu cos, qusin, qutg, etc.

24. Applications. — Dans tout wiangle ABC, consi-
déré par rapport & une droite n. on a, cntre les
longueurs anharmoniques @, b, ¢ des ¢otés et les lignes
des couples (b,¢c) ou A, (¢, a) ou B, (a, ) ou(, les
velalions

a b ¢
SmA - sinB T anG
D24-c2—ar  2+a =02 a+ b2—c?

= = 5 = 2
be cosA cu cosB ab cos ’

Dans tout triangle (a, b, ¢), éonsidérc par rapport a
un point N, oun a, entre lesangles anharmoniques A, B, C
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ct les quasi-lignes des segments BC ou a, CA ou b,
AB ou ¢, les relations

A B G
qusina  qusinb  qusinc
B2+ C2— A2 C24+A2—B2 A2+ B2—C2

BCqucosa  CAqucosh  ABqucose o

Bissectrices et bissecteurs anharmoniques.

25. Les bissectrices (métriques) d’un couple (b, c)
de sommet A sont deux droites passant par A, conju-
guées harmoniques par rapport a (b, ¢) et diamétres
conjugués d'un cercle de centre A. Dans un triangle
ABC, la bissectrice intérieure de A est celle qui coupe
BC dans la région ol ne se trouve pas le point a I'infini
de BC; autre est la bissectrice extérieure.

Les bissectrices anharmonigues (ou par rapport a n)
d'un couple (b, ¢) de sommet A seront deux droites pas-
sant par A, conjuguées harmoniques par rapport a (b, c)
¢t polaires conjuguées par rapport a une conique homo-
ponctuelle (N, N,) ayant A pour polaire de n. Dans un
triangle ABC, la bissectrice anharmonique intérieure
de A sera celle qui coupe BC dans la région ol ne se
trouve pas son point sur n; Iautre sera la bissectrice
anharmonique extérieure.

26. Les bissecteurs anharmoniques (ou par rapport
a N) d’un couple (B, C) des points de la droite a scront
deux pomis de celie dAroile, conjugues harmoniques par
rapport a (B, C) et poles conjugués par rapport & une
conique homotaungente (1, ns) ayant @ pour polaire
de N. Dans un triangle (a, b, ¢), le bissecteur anhar-
monique intéricur de a sera cclui dont la jonction a A
est dans la région od ne se trouve pas la droite AN;
I'autre sera le bissccteur anharmonique extériecur,
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27. Applications. — 1° Les trois bissectrices anhar-
moniques intérieures d'un triangle se coupent en un
méme point I, pdle de n par rapport & une conique ho-
moponctuelle tangente aux trois cOtés et qui sera dite
inscrite; deux bissectrices anharmoniques extérieures
et une bissectrice intérieure se coupent en un méme
point (15, I; ou 1.), pole de n par rapport 4 une co-
nique homoponctuclle tangente aux trois cotés et qui
sera dite ex-inscrite. Corrélativement, les trois bissec-
teurs anharmoniques intérieurs d’un triangle sont sur
une droite ¢, polaire de N par rapport i une conique
homotangente passant par les trois sommets et qui sera
dite circonscrite; deux bissecteurs anharmoniques ex-
térieurs ct un bissecteur anharmonique intérieur sont
sur une droite (I,,1; ou ig), polaire de N par rapport a
une conique homotangente passant par les trois som-
mets et qui sera dite ex-circonscrite.

2" G étant le centre anharmonique du triangle (18),
les trois droites AL,, BLj, CL, telles que Al BI, CI

soient les bissectrices anharmoniques intérieures de

N TN

L. AG, Ly BG, L.CG, concourent en un méme point L,
que Jappellerai point Lemoinien (par rapport a n).
Corrélativement, g étant (18) Paxe anharmonique du
wriangle, les trois points aly. bly, cl, rels que ai, bi, ci

soient les bissecteurs anharmoniques intérieurs de [, ag,

lybg, leeg, sont sur une droite I, que jappellerai la
droite Longchampsienne (par rapport a N), etc.

N
28. ltemarque. — D¢ méme que LAG représente
I'angle de sommet A dont les coiés sont LA et AG,

lag représente le segment dont le support est a et dont
les extrémités sont la et ag.
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Aires, périmétre et périangle anharmoniques.

29. L’aire d’un triangle est le produit de la base par
la moitié de la hauteur.

L’aire anharmonique S (par rapport a n) d’un
triangle sera le produit de la longueur anharmonique
d’un coté parla moitié de la distance anharmonique (11)
de ce cOté au sommet opposé. Les trois produits que 'on
obtient ainsi sont égaux.

L'aire corrélative S (par rapport @ N) d’un triangle
sera le produit de I’angle anharmonique d’un sommet
(c’est-a-dire des deux c6tés qui le déterminent) par la
moitié de ’angle anharmonique (13) de ce sommet avec
le ¢Oté opposé. Les trois produits que 'on obtient ainsi
sont égaux.

30. La somme (2p = a + & + ¢) des longuecurs
anharmoniques des cOtés a, b, ¢ sera dite le périmetre
anharmonique du triangle (par rapport a n).

Corrélativement, la somme (2P =A 4+ B+ C) des
angles anharmoniques des trois sommets sera dite le
/)c'ria/lgle anharmonique du triangle (par rapport a N).

31. Applications. — Toutes formules métriques telles
que
a b c abe

sinA ~ sinB sinG 25

=2aR, ...

reslent vraies quand on remplace les longucurs ct angles
métriques par des longueurs anharmoniques et des
angles anharmoniques, R et r étant alors les rayons
anharmoniques (6, 1°) des coniques homoponctuelles
circonscrite et inscrite.

Ann. de Mathémat., 3¢série, t. XVIIL. (Mars 18qg.) 8
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En outre, ces formules entrainent les suivantes, 7' et
R’ étant les angles anharmoniques (9, 1°) des coniques
homotangentes inscrite et circonscrite :

2s = BC qusina

=2yP(P—A)(P—B)(P—C)= "‘39 =2 PR/,
A B c ABC ,
—- _— —_— =2r, ceee

qusina ~ qusinb  qusinc 25

32. On reconnaitra aisément que les considérations
qui précédent renferment les éléments nécessaires pour
la généralisation et la dualisation de toutes les proprié-
tés métriques du plan. Il est également facile de prévoir
que des définitions, plus nombreuses sans doute, par-
fois plus compliquées, mais du méme genre, permet-
tront de généraliscr et dualiser les propriétés métriques
de P'espace.

Mais, entre la Géométrie planc et la Géométrie géné-
rale de P'espace, il existe un intermédiaire important,
la Géométrie de Uespace autour du point, dont j’ai
déji signalé Vutilité au point de vue des propriéiés pro-
jectives (Nouvelles Annales, p. 4465 1898). et qu'il est
indispensable de considérer au point de vue métrique.
Je reviendrai sur ce sujet dans un prochain article.

NoOTE.

Sur la division quasimétrique des angles et des segments.

La notion de l'angle anharmonique de deux droites a déja
été prévue, car, dans le Répertoire bibliographique [K10d]
sc¢ trouve cette mention : Eapression des angles a laide de
rapports anharmoniques.

Mais cette question, comme tant d’autres, se dédouble. Le
point de vue de 'angle anharmonique, auquel nous I'avons
examinée jusqu'ici, est celui qui se préte le mieux a Papplica-
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tion de la dualité; mais il n’est nullement impossible d’intro-
duire un point de vue quasimétrique, conscrvant la division
des angles en degrés et subdivisions de degrés, et conduisant,
par corrélation, & une division similaire pour les segments.

Un angle A/O\B est de k degrés si, en décrivant du centre O
un cercle qui coupe les cdtés en A et B et le prolongement
de OA en A/, puis inscrivant, dans le demi-cercle ABA’, une
ligne brisée réguliére de 180 cotés, le point B est le (k 4-1)¥me
sommet de cette ligne, A étant le premier.

De méme (définition 1), par rapport a n ou Ny Ny, un angle

,/\?O\B sera dit de k degrés si, en décrivant du pdle O de r
une conique homoponctuelle coupant un coté en A et A’ ct
l'autre en B, puis inscrivant, dans la deme-conique ABA’', une
ligne brisée de 180 cotés ayant des longueurs anharmoniques
¢gales, B est le (A +1)“m sommet de cette ligne, A étant le
premier.

Corrélativement (définition 2), par rapport a N ou ny ny, un
segment aob sera dit de k degrés si, en décrivant une co-
nique homotangente ayant o pour polaire de N et a laquelle
les tangentes menées de oa, 0b sont a, a' et b, puis circon-
scrivant & la demi-conique aba’ une ligne brisée de 180 somn-
mets ayant des angles anharmoniques ¢gaux, la droite b est
le (& +1)me coté de cette ligne, a étant le premier.

Examinons spécialement la définition 1. Elle s'applique sans
difficulyé quand, N; et N, étant imaginaires, le pole O de nest
intérieur. Il semble au premier abord qu’il n’en est pas de
méme quand, Ny et N étant réels, Ie pole O est extérieur, car
il peut arriver que les coniques homoponctuelles de pole O
coupent un cdté de I'angle et ne coupent pas l'autre, ou ne
coupent aucun cdté. Cette difficulté n’est qu'apparente.

Remarquons en effet que, lorsque 'on donne le péle O de n
sans donner un point de passage, les coniques homoponctuelles
sont seulement déterminées ’espéce; elles sont dans la méme
situation que deux coniques concentriques et homothétiques
(% —+ ;2 =:*:)\). Or, pour une méme valeur de 1}, il y a
toujours deux coniques homothétiques correspondantes ou
conjuguées, c’cst-a-dire ayant les mémes directions de dia-
métres conjugués, et il est indifférent, a ce point de vue, de
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considérer 'unc ou lautre. Il en est de méme pour les coniques
homoponctuelles, les diamétres conjugués étant remplacés par
les polaires conjuguées d’origine O. On peut donc admettre
que, au lieu de décrire du (centre ou) pole O une conique, on
décrira un couple de coniques conjuguées ou, ce qui revient au
méme, que 'on considérera la conique unique et double, de
X2 Y2
dimensions nulles <— -+ — = 0, ou sa transformée homo-

A B
ponctuellc). Par rapport a ce couple ou a cette conique

double, toutes les intersections de (diamétres ou) polaires
sont réclles.

Il est facile d’interpréter corrélativement la définition 2 (1).
D’ailleurs, dans ces questions, il ne s’agit ¢videmment pas de
faire des tracés, mais de donner des définitions telles qu’une
expression employée ait un sens. C’est dans ces conditions que
I'évaluation des angles en degrés et subdivisions de degré
pourra ¢tre maintenue dans les énoncés de théorémes et con-
servera méme, pour les segments, unc signification dans les
¢énoncés corrélatifs.

On peut dire, par exemple : Dans tout triangle ABC, Ies va-
leurs quasimétriques des trois angles intérieurs satisfont a
la rclation A + B + C = 180°. Mais, de méme, dans le triangle
(a, b, c),les valeurs quasimétriques des trois cOtés intéricurs
satisfout & @+ b + ¢ =180°, étant cntendu que ces valeurs
quasimétiiques sont cssentiellement différentes des valeurs
anharmoniques précédemment définies.

On peut observer encore qu'il y a quelque chose de peu sa-
tisfaisant & n'évaluer métriquement un segment que d’une seule
maniére, par sa longueur, tandis qu’'un angle peut s’évaluer au
moins de tiois maniéres : par 'arc sous-tendu (nombre de de-
grés), par ses lignes trigonométriques, et enfin par un rapport
anharmonique. Or, a ces trois modes pour les angles, la dua-

(*) Dans unc famille de coniques homothétiques, la conique de
dimensions nulles est celle qui passe par son centre. De méme, la
conique homoponclueﬁc de rayon anharmonique nul cst celle qui
passe par son pdle O de n. Corrélativement, la conique homotan-
gente d’angle anharmonique nul cst celle qui touche sa polaire o
de \ @ oc'est un systéme de deux points (7 ou 7).
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lité fait correspondre trois modes pour les segments. A l'angle
anharmonique correspond la longueur anharmonique. Mais,
aux évaluations des angles par degrés ou par lignes, corres-
pondent des évaluations des segments par (quasi) degrés et
par quasi-lignes. La conclusion que I'on peut en tirer est qu’il
y a bien des formes pour exprimer une méme propriété.



