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( 4 2 1 )

COMPOSITION MATHÉMATIQUE D'ADMISSION
A L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE EN 1 8 9 9 ;

SOLUTION PAR M. PHILBERT DU PLESSIS.

I. Indiquer comment sont situées par rapport au
système Oxyz des axes de coordonnées rectangu-
laires les droites Ae ;B qui ont pour équations

( A ) z=i,

(B) z —— 2, y — x — o>.

Chercher le lieu des centres S des sphères tangentes
à la f ois aux droites A ef B. Ce lieu est une surf ace
[S] : la reconnaître et donner ses génératrices recti-
lignes.

II. Constater sur Véquation de [S] que Ox, Oyy

Oz sont des axes de symétrie de celte surfacey et
montrer que ce résultat pouvait être prévu par la
seule connaissance des données du problème.

III. De chaque point x, y7 z de [S], on déduit un

point M, en diminuant Vordonnée y de ~—--•
r ' J (ix -f-i)2

Ecrire l'équation de la surface [M] ainsi déduite de
[S], et trouver les droites de la surface,

IV. Etudier la f orme et les transformations succes-
sives des sections de la surface [M] par des plans per-
pendiculaires à Oz, ety en particulier, les sections
faites par les plans z = o et z = î, cette dernière aussi
complètement que possible.

I. Les droites B et A sont les parallèles menées par
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les points de l'axe Os, de cotes — 2 et -f- 2, respecti-
vement à la bissectrice de l'angle xOy et à celle de son
supplément.

Les distances du point S aux droites A et B étant
égales, on a immédiatement

'À '2

OU

(1) xy= \zy

qui est l'équation du lieu [S] demandé.
Cette équation représente un paraboloïde hyperbo-

lique équilatère ayant pour sommet l'origine, pour plan
tangent en ce point le plan Oxy, et pour plans direc-
teurs les plans Oxz et Oyz. Ses deux systèmes de géné-
ratrices rectilignes ont pour équations respectivement

IL II suffit de remarquer que Ton peut, dans l'équa-
tion (1), changer simultanément le signe de deux des
coordonnées courantes, pour en conclure que la surface
admet les trois axes de coordonnées comme axes de sy-
métrie.

Géométriquement, on peut le voir ainsi :
D'une part, Taxe Oz se confond avec l*axe du para-

boloïde et, d'autre part, dans chaque système de géné-
ratrices rectilignes, l'un des axes, Ox ou O j , joue le
rôle d'axe de symétrie, puisque ces génératrices le ren-
contrent et lui sont perpendiculaires.

Ce résultat était d'ailleurs évident a priori, attendu
que les données sont symétriques par rapport aux trois
axes, chacune des droites A et B étant à elle-même sa
propre symétrique par rapport à O2, et ces deux droites



étant symétriques l'une de l'autre par rapport soit àOx,
soit à Oy.

III. L'équation (i) pouvant s'écrire

celle de la surface [M] sera

ou
('2') x[(ix — \)*y — 27] == /j.-

Si cette surface du quatrième degré possède des géné-
ratrices rectilignes, celles-ci seront nécessairement pa-
rallèles à des génératrices du cône des directions asym-
ptotiques ayant pour sommet l'origine. Or celui-ci a
pour équation

x*y = o,

c'est-à-dire qu'il se décompose en deux plans : Qyzy

pris triplement, et Oxz. Jl ne saurait donc y avoir de
génératrices de la surface que dans des plans parallèles
à l'un ou h l'autre de ces plans de coordonnées.

Si nous coupons la surface par un plan parallèle a
Oyz, il la rencontre déjà suivant une droite triple à
l'infini. Le reste de l'intersection se réduit donc à une
droite. Les équations de cette droite sont, en eiFet, si
l'on se reporte à (2),

Ce résultat était d'ailleurs évident a priori, attendu
que, la transformation consistant à réduire toutes les



abscisses égales d'une même quantité, une génératrice
du premier système du paraboloïde [S], dont toutes les
abscisses sont égales, doit se transformer en une droite.

La surface [M] du quatrième ordre, possédant ainsi
un système infini de génératrices rectilignes, ne saurait,
comme on sait, en posséder un second; elle ne saurait
même pas, en dehors de ce système, posséder de géné-
ratrices isolées. Celles-ci, d'après ce qu'on vient de voir,
seraient, en effet, parallèles au plan Oxz. Or, si Ton
coupe la surface par un plan parallèle à celui-ci, on ob-
tient, d'après (a'), en outre de la droite à l'infini, la
cubique dont l'équation est

Cette cubique admet pour asymptotes les droites

2 3- + l = O Ct [J.X— 4 ^ = 0 ,

et si, pour une certaine valeur de p., elle se décompo-
sait, les équations de ses asymptotes se mettraient en
facteurs dans sa propre équatiou, ce qui n'a jamais lieu,
puisque le terme restant ijx est indépendant de p..

IV. Si l'on coupe la surface [M] par le plan z = /i,
on obtient la quartique Q qui a pour équation

(3) (ix -HI)2(#X — kh) -h i-jx = o,

et dont les asymptotes, en évidence sur l'équation même,
sont les droites

x — o,

y = 0,

•2 x -f-1 = o,

cette dernière étant double. Il en résulte que la quar-
tique a un point Iriple à l'infini dans la direction de Oy;
elle est donc unicursale.
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Ces asymptotes restant les mêmes quel que soit /i,

toute la question revient à examiner la disposition de la
courbe par rapport à ces asymptotes pour les différentes
valeurs de A.

La méthode des régions, jointe à la considération des
deux points où l'axe des .r, asymptote, rencontre la
courbe à distance finie, suffit, dans tous les cas, à fixer
l'allure générale de la courbe.

Convenons tout d'abord de désigner par H l'hyperbole
équilatère qui a pour équation

xy — \h = o,

et de désigner par intérieur de cette hyperbole la région
du plan où se trouve son centre, et par extérieur celle
où il ne se trouve pas. Cela posé, examinons les divers
cas suivants :

i° h < o.
L'hvperbole H a alors la disposition indiquée sur la

fie- ' :

i

y/Y,, //, // ',/,//

L'équation (3) montre que, pour tout point de la
quartique Q, le binôme xy—\h doit être de signe
contraire kx. Or, le binôme étant positif pour le centre



de l'hyperbole confondu avec l'origine, puisque h est
négatif, il reste positif dans tout l'intérieur de l'hyper-
bole et négatif à l'extérieur. Il en résulte que la quar-
tique Q est à l'intérieur de H du côté des x négatifs, à
l'extérieur du côté des x positifs, ce qui est indiqué sur
la figure par des hachures tracées dans les régions où il
n'y a pas de points de Q.

Remarquons maintenant que la quartique coupe l'axe
des x aux points où les abscisses sont données par
l'équation

(4) i6/ia-*+(i6A — 27ïa?-i-4/1 = 0.

Comme on a

(5) (16A - 2 7 ) * — ( 1 6 / 1 ) * = 27(27 — 32/i) ,

quantité positive, puisque h est négalif, il en résulte
que l'équation a ses deux racines réelles. Leur somme

étant négative, et leur produit - positif, elles sont néga-
tives et, de plus, l'une est supérieure, l'autre inférieure
à leur moyenne géométrique -• Si donc AB est l'asym-
ptote 2X + i = o, les points M et N où la quartique
coupe O a: sont l'un entre O et A, l'autre au delà de A.
La connaissance de ces deux points, jointe à celle des
régions précédemment déterminées, impose à la courbe
Q la forme dessinée en trait gras sur la Jig. i.

On voit que cette courbe présente nécessairement un
maximum du côté des x négatifs au delà du point N.
Peut-elle en offrir d'autres? La dérivée de l'ordonnée
est, d'après (2),

' - = - 4 / « , 4 x „ ;
.'T2 (•;./• -f-



Pour qu'elle s'annule, il faut que l'on ait

— /i(>a?-hi)3-t- 27x* — o,

équation du troisième degré qui donnera pour la courbe
autant de tangentes horizontales qu'elle aura de racines
réelles.

Or cette équation peut s'écrire

_ h \ _!_ _± = o
\ X X

ou
-A(¥L±lV

ou en lin, en posant — /,

(6) M-ïr.^.o,

et Ton a pour cette dernière équation

quantité positive, puisque h est négatif. L'équation n'a
donc qu'une racine réelle à laquelle correspond la tan-
gente horizontale déjà trouvée.

Ici, c'est, par rapport à l'hyperbole H, la région inté-
rieure qui est négative et la région extérieure positive.
Le raisonnement employé dans le cas de h négatif
montre donc que les régions où se trouve la quartique
Q sont celles qui n'ont pas de hachures sur la Jig. 1.

Pour la réalité des points de rencontre de la courbe
et de son asymptote Ox, le binôme caractéristique est
toujours celui dont l'expiession (5) a été donnée plus
haut.

Comme h est maintenant positif, ce binôme est posi-
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tif si

On a alors deux points de rencontre réels M et N. C'est

Fig. 2. Fig. ?'.

WUï -'• / B!

le cas de la fig. 2. L'équation (4) montre d'ailleurs que

le produit O M X ON est toujours égal à -•

Lors donc que

auquel cas les points M et N se confondent, leur abscisse

est égale à -• C'est le cas de la fig. 2''.

Si Ton a
h> 27

32 '

les points de rencontre avec O x deviennent imaginaires ,
et Ton obtient la fig. ir/.

Pour ce qui est des tangentes horizontales, elles
sont, comme dans le cas de h <^ o, données par l'équa-
tion (6).



La substitution de — ooet o dans le premier membre
de cette équation donnant les signes — et -h, il y a né-
cessairement une tangente horizontale réelle dans l'in-
tervalle, ou, puisque

t-i'

entre a: = o et x = • C'est la tangente horizontale

à la branche de courbe située entre les asymptotes Oy
etAB.

Les deux autres tangentes horizontales seront réelles

si le binôme caractéristique, dont l'expression (7) est
donnée ci-dessus, est négatif, c'est-à-dire si h < 1 : c'est
Je cas des fig. 2, 2' et iff.

Si h est >> 1, les deux tangentes horizontales devien-
nent imaginaires : c'est le cas de la fi g. iff/.

Lorsque ces tangentes sont réelles, il en résulte né-
cessairement l'existence de deux points d'inflexion, l'un
entre leurs points de contact, l'autre au delà du second
point de contact. Mais ces deux points d'inflexion



peuvent persister après la disparition des deux tan-
gentes horizontales, comme le montre la fig. iffl. Cher-
chons donc à partir de quelle valeur de h ils s'éva-
nouissent.

En dérivant l'expression de j ' écrite plus haut, nous
avons

Les abscisses des points d'inflexion sont donc données
par l'équation

h ( 2 x -+- i ) '• — 3 v xz = o .

Si nous faisons encore la transformation

'1X H- ï _

x

nous obtenons l'équation

(8) «i-^ï+l^l^o.
h h

Cette équation manquant des deux termes consécutifs
en £8 et en l2 a nécessairement, en vertu d'un théorème
bien connu, deux racines imaginaires. Les deux autres
seront réelles tant que h n'atteindra pas la valeur pour
laquelle l'équation (8) a une racine double, c'est-à-dire
est satisfaite par la racine réelle de sa dérivée

L'élimination de t entre ces équations est des plus fa-

ciles. Si, après* avoir multiplié la seconde par -> on la

retranche de la première, on a, après suppression du

facteur -- >
M



< 43. )

d'où

Il en résulte d'abord que

Telle est l'abscisse du point où viennent se confondre
les deux points d'inflexion. Portant maintenant cette
valeur de t dans l'équation dérivée ci-dessus, on a

^ , , 0 6 7 8 . . . .

A partir de cette valeur de h les deux points d'inflexion
disparaissent et Ton a la forme indiquée sur la fig. 2".

Il nous reste à examiner les deux cas spéciaux pré-
vus par Ténoncé.

3° A = o.
Si, dans l'équation (3) , on fait h = o, cette équation

se décompose en



( 43* )
et

( XX -f- i)2y -f- 27 — o,
OU

Par suite, la quartique Q se décompose en l'axe des y
et la cubique unicursale dont l'équation vient d'être
écrite et qui admet toujours pour asymptotes les droites
\j x ei j\Dyx = — 7j ).

Cette cubique (Jfg. 3) coupe l'axe Oy au point P

Fig

B

R' *>s.

. 3.

A

/

(

y

0

/
p

y'

' R

dont l'ordonnée cstj —— 2^. Elle est symétrique par
rapport à son asymptote AB.

On peut remarquer que les ordonnées de cette cubique
sont les inverses changées de signe de celles de la para-
bole

(ix -+-1)2

y ~ 27

qui admet AB pour axe et A pour sommet.
En se reportant à Téquation (2), on voit que les

diverses formes de la quartique Q s'obtiennent en ajou-
tant aux ordonnées de cette cubique fixe celles de l'hy-
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perbol e variable

que nous avons désignée par H.
4° A = i .
D'après la discussion faite pour le deuxième cas

h étant ici compris entre ~ et 1,06, la forme correspon-
dante de la courbe appartient à Tune des variétés des-
sinées sur ]esjig. i" et iul. En réalité, c'est la forme de
transition entre ces deux-ci, puisque ce qui les dis-
tingue Tune de l'autre, à savoir la réalité des tangentes
horizontales, se modifie précisément, comme on l'a con-
clu de l'expression (7) du binôme caractéristique,
pour h = 1.

Ainsi, pour cette valeur de /*, on a donc deux tangentes
horizontales confondues, autrement dit un point d'in-

fi
flexion à tangente horizontale. De là, la forme repré-
sentée par la fi g, l\.
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Pour déterminer les tangentes horizontales, il suffit

d'ailleurs de faire h = i dans l'équation (6) qui devient
alors

/3— iyt -+- 54 = o
OU

(t — 3)*(*H-6) = 0.

Les abscisses des points correspondants étant données
par

on a, pour l'abscisse du point d'inflexion I à tangente
horizontale

x = 1,

et pour l'abscisse du second point J à tangente horizon-
tale

Les ordonnées correspondantes sont, en vertu de
l'équation (2) où Ton fait z = 1,

et

En résumé, la surface (M), ayant h l'infini une droite
triple dans le plan Ojz et une droite simple dans le
plan Oxz, est coupée par des plans de cote h par rap-
port au plan Oxy suivant des courbes dont la forme
varie, ainsi que l'indique le Tableau suivant :

h<° fig- 1,

fig.
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fie- 4,


