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AGRÉGATION DES SCIENCES MATHÉMATIQUES (CONCOURS
DE 1 8 9 9 ) . SOLUTION DE LA QUESTION DE MATHÉMA-
TIQUES ÉLÉMENTAIRES;

PAR M. A. VAGQUANT,
Professeur au tycée de Nancy.

i° On considère les coniques ayant une direction
fixe D et passant par deux points fixes A et B. Deux



de ces coniques passent par un point donné M et se
coupent en un nouveau point M' qui est dit associé au
point M.

On demande d'étudier cette association et plus par-
ticulièrement :

a. De déterminer les points M tels que les points M'
associés soient indéterminés;

b. De trouver le lieu des points M tels que chacun
d'eux soit confondu avec son associé.

2° Montrer que si le point M décrit une droite
quelconque A, le point associé M' décrit en général une
hyperbole Y dont on cherchera les asymptotes. Indi-
quer les régions de la droite A qui correspondent aux
deux branches de l'hyperbole.

3° On suppose que la droite A est placée de telle
sorte que la conique Y devienne une parabole et Von
propose de trouver le lieu du foyer de cette parabole
lorsque la droite A se déplace en satisfaisant à cette
condition.

4° On suppose que la droite A se déplace de telle
sorte que les hyperboles Y correspondantes aient une
asymptote commune. On demande} dans ces conditions,
de déterminer la courbe enveloppe des axes de symétrie
de la conique Y.

T. Considérons les coniques S ayant une directrice
fixe D et passant par deux points fixes A et B-, soient C
le point de rencontre de D et AB, C' le conjugué har-
monique de C par rapport à A et B. Si F est le foyer
d'une conique S, on sait que la bissectrice de l'angle
AFB et celle de son supplément sont FC et FC ou FC
et FC'} l'angle CFC'étant droit, on voit que F se trouve,
dans les deux cas, sur le cercle de diamètre CC'. De
même, si AM rencontre D au point E et si E' est le con-
jugué harmonique de E par rapport à A et M, le foyer



d'une conique S passant par A et M se trouve sur le
cercle de diamètre EE'. Ces cercles CC', EE' se coupent
en deux points F, F, réels ou imaginaires. Donc il existe
deux coniques ayant D pour directrice, pour foyer cor-
respondant F ou F< et passant par A, B, M. Ces co-

Fig.

niques, que je supposerai d'abord distinctes, se coupent
en un quatrième point M'; les axes de ces coniques sont
l'un parallèle, l'autre perpendiculaire à D et par suite
sont respectivement parallèles; il en résulte, d'après une
propriété bien connue, que les quatre points A, B, M,
M' sont sur un cercle et que MM' est parallèle à la droite
D, symétrique de AB par rapport à D.

On peut donc trouver le point M' de la façon sui-
vante :

Par les trois points A, B, M, on fait passer un cercle;
par le point M, on mène une droite parallèle à Dt ren-



contrant le cercle ABM au point M' qui sera dit associé
au point M.

On peut encore dire : Soient AM' parallèle à la symé-
trique de BM par rapport à D et BM' parallèle à la symé-
trique de AM par rapport à D, les droites AM' et BM'
ainsi obtenues se coupent en M'.

Inversement, l'associé de M' est M. On voit que la
directrice D ne sert qu'à fixer la direction D<.

L'association ainsi définie des points M et M' suppose
que les deux coniques S et Sj qui passent en M sont dis-
tinctes. Si elles sont confondues, le point M', associé
à M, est indéterminé, et le point M décrit une courbe
de qualrième ordre qui se décompose en une cubique et
la droite AB. Pour le voir, nous allons déterminer les
points M situés sur une droite AE passant par A et ren-
contrant D en K. Pour un point M cherché, le cercle de
diamètre EE' est tangent en F au cercle CC' ; or le cercle
EE' est Langent en E à la perpendiculaire ET à AE, au-
trement dit passe par deux points de cette perpendicu-
laire confondus avec le point E*, or on sait qu'il y a
deux cercles passant par deux points et tangents à un
cercle; donc sur une droite quelconque AE il y a deux
points M, M| que nous pouvons construire et autres
que A. Je dis maintenant qu'il y a deux positions par-
ticulières de la droite mobile AE pour lesquelles un des
deux points M, M< vient se confondre avec le point A.
Le point M, ou M< ne peut venir en A que si E' y vient
aussi-, le cercle de diamètre EE' devient le cercle de dia-
mètre E A passant par la projection A' de A sur D*, il y
a donc autant de droites chercbées AE qu'il y a de
cercles passant en A, A' et tangents au cercle fixe CC',
c'est-à-dire deux*, l'un de ces cercles est évidemment
AA'C tangent en C au cercle CC'; l'autre, qu'on déduit
immédiatement du précédent, rencontre D en un
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deuxième point H. On voit donc, en faisant varier la
droite AE, que le lieu des points M pour lesquels les
coniques S et S< sont confondues est une ligne du qua-
trième ordre, admettant un point double en A, les tan-
gentes en ce point double étant AC et AH. On voit de
même que la courbe admet un point double en B, Tune
des tangentes en ce point étant BC; la tangente double AB
rencontrant la courbe en six points appartient au lieu,
ce qu'on vérifie d'ailleurs immédiatement, car si M est
un point quelconque de AB, C< le conjugué harmonique
de C par rapport à A M, le cercle de diamètre CCj est
tangent en G au cercle fixe CC'*, le foyer de la conique
double correspondante est C et cette conique se décom-
pose en la droite AB et sa symétrique par rapport à D.
Le reste du lieu est une cubique passant en A et B, les
tangentes en ces points étant AH et BK. qu'on trouve
comme AH.

Revenons maintenant au cas général où les deux co-
niques S, S, sont distinctes et cherchons :

a. Les points M tels que les points M' associés soient
indéterminés. Un point M étant choisi, les droites AM'
et BM' sont déterminées en môme temps que les droites
BM et AM. Une de ces dernières ne peut devenir indé-
terminée que si M est en A ou B : si M est en A, AM
est parallèle à l){ et BM' est indéterminée j si M est en B,
B\l' est parallèle à D, et AM' est indéterminée} il y a
donc deux points M, savoir A et B, donnant lieu à une
infinité de points M' situés sur les parallèles menées par
A etB à D , .

b. Cherchons maintenant le lieu des points M tels
que chacun d'eux soit confondu avec son associé M';
comme AM' devient AM, les droites AM et BM sont
symétriques par rapport à D et, inversement, s'il en est
ainsi, M' est confondu avec M 5 on a donc à chercher le
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lieu des points M tels que AM et BM soient, en direction,
symétriques par rapport à D. Les faisceaux AM et BM
étant homo graphiques, le lieu de M est une conique
passant par A et B; ses directions asymptotiques sont
l'une parallèle, l'autre perpendiculaire à D; cette conique
est donc une hyperbole équilatère*, son centre est le
milieu de AB, comme on le voit en achevant le parallé-
logramme ayant pour côtés consécutifs MA et MB.
D'après la première manière de définir M', on voit que
ce lieu est le même que celui des points de contact des
tangentes aux cercles passant par A et B et parallèles
à D,.

II. Si le point M décrit une droite A, les faisceaux AM
et BM sont homographiques -, les faisceaux AM' et BM',
respectivement homographiques aux faisceaux BM et
AM, sont aussi homographiques^ donc le lieu de M' est
une conique F passant par A et B. Cherchons les direc-
tions asymptotiques de F : quand AM' et BM' sont paral-

Kig. 2.

lèles, AM et BM sont parallèles ou confondus et inver-
sement. Or AM et BM sont parallèles quand M est à
l'infini sur A, alors une première direction asymptotique
est la symétrique Aj de A par rapport à D; d'autre part,



AM et BM sont confondus quand M est au point de ren-
contre I de AB et A; par suite, la deuxième direction
asymptotique est la symétrique D< de AB par rapport
à D; de plus, quand M vient en I, le point M' étant à
l'infini sur la droite MM' de direction D<, le point I est
un point de l'asymptote de direction D< (*); on a donc
une première asymptote IL parallèle à D4 ; l'autre,
de direction A4, s'obtient d'après une propriété bien
connue d'une corde AB d'une hyperbole, savoir : le seg-
ment de droite porté par AB et ayant ses extrémités
sur les asymptotes a même milieu que le segment AB.
On prendra donc

et, par I', on mènera une droite FL' parallèle à A4.
Comme cas particulier, quand la droite A passe par

l'un des points A, B, l'hyperbole F se décompose en deux
droites AA' parallèle à D< et BB' parallèle à A< -, on peut
dire qu'elle se réduit à ses deux asymptotes.

Le cercle ABM rencontre la droite A en un deuxième
point N ayant pour associé N'. Les régions de A où doit
se trouver M pour que M' reste sur une même branche

(*) Ceci prouve à nouveau que Dl est une direction asymptotique
mais non que IL est l'asymptote correspondante. Pour prouver que
IL est l'asymptote de direction Dt il faut observer qu'à deux droites
A et A' il correspond deux coniques F et F" ayant quatre points
communs, dont trois, A, B et le point à l'infini sur Dn sont fixes;
de sorte que le quatrième point correspond à l'intersection de A et
de A'. Supposant alors que A' soit l'asymptote en question, la co-
nique F' se décompose en deux droites, savoir : A' et AB. Les points
communs à T et à I" sont A, B et le point à l'infini sur Dt compté
deux fois, puisque A' est tangente à T en ce point. Il en résulte que
le point à l'infini sur Dt correspond au point de rencontre de A et
de A'; mais le point associé au point à l'infini sur Dt est indéterminé
sur AB; donc A et A' se coupent sur AB et l'asymptote cherchée est
bien IDP (X. A.)
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de F sont les demi-droites 1 A, IA'. Il y a deux cas à exa-
miner : le point I est extérieur au segment A\$ ou appar-
tient à ce segment.

Quand I est extérieur au segment AB, les points M
et N décrivent en même temps les demi-droites IA, IA'
en vertu de la relation

IM.IM=: IA.IB:

les points M', N' restent sur la même branche-, en elï'et,
la corde M/N'ne rencontre pas 1 asymptote IL de direc-
tion D{ et par suile ne rencontre aucune asymptote.

Quand 1 appartient au segment AB, les points M
et IN sont l'un sur I A, l'autre sur 1 A'} les points M' et JV
sont sur des branches diiïerenles, car la corde AFIN' de F
rencontre les deux asymptotes, puisqu'elle rencontre
évidemment l'asymptote IL de direction D,. Dans les
deux cas, on voit que les régions cherchées sont IA
etlA' .

11L Pour que la conique F soit une parabole, il faut
el il suffit que ses deux directions asymplotiques soient
les mêmes, c'est-à-dire A, parallèle à D< et par suite A
parallèle à AB. La parabole relative à une droite A paral-
lèle à AB a son axe parallèle à D,, sa directrice D' est
perpendiculaire à D<. Soient F le foyer de celte parabole,
AA' el BBr les perpendiculaires abaissées de A et B sur
la directrice D'. On a

AF^AA', BF = BB'
et, par suite,

FB — FA = BB' — AA'= const.= la projection de AB sur D4.

De là résulte que si A se déplace parallèlement à AB, le
lieu du foyer F de la parabole F est une hyperbole ayant
pour foyers A et B et pour longueur d'axe transverse la
projection de AB sur 1)4.
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IV. Si, à deux droites A, correspondent deux hyper-

boles F ayant une asymptote commune, celle-ci est néces-
sairement parallèle à D{, direction asymptotique com-
mune aux deux hyperboles, car, autrement, les deux
hyperboles ayant deux points communs A, B auraient

Fig. 3.

leurs deux asymptotes communes et coïncideraient•, les
droites A correspondantes coïncideraient également. On
conclut de là et aussi de ce qui précède (III) que les
droites A donnant lieu à des hyperboles ayant une asym-
ptote commune doivent rencontrer la droite indéfinie AB
en un même point I et que Tasymplote commune est IL
parallèle à D, . Les asymptotes IL et FL' d'une hyper-
bole F se coupent au centre to de F qui a pour axes de
symétrie les bissectrices toP, toQ des angles formés par-
les asymptotes. Le milieu m de Fco décrit une droiteD^
parallèle à IL, équidistante de F et IL, rencontrant les
axes en P et Q. Le quadrilatère I 'PCDQ est un rectangle;
en effet, les triangles wmP, comQ sont isoscèles, par
suite

m P = m Q = m to ;

les diagonales du quadrilatère se coupent en parties
égales; c'est donc un parallélogramme qui est rectangle,
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puisque l'angle PtoQ est droit. L'enveloppe des axes
coP, o>Q esl donc une parabole ayant pour foyer I', pour
tangente au sommet D',, pour directrice IL.


