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[KIe]
POUR LA GÉOMÉTRIE RÉCENTE ;

PAR M. GUCOMO CANDIDO, à Pise.

Cette Note est une continuation d'un précédent ar-
ticle (4 ) ; pour abréger, je ne reproduirai pas les formules

(*) Formules pour l'étude d'une figure remarquable (TV. A.,
1899, P- 3 0-
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que j'y ai indiquées. J'en ai ajouté d'autres, quelques-
unes tirées de l'article de M. le professeur Ferrari (men-
tionné loc. cit.); et d'autres qui résultent de la combi-
naison de celles-ci et de celles trouvées par moi dans
l'article dont je viens de parler.

Voici les matières qui y sont développées :
Point de Lemoine et sa généralisation, indication

sur le cercle de Lemoine; angle, point, cercle de Bro-
card; théorème d'où découle comme cas particulier le
point de Gergoime; quelques points qui proviennent
d'un théorème de M. Terquem; formules générales sur
le triangle podaire et sur le triangle pédal d'un point,
et quelques observations pouvant être d'une certaine
utilité.

Les formules fondamentales dont je me suis servi
peuvent, à mon avis, rendre des services dans les ques-
tions de Géométrie récente.

Indiquons par x,y, z les distances de P àfl ,4, c,
respectivement; on a alors

z - AP sin6 = bp s i n A

(l -+-p -H pq) sjb2p2-^ C2H- 26c cos A

y = AP s in<A- 6) = <"inA •(!+ />Hft»/> + c « ) - q » ^
(i-r-p-h pq) \Zb2p2 -+- c2 -+• ibc cos A

y = GP sin£ = ; '
( mp) y a'2 m2 + 62 + labm cos G

r*r* • / r< M b sin C y(i •+• m)(a2 m-\-b2)— me2

x = LiJr s in(G — ç ) = - - >
(i -h m - h /ÎIJD) ya*m2 -h b2 -h iabm cos G

37r=JDrSintp = — >
( i -+- q -h mq ) / c 2 q2 -h a2 -h 2 acq cos B

•3 = B P s i n ( B — <D) = — ~ >
( i -I- </ -+- w ^ ) y/c2 ^ 2 -I- a 2 -±- '2 acq cos B
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Supposons maintenant qu'on demande quelles sont
les valeurs de ni, p, q pour lesquelles on a

Egalisant alors deux à deux les valeurs de x,y, z que
nous avons données, on a

bp sin A = c sin A, am sin G = b sin C, qc sinB = a sinB,

d'où l'on tire
c b a

p = x , m = - , « c

On voit tout de suite que dans ce cas le point P est
le centre du cercle inscrit.

Supposons qu'on demande que le point P soit tel
qu'on ait

ax = by — cz,

alors répétant la même opération que ci-dessus, on a

pbc sin A = 6c sin A,
mab sin G = ab sin G,
qac sinB = ac sinB,

d'où Ton lire
m=p = q = i,

ef /c point demandé est le barycentre du triangle.
Supposons encore que l'on veuille savoir quel est le

point pour lequel on a

- = y. = f,

a b c

il résulte toujours de nos formules
b c a b c a
eu b a a c

d'oùoù
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et le point demandé est précisément le point de Le-
moine.

Enfin supposons qu'on demande les valeurs de m, p,
q pour lesquelles on a

alors
bn cn a11

m = — > p — — , q = — .

Ce point a été étudié par MM. G. Longcliamps, Thiry,
Lugli, etc. ; nous l'indiquerons par Kw.

La formule du professeur Ferrari

( B ) ^Q = m
i -f- m •+• mq (1 + //1 + rnp )2 '

que le lecteur interprétera aisément, permet d'établir
l'existence du cercle de Lemoine; on peut voir, pour
le développement de ces idées, le beau Mémoire de
M. Thiry déjà cité. On observera, en outre, que la for-
mule (B) comprend, dans sa généralité, des résultats
obtenus pour le calcul des distances particulières.

2. Construisons par nos formules

tang£ = tango = tangcp = tangw;
on a

. . bpsinA cûrsinB am sinC
(1) — r- = rr = T r̂ = tang 10.

c -+- bp cos A a + c^cosB b -+- amcosC

On a alors aussi l'équation

(O
(cottu — cotA) (cotw — cotB)(cotto— cotG)

_ I
~ sin A sinB sinG

d'où
cotw = cot A -t- cotB -f- cotG =



De (i), substituant la valeur trouvée pour tango),

b

a sinG(cotA -+- cotB)'
r 6sinA(cotB-f~c.otC)

__ a

** ~~ c sinB(cotA-+- cotG)'
d'où

Nous indiquerons par Ù le point déterminé par ces
valeurs de m, p, q.

Construisons, de même,

tang(A — 0)= tang(B — <p) = tang(G — ̂ ) = tangcof;

on obtient

. . csinA asinB èsinG ,
( 2 ) 7 r- = 7- = ; ^ = tangw ,o/?-t-ccosA c^ + acosB a//i + o cos G

d'où résulte une équation identique à ( i ' ) , et, par suite,

Sa2

(3) cota) = cotw' = ScotA = ——•

Le point déterminé par les valeurs de m, ƒ>, q indi-
quées dans(2)sont

m = - sin G(cot A •+- cotB),

p — j sin A(cotB -h cotC),

q — - sinB(cotA -+- cotG).

d'où
c* a2 62



Nous indiquerons par Q' le point déterminé par ces
valeurs de m, p, q.

L'angle (o indiqué dans (3) est l'angle de Brocard*
Les deux points Q et Q! sont les points de Brocard.
Au moyen de la formule (B) et en tenant compte de

ce qu'on a trouvé auparavant, on calcule facilement les
distances OK2, OQ, K2Ü, où O est le centre du cercle
circonscrit au triangle5 K2 et Q sont respectivement les
points de Lemoine et de Brocard. On a

OK2 = R2(i —3tang 2 w),

ÜK^2 = 4R* sin2a) — 3 R2 tang210,

d'où l'on tire

et de là on conclut que :

Le point Q se trouve sur le cercle qui a pour dia-
mètre OK2.

Par analogie, on démontre que iï se trouve sur la
même circonférence.

La circonférence sur laquelle se trouvent Q, Q', K2,
O est celle qu'on appelle circonférence de Brocard.

3. Proposons-nous le problème suivant :

Quels sont les points tels que les droites qui joignent
leurs projections sur les côtés avec les sommets du
triangle soient concourantes ?

De nos formules on déduit, en indiquant par Prt, P^,
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ï*e les projections de P sur a, i , c respectivement

HP = a + cç cos B /(i-4-g)(c2g -4- a2 ) — <
' " " ^ T^^è T -h q -h mq

p r» _ aw + ècosC v̂ O -H/n)Ca2/w-h 62)—me2

s/a2m2-h62•+- 2ac^ cosB i + m+wi/?

amcosG /(i+
y/a2 m2 -4- 62H- 2 acq cos B \-\-mmp

c cos A V (̂H- P)(b2P2-+- c2) — aïp

Puisque AJPa, BPa, CPC concourent en un point, on
doit avoir

équation qui, par les formules précédentes, devient

/c2 \
(a) a( b1 p \ (cosB cosG — cosA)

-\- b( c'lq j (cos A cos G — cosB)

/ b1 \
-+- c ( a2m ) (cosA cosB — cosC) = o,V m I

et aux valeurs de m, /;, q qui satisfont à cette équation
correspond un point demandé.

L'équation (a) est vérifiée par - = m, -r=zp, - = q,



ce qui nous donne comme point P' le point de Ger-
gonne.

On peut dire la même chose du point conjugue isoto-
miquede P. Le pointue Gergonne peut s'obtenir encore
d'une autre manière, que nous indiquerons brièvement.

Le théorème suivant est bien connu (4 ) :

En joignant un point. T< aux sommets d'un tri-
angle, le cercle qui passe par les trois points Tia> T^,
T\c déterminés sur les côtés a, b, c par les droites AT4,
BT\, CTj coupe les cotés en trois autres points T2a,
T2£, T2c tels que les droites qui les joignent aux som-
mets opposés sont concourantes en un point T2.

Nous appellerons/JO//Z£.V de Terquein les pointsT{ ,T2.
Relativement à ces points, indiquons le théorème

suivant :

Si le point T\ est déterminé par les rapports my p,
<y, le point T2 est déterminé par les rapports

nr —
P —

et ' —
H

a2

l-r- ta
a2

i -f- m

i-r-p i
b2

c2

i-+-q
c2

b2p
i -\~ p
b2 p

l-r-p

i-hq
c2q

1

a2 m
î -i- m
a2 m

c2pq
\-+-q
c2pq
I -r-q

a2 mq
i -f- ni
a2 mq
i -h m

i b2mp
i-r-p

b2 mp
I -f- m l-r-p

Nous laissons au lecteur le soin de démontrer celte pro-
position.

P ) T. A., p. 4o3: iS4-
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Si l'un des points de Terquem est le barycentre, on a
alors m = p — q — i ; et, en correspondance,

, a 2 — 62 -+- c2 c cos B , b1 —- c2 -f- a 2 a cos G
6cosC ' ^ ~ P T c ^ 2 ~~ ccosA

c2—
— b 1 ~~

on voit que le second point de Terquem est Tortho-
centre du triangle. Au moyen des formules établies dans
les paragraphes précédents, on trouve même le cas
où m'= m, pf= p, q1z=Lq^ ou bien le cas où les deux
points de Terquem sont coïncidents, et de cette manière
on a de nouveau le point de Gergorme.

4% Surface <r du triangle pédal du point P. — Par
nos formules, on a

PD =

PE =
(i-h-

(i-+-/n)(n-/?i-f- mp) y

sin EPD = sin 6 cos(B — <p) -4- cos O sin(B — cp),

sin DPF = sin£ cos(A — 6) -+- cos£ sin(A — 6),

sin FPE = sin<j>cos(G — £) -f- coscp sin(G — \).

De cette manière, on connaît tous les éléments néces-
saires pour le calcul de la surface <r; calcul que nous
omettons, pour abréger, et qui donne la formule très
simple

1S

c = — (?,S = surface du triangle ABG).
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Si le point P est le point K«, on a

iSanbnca

(a'*-+- bn)(an-h cn)(bn-ï- cn)

Observons particulièrement que de cette formule on
déduit que : Les surfaces des triangles pédals (*) des
points de Lemoine et de Brocard sont données por
Vunique formule

De la formule générale qui donne <7, ou déduit que

La surface <r( du triangle pédal du point isotomique
du point P est précisément o-.

o. Surface Sp du triangle podaire du point P. —
De nos formules (A), on déduit aussi la surface du tri-
angle podaire du point P, qui est :

_ pS[(i-±-p)(b2p^- c2)
pp (i -+- p -+• pq)2 (62 ƒ>*-+- c2-+- ï.bcp cos A)

mS[(i-h m)(a2m •+- b2) — me2] sin2 B
( i -h m -h mp )2 ( a2 /n2 -h b2 -h 2 a6m cos G )

(i + m + mq )2 (c2 q* -i- a2 -h 1 acq cos B )

Si le point P est le barycentre du triangle, on a

Si le point P est le point de Leinoine, on a

S - i^S^

(!) Triangle obtenu en joignant deux à deux les pieds de trois
cériennes concourantes.
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6. Remarque* — II faut observer que l'interprétation
géométrique de quelques identités algébriques entre#

les m, p, a est parfois utile. Nous en donnerons un
exemple : On vérifie aisément l'identité

(I) "H + — E l + "-11— = , .
v ' i -4- m -4- mp i -4- p -4- pq 1 + ^4 - mq

L'interprétation géométrique résultant de nos formules
est la suivante :

Si trois droites tirées par les sommets d'un triangle
se coupent en un même point P, on a la relation

DP PR PF _
AU ~*~ BÊ "*" CF ~~lm

De la relation (I) , on déduit aussi les autres identités
algébriques

(il) ' + ! + ! = , ,

i -4- m -+- mp i -h p H- pq i -+- q -+- /?i</

(HI) « + £ + 9- = 1
(HI) + +

I -4- m -h mp l -hp -+- pq i •+-q-+-pq

qui, sommées, donnent

I-4-/71 1-4-/? \ •+- q

mp

relation dont l'interprétation géométrique est la sui-
vante : Si trois droites menées par les sommets d'un
triangle se coupent en un point P, on a :

AP BP CP _
ÂD "^ BË "^ GF "" 2*

Comme on le voit, les trois identités (I), (II), (III) se
déduisent les unes par les autres; mais il y a plus : Si
l'une de ces identités, par exemple (111), appartient au
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point P, alors une de celles qni restent, et en ce cas la
relation (II), appartient au point conjugué isotomique
de P. C'est ce que le lecteur vérifiera aisément.


