
NOUVELLES ANNALES DE MATHÉMATIQUES

ERNEST CESÀRO
Sur une classe de courbes planes
remarquables
Nouvelles annales de mathématiques 3e série, tome 19
(1900), p. 489-494
<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1900_3_19__489_1>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1900, tous droits
réservés.

L’accès aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique l’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=NAM_1900_3_19__489_1
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


[02]

Suit l u CLASSE DE COMIBES PLANES KEMABQUABLES;

PAR M. ERNEST CESARO.

11 y a des liaisons simples et nombreuses entieles
courbes représentées par l'équation intrinsèque

(I) 5 = / K -

)v et |JL étant deux: constantes, dont la première peut être
prise indilï'éieminent avec le signe -f- ou —. 11 faut re-
marquer que, pour y. — — J>, l'équation (i) représente
une ligne eycloidale, à savoir la cycloïde pour dz)v= i,
une épicy cloïde pour A2 ̂ > i, une hypocycloïde pour
A2 << i . P̂ n particulier, pour zt A = a, 3, ^, -|, <?/c, on
trouve respectivement Yépicycloïde à deux rebrousse-
menls, la cardioïde, Vastroïde, Y hypocycloïde à trois
rehrousseniPRlSy etc. Pour [* = — i la courbe repré-
sentée par l'équation (i) est parallèle à la ligne cycloï-
dale, qui conespond à la même valeur de A. Pour JJL = i
la môme équation repiesente une alysoïde; et, en par-
ticulier, si ± A = ro la chaînette. Elle représente aussi,
pour IJL — 2 et zb A = i, la chaînette d7égale résistance;
pour p. = 4 <-'t zh), = 3, la lemniscate de Bernoulli;
pour a — 5; et db A = ~, la parabole] pour [/. = •£ et
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rb X = -j, Y hyperbole èquilatere. Enfin, plus générale-
ment, pour zh X = jjL — i réquation (1) représente une
spirale sinusoïde, pour dz À = ^ JJL^ I une ligne de Ri-
baucour, et pour d z A = [ x ^ i une autre importante
famille de courbes, caractérisées par la propriété que
leurs circonférences osculatrices, réduites dans un rap-
port constant autour des points de contact correspon-
dants, au lieu de passer par un point fixe, comme dans

les spirales sinusoïdes, ou d'être normales à une même
droite, comme dans les lignes de Ribaucour, sont tan-
gentes à une droite fixe. Le cas excepté (±\=z i, [x = i )

est celui d'une alvsoïde particulière ( o = a + -— ) > lieu

des points milieux des rayons de courbure d'une chai-
nette d'égale résistance.

Prenons comme axes (mobiles) la tangente et la nor-
male en un point quelconque M d'une courbe (i), el
partageons le rayon de courbure en M dans uu rapport
constant par un point M'. On sait ( ' ) que les variations
absolues des coordonnées de ce point (x = o,y = ko)
sont données par les formules

dx y dy
— — -+- i \ = -f-\ =

x
ds p ' ' ds p

dans le cas actuel, r =

d'où Ton déduit, pour exprimer Tare de (M ;),

qui deviennent, dans le cas actuel, r = i — A, y = h -r>

D'autre part on a, en vertu de ( i ) ,

( ' ) Gcometria intrinseca, p. 20.
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Donc, si l'on attribue à k Tune ou l'autre des valeurs

suivantes

— A / — ^
A -r- I 2 A — 1

on obtient deux lignes (M,) et (M2), dont les arcs sont
donnés par les formules

[L {X
2 (h.2 T / O \ 2

de son e que

/

Comme on a, d'ailleurs, -j h 7- = 2, on voit que les
A 1 A~2

deux lignes partagent harmoniquement les rayons de
courbure de (M). En outre le coefficient angulaire de
la tangente à (M') est

11 en résulte que les inclinaisons des tangentes à (M,)
et (M2) sur la tangente à (M) sont deux angles supplé-
mentaires, o et T: — es, définis par la formule

? \ "cos o = ( -\a J

Donc (M|) et (M2) peuvent eire considérées comme les
deux branches de Venveloppe d'une circonférence Ù>
qui joue par rapport à (M) le même rôle que la circon-
férence directrice pour les lignes cycloïdales, puisque
le centre de courbure de (M), en tout point M, appar-
tient à la polaire de M par rapport à Ü. Le centre de il
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est un point Mo, dont les coordonnées

À2? d? X

sont proportionnelles aux coordonnées du centre de

courbure de la développée de (M). Donc ce dernier

point se trouve toujours, comme dans le cas (tn = — 2)

des lignes e\eloidales, sur le diamètre de Q, qui passe

par M.

Ce qu'il y a de remarquable c'est que les courbes (Mo),

(M<), (M2) appartiennent toutes à la classe définie
par Véquation (1). Remarquons d'abord qu'on a

[X

1 [ p \ 2 n col o u ds
do = — d - = -dp = •L^— >

si no \a J •> p l > Ap

d'où l'on déduit l'angle de contingence de (M') :

ds' ds f ta \ ds

P P \ 2A/ p

Les rayons de courbure de (M|) et (Ma) sont donc

On venue aisément que /<?5 centres de courbure
de (M,) et (Mo) 'vorc£ e« ligne droile avec le centre de
courbure de (M). Il suffit de porter les derniers résultats
dans les formules (3) pour trouver que (M<) et (Mo)
sont définies, parmi les courbes (1), par les valeurs sui-
vantes des paramètres \ et JJL :

'X À — \L ^ ' lX \X '2\L
À j = , A2 = — 7 lJ-[== !-*•' = = *

Ji. -T- 2 [J. — 2 JJL - r - '2

Quant à (Mo), l'applicalion des formules (2) aux



coordonnées (4) donne

1 {*-+- 2 /p \H
2 A2 — i \aj J

Comme on devait s'y attendre, les tangentes à (M)

et (Mo) eu deux points correspondants sont parallèles.

Il s'ensuit
ds0 __ i ju- a / p \ y- ds0 _ ds
ds -il'2—i \aj p0 " p

d'où

(5)

L'expression de s0 peut être mise sous une forme très
simple en remarquant que

ds0 = — j ds — — dx -+- ( — — i ) ds = — dx -
\ P

d'où
, = (X*-i;

Enfin, par l 'élimination de p entre les égalités ( 5 ) , on

arrive à voir que, dans la classe ( i ) , la courbe (M o ) est

caractérisée par les valeurs suivantes des paramètres X

et pi :

On suppose, bien entendu, que (M) ne soit pas pa-

rallèle à une ligne cycloïdale. Dans ce cas (IJL = — i) la

seconde formule (5) montre immédiatement que (Mo)

est une circonférence. Il faut remarquer aussi, dans le

cas général, que Je rayon de 0, évidemment égal à •

) 2 . - i coKcs X2— i \ a
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peul être mis sous l'une ou l'aulre des fortnes suivantes

d'où l'on déduit que (Mo) n'est autre (jue la ligne (M2)
relative à (M4), en même temps qu'elle est la ligne (M,)
relative à (Mo)- O'1 remarquera, en particulier, que
si (M) est une ligne de Ribaucour Qx=± jx), il en est
de même de (Mo) , et que les deux lignes admettent la
droite (M2) comme directrice, tandis que pour (M, ) on
a )v| = [jL|. 11 en résulte que toute courbe (i), à para-
mètres égaux, peut être considérée comme Y enveloppe
des circonférences décrites des points d'une ligne de
Ribaucour comme centres, tangentiellemejit à la di-
rectrice de cette ligne. On peut aussi la considérer
comme le lieu des conjugués harmoniques, par rapport
aux rayons de courbure d'une ligne de Ribaucour,
des points de renconlie des normales à cette courbe
avec la directrice] et les centres de courbure des deux
lignes, en deux points correspondants, se trouvent tou-
jours sur une perpendiculaire à la directrice. Nous n'in-
sistons pas sur une foule d'autres propriétés, qu'il serait
aisé de déduire des formules qui précèdent.


