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[F2e]
SUR I \K FORMULE FONDAMENTALE DES FONCTIONS

ELLIPTIQUES;

PAR M. EUGÈNE FABRY.

( I ) 1 =

Dans le Trailé de Greenhill (Sur les fonctions ellip-
tiques et leurs applications) on trouve, aux exercices
proposés à la fin du Chapitre VI, l'intégrale

(x — y) dx dy

e3 „ea V — ̂ (^ — ei)(x — e2)(x — ez)(y—ei)(y—e2)(y—eó)

où e{ > x >
La valeur de cette intégrale double se déduit des pro-

priétés des fonctions p(u), Ç(M), et de la relation

= 7)O)' (Or/ = ifc y

où Yj = Ç(co), */-/= Ç(G/), le signe zb étant celui du coef-

ficient de i dans le rapport —•

Inversement, on peut calculer directement la valeur
de l'intégrale (1), sans employer les fonctions ellip-
tiques, et en déduire une démonstration de la for-
mule (2).

Eu supposant toujours eK, e2l e3 réels, e< >> e2

faisons la substitution

r — (>2~hX, y — Ci — Y.



( " 5 )
En posant

ei — e2 = a, e2—e3 = 6,

on a
(X-t-Y)rfXrfY

-ƒƒ 4 v/XY(a — X) (a -h Y) (b H- X) (6 — Y)

Faisons la nouvelle substitution

XY = w, Y —X = t>,

de déterminant différentiel

D(X, Y) ~ ^

Si le point ( X , Y ) décrit les axes, entre les
points (o, 6), (o, o), («, o), c'est-à-dire si l'on a X = o,
Y variant de b à o ; puis X = o, Y variant de o à a ; on
aura

u = o,

v variant de b à o puis à — a.
Pour X = «, Y variant de o à b, on a

u — av — a*1,

u variant de o à ab.
Pour Y = b, X variant de o à A, on a

u -+- bv = b~,

u variant encore de o à ab.
Les points (X,Y) intérieurs au rectangle d'intégra-

tion, de côtés a, b, correspondent à des points (//, v)
intérieurs au triangle dont les côtés ont pour équations

u = o, u — av~a-, u-\-bv~b-.

Les sommets de ce triangle sont les points

( u — o, v — — a), (u -=z ot v =z b), (u — ab, v--b — a).
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L'intégrale double devient ainsi

a

Or on a

4 sjuicC1— u -t- av) (b-— u — bv)

et

^2—u-+-av)(b2—u — bv) \/ab

Par suite

X T: ^/M TU
= ; _

4 yjabu 2

Pour en déduire la valeur de l 'expression ( 2 ) , sup -

posons to et —r réels et positifs. On a

— c3)

lX. v/-( — e3)

= - /
xdx

V — (a? —
' CUIT)'
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On peut remarquer que la fonction p(u) sup-

pose et H- ̂ 2-H e3= oy mais la valeur de l'intégrale (i)
reste la même, quels que soient e,, e2, e3, pourvu
que eK > e2 > ez.

Dans le cas où e*, e2, <?3 sont imaginaires, la for-
mule (2) peut encore se déduire de l'intégrale (1).

Si ei} e2, e3 ont des rapports réels, soit

on peut poser

ci ) ( y — e%) ( y — <

-.— étant supposé positif-,

y*

rtM
r et cor/ ne dépendent pas de Q, et 7\to'— cor/ se ra-

mène à l'intégrale I.
Enfin, si e1? e2, e3 n'ont pas de rapports réels, soit

et
X — A -h R eti^ y — A -h
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Supposons

les points x et y décrivent alors la circonférence qui
passe par les points e4, e2, e?3. Pour préciser la valeur
des radicaux, nous supposerons qu'en passant de
l'arc eKe<i à Parc e2<?3,

 o n tourne autour du point e2

en passant en dehors de la circonférence. Soit alors

— e\ = 4 //y

/y — e2 =

e — a , e

2 R sin — - — e

. G-a, u-
[ sin e

'-e^[/'2 R sin
. «3-0

on en déduit

s/x — ei = 4 / 2 R s i n — - — - e v ,

x — e<> =
t

s/x — e:i = 4 / •2 R sin. «s — <

Kous poserons

-r
V2. , , , - a l • Ö « 2 • OC 3 — U

24 / 2R sin sin sin —:

ù = I — — ~
J ^ V(a7 — <?!)(* — ^ 2 ) ( ^ — «3)

=ze > I ,

/ 2 4 / 2 R s i n sin — sin-—
« ' 7

a V 2 2 2
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Si Ton sépare les parties réelles et imaginaires, sous

la forme iu> = a -{- bi, 2 tùf = a'-\- b'i, dans le rap-
port — > le coefficient de i est —-—7-— et a le signe de

ab'— ba'

•a: o o i / • *— a i • a 2 — ^ . «3— f • 6 — a t . 6 —a 2 . a3—6
8 R l / s i n sin sin sin sin sin

V '2 2 '2 2 » 2

qui est positif.
D'autre part

2Y] = — j -

'S P.o

T-. 6 — a ! . 0 — a , . a 3 —0
[ sin sin sin

2 'JL '2

2T) = —

" " " • ƒ : 11 / 2R sin —

? — y) dx dy

2 1 / 2Ksin sin sin-
a, V 2 2

— e3)

•/ƒ" ïl/sin —
r, . / i OC | . 0 t 2 — ^ . OC3—t . 6 CC\ . 0 — #9 . QL%—v)
02I/ sin sin -sin sin sin sin

Faisons la substitution



( I 2 O )

et posons

a et b sont positifs,

' - //
2

ie'a-f/h

/ ^J 4 \/sin u sin ^ sin (a—M) sin (a-f- e)sin(6 H- M) sin (6 — v)

Faisons la nouvelle substitution

sin u sin v — X, v — u = Y.

Le déterminant diiréreniiel

D(X,Y) .
^—; = s i n ( M -f- p ) .

Si le point (M, ^) décrit les axes entre les points (o, Z>),
(o, o), (<7, o), c'est-à-dire si u = o, v variant de ft à o;
puis v = o, u variant de o à a; on a

X = o,

\ vaiiant de b à o et — a.
Lorsque u = a, v variant de o à b, on a

\ — sina sin (a -h Y),

Y variant de — a à Z> — a.
Lorsque y = b, u variant de o à a, on a

Y variant de b à b — a.
Les points (M, y) intérieurs au rectangle d'inlégra-

lion, de cotés «, Z>, correspondent à des points inté-
rieurs au triangle curviligne dont les côtés ont pour
équations

\ = o, X = bina bin(« -r- \ ). X = sin6 sin( b — Y).



et dont les sommets sont les points

(X = o, Y = —a), (X = o , Y =6) ,
(X = sina sin 6, Y = 6 — a).

On a donc

rr-ir b-\) 3

e*X'dXd\
/X(X—sinasin(a—Y)

x(X—sin&sin(6—Y)

où les deux intégrales ne diffèrent que par les limites.
Dans la première, posons

X = sina sin (a -f- Y) sin2O ;

dans la seconde
X = sin

On a

o — - eUl~b)i

'2

3

/0 *s — a
/sinô sin {b — Y) — sinasin(a-h Y) sin"20

tSQ

eï dO dX
f b / s i n a sin ( a - r - Y) — sin b sin (b — Y)sin2O

Or
> b — a

' ./.~- i«y_ ysinb sm(b — Y) — sin a sin ( a -+- Y ) sin2O

[ \L : l1'-'1

— ?. e 2 y / s i n ô s i n ( / ; — Y ) — s i n a s i n ( a - r - Y ) s i n 2 0 I
e ~ / n ' s i n ^ - + - e a t s » i n a s i n 2 Ü J — «

rr .
2e 2 \/sinb sin( a -H b) — e 2 \/s'ma s\nb eosQ

e~bi s i n 6 -r- e a / s i n a sin2Q

la seconde intégrale s'en déduit par une simple permu-



talion

f e^'dY
tJh ^s'ina sin(a -f- Y) — sin b sin (b — Y) sin2Ö
b . b — n .

e* y/sina sin(a -f- b) — e 2 \/s\na s'mb cos 6
eai sin a -+- e~^' sin 6 sin2 0

On obtient ainsi, en intervertissant les termes
n-f- b .

8 = — i <T~2~~

71

cosOdQ
5K sin a e{a+b)l•-+- s i n ^ s in 2O ,/A sinZ? -4- e^a^~b)l^sina sin'^Oy

i v / s i n ( a -+ -6 )

TZ

x

Posons dans la première intégrale

sine = * l / ^ ,y s\n b
dans la seconde

. i /sin
sin6 = - I /

dans la troisième

dans la quatrième

/ sin 6
tangO = # 4 /

/ sin <
tangO = xi/0 y sin(a- b)

On obtient ainsi
a-\-b

o = — ie '2

ie-T / dx +ieï f



{ 123 )

or

e 2 dx i . / x -h i e
= 2 l 0 g ( S

^ a? — t e 2 /

i - + i r 2 — i x sin— 2.rcos —

2

et
WZ

e 2 <f.r

e">1 -

En prenant successivement pour co les valeurs <2
— a, è, on a

'Kl
Ù = «

2

On pourrait, en changeant la valeur de

^{x— ei) (x — ei){x — ez)

changer les signes de ca et 7), alors 8 et le coefficient

de i dans — changent de signes en même temps.


