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[O6a] i
SUR LES NORMALES D'UN HELICOIDE;

Par M. Gemixtaxo PIRONDINI, a Parme.

Soient

¥ le lieu d’une suite de droites g(cosA, cosB, cosC)
menées par les points d’une ligne L(x, ¥, z);

A(E, 7, £) une ligne quelconque tracée sur X;

T les segments des droites g compris entre L et A;

s I'arc de L;

O Pinclinaison des droites g sur la ligne L.

En donnant i la figure un mouvement hélicoidal au-
tour de I'axe des z, la ligne A engendre un hélicoide H,
dont un point quelconque a pour coordonnées :

X = £ cosp — 7 sine, Y = £sine + v cosv, 7 ={—+ pv,
p étant une constante (parameétre de I'hélicoide), el E,
1, { étant définies par les équations

£ =ax— TcosA, 7, =) — T cosB, {=35—TcosC.
Les conditions

oX Y OX
— cosA = — A=
E " cosA = o, o5 o8 o
(exprimant Vorthogonalité des droites g et de 'héli-

coide H), appliquées a P'instant initial (¢ = o), donnent

(1) zcosB — y cosA + pcosC = o,
dT
(2) -(—l—;:cos(),
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et, comme I'équation (2) exprime que la ligne A est une
des trajectoires orthogonales des génératrices de =, on a

La condition nécessaire et suffisante pour que la sur-
face réglée S soit le lieu d’un systéme de normales de
Uhélicoide H, est exprimée par "équation (v).

L’égalité (1) se réduit i une identité, quand z = o,
¥ = o0, p=o0. Conséquemment :

Une surface réglée & directrice rectiligne est tou-
Jours le liew d’un systéme de normales d’une surface
de révolution.

Il Sensuit qu'une ligne A, trajectoire orthogonale
des génératrices d’une surface du deuxieme degré,
tournant successivement aulour de chaque génératrice
de Uautre systeme, engendre une infinité de surfaces
de révolution tangentes entre elles le long de A.

Lia condition (1) est tout a fait indépendante de z. Par

conséquent :

Si Pon déplace un systéme de normales d’un héli-
coide, d’une quantité arbitraire, suivant la direction
de Uaxe de Uhélicoide, ces droites, dans la nouvelle
position, constituent un systeme de normales d’un autre
helicoide.

En posant

cosA = sinC cos g, cosB = sinCsing,

Pangle ¢ peut ¢wre déierminé par la condition (1). Les

équations
2 2 P s —
cosA — pycosC=xa (a2 + y2+ p?)sin?C pz’
Z2 4 y?
cosh — PrCosE Ty \/u::+ i ph s C— p?

2+ y2
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que 'on obtient, démontrent que par une ligne quel-
conque on peut faire passer une infinité de surfaces
réglées, chacune constituant un systéme de normales
d’un hélicoide d’axe donné. Nous désignerons par T
les surfaces réglécs ainsi obtenues pour l'axe des z.

Quand L est une droite, supposons que I'on donne a
la ligne A (trajectoire orthogonale des génératrices d'une
des surfaces réglées ¥ passant par L) un mouvement de
rotation autour de L, ¢t ensuite le mouvement hélicoidal
qui lui correspond autour de 'axe des z. Les surfaces
engendrées S, H ont les mémes normales le long de la
ligne A, considérée dans la position initiale. Par con-
séquent :

Quand on fixe deux droites d’une facon arbitraire,
il y aune double infinité de lignes A, dont chacune
peut étre regardée comme la ligne de contact d’un
hélicoide et d’une surface de révolution ayant pour
axes les droites données; le lieu des lignes A est un

systéme de surfaces réglées.

D éiant unce droite perpendiculaire a 'axe des x et
inclinée de Vangle e sur 'axe de 'hélicoide, exprimons
la condition d’orthogonalité entre la droite D et les gé-
nératrices de . On a

cos A = y/sin2 G — cos® G cot?z, cosB = — cosC cotg,
c’est-a-dire [en déterminant C a Vaide de la con-

dition (1)]

psine — x cose

A= = —
cos \/(pSlna—-xcoss)2+yz
— y cose
cosB = - = =>
/(psnna——xcosa)-+_)/
ysing
cosC R R s

= \/(psina-——
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On en conclut que par une ligne quelconque on peut
Jaire passer une seule surface réglée & plan directeur
donné, lieu d’un systéme de normales d’un hélicoide
(d’axe donné).
Soient L, L, deux lignes quelconques et

a(ty, gut), s(1); 2y (=), (=), s1(7)

/

(fonctions de denx paramétres ¢, <) les coordonnées de
deux points P, P, de ces lignes. Si Von prend les
droites PP, pour génératrices g, on a

cos\ cos B cos(
— == ’

£ — V- n z— 3
et la condition (1) se réduil a
Ty =TV pls—5;) =0,

constituant, au fond, une relation connue entre les pa-
ramétres 7, v. On établit ainsi une correspondance entre
les points des lignes L, Ly, ce qui suffit pour la con-
struction de la surface réglée X lieu des droites PP,.
Conséquemment :

Par deux lignes quelconques L, L, on peut faire
passer une seule surface réglée, lieu d’un systéme de
normales d’un hélicoide d’axe donné, ow un nombre
Jini de telles surfaces.

En particulier, quand une des lignes L, L, cst une
droite, par une ligne quelconque on peut faire passer
une seule surface réglée a directrice rectiligne donnée,
liew d’un systéme de normales d'un hélicoide d’axe
donné, ou un nombre fini de telles surfaces.

Quand L, L, sont deux droites, les coordonnées de
leurs points peuvent étre considérées comme des fone-
tions linéaires des parameéures ¢, <. 1l n’v a donc qu’une
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seule surface I passant par ces droites. Si A est une tra-
jectoire orthogonale des génératrices de X, donnons suc-
cessivement a cette ligne deux mouvements de rotation
autour des droites L, L, et un mouvement hélicoidal
aulour de 'axe des 5. Les surfaces engendrées S, S,, H
ont en commun les normales le long de la ligne A, con-
sidérée dans la position initiale.

Il s’ensuit que, si l'on fize trois droites L, L, Oz
d’une facon arbitraire dans U'espace, il y aunesimple
infinité de lignes A, dont chacune peut étre regardée
comme la 1[5 ne de contact entre deux sul:faceS de révo-
lution et un hélicoide, ayant pour axes respectivement
les droites (L, L) et Oz le lieu de ces lignes A est une
surface réglée ayant pour directrices les droites L, L.

Quand on connait la direction des génératrices g de la
surface réglée =, on peut éerire

cosA = f(ux, ¥,3).

) — . P
cosB=9o(r,y,35),

(.OSC = \/l-——j’-’(‘l‘,‘}‘, ;)_?l('l“)/y ;_))
J el o ¢tant deux fonctions des coordonnées &y y, z.
La condition (1) donne la relation
{ oz, v, 3)—y flx,y,5)

(3)
( +1)\/1——]'1(,@,)/,;)—«g;'-‘(.r,]',;):n,

d’ott le théoréme :

Quand on fixe la direction des génératrices recti-
lignes, il y a une infinité de surfaces réglées, chacune
constituant un systéme de normales d’un hélicoide
d’axe Oz; la seule condition & vérifier est que la
ligne L soit tracée sur la surface (3).

Ainsi, par exemple, si cosA, cosB sont inversement
proportionnels i la distance des points de la ligne L du
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plan z =0, on peut prendre

a b
CcosA = —, cosB = —,
Z p

3

et la ligne L doit satisfaire & la seule condition d’étre
placée sur la surface du deuxiéme degré

3t — (b —ay)= pla?—b?).

11

En supposant que les droites g qu’on méne par les
points de la ligne L soient successivement les tangentes,
les normales principales et les binormales de cette ligne,
on a respectivement :

L
cos \ :.%.1:’

. d2a
cosA =3 T

ds ds? ds ds?

(aﬁ‘ drs  dz (ﬁ)')

(# érant le ravon de courbure de L).

La condition (1) se réduit respectivement aux auires :

(4) 1'({_'}’ —yd —+ s =0
N s ”Vc_/; P
(5) rdi):_ d*x dzs

ds? Ygse TP g T

\ T(ﬁd;l:._iid’-’x> dy d?s _zEd‘Uf)
’ 2 ds* <?T§ dst " ds ds?

Celles-ci sont les équations différentielles des trajec-
toires orthogonales des hélices, des lignes géodésiques
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et des lignes asymptotiques d’un hélicoide d’axe O =
et de paramétre p.

L’équation (5) donne par intégration

dy dz dz
- X — — =k

() ds Vs TPEs ’
k étant une constante arbitraire. Et comme I'équation (7)
se réduit a I'équation (4) pour k = o, on voit que les
trajectoires orthogonales des hélices d’un hélicoide
sont des géodésiques sur cette surface (nous les appelons
les géodésiques principales).

Si I'on remarque que ds—= \/a’x2 + dy?+dz2, on
peut mettre I’équation (7) sous la forme :

| (pP— A2 —ap(ya'—ay) 3

(8) ; e el oda i
! - (yx —xy ) — k(2 y'?) = o.

On voit alors que la variable indépendante peut
étre quelconque.
L’équation (6) peut s’écrire

o

(9) (22’ yy")s'—(xa"+ yy")3'= pa'y'—y'a"),

et, ainsi que le démonire un calcul trés simple, sa
Jorme reste toujours la méme, quelle que soit la
variable indépendante.

Une ligne L de P'espace peut étre représentée par les
équations

(10) x = Rcosu, ¥ = Rsinu, z3=0U

(R et U étant des fonctions de u), ou par les autres

s
‘.r:Rcosj ‘/I RR—do',

"_}/stin [“A——E—Bzdi‘,

@(s)

(rr)

i
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(s étant I'arc de la projection sur le plan =0, R ct 3
des fonctions de ).
Si alors on applique les équations différentielles (8),
(9) aux lignes (10), (11), on peut déterminer les fonc-
tions U, © par des quadratures. En effet :

1° Dans le cas de I'équation diflérentielle (8), on a

u = 1'-—/“ [[—1'1V+/\s/ﬂ~+(/»-—/\ J(RT+= R?)| du
(12) (quand 4 p).
2 20 R'2) — R4
I vo= ')‘1) [p = l{l: 12t du (quand & = p),
\ .

25 = s [ l—p R T— R LR — RS A= )] s
(13) (quand 4. p),

/7‘—(1—|{'2)R7 ;
o(5) = L ds (quand A= p);
A< )1) / RM R q p)

2° Daus le cas de 'équation différentielle (g), on a

. R(R -- R") -+ 2R _[“ N - “(1,,
‘ U= / [(lfl)/ T RRY (lu e

r
( :/ @+ )1)[ f'"d" d”)c_filml{'a’u -+ pu.

” , _fRRR—g
C(5) — b - p RR + I 1 c RRY ! (ZJ)
' . Ry i—R: R ,
FRR"+ R7—1
(1) » e./ R g,

. R ds N _ [ds
:/ b—p R" R ! mye’ R dc) ¢ kR RR' ds.
R2y/ — R R )

On parvient ainsi au théoreme :

~l

Si Uon donne un mouvement hélicoidal de para-
métre p autour de l'axe des 5, a la ligne représentée
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par les équations (10) ou (11), dans lesquelles U et 3
({ (12) et (13) |
| (14) et (15)
S géodésique | i
| asymptotique (Tt
U'hélicoide engendré, quelles que soient les valeurs des
constantes k, a, b.

sont déﬁnies par les équations , la ligne

est, dans loutes ses positions, une

En considérant la ligne (10) comme la génératrice
d’un hélicoide H dont 'axe coincide avec 'axe des z,
le profil méridien placé sur le plan y = o est représenté
par les ¢quations

(16) R=R(uw), {=1— pu,
p étant le paramélrc.

Si I'on applique les équations différenticlles (8), (9)
a une ligne

xr = Rcosbiu),
(17) ¢y =Rsin d(u),
s=U+plbiu)y—u]=7-+ pdlu)

placée d’unc facon arbitraire sur 'hélicoide H, la fonc-
tion 4 (u) est déterminée par une quadratuare,

En cffet :
1° Quand
(18) 7= f(R),

on a

'_._ 22 R2) £ - 5 (PL—/"LJ’_R” )
0 ) p(p2— ki R)f(B)“/‘\/(x[p2+R2+l<‘-’,f’2(R)|\ "
B )= (=l R (prr Ry

10 ';1((): [!)fz‘_}{{f—;;”((ﬁ)\/n R)RJ(lR:
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2° Quand
(21) R=TF/7,

on a

% —plpr—k+ F2({)]

/) [pi— R F (D)
- \/( < [F2(2) F2(3) + F2(8) = p* F'zmﬁdc
[ =T FE (O] [+ R (0)] ’

(23) Mu):f[’l«‘/z(t,)i\/sz'b(cﬂ— F:(vc)’lwm)d:.

(22) Y(u)=

1l suit le théoréme général :
| géo-

Sur un hélicoide donné d’avance, les lignes
[ asym-

désiques | , , , .
. sont representees par les equalions (17\,
ptotiques \
pourvu :
1° Que Uon remplace S et b par leurs valeurs (18)
(19
(20)
l’équation (18);

et t, quand le profil méridien est représentc par

2° Que Lon remplace R et 4 par leurs valeurs (21)

{ (22)(

et ? (23) | quand le profil meridien de Uhélicoide est

représenté par l'équation (21).

1.

Soient

A le profil méridien d’un helicoide I1;

L. une ligne tracée sur H;

Lo la projection équatoriale de L (projection de L sur
le plan 5 = 0);

[ la transformée plane de L (ligne a laquelle se réduit L
en étalant sur le plan le cylindre projetant L sur le
plan coordonné z = o).
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Quand 1. est une géodésique ou une asymptotique

dell :

A. Ladéterminationde la projection équatoriale L,
et de la transformée plane I, quand on donne le profil
meridien A est ramenée a des quadratures.

B. La détermination du profil méridien A et de la
transformée plane |, quand on donne la projection
équatoriale Ly, est ramenée & des quadratures.

C. La détermination du profil méridien A et de
la projection équatoriale L,, quand on donne la
transformée plane [, est ramenée & l'intégration
d’une équation différentielle du premier ordre ou
du deuxiéme ordre, suivant que la ligne 1. est une
géodésique ou une asymptotique de I’ hélicoide.

Cas A. — 1° Si le profil de I'hélicorde est la ligne
représentée par 'équation (18), on déduit des équa-

tions (19), (20)

——p([)’—/“—{-—R’)f’(R):*:k‘/\ (p?— k*+— R2) )

o 1< [ p?+R2--R2 f'2(R)]{
127 u,_‘ (PP RN pi+ RY) dR,
. _ p =V pr—f(R) f(R)R?

%) "f L) dR.

Celles-ci sont respectivement [’équation de la pro-
jection équatoriale L, d’une géodésique et d’unc
asymptotique d’un hélicoide, en coordonnées po-

laires (R, u).

2° En ayant recours aux équations (22), (23), ct en
remarquant de plus que

de? = dR?+ R2 du? = F'2(§) d{*+ F2(%) du?,
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dans hypothése que le profil de 'hélicoide soit repré-
senté par I’équation (21), on déduit

/ 5 —plpr—i2—+ F‘L(C)J '
(26) o= F2(7)—12 mad / [p2— A2+ F2(7)] It d e
5) \ )==F(g) ' /\ (<[ F2(5) - F2(Q)F2(2)+p2F 2 )| \\ ‘

T p— =Py [ pr - FA(D)

(27) 7= / \/M,, PEHD =Y p? ‘r'“y’J”(éfL”G)_rd,
§9) 1

Celles-ci sont respectivement U'équation de la trans-
Sormée plane L d’une géodésique et d’une asymptotique
d’un hélicoide, en coordonndes cartésiennes (s, J).

Cas B. — 1° Soit la projection équatoriale Ly repré-
sentée par 'équation polaire

(28) w=1(R).

11 suftiv de calculer f(R) par I'intégration des équa-
tions qu’on déduit en comparant I'équation (28) aux
équations (24), (23), pour voir que le /)roﬁl meridien
de UlLélicoide est la courbe représentée par Uéquation

cartésienne

—p(p———l{’)(p-—-/. -+ R2H W (R)
4 R’(p-—l—l{’) (= R N2(R) | !
—(p2+ Ry [ p2(p?— A2+ R?) — k2R2 ]
P pi—I24 R2) — 2R

— ——

dR

o X

I

(29)
ou par Uautre

(30) (= / [a +op [L(l{li} cf“ hHlak ([R]e—fk FR Ak dR

(@ == const. arbitraire) suivant qu’il s'agit d’une geo-
désique ou d’une asymptotique.
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2° En supposant que la projection équatoriale L, soit
représentée par I'équation

R = R(s),

la transformée plane | d’une géodésique ou d’une
asymptotique est représeniée par l’équation carté-

stenne
(31) L=29(9),

o (a) dtant donnée respectivement par les équa-
tions (13), (15).

Cas C. — 1” Quand la transformée plane ! d’'une
géodésique ou d’une asvmptotique est représentéc par
I’équation cartésienne

(37) o= DY),

le profil méridien de I’hélicorde est représenté par I'équa-
tion (»1), 1I°(3) étant la fonction définie par I'équation
différentielle qu’on déduit par I'élimination de & entre
Véquation (32) et les équations (26), (27) respective-
ment.

2 Quand [ est définie par I'équation cartésienne (31),
la projection équatoriale L, est représentée par V'équa-
tion différentielle (13) ou (13), suivant qu’il s’agit d'une
géodésique on d'une asymptotique.

Cas particuliers. — Pour avoir les formules relatives
aux géodésiques principales d’un hélicoide, aux géo-
désiques et anx asymptotiques d’une surface de révo-
lution, il suffit de faire respectivernent : k = o, dans les
équations (»4), (6),(29), (13); p=o, dansles mémes
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équations; p = o dans les équations (25), (27), (30),
(15). On obtient ainsi les formules suivantes :
SR

(33) < 7

2 F2(C) ;
( ‘:f\/rpp mccm”’md"

~Tp /(;»u,_m) "(R)dR,

—— —

(34)
=1 [RVI———Rz(la
( 1=+ /"2(R) dR
s “ f\/ R2—/2 R’
(35)
(c_f r2<c>1'2<c>+/x £,
TR =k T
‘ ’;:it[‘/l{?(m—/\?)).’?(l{)——/c‘-’dR,
(36) ‘
( ::-}f/l{2(|—R’2)—/§(lc,
’ FAR) 1
‘ u—f\/ dR,
R) R
(3;) S
’ ¢= fVF"(C)P‘(C)+F"‘(C)dC.
C::dfe—fm@m ‘mdl{,
(38)
t: [ f““ RR (15'
(33)
Les équations { (35) ; définissent (d'une seule ma-
(37)5

niere) la projection équatoriale et la transformée
des géodésiques principales d’un hélicoide

plane { des géodésiques d’une surface de révolution
des asymptotiques d’une surface de révolution g
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le profil méridien
quand on en donne  la ligne méridienne ) [{= f(R),
? la ligne méridienne
R=F(2)].
(34) (d’une seule ma-
Les équations ? (36) ) définissent { (d une seule ma-

(38) (d’uneinfinitéde
niére) le profil meridien
niere) la ligne méridienne et la transformee

mantéres) la ligne meridienne )
des géodésiques principales d’un hélicoide
plane < des géodésiques d’une surface de révolution
des asymptotiques d une surface de révolution
quand on donne la projection équatoriale de ces lignes

[w=2%(R), R=TR(s)].

Que P'on fasse p = o dans les équations (27), (15), et
ensuite que 'on compare les équations qu’on va obtenir
aux relations (32), (31) respectivement. On déduit
ainsi les équations différenticlles

da
F(Q) F'(0)+ F2(g)=92(%), aRRe Y B=¢'(q),

dont I'intégration conduit aux résultats suivants :

Quand la transformée plane | d’une asymptotique
d’une surface de révolution est representée par lU'équa-
tion (32), ou par U’équation (31),

1° La ligne méridienne de la surface est une des
courbes définies par l'équation

R =\/2ffrb'=(c)d:2+ al—+0b;

2° La projection équatoriale L,y de la ligne est une
des courbes définies (en coordonnées R, ) par l'équa-




tion

d
R :\/‘zm o(7)+ 2.[?’(7) [fETZ—)] ds + n
(a, b. m, n étant des constantes arbitraires).
V.

Applications. — A. En faisant successivement k = o,
p = o dans I'équation (12), on trouve respectivement :

(39) ;:——%fl{'-’du, s :%/‘/I{"—/ﬂ(l{‘-’-f—l{'z)(lu.

Kt si, dans la derniére hypothése, on calcule 'ave s
de la ligne a Yaide des équations (10), on a

s = /[‘ '/l{?(llc.

Ces égalités démontrent les propriétés :

1° I'n altérant, dans un rapport constant arbiiraire,
les hauteurs relatives aux points d’une géodésique
principale d’un hélicoide, on obtient une géodésique
principale d’un autre hélicoide;

2° Les géodésiques de deux surfaces de révolution
ayant méme projection équatoriale ont leurs arcs
proportionnels;

i, sur les génératrices du cylindre projetant une
30 .S, l t lu cylindre projetant
géodésique d’une surface de révolution sur le plan de
‘équateur, on prend, apartir dece plan, des distances
U équateur, onprend, &partir de ce plan, des dist
proportionnelles & Uarc de la géodeésique, le liew des
extrémités est une géodésique principale d'un héli-
coide ayant méme axe que la surface de révolution.

B. En supposant

L =/f(R)=Recote et R(s)=scoss,
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la premiére équation (33) et la deuxiéme équation (34)
donnent respectivement :

R =— ptang(utange),

i

Ces égalités démontrent les propriétés :

1° Les géodésiques principales des hélicoides réglés,
dontles génératrices coupent I’ axe sous un méme angle,
ont pour projections équatoriales des lig/zes semblables;
2° Quand une géodésique principale d’un hélicoide
a pour projection équatoriale une spirale logarith-

mique avee le pdle sur Uaxe, la transformde plane de
la géodésique est une parabole.

Quand la ligue (10) est sur une sphére de rayon a,
on a

(4o 5= ¢(¢:TF

Quand la ligne (10) coupe sous P'angle constant
méridicnnes de la surface engendrée par cette |
dans la rotation autour de I'axe des z, on a

(41) 5 z‘f\/R2 cot?z — R2 du.

les

<
ign

Si donc la ligne L vérifie. & la fois les conditions
[(39), (0], [(39), (40)], [(do), (41)], R est déter-

miné respectivement par les équations différentielles

prR2= R2(a?— R?), p2R2=R2(p?cot?e — R?),
a?tang?c R?2 = R2(a?— R2).

Celles-ci, pour
(42) a === pcote,

reviennent I'une 4 I'autre. Et comme on déduit aprés
Ann. de Mathémat., 4* série, t. IL. (Juillet 1902.) 20
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Pintégration
log <p cots - \//—;l:ﬁ—[m> — — ueots,
et conséquemment
[{:.—_Mi_ 3 ="U=—pcotetangh(ucote),

\J
cosh(ucote)

on trouve, a l'aide des équations (16), que le profil
méridien de I’hélicoide est la ligne

~ z=—ypreotrs - Re
(13) ('

c P2 cot’z — R2
- ptangetog (2001 VAR R,

Cette analyse démontre le théoréme :

Quand une ligne de lespace jouit de deux des
propriétes suivantes :

1° D'étre une géodésique principale d’un héli-
coide H;

20 1)'étre une loxodromie d’une surface de révolu-
tion S, avant méme axe que H;

3 D’étre placée sur une sphére dont le centre est
sur laxe de H et S; elle jouit aussi de la 1roisicme.

Le parametre p, le rayon a de la sphere et Uincli-
natson ¢ sont liés par la relation (42). Le profil méri-
dien de Uhelicoide W est la ligne (43).

Comme la ligne (43) se réduit & unce tractrice pour

s=—=-, o0ona:

’

4

Dans U'hélicoide & courbure constante négative, les
trajectoires orthogonales des hélices sont des loxo-
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dromies sphérigues coupant les méridiennes sous
Uangle 'z Les sphéres contenant ces trajectoires ont

les centres sur 'axe, et leurs rayons sont égaux au
paramétre de I’ hélicoide.

D. Sil'on donne un mouvement hélicoidal de para-
métre p, autour de I'axe des z, 4 la ligne L représentéc
par les équations (11), on trouve :

(i) YR pising = PV REFPEE),
V14 '%(3)

-
T

<~l —_ > étant 'angle sous lequel la ligne L coupe les
hélices de I'hélicoide engendré H.

En supposant que L soit une géodésique de 'héli-
coide H, on a, en vertu de I’équation (7),

L Tiy dx dz\ ds
ds Y d L dc) ds
-= R\/I‘—R'?“’— &’(T) ‘—;:I‘:'
( X ]/1+?qw)
Celle-ci, comparée a I'égalité (44, démontre le théo-
réme :

Tout le long d’une géodesique quelconque d’un
hélicowde, la distance R entre un point de la courbe et
Uaxe de la surface est lide a Uinclinaison § de la
glodésique sur la géodésique principale correspon-
dante, par la relation

VRE— p?sinb = L.

Cetle équation donne la signification géométrique de
la constante k& paraissant dans les formules précédentes.
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Pour p=o, elle exprime le théoréme de Clairaut,
relatif a une géodésique d’une surface de révolution.

E. Si l'on fait respectivement

R=F({) =y2al,

— ~4 | J— 2
2 f(R) =@ — Rz—alog<? “ﬁ-“-)

dans la deuxiéme équation (35, ct dans la premiére

¢quation (33), on obtient
Vars k2 - ayRT— 42

7 == - ral— A2, = -

a AR

)

d’on il suit

2 52
A2 a

Z .,
2(ar—k?)

<

- ')(2
On a donc les théorémes :

1 La lr(zn.f/brm(:'e p/ane d’une géodésique t]ue/—
conque d’'un paraboloide de révolution est une para-

bole;

2 La  projection équatoriale d’une géodésique
quelcongue de la pseudo-sphére de rayon a est (par
rapport au cercle de rayon \'ah) Uinverse de la pro-
jection équatoriale de la ligne, suivant laguelle
Uhelicoide reglé & plan directeur et & directrice recti-

5 F
ligne, de paramétre h, est coupé par une sphére de
sne, / ’ re P
rayon a dont le centre est sur l'axe.

F. Soient L,, L,, L; les asymptotiques de trois
hélicoides, correspondant aux valeurs a,, a., a; de la
constante arbitraire b dans I'équation (15). En dési-
gnant par py, pa, ps les paramétres correspondants, on
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a, par Iapplication de I'équation (13),
[
]),z._,~p251:(azp,—a1pg)fRR'e RR* 3,
da
P233— P3da= (0,}P2_Q2P3)fRR'C>‘ KK 5,

En divisant ces équations entre elles, on parvient au
théoreme :

Les hauteurs correspondantes z,, z., zy relatives
aux points des asymptotiques de trois hélicoides Ly,
L, Ly, ayant méme projection équatoriale, sont lices
entre elles par la relation linéaire

z

z,  Z,

1A}

i3 |
(45) a, a, a; |[:0.
Pt P2 pPs
Si I'on pose
(46) 33= M3 N3,

m et n étant des constantes, on obtient, ¢n identifiant
les équations (43), (46),

az;= ma;+ na,, P3= mpy-+ np,.

On voit &’ici que la transformation (46), appliquée
aux asymplotiqgues de deux hélicoides tracés sur
méme cylindre donne une asymptotique d’un autre
hélicoide tracé aussi sur méme cylindre, quelles que

sotent les constantes m, n.

Quand py = py = p3, I'équation (45) se¢ réduit a
b
I'autre,
Sp— 3 ay—ay

B3 — T3 az;— a; ’
exprimant le théoréme :

Quand les asymptotiques de trois hélicoides sont
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tracées sur un méme cylindre, une d’entre elles coupe
les portions des génératrices du cylindre comprises
entre les autres, en deux parties ayant un rapport
constant.

Ly, Ly, L3, L, étant les asymptotiques de quatre
hélicoides placés sur un méme cylindre, on déduit des
relations précédentes

33— 5y | &Y — 3y az—ay | aL—-ay

G3— 3y 3,— 59  QA3— U3 b,— Qg
Donc :

Les asymptotiques de quatre hélicoides, tracées
sur méme cylindre, coupent les génératrices de celui-ci
sutvant des groupes de quatre points, dont le rapport
anharmonique est constant.

G. En supposant p =o dans 'équation (14), on
déduit :

En n/lt‘l'mzt, dans un r{lpport constant /lrbin'aire,
les hauteurs relatives aux points d’une surface derévo-
lution, on obtient une asymptotique d’une autre sur-
Jace de révolution.

H. Si la projection équatoriale d’une asymptotique
d’'une surface de révolution est une spirale logarith-
mique ayant le pole sur I'axe et coupant les rayons
vecteurs issus du pole sous I'angle ¢, on a

. R
A(R) =tangelog( — ), R(o) = cose.o
\m
(m étant une constante). Dans cette hypothése, les
équations (38) donnent

2z
v R, g 0008 g,

7 —tang2e 1— tang?e
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D’ailleurs, en supposant successivement
S(R)=qeRm,  F(Q)=pt",

les équations (37) donnent

u=¢1—mlog<%>, c:m—”—"z{%:"

n

(G étant une constante). Cette analyse démontre les
propriétés :

1° Quand une ligne asymptotiqgue d’une surface
de révolution a pour projection équatoriale une spirale
logarithmiqgue avec le péle sur 'axe, la ligne méri-
dienne de la surface et la transformée plane de
Uasymptotique sont des paraboles générales du
méme ordre;

2° Quand la ligne méridienne d’une surface de
révolution est une parabole générale, la projection
équatoriale d’une asymptotique quelconque est une
spirale logarithmique ayant le pile sur Uaxe, et la
transformée plane de Uasymptotique est une para-
bole générale, du méme ordre que la ligne méridienne.

Pour cots =y/2 les paraboles générales se réduisent
i des paraboles ordinaires.



