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[06a]
SUR LES NORMALES D'UN HÉLICOÏDE;

PAR M. GEWNIANO PIRONDINI, à Parme.

1.
Soient

2 le lieu d'une suite de droites ^(cosA, cosB, cosC)
menées par Jes points d'une ligne L(x , y , z) ;

A(H? 7j, Z) une ligne quelconque tracée sur X;
T les segments des droites g compris entre L et A ;
,v l'arc de L}
0 l'inclinaison des droites g sur la ligne L.

En donnant à la figure un mouvement hélicoïdal au-
tour de Taxe des z, la ligne A engendre un hélicoïde H,
dont un point quelconque a pour coordonnées :

X = £ cosv — 7) sint', Y =

/) étant une constante (paramètre de l'hélicoïde), et £,
7i, Ç étant définies par les équations

£ = x — TcosA, rt — y - — T cosK, Ç = z — TcosG.

Les conditions

> -—-cosA=:o, > —— cos A = o

(exprimant Torthogonalité des droites g et de l'Iiéli-

coide H) , appliquées à l'instant initial (ç> = o), donnent

i\) a?cosB—y cos A -\-p cos G = o,

-!/*/*. <r/e yfathemat., 4 e s é r i e , l . I I . ( J u i l l e t 1902.) Jf)



el, comme l'équation (2) exprime que la ligne À est une

des trajectoires orthogonales des génératrices de S, ou a :

La condition nécessaire et suffisante pour que la sur-

face réglée S soit le lieu d'un système de normales de

V hélicoïde H, est exprimée par Véquation (1).

L'égalité (1) se réduit à une identité, quand x = o,

y — o, p = o. Conséqueminent :

Une surface réglée à directrice rectiligne est tou-

jours le lieu d'un système de normales d'une sur/ave

de révolution.

Il s'ensuit i\\xune ligne A, trajectoire orthogonale

des génératrices d'une surface du deuxième degré,

tournant successivement autour de chaque génératrice

de l autre système, engendre une infinité de surfaces

de révolution tangentes entre elles le long de A.

La condition (1) est tout à fait indépendante de z. Par

conséquent :

Si l'on déplace un système de normales d'un héli-

coïde, d'une quantité arbitraire, suivant la direction

de Vaxe de l'hélicoïde, ces droites, dans la nouvelle

position, constituent un système de normales d'un autre

hélicoïde.

En posant

cosA = sin G coscp, cosB = sinC sin<p,

l 'angle cp peut être déterminé par la condition (1). Les

équations

4 Py cosG±.r v/(#2-f- J2-h/>2) sin2 G—/?2

COS A = —; y
x2 -+- y2

px cos G H=JK v (# 2H- y'2-+-p2 ) sin2 G — p 2
_ _ _ _ _ _



que l'on obtient, démontrent que par une ligne quel-
conque on peut faire passer une infinité de surfaces
réglées, chacune constituant un système de normales
d'un hélicoïde d'axe donné. Nous désignerons par S
les surfaces réglées ainsi obtenues pour l'axe des z.

Quand L est une droite, supposons que l'on donne à
la ligne À ( trajectoire orthogonale des génératrices d'une
des surfaces réglées S passant par L) un mouvement de
rotation autour de L, et ensuite le mouvement hélicoïdal
qui lui correspond autour de Taxe des z. Les surfaces
engendrées S, H ont les mêmes normales le long de la
ligne À, considérée dans la position initiale. Par con-
séquent :

Quand on fixe deux droites d une façon arbitraire,
il y a une double infinité de lignes A, dont chacune
peut être regardée comme la ligne de contact d'un
hélicoïde et d'une surface de l'évolution ayant pour
axes les droites données; le lieu des lignes A est un
sj sterne de surfaces réglées.

D étant une droite perpendiculaire à l'axe des x et
inclinée de l'angle e sur l'axe de l'iiélicoïdc, exprimons
la condition dortliogonalité entre la droite D et les gé-
nératrices de S. On a

cos A = \/sin2G — cos2 G cot2 s, cosB = — cos G cots,

c'est-à-dire [en déterminant C à l'aide de la con-
dition (i)]

p sin £ — x cos£
cos A =

cosB =

y/( p sin £ — x cos s )2 -+- jr

— y cos s
— —
/ ( p sin z — x cos £ )2 -f- y

y s i n s
co? G = ~7T====='. — - - " ^

( p sin s — x cos s)2



On en conclut que par une ligne quelconque on peut
faire passer une seule surface réglée à plan directeur
donné, lieu d'un système de normales d'un hélicoïde
(d'axe donné).

Soient L, Lj deux lignes quelconques et

X ( t ) , J ' ( t ) , Z ( t ) \ X ^ Z ) , J T l ( T ) , ZI(Z)

(fonctions de deux paramètres £, T) les coordonnées de
deux points P, P, de ces lignes. Si l'on prend les
droites PP4 pour génératrices g, on a

ros A cos B cosC
./• — . r , y - - .ri - — - i

et la condition (i ) se réduil à

TXV — X V i-h p i Z — Z { ) = = O ,

constituant, au fond, une relation connue entre les pa-
ramètres 1, T. On établit ainsi une correspondance entre
les points des lignes L, L,, ce qui suffit pour la con-
struction de la surface réglée S lieu des droites PP^
Conséquemment :

Par deux lignes quelconques L, Lt on peut faire
passer une seule surface réglée, lieu d'un système de
normales d'un hélicoïde d'axe donné, ou un nombre
fini de telles surfaces.

En particulier, quand une des lignes L, L, est une
droite, par une ligne quelconque on peut faire passer
une seule surface réglée à directrice rectiligne donnée,
lieu d'un système de normales d'un hélicoïde d'axe
donné, ou un nombre fini de telles surfaces.

Quand L, L, sont deux droites, les coordonnées de
leurs points peuvent être considérées comme des fonc-
tions linéaires des paramètres /, T. Il n'y a donc qu'une



seule surface S passant par ces droites. Si A est une tra-
jectoire orthogonale des génératrices de S, donnons suc-
cessivement à celte ligne deux mouvements de rotation
autour des droites L, L, et un mouvement hélicoïdal
autour de Taxe des z. Les surfaces engendrées S, S<, H
ont en commun les normales le long de la ligne xV, con-
sidérée dans la position initiale.

Il s'ensuit que, si Von fixe trois droites L, LM O z
dJ une façon arbitraire dans l'espace, il y a une simple
infinité de lignes A, dont chacune peut être regardée
comme la ligne de contact entre deux surfaces de révo-
lution et un hélicoïde, ayant pour axes resjrectivement
les droites (L, L, ) et O z \ le lieu de ces lignes A est une
surface réglée ayant pour directrices les droites L, L».

Quand on connaît la direction des génératrices g de la
surface réglée 2, on peut écrire

cos A = f(x, y, z),

cos \i = <&(./•, j ' , -3),

cos G = \J ï — f-(x,y, z ) — ç2(^, y, z )»

/ el o étant deux fonctions des coordonnées a*, J',
La condition (i) donne la relation

( 3 ) \ x»(*>y>~)-y/(*>y>*)

d'où le théorème :

Quand on fixe la direction des génératrices recti-
lignes, il y a une infinité de surfaces réglées, chacune
constituant un système de normales d'un hélicoïde
d'axe Qz', la seule condition à vérifier est que la
ligne L soit tracée sur la surface (3).

Ainsi, par exemple, si cos A, cosB sont inversement
proportionnels à la distance des points de la ligne L du



plan z = o, on peut prendre

COS A = — y

et la ligne L doit satisfaire à la seule condition d'être
placée sur la surface du deuxième degié

p*z2 — (hx — a y )2 = p'2 ( «2 — !/2 ) .

11.

En supposant que les droites g qu'on mène par les
points de la ligne L soient successivement les tangentes,
les normales principales et les binormales de cette ligne,
on a respectivement :

cos A — —j- j
as

ros A — p -j— »

( dy dlz dz r/2r\
cos A = p ( -;- — ~ ,1 \ ds ds'2 ds ds*- J

( p étant le rayon de coin bure de L).
La condition (î) se réduit respectivement aux auiies :

dy dx dz
( 4 ) •£ -y- — y -j- -h p -j- = o.

ds " ds ds

dy dx d'2z
(o) x -~ y —j— -h p -j-^ = o,

ds2 J ds2 ' ds2

( 6)

( fdx d'2z dz d'2x\ /dy d2 z dz d2y
1 X\ds ~cÙT- ~ ~ds ~ds* ) ~*~y\ds 'ds'1 ~ "ds ~ds*

~P\ds

Celles-ci sont les équations différentielles des trajec-
toires orthogonales des hélices, des lignes géodésiques



et des lignes asympl o tiques d'un hélicoïde d'axe Oz
et de paramètre p.

L'équation (5) donne par intégration

. . dy dx dz .

k étant une constante arbitraire. Et comme l'équation^)
se réduit à l'équation (4) pour À" = o, on voit que les
trajectoires orthogonales des hélices d'un hélicoïde
sont desgéodésiques sur cette surface (nous les appelons
les géodésiques principales).

Si l'on remarque que ds = \jdx- -f- dy2 -f- dz2, on
pent mettre l'équation (7) sous la forme :

(8) ) ( p«~— k*)z"> — <xp(yx' — xy' )z'

On voit alors que la variable indépendante peut
être quelconque.

L'équation (G) peut s'écrire

(g) (xx'-^yy')z"—(xx"-^yy")z'= p{x'y"— y'x"),

et, ainsi que le démon Ire un calcul très simple, sa
forme reste toujours la même, quelle que soit la
variable indépendante.

Une ligne L de l'espace peut être représentée par les
équations

z = U

(R et U étant des fonctions de M), OU par les autres

\y = Rsin ƒ y—5 di,



(o* étant l'arc de la projection sur le plan 3 = 0, R et <p
des fonctions de <r).

Si alors on applique les équations différentielles (8),
(9) aux lignes (10), (1 1), on peut déterminer les fonc-
tions U, cp par des quadratures. En effet :

i° Dans le cas de l'équation différentielle (8), on a

//-< — /
(12) 1 (quand h:\^

^ 77; ƒ Ri ~ ~ r f " (quand * = / > ) ,

= 2_̂ _/2 ƒ [ —/> R v/r-^lV^ :J - A
d A( q u a n d A r /> ),

/ ' ƒ ? - - ( 1 — H ' 2 ) R 2, 1 / ' ƒ ? - - ( 1 — H ' 2 ) R 2 , . .
0(7)— / — __ — —rtJ ( quand A'= /?)*,

•>° J)ans le cas de l 'équation différentielle ( 9 ) , on a

KIV

Q(V) — I [ (> - f> I - - „ C J 14K f/T

./ V J RV1-R11 K /

R'Vi-R11 K

On parvient ainsi au théorème :

Si Von donne un mouvement hélicoïdal de para-
mètre p autour de Vaxc des s, à la ligne représentée



'9>

par les équations (10) ou ( n ) , dans lesquelles U et o

sont définies par les équations ; { ' . Js\.la ligjie
J (\4)et(i5)y ö

. . . ( zéodésique )
est. dans toutes ses positions, une \ ° ' . \ sur

[ asymptotique \
Vhèlicoïde engendré, quelles que soient les valeurs des
constantes k, a: b.

En considérant Ja ligne (10) comme Ja génératrice
d'un hélicoide H dont l'axe coïncide avec Taxe des 5,
le profil méridien placé sur le plan y = o est représenté
par les équations

i i G) R = R ( Z J ) , Z = L ~ p u ,

p étant le paramètre.
Si Ton applique les équations différentielles (8), (g)

à une ligne

i x = R cos 'h( u),

( 1 7 ) < y = R s i n ù ( u ) ,

[ z = U -H /? f ^ < M j — u] = r~±- p <l

placée d'une façon arbitraire sur l'hélicoïde H7 la fonc-
lion à(u) est déterminée par une quadrature.

En effet :

i° Quand

(.8) C=/YK),

on a



?° Quand

11 suit le théorème général :

Sur un hèlicoïde donné d'avance, les lignes , ^
° | asyni-

désiques \ , , , . , x

! J .ço/zA représentées par Les équations (17) ,
pourvu :

i° Ç/*e Z'o/z remplace £ r/ A /?a/% /^/ /w valeurs (18)

e^ 1 / x I» (l 11 and le profil méridien est représenté par
\ (20) \ '

l'équation (18) ;
20 Çwe /'o/; remplace I\ ê  A /?«;• /ew/\v valeurs ('21)
( ( 2 2 ) )f^ w -) L quand le profil méridien de Vhèlicoïde estI ( 2 3) j> ' ^ ^ ƒ

représenté par Véquation (21).

III.
Soient

À le profil méridien d'un heli coi Je II ;
L une ligne tracée sur H;
Lo la projection equatoriale de L (projection de L sur

le plan 5 = o);
/ la transformée plane de L (ligne à laquelle se réduit L

en étalant sur le plan le cylindre projetant L sur le
plan coordonné z = o).



(• 2 9 9 )
Quand L est une géodésique ou une asymptotique

de\\ :

A. La détermination de la projection equatoriale Lo

et de la transformée plane l, quand on donne le profil
méridien A est ramenée à des quadratures.

B. La détermination du profil méridien A et de la
transformée plane /, quand on donne la projection
equatoriale Lo, est ramenée à des quadratures.

C. La détermination du profil méridien A et de
la projection equatoriale Lo, quand on donne la
transformée plane /, est ramenée à Vintégration
d'une équation différentielle du premier ordre ou
du deuxième ordre, suivant que la ligne L est une
géodésique ou une asymptotique de Vhélicoïde.

Cas A. — i° Si le profil de l'hélieoide est Ja Jigne
représentée par l'équation (18), on déduit des équa-
tions (19), (20)

Celles-ci sont respectivement Véquation de la pro-
jection equatoriale Lo d'une géodésique et d'une
asymptotique d'un hélicoïde, en coordonnées po-
laires (R, u).

20 En ayant recours aux équalions (22), (23), et en
remarquant de plus que



( 3oo )

dans l'hypothèse que le; profil de l'hélicoïde soit repré-
senté par l'équation (21), on déduit

(-7) -

Celles-ci sont respectivement Véquation delà trans-
formée platie ld'une géodésique et d'une asymptotique
d'un hélicoïde, en coordonnées cartésiennes (T, ^).

B. — i° Soit la projection equatoriale Lo repré-
sentée par l'équation polaire

(-28) = A( K ) .

11 suflit de calculer ƒ (11) par l'intégration des équa-
tions qu'on déduit en comparant l'équation (^8) aux
équations (24)1 (^)> pour \oir que le profil méridien
de Vhélicoïde est la courbe représentée par Véquation
cartésienne

',!) d\K

Vautre

(3o) y / T fl'(W) I
c/R \e

(a — const. arbitraire) suivant qu'il s'agit d'une
désique ou d'une asymptotique.



a° En supposant que la projection equatoriale Lo soit
représentée par l'équation.

K = R(cr),

la transformée plane l cVune géodésique ou d'une
asymptotique est représentée par Véquation carté-
sienne

(30 ï = ?(*\

<p(cr) étant donnée respectivement par les équa-
tions (i3), (i 5).

Cas C. — i° Quand la transformée plane / d'une
géodésique ou d'une asvmptotique est représentée par
l'équation cartésienne

le profil méridien de l'iiélieoide est représenté par l'équa-
tion ( 'M), 1' (?) étant la fonction définie par l'équation
différentielle qu'on déduit par l'élimination de c entre
l'équation (3a) et les équations ('>*()), (27) respective-
ment.

'>.° Quand / est définie par l'équation cartésienne (3i),
la projection equatoriale Lo est représentée par l'équa-
tion différentielle (i3) ou (IJ), suivant qu'il s'agit dune
géodésique ou d'une asympto tique.

Cas particuliers. — Pour avoir les formules relatives
aux géodésiques principales d'un hélicoïde, aux géo-
désiques et aux asympto tiques d'une surface de révo-
lution, il suffit de faire respectivement : k = o, dans les
équations (•>{), (>>6), (29), (i3); /; = o, dansles mêmes



équations; p — o dans les équations (a5), (^7), (3o),
( i5 ) . On obtient ainsi les formules suivantes :

(33)

(34)

( 3 5 )

( 3 6 )

( 3 7 )

( 3 8 I

\«~-pf/4 R*
c/R,

f a - -

"rfK,

(33) (

équations (35) > définissent {d'une seule ma-

(37))
mère) la projection equatoriale et la transformée

des géodesiques principales d'un hélicoïde I
vlane des géodésiques d'une surf ace de révolution >

des asymploliques d' luie surf ace de révolution ]



3o3

l le profil méridien
quand on en donne \ la ligne méridienne

( la ligne méridienne

(d'une seule ?na-
(d'une seule ma-
( d' une infinité de

Les équations < (36) > définissent
1 ( 3 8 ) 1

nière) le profil méridien
nière) la ligne méridienne et la transformée
manières) la ligne méridienne

I des géodésiques principales d'un hélicoïde
plane ' des géodésiques d'iuie surface de révolution

' des asymptotiques d'une surface de révolution
quand on donne la projection equatoriale de ces lignes

(^ue l'on fasse p = o dans les équations (27), ( i5) , et
ensuite que l'on compare les équations qu'on va obtenir
aux relations (32), (3i) respectivement. On déduit
ainsi les équations différentielles

Ç dr*

dont l'intégration conduit aux résultats suivants :

Quand la 1 ransformée plane l dune asymptotique
d'une surf ace de révolution est représentée par l'équa-
tion (32), ou par Véquation (3i),

i° L^a ligne méridienne de la surface est une des
courbes définies par Véquation

i° La projection equatoriale Lo de la ligne est une
des courbes définies (en coordonnées R, <J) par Véqua-



tioji

[ƒ ̂ j
(rt, //, //i, // étant des constantes arbitraires).

IV.

-Applications. — A. En faisant successivement k = o,
p — o dans l'équation (12), on trouve respectivement :

5 = — i f\\*du, z = I f \/H'—

El si, dans ]a dernière hypothèse, on calcule l'arc
de la ligne à l'aide des équations ( 10), on a

;.,/"•<

Ces égalités démontrent les propriétés :

r ° TLH altérant, dans un l'apport constant arbitraire,
les hauteurs relatives aux points d\ine géodésique
principale d'un hélicoïde, on obtient une géodésique
principale d'un autre hélicoïde;

2° Les géodésit/ues de deux surfaces de révolution
ayant même projection equatoriale ont leurs arcs
proportionnels ;

3° Si, sur les génératrices du cylindre projetant une
géodésique $ une surface de révolution sur le plan de
iéquateury on prend, à partir de ce plan, des distances
proportionnelles à l'arc de la géodésique, le lieu des
extrémités est une géodésique principale d'un héli-
coïde ayant même axe que la surface de révolution.

B. Eu supposant

£ - / ( R ) ^ Rcots et R(<T)= ŒCOSE,



( 3o5 )

la première équation (̂ 33) et la deuxième équation (3f )
donnent respectivement ;

R = —p tang ( 'u tang s). £ —— —— - J 2 .

Ces égalités démontrent les propriétés :

i ° Les géodésiques principales des hélicoïdes réglés,
dont les génératrices coupent V axe sous un même angle,
ont pour projections équatorial es des lignes semblables ;

2° Quand une géodésique principale d'un hé/icoïdc
a pour projection equatoriale une spirale logarith-
mique avec le pôle sur l'axe, la transformée plane de
la géodésique est une parabole.

(]. Quand la ligne (10) est sur une sphère de rayon a,
on a

Quand la ligne ( 10) coupe sous l'angle constant s les
méridiennes de la surface engendrée par cette ligne
dans la rotation autour de Taxe des z, on a

/
"-»
v/R2 cot2£ — R'2 du.

Si donc la ligne L vérifie, à la fois les conditions
[(39), ( l o ) ] , [(39), ( 4 0 ] , [(4o)> (4 f)L R est déter-
miné respectivement par les équations différentielles

^ R2( / >2 c o t 2 £ _ R2 ̂

anang2ôR'2=: R2(a2_R2).

Celles-ci, pour

(4a) a =zhp cots,

reviennent l'une à l'autre. Et comme on déduit après
Ann. de Mathémat., 4e série, t. II. (Juillet 1902.) 20



( 3o6

l'intégration

. /pcolE -L- \/p2 cot2 s—R2

log ( l ^ _

et eonséquemmenl

,
cosh(wcots)

z = U = — ocotc tangh(ucols) ,

on trouve, à l'aide des équations (16), que le profil
méridien de l'hélicoïde est la ligne

CA

i
f

' t t e

= —

anal Y se

COt2£ - R-

démontre

cot

le

s-L- v /y02cot2£— R2

R

théorème :

Quand une ligne de Vespace jouit de deux des
propriétés suivantes :

i° D'être une géoâésu/ue principale d'un héli-
coïde H ;

2° D'être une loxodromie dune surjace de /évolu-
tion S, avant même axe que H ;

3° D'être placée sur une sphère dont le centre est
sur Vaxe de H et S ; elle jouit aussi de la troisième.

Le paramètre p, le rayon a de la sphère et l'incli-
naison s sont liés par la relation (49)- Le profil méri-
dien de l'hélicoïde 11 est la ligne (i3).

Comme la ligne ( 4 3 ) se réduit à une tractrice pour

s — -]y on a :

Dans Ihélicoïde à courbure constante négative, les
trajectoires orthogonales des hélices sont des loxo-



dromies spliériques coupant les méridiennes sous

l'angle -* Les sphères contenant ces trajectoires ont

les centres sur l'axe, et leurs rayons sont égaux au
paramètre de Vhèlicoïde.

D. Si l'on donne un mouvement hélicoïdal de para-
mètre p, autour de l'axe des z, à la ligne L représentée
par les équations (i i), on troine :

- — 6 j étant l'angle sous lequel la ligne L coupe les

hélices de l'hélicoide engendré H.
En supposant que L soit une géodésique de l'héli-

coide H, on a, en vertu de l'équation (7),

dy dx dz\ da

y 1 H- <f' 2( a)

Celle-ci, comparée h l'égalité (44 S démontre le ihéo-

Jout le long d'une géodésique quelconque dun
hélicoide, la dista/iceH entre un point de la courbe et
Vaxe de la surface es f liée a Vinclinaison 9 de la
géodésique sur la géodésique principale correspon-
dante, par la relation

v/R2-r-/?2sin6 = k.

Cette équation donne la signification géométrique de
la constante A" paraissant dans les formules précédentes.
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Pour p = o, elle exprime le théorème de Glairaut,
relatif à une géodésique d'une surface de révolution.

E. Si Ton fait respectivement

dans la deuxième équation («°>5; et dans la première
équation (3 j ), on obtient

\/a2-+- kl r—y ,-> _ a y/R2— A'2

a V ' a ^ — '-i u — k H '

d'où il suit

On a donc les théorèmes :

i° La transformée plane d'une géodésiijue quel-
conque d'un paraboloïde de révolution est une para-
bole ;

•>° La projection equatoriale d'une géodésique
quelconque de la pseudo-sphère de rayon a est (par
rapport au cercle de rayon \'ah ) Vinverse de la pro-
jection equatoriale de la ligne, suivant laquelle
riielicoïde réglé à plan directeur et à directrice recli-
ligne, de paramètre À, est coupé par une sphère de
rayon a dont le centre est sur l axe.

F . Soient L o L2 , L3 les asymptotiques de trois
hélicoïdes, correspondant aux valeurs a h a2, «3 delà
constante arbitraire h dans l'équation ( i5) . En dési-
gnant par p{, /;2, p* les paramètres correspondants, on



a, par l 'application de l 'équation ( i 5 ) ,

C

r
) I

En divisant ces équations entre elles, on parvient au
théorème :

Les hauteurs correspondantes zi7 z2, z3 relatives
aux points des asymptotiques de trois hélicoïdes h{,
L2, L3, ayant même projection equatoriale, sont liées
entre elles par la relation linéaire

Si

(46)

Ton pose

aï

Pi

~ 3

* 2

Pi

= m nz2,

m et n étant des constantes, on obtient, en identifiant
les équations (4^), (46),

a3 = ma-, -r- na2, p-i — mpi -h np.2.

On voit d'ici que la transformation (4^), appliquée
aux asymptotiques de deux hélicoïdes tracés sur
même cylindre donne une asymptotique d'un autre
hélicoïde tracé aussi sur même cylindre, quelles que
soient les constantes /?̂ , n.

Quand pi = p2 = p-3y i'équation (45) se réduit à
l'autre,

zz — z± «3 — a2 '

exprimant le théorème :

Quand les asymptotiques de trois hélicoïdes sont
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tracées sur un même cylindre, une d'entre elles coupe
les portions des génératrices du cylindre comprises
entre les autres, en deux parties ayant un rapport
constant.

LM L2, L3, L, étant les asymptotiques de quatre
hélicoïdes placés sur un même cylindre, on déduit des
relations précédentes

Z% Z[ À + Z\ CZ% •— Cl\ ^ di. — Cl\

Z%— Zo Z^ Z 2 Cl % Cl 2 tl'+ Ct 2

Donc :

Les asymptotiques de quatre hélicoïdes, tracées
sur même cylindre, coupent les génératrices de celui-ci
suivant des groupes de quatre points, dont le rapport
anharmoniqne est constant.

G . E n s u p p o s a n t ƒ? = o d a n s l ' é q u a t i o n ( i4 )> O î l

d é d u i t :

En alléraîit, dans un rapport constant arbitraire,
les hauteurs relatives aux points d'une surf ace de révo-
lution, on obtient une asymptotique d'une autre sur-
face de révolution.

H. Si la projection equatoriale d'une asymptotique
d'une surface de révolution est une spirale logarith-
mique ayant le pôle sur Taxe et coupant les rayons
vecteurs issus du pôle sous l'angle e, on a

/ R\
A( R ) = t a n g £ l o g ( — )> R ( Œ ) = COSS.Œ

\ m J

(m étant une constante). Dans cette hypothèse, les
équations (38) donnent

— tangH ' " 1—tang'2£
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D'ailleurs, en supposant successivement

les équations (37) donnent

u = \Ji — mlog(

(C étant une constante). Cette analyse démontre les
propriétés :

i° Quand une ligne asyniptotique d'une surface
de révolution a pour projection equatoriale une spirale
logarithmique avec le pôle sur l'axe, la ligne méri-
dienne de la surface et la transformée plane de
l asyniptotique sont des paraboles générales du
même ordre ;

2° Quand la ligne méridienne d'une surface de
révolution est une parabole générale, la projection
equatoriale d'une asyniptotique quelconque est une
spirale logarithmique ayant le pôle sur Vaxe, et la
transformée plane de Vasyniptotique est une para-
bole générale, du même ordre que la ligne méridienne.

Pour cots = \J 1 les paraboles générales se réduisent
à des paraboles ordinaires.


