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[D]
DETERMINATION DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE QUI
ADMETTENT LES SUBSTITUTIONS D'UN GROUPE QUEL-
CONQUE DONNE, ET SEULEMENT CES SUBSTITUTIONS-LA;

Par M. E. JIAGGI.

Nous avons vu, dans une Note précédente ('), que
toute fonction I'(x) qui admet des substitutions données
qui la laissent invariable, admet aussi toutes les substi-
tutions qu’on peut obtenir par inversion, itérations ou
combinaisons quelconques des substitutions considérées,
c’est-a-dire tout le groupe de substitutions qu’on peut
former avec les substitutions dounées. Nous avons vu
comment, étant données des substitutions, on peut for-
mer le groupe le plus simple qui les contienne. Enfin,
nous avons démontré que toutes les fonctions complétes
uniformes qui admettent les substitutions d’un groupe
donné, et seulement ces substitutions-la, ou, dans notre
langage abrégé, que toutes les fonctions périodigues
uniformes d’un groupe G donné, sont, lorsqu’il en
existe, les intégrales d’une équation de la forme

FIII(J‘) 3 F”‘Z(Z') 2
Flz) 2Fia) LT

ou les quotients des intégrales © d'unc certaine équation

(') Proprietes gcnerales des substitutions a une variable et
des fonctions qu'elles laissent invariables (Nouvelles Annales,
octobre 1qgor).
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différenticlle, linéaire et homogéne, du second ordre,
dont les coefficients ne dépendent que du groupe G
donné.

Nous nous proposons, daus la Note présente, de déter-
miner, a P’aide de substitutions quelconques données, les
cocflicients de ces deux équations ditférentielles et la
formule générale du multiplicateur des fonctions 0.

L. Supposons donc que 'on se donne un groupe G
de substitutions et, tout d’abord, placons-nous dans le
cas ou les fonctions F(a) de groupe G sont des fonc-
tions complétes nniformes; le groupe G doit alors étre
néeessairement discontinu.

Connaissant a 'avance la forme des équations que
nous cherchons, on pourrait se proposer de les con-
straire, ¢'est-a-dire, considérant leurs coeflicients comme
des inconnues, de chercher a construire ces coefficients
de maniére que les fonctions F(a) restent invariables
par les substitutions du groupe, et que les fonctions ©
sc¢ tronvent multiplides par un méme facteur.

Nous préférons & cette méthode une méthode entié-
1ement analytique qui, comme tous les théorémes dé-
montrés dans nos précédentes Notes sur ce sujet, a son

origine dans I'éqnation
(1) F(.\)::F(.’I‘),

a laquelle satisfont toutes les substitutions du groupe
donné et sculement celles-1a, F(x) érant I'nne des
fonctions cherchées.

Ceue équation fonctionuelle est explicite par rapport
a Vinconnue F(x), mais est implicite par rapport aux
données s, (), ctil serait assez difficile d’exprimer que
Péquation (1}, sous cette forme, a pour racines les sub-
stitutions du groupe donné. Nous allons d’abord cher-

Lo . A
Ann. de Watlhemat., } série, t. I1. (Aout 1902.) 24
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cher a mettre cette équation fonctionnelle sous forme
explicite par rapport aux données s;(x). Cette transfor-
mation devient facile en faisant usage des périodes

p(z)=s(z)— .
On a en eflet, en posant s = x + p,
(2) F(z +p)=F(z),
ct Pon est conduit a développer F(x + p) en série
ordonnée par rapport aux puissances de p, dans I'hypo-

these, bien entendu, ou ce développement est possible.
Suppression faite du facteur p, ¢’est-a-dire de la racine

nulle p = o, qui correspond 4 la racine s = x de I'équa-
tion (1), I'équation (2) prend la forme

T F”
(3) F’(r)+p—-———rl(:) -+ 2—({)

1.2.3
H s’agit d’exprimer que cette éguation en p a pour
8 p | J
racines les périodes p;(x) = s;(x) — = et seulement ces
quantités-la. Or nous avons vu () comment s’expriment
de telles conditions dans le cas ou la série donnée est le
développement d'une fonction entiére :
Si
A As
I+ —Z 4+ —xi+...
I 1.2
est le développement d'une fonction entiére, pour que
cette fonction ait pour zéros d’ordre un des points
donnés

ay,, a ..., A, ...,

il est nécessaire et suffisant que les coefficients A satis-

(") Relations cntre les seros et les coefficients des fonctions
enticres et Sur les seros des fonctions enticres (Nouvelles Annales.
Janvier 1gor elomal iyoo.
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fassent a des relations de la forme

)

g
I
—
X
°
i
]~

v o) [ Sl -]
v Seo-3)
Sl ) S )
(S 2)]
ou les quantités g, (o), g/(0), ... ({=1,2,...), sont

les valcurs pour .c = o des dérivées par rapport a x de
certaines fonctions entiéres g,(x) qui rendent conver-

S s+ )

1

gente la série

ou, cc qui revient au méme, sont des quantités qui
rendent convergentes les séries indiquées dans les rela-
tions précédentes

2(5",’”(0)— ﬂ%)

13
1 .
lorsque E — est convergenle, i sufit d’annuler, dans
(2

:
les relations précédentes, toutes les quantités g\ (o)
(mais cela n’est pas nécessaire).

A l’égard de la série (3), ou la variable est p et mon
pas x, on doit remarquer quc :

1° Les raciunes p, sont d’ordre un, sauf lorsque x est
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en un point multiple du groupe, ce que nous nc sup-
posons pas; nous avons, cn effet, démontré dans une
précédente Note que les racines s, de 1'équation (1), ct
par suite les racines p, des équations (2) et (3), sont
d’ordre un lorsque x n’est pas un point muliiple; le
premier membre de 'équation (3) n’est le développe-
ment d’une fonction entiére qu’autant que F () est une
fonction enticre.

2" Supposons done tout d’abord qu’il existe des fone-
tions I"(x) entiéres du groupe donné; en exprimant que
les zéros de la série en p (3) sont les quantités p,(x) el
sont des zéros d’ordre un, nous aurons les identités

1 F'(x) N\ I )
- ——— = 1, —_— — )
"y Fi(ax) H(l(r) pi(r)

| 1

v e ~ 1
3 ¥ “Z("'"”*"m)

]

AN — "
[H h () ) B

4 |

(i'/’l F”(?‘) - ,)!. \
. ——Z(l,(n———g——)
bd Er) pler)

1 Q !
-3 (k= gt B )

13

N 1k

ou les quantités Ay, k,, £, ... rendent convergentes les
e e e, ]
scries mdl(luecs; lorsque y—(; esl convergente, on
dnd '
P
peut supprimer ces quantités dans les séries relatives
aux puissances des p, supérieures a w; en particulior,

. v 1 e N . . . . . [N
si o est convergente, 7 suffit que soient satisfaites
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les relations (4), dans lesquelles on annule toutes ces
quantités &, k,, . ... Toutes ces quantités I, &,, ... sont
généralement fonctions de x, car il ne faut pas oublier
que U'identification se fait par rapport a p.

Enfin cette identification n’a un sens que si F (x + p)
est développable par la série de Taylor dans une aire
qui contient, avec le point x, tous les transformdés

s(z)=a—p(x)

du point x par les substitutions du groupe.

Dans ces conditions, les 1elations (4) expriment que
les équations (3), (2), (1) sont satisfaites respeetivement
par les périodes p, et les substitutions s, du groupe et
seulement par celles-1é, et par conséquent que la fone-
tion F(x) est une fonction enticre du groupe donne.

Or, la premicre des relations (4) suflit a déterminer
les fonclious entiéres du groupe donné; on en lire,

avec deux constantes arbitraires,

Jz(;,,f;?),,,
(5) F(z)y=% | ¢ dr -

!J.

ou
‘ 1
) F(m):)\/ne'f(/lﬁ/?)a,drﬁ{J”

F(z) étant ainsi déterminée, les équations (4) autres
que la premiére donunent par ’édlimination de F des
relations entre les périodes, c'est-a-dire entre les sub-
stitutions du groupe. Nous ne chercherons pas, au
moins en ce moment, a interpréter ces relations et nous
nous contenterons de dire :

8'il existe des fonctions uniformes périodiques en-
ti¢res du groupe donné de substitutions, ces fonctions
sont données par les formules (3), oi les quantités h,,
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SJonctions de x, rendent convergente la scrie

S(e- )

<

ou, ce qui est identique, rendent convergent le produit
1
2 l [eﬂf k,—IT‘)dz’
1

1 .
et, lorsque 2;— est convergente, i/ suffit d’annuler ces
i
(quantités A;.
Toutes les fonctions uniformes du groupe donné sont
alors, comme on sait, données par la formule

AF(z)+p
vF(z)+p’

ou F(x) est 'une des fonctions précédentes.
2. Considérons maintenant le cas de fonctions uni-

formes du groupe donné, qui ne sont pas des fonctions
entiéres. L’équation (2) se met sous la forme

(6) O1(z+p) _ 61(x)
8:(z+p) B.(x)

ou 0, ct ©, sont des fonctions enticres (auxquelles
nous avons donné le nom de fonctions a mulipli-
cateur), en sorte que le cas des fonctions F(x) enti¢res
est compris dans celui-ci.

L’équation (6) se met sous la forme

0,(x) 0, (x4 p)—0,(x)8(x+p)=o0,

ou le premier membre est une fonction entiére de p.
Supposons que les fonctions © soient développables cn
séric dans une airc comprenant, avec le point x, tous
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les transformés s;= x + p; de ce point x; I’équation
précédente se met sous la forme
0:61— 6,0}  6,07—6,07

'—8 I‘, t .=
(7) 6:8; 182+ p 1.2 P 1.2.3 BE 0

?

ol nous avons supprimé le facteur p, qui correspond

a la racine s = & de 'équation (1), et éerit O au lien
n

de d—‘%(f—)

Les périodes données p,—s;— x doivent éire les
racines de cette équation et, de plus, elles en sont
racines d’ordre un.

Le premier membre de I'équation (7) étant le déve-
loppement en série d’une fonction entiére de p, les con-
ditions nécessaires et suffisantes pour que les zéros de
cette série soient les périodes données p;, ct seulement
ces quantités-1a, et que tous ces zéros soicnl d’ordre un,
s’expriment, sclon notre théoréme général, par les
identités

1 6,07 —0,0; 2 he ]
2 0,0] — 0,0, T pi)’

I OB YOS

[ ]

929?’— 919'.2v _ 2
0,07 — 0,8,

FEN

(8)

ou les fonctions de x, ;, ki, L, . . . rendent convergentes
les séries indiquées dans les seconds membres et peuvent



A , . . Wl I
¢tre annulées identiquement lorsque 2‘;(—1—) est con-
l
13
vergente.
Soit ®(x) la fonction déterminée, 4 un facteur con-

stant prés, par la formule

N/ ! . ~,
2/“(“_7‘:)'[1 2](/[1~L)(IJ
(9) P(zx)y=1e€"v =I Ie IEA
2
el POSOIIS

o= () s [ S )|

L
/( ' t
(9) 4 . ()
% G0 (z)
i
Les deux premiéres équations (8) donnent :
0,0, — 6,0, = ®.

0,0] —0,0) = &',
0,07 — 0,07 = PV,

Dans cc systéme de trois équations, remplagons la
troisieme par celle qu’on obtient en retranchant celle-ci
de la dérivée de la seconde et considérons le systéme
de trois équations

0,0] — 0,0}, = b,
(10) 0,0] — 0,0 =P,
0,0 — 0,0} =" — OV,

b
deux membres de la premiére par 0], ceux de la seconde
par — @', ceux de la troisiéme par 0,, ct ajoutant, 0, se
19 l ’ ’
trouve éliminée ¢t 'on a

Ces équations déterminent 0, ct 6,; multipliant les

DO — 'O + (P — V)0, = o.

En éliminant de la méme maniére @,, on retombe
sur la méme équation ou 0, est remplacée par ..
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Il s’ensuit que toutes les fonctions a multiplicateur
du groupe
0 = A0+ p8,,

sont les intégrales de I'équatian linéaire, homogtne et
du second ordre :

(11) PO — PO+ (P — PY)O = o.

Les équations (8) autres que les deux premiéres qui
nous fournissent I'équation (11) donneraient, par P’éli-
mination de ©, el 0,, des relations nécessaires pour
Pexistence des fonctions F (&), entre les périodes ou les
substitutions du groupe donné. Nous pourvons donc
conclure, sans d’ailleurs interpréter d’une facon plus
compléte ces relations entre les substitutions du groupe :
s'il existe des fonctions uniformes ¥(x) du groupe
donné, ces fonctions sont les quotients des fonctions 0,
intégrales de U'équation (11).

3. Ddsignons par (s, x) le rapport

O(s)
o(r)’

c'est-a-dire le multiplicateur commun de toutes les fone-
tions © du groupe, correspondant a une substitution s
du groupe.
Si F () est I'une des fonctions périodiques du groupe,
on a:
F(s)=F(x),
(12) F'(s)ds =F'(z)dz

pour toute substitution s du groupe. Soit

0,(x)
8:(7)’

F(x)=
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d’ou
, _ 8y (x)0\(z)—6,(x)0y () P(x
sF(x)_ et T el
(13) ®(s) -
( F(s) = greo)-

L’équation (12) donne alors

®(s)ds ®(z)dx
83i(s)  8j=)

ou
0i(s) _ P(s)ds
6)(z) @(z)dz’

¢t par conséquent

(15) O(s,x>:t\/"’(“d‘

®(x)dx’

ou s est une substitution quelconque du groupe. Telle
est la formule du multiplicateur (s, x) de toutes les
Jonctions 8 du groupe.

1l y a ambiguité sur le signe; les applications que
nous avons faites & des cas déja étudiés complétement
par d’autres méthodes nous ont montré qu'il faut
prendre tantot le signe + et tantét le signe —; mais
nous n’avons pu lever cette ambiguité dans la formule
générale.

Les relations (8), (10), (11) que nous venons de
trouver conviennent au cas des fonctions entiéres; il
suffit, en effet, de supposer ©,= const. dans les rela-
tions (8) et (10). Alors, I'une des fonctions entiéres F(x)
est la fonction O, et 'on voit que la fonction ®(z)
donnée par la formule (g) est la dérivée de I'une de ces
fonctions entiéres (13), ce qui concorde avec les for-
mules (5) que nous avons démontrées directement dans
I'hypothese owt existent des fonctions uniformes entiéres
du groupe donné.
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Dans ce cas, Péquation (11) aux fonctions A multipli-
cateur doit admettre la solution @ = const. 1l est donc
nécessaire que les substitutions du groupe satisfassent a
I'identité

(15) P'— W = o.

Réciproquement, si cette condition cst satisfaite,
I’équation en O sc¢ réduit a

(16) $68" — $'8 = o,
d’ou

8=1f¢dz+p,

ct ces fonctions © sont des fonctions périodiques en-
tieres du groupe, 'une des intégrales de (16) s¢ rédui-
sant 4 une constante.

La relation (15), entre les substitutions du groupe
donné, est donc la condition nécessaire et suffisante
pour que, parmi les fonctions périodiques du groupe
donné, il en existe qui soient entiéres.

Cette relation (15) n’est d’ailleurs autre que la pre-
miére des relations entre les substitutions du groupe,
qu’on déduit de I'élimination de F/(x) =% ®(x), entre
les conditions (4) établies directement dans 'hypothése
ou existent des fonctions entiéres F(x) du groupe
donné. Sidans les relations (8) on suppose @'= QW
on retrouve les relations (4).

4. Formons enfin 'équation aux quotients des inté-
grales de I'équation en 8; on trouve sans difficulté, en sc
servant des équations (10) et (13),

F”’ F”i (bl/ ¢12

—_——3 e = —_—— — — 4.
(17) 2w I3 =0F —3® ¥
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Telle est Véquation aux fonctions uniformes du
groupe donné, lorsqu’il en existe ().

Lorsqu’il existe des fonctions uniformes du groupe
donné, ces fonctions seront complétement déterminées
par Péquation (17) ou par I'équation (11) aux fouctions
a un multiplicateur lorsqu’on aura formé les fonc-
tions ® ct W par les formules (g) et (¢f).

. 1 .
Lorsque la série 2[7 est convergente, il n’y a aucune
i
-
difficulté, car on n’aura qu’a annuler les quantités %; et k;
dans les formules (g) pour avoir ® et W. Lorsque cette
R N . o . . S
série 2;}: n’est pas convergente, il faut introduire des
13

fonctions 2;(x) qui rendent convergente la série

S0 )

- /
1 .
Lorsque ¥ — n’est pas non plus convergente, il faut

1
introduire des fonctions k; (x) telles que

(=5

‘

soit convergente. On ne sait pas autre chose sur ces
fonctions &;(x), ki(x); on peut donc trouver d’uune in-
finité de maniéres des fonctions by, k; répondant a ces
conditions. Toutefois, il est certain que ces fonctions
ne donneront des fonctions F(a) admettant les substi-
tutions du groupe, ct seulement celles-13, (u’autant
qu’elles seront convenablement choisies. 1l reste donc

(') Tous ces résultats ont ¢té publiés pour la premicee fois
par Fauteur dans ses Recherches sur la théorie des fonctions
(Besancon. 18g7).
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unc ambiguité dans la détermination des fonctions pé-
riodiques uniformes d’un groupe donné, lorsque la

,o. 1 . y I
scneZ; n’est pas convergenle; et si, dans un cas ou2~—~
, ,

i X pi

n'esl pas convergente, on a obtenu des fonctions uni-
formes F(x) par un certain choix de fonctions 7%;. &;,
il scra nécessaire cnsuite de vérifier que les fonc-
tions F(x) obtenues n’admettent que les substitutions
du groupe.

Pour former les fonctions ® et ¥ dans les applica-
tions, on remarquera que les substitutions d’un groupe
d’ordre un sont oblenues par itération ou inversion de
Pune d’elles et, par conséquent, ont entre elles quelque
chose de commun; on décomposera donc le groupe
donné en sous-groupes d'ordre un - chacun de ces sous-
groupes donuera un facteur dans @ et un terme dans la
série 2(1{[— pL> qui forme le terme indépendaunt

l
.
de @ dans W. Dans chaque sous-groupe d’ordre un, il
scra bon d’associer deux a deux les périodes des substi-
tutions inverses les unes des autres sous la forme

T 1 I 1

N 2 )
P P= h P

3. Dans tout ce qui précéde, nous avons supposé qu’il
existait des fonctions complétes uniformes du groupe
donné, ce qui supposait implicitement que le groupe
¢tait discontinu. Nous savons qu’on ne peut alfirmer
Pexistence de ces fonclions uniformes, el méme que,
Jorsque le groupe est continu (improprement), ce groupe
ne peut appartenir qu'a des fonctions complétes multi-
formes périodiques qui sont linéales ou aréales (impro-
prement). Cette hypothése de Pexistence de fonctious
uniformes du groupe donné nous a permis d’exprimer
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les conditions nécessaires et suffisantes (8) pour quc

I’équation (1), Flo) = F ()
s)=01v(rx),

soit satisfaite par toutes les substitutions du groupe
donné, et seulement par celles-li, et nous en avons
déduit que, nécessairement, les fonctions O (x) et F (x)
sont respectivement les intégrales des équations (11)
et (17), ce qui donne un moyen de recherche des fonc-
tions uniformes d’un groupe donné.

Lorsqu’il n’existe pas de fonction uniforme du groupe
donné, on ne peut afirmer qu’il existe des fonctions
complétes multiformes périodiques de ce groupe, ni que
ces fonctions pourront étre obtenues de la méme maniére
que les fonctions uniformes. Cependant nous savons que
certaines fonctions multiformes sont décomposables en
facteurs primaires, que par suite ces fonctions multi-
formes satisfont aux conditions que nous avons établics
pour que leurs zéros soient des zéros donnés (') ; d’autre
part, nous savons que, quelle que soit la fonction F(x),
les périodes p; sont des racines d’ordre un de V'équa-
tion (2) : par conséquent, s’il existe des fonctions com-
pletes multiformes périodiques d’un groupe donné qui
sotent dans les conditions précédentes, ces fonctions
seront déterminées, au moyen des substitutions du
groupe, par les équations (11) ou (17), ceci, dans
I'hypothése ott n’existent pas des fonctions uniformes
du groupe (2).

On cst done conduit dans tous les cas a former les
équations (11) et (17). Si leurs intégrales sont uniformes,

(') Reclations entre les séros et les coefficients des fonctions
entiéres ct Sur les séros des fonctions entiéres (Nouvelles Annales,
janvier 1gor et mai 1go2).

(*) Recherches sur la théoric des fonctions (Besancon, 18g97).
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on peut étre assuré qu’clles admettent les substitutions
’ . 1
données, et dans ce cas, si E; est convergente, elles
i
i
n’admeltent certainement que ces substitutions-la; si
les intégrales de (11) et (17) sont multiformes, il y aura

lieu de vérifier si ces fonctions admettent les substitu-
tions du groupe, et seulement celles-la.



