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[D]

SUR LA DETERMINATION DES FONCTIONS QUI ADMETTENT LES
SUBSTITUTIONS D'UN GROUPE DONNE, ET SEULEMENT CES
SUBSTITUTIONS-LA;

Par M. E. IAGGL

Nous avons vu (*) que les fonctions uniformes F (x),
qui admettent les substitutions d’un groupe donné, et
sculement ces substitutions-la, sont les intégrales de
I'éyuation

F"(a) F2(ax)

\ " P EE
" _ @) e
\ P(x) P ()

(1)

4U(r) =y,

vt que ces fonclions sont les quotients des fonctions

(') Détermination des fonctions qui admettent les substitutions
d’un groupe quelconque donné, et seulement ces substitutions-la
( Nouvelles Annales, aodt 1goo. p. 368).
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enti¢res O, intégrales de I'équation
(2) DO’ — &0+ (B — PY)O = o,

ou

1
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les quantités p;(x) étant les périodes du groupe
pi(x)=si(xr)—x,
ct les quantités hi(x), ki(x) rendant convergentes les

S(n g Sheg)

i

séries

A ’ ¥R ! 1
ct devant étee annulées lorsque 2 — 2—7 sant des
- P ri
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séries convergentes.
Lorsqu’on se propose de déterminer les fonctions I¥ (x)
d’un groupe donné, par les équations précédentes, la

déu'rminalion se fait sans ambiguité lorsque les séries
O !

2 —, sont convergentes; lmsquou ces séries ne
A—dp, =

sont pas convergentes, il faut choisir des quantités /;,
ki qui rendent convergentes les séries indiquées. Mais ce
choix présente unc ambiguité, et 'on n'est pas assuré
que les fonctions I'(x) obtenues ainsi sont bien des
fonctions admettant les substitutions du groupe donné
ct sculement ces substitutions-la, en sorte que, dans ce
cas, il devient nécessaire de vérifier ensuite si les fonce-
tions F () obtenues sont bien les fonctions du groupe
donné, ou si les fonctions 0, intégrales de I'équation (2)
ont toutes le multiplicateur dont la formule est, comme
on sait,

D (s Pis)ds s)ds
\/ b x) b(x)dx’
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pour une substitution s(x) quelconque da groupe. Il
suit de la que le choix des quantités h;, k; ne peut étre
arbitraire et soumis a la scule condition que les séries
indiquées soient convergentes ; cela est ailleurs évident
si ’on remarque que les intégrales © seraient arbitraives
si les Dy, k;et, par suite, les fonctions @ et W' étaient
arbitraires.

Mais on peut se donner arbitrairement les fonc-

. . Wl 1 .
jous A (x a ¢ > (/1-—— — ) sot
t hi(x), sous la condition que } ¥ Pi> L

il

convergente; les fonctions k; sont alors déterminées,
En cffet, supposons que l'on connaisse des fonc-
tions @, W, telles que I'équation (1) ait pour intégrales
les fonctions périodiques I'(x) du groupe douné ct, par
suite, que I'équation (2) ait pour intégrales des fonc-
tions a multiplicatcur ® du groupe qui, par leurs
quotients, donnent les fonctions I'(x). Changcons les
fonctions h;(x) daus la formule
' (x) N\ 1
2®(x) = 2' (lli— ;77)
i
Ceci revient a ajouter a la séric da second membre
une cerlaine fonction que nous désignerons par g'(x),
car la nouvelle série obtenue avee les nouvelles fone-
tions h; doit éwre convergente comme la précédente, ct,
par conséquent, la différence de ces deux séries est une
série convergente, c'est-a-dire unc fonction g'(x). La
fonction @ est alors remplacée par la nouvelle fonction

by (x) = 1e%6® D (),

dans laquelle % est un facteur constant arbitraire qui
provient de g (x), intégrale de g'(z); [la fonction ®(x)
n'a d'ailleurs été déterminée: qu’a un facteur constant
prés].
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Déterminons maintenant les &; de maniére que les
fonctions F(x) déterminées par I'équation (1) restent les
mémes : la fonction 7 () doit rester invariable lorsqu’on
y remplace ® par ®,. Or, ¢ (x) s’écrit

Ld? ] 1
/‘(.Z‘)ZOEL‘P(\:Z‘)——V)Z (/.t—Pf>-

i

3 (k) =4

13

Posons

en sorte que

(% 7 (@ — 6L Lo Y
») 1(x)=6—2L&(z) —129(x).

Lorsqu’on remplace @ par @,, le premier terme de
cette expression saugmente de

l‘)g”;

il s’ensuit que, pour que v (x) reste invariable, 4 doit
étre augmenté également de 128", c’est-a-dire que les
premiéres fonctions k;(x) doivent étre remplacées par
de nouvelles fonctions telles que la différence des deux
séries 4 (x) et §,(x) soit g'(x), dérivée de la fonc-
tion g'(x) que nous avons choisie arbitrairement.

Cherchons ce que deviennent les fonctions ©. Les
nouvelles fonctions a multiplicateur, ©,(x), sont les
intégrales de I’équation

(6) P 0] — P 0] + (P]— P ¥)8; = o,
oul'ona
(7) ’19‘: le'—’é’d?',
3 P2 , '
\I'|= " -%—-F?)'!Jl: ;(,.‘.""'—FA’ )-——35"——‘-‘ P’
4 D3
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et, par conséquent,

’ //

—,‘=2g+—, L =ng +fgr ,,,r_?_'
P, ¢ Py g & d

D'ailleurs, on peut désigner par
6, = epl®) 9,

Vintégrale de 'équation (6), ot p(x) est une fonction
Jusqu ici inconnue que nous allons déterminer. On a
—e_l‘ . Q' 6’1’ v e/ Q"

elsz-é—, a=p—1—‘4'+295+—6~

o, o e, e )
Remplacant -+, -1, =1, =L, W, par les expressions
p o, @ 0,70, " I I
précédentes dans I’équation (6) mise sous la forme
8'{ ‘1", 8/ ‘1’"

-

it Rt s R O

CH P, 84 P,y

nous obtenons I’équation

'

” 2 /8 6”
o+p?—i—29§—.—— 28"+ ¢) p-——

q)l (b//
28 i8S g
o P’
—-3(g2+")——-3g — V¥ =o,

qui doit se réduire a 1'équation (2) mise sous la forme

La condition nécessaire et suffisante est
— g

et les nouvelles fonctions @, sout done donndes par la

formule
Q0x) = reST O(x),
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ot O(x) est I'intégrale générale de 'équation (2) ct
ou g(x) est Pintégrale de g'(x), a une constante prés
qui est misc en évidence par le facteur arbitraire i.
Cherchons enfin quel est le multiplicateur 8, des

nouvelles fonctions; on a, par la formule connue,

D, (s)ds
D, (z)dx

2g(s)
( — w — e&'s'—gX) O(s, o).
e\ & (x)dzr

Ainsi, lorsqu’on multiplie la fonction ®(x) par un
facteur arbitraire p* = e** eL que I'on augmente d(x)
de g', les fonctions I'(x) restent les mémes, mais les
fonctions a multiplicatcur @(x) sont multipliées par
e$®)  pracine carrée de 22, el leur multiplicaleur est mul-
tiplié par es(s)=gl),

\0,(.#,.7‘)::
(8) <«

Il vésulte de Ja la possibilité, évidente a priori, d’ob-
teniv une infinité de systémes de fonctions a multiplica-
teur © qui, par leurs quotients, donnent les fonctions
périodiques ' (x) du groupe donné ; on passe d’un sys-
téme a un autre en multipliant les fonctions © du
premicr systéme par une méme fonction arbitraire 9 (x).
o (a) = €8 ¢rant arbitraire, ou voit qu’on pourra ob-
tenir un systéme de fonctions © dans lequel une de ces
fonctions est donnée a priori; loutes les autres sont
alors déterminées complétement. On peut, au contraire,
se donner arbitrairement ®, (). Mais il est évident que
les fonctions @, (&) et O, () oblenues ainsi ne satisfont
pas toutes a la condition d’étre entiéres, condition dont
nous nous sommes servi tout d’abord pour déterminer
les ¢quations (1) et (2). Si ®(x) et les intégrales O (x)
sont des fonctions enticres, on n’obtiendra de nouvelles
fonctions cntiéres @, (x), ©,(x) qu’autant que z(x)
sera enliere.
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Rappelons que nous nous sommes seryi, dans une Note
précédente, de 'indétermination des (onctions /;(x),
¢'est-a-dire de la possibilité de la transformation de ®(x),
pour obtenir, dans le cas du groupe de sn(x|K, iK'),
soit les fouctions H, © dc¢ Jacobi, soit les fonctions o,
dsu de Weierstrass, et ajoutons qu’on pourrait obtenir
¢galement les fonctions Al(x) de Weiersirass, par un
choix convenable de o = e8(), puisque ces derniéres
fonctions ne différent des précédentes que par un facteur
exponentiel.

De ce fait qu’on peut obtenir, pour un groupe donné,
un systéme de fonctions © () dans lequel 'une est arbi-
traive ('), on ne peut conclure que le multiiplicateur
donné par les formules (8) et (4) soit arbitraire, ce qui
reviendrait a dire qu’on peut choisir g(x) de maniére
que 8, soit une fonction donnée de s(x) et de x, on
encore que, pour toutes les substitutions s(x) du groupe,
on ait

g(s)=g(x)+§(x),

ou §(x) serait une fonction donnée. Toutefois, dans
quelques cas, on peut vérifier que, quel que soit le
groupe donné, on peut choisir g(x) ou ?(x) de ma-
nicre que le multiplicateur soit une fonction donnée;
soil, par exemple,

e

N

On voit immédiatement qu'il faat et qu’il suflit que
Py(s) = Py (x),

cest-a-dire que ®, doit ére une fonction périodique

(') Nous raisonnons toujours dans Vhypothiése ou existent des
fonctions uniformes I'(z) du groupe donné ct ne considérons ici
que des fonctions ©(2z) uniformes.
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du groupe, et il cst évident qu'on peut loujours
prendre g(x) pour qu'il en soit ainsi. Cependant, si
I'on exigeait que ®, et les nouvelles fonctions @,
fussent, comme les premiéres, des fonctions entiéres,
il faudrait qu’il y eat des fonctions entiéres (A®, + w.)
du groupe; or, dans ce cas, on sait que ®, est la dérivée
(4 un facteur constant prés) de ces fonctions F(x) en-
tidres; toules les fonctions F(x) du groupe étant fonc-
tions linéaires de I'une d’elles, les fonctions entiéres du
groupe satisferaient a une équation de la forme

AF(x)+ u
F'(z) = 1( )+ ,
vF(r)+»2
et par conséquent ces fonctions cntiéres seraient de la
forme
F(x) = her+ .

Le cas ou ®(x) est une fonction entiére et ou le mul-
tiplicateur § est égal a la racine carrée de s, ne peut donc
se présenter que pour un groupe particulier pour lequel
d’'ailleurs § = ' = 1.

Mais si 'on n’assujettit pas @ a étre entiére, on voit

N o L N .
qu’on peut toujours former un systéme de fonctions 0,
en général non entiéres, pour lequel le multiplicateur
est la racine carrée de s'(x).

Pour que I'on et

dr

=
ds’

c'est-a-dire
O(s)ds =8(x)dx,

il faudrait que I'on pit trouver une fonction ®(x) telle
que
D(s)ds3= ®(x)dx3,

et il n'est guére possible, dauns état actuel de cette
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théorie, de voir dans quels cas on pourra déterminer une
fonction @ (x) qui satisfasse a cette condition powr toutes
les substitutions du groupe, et seulement pour celles-la.
Si Von remarque que, F(x) étant une fonction du
groupe, on a pour toutes les substitutions s du groupe

F'(s)ds = F'(x) dr,

on voit qu’on pourrait obtenir des fonctions que laissent
invariables les substitutions du groupe, par les quotients
des fonctions I’ qui, d’autre part, ont toutes pour mul-

Llpllcalcur e quand on fait & x une substitution s du
a

groupe. Mais il faut remarquer que ces quotients ad-
mettent, outre les substitutions du groupe douné,
d’autres substitutions. En effet, soient deux fonctions
d’un groupe quelconque donné, c’est-a-dire deux fonc-
tions qui admettent toutes les substitutions du groupe
donné et seulement ces substitutions-la :

[$] 6,
I —_— F,, = —»
1,2 e?’ 3.4 8"
On a
3}
F’s,z(l-—, F','-—b—,y
1,2 g 3, 95

ol a et b sont deux constantes. Si ¢* désigne le rapport
de « 2 b, le quotient de ces deux fonctions

n e?
1,2 b n
/’(.’I‘)— F’3v5 ._Cz_a_g - (CIB‘«))Z

est done le carré de 'une des fonctions du groupe et par
conséquent admet, outre les substitutions du groupe,
qui sont les racines de I'équation

FQ,Z(S) = F,’,,?((l‘),

toutes les substitutions qui font changer de signe cette



( 494)

fonction ¢ ¥4 5 et sont les racines de 'équation

Fio(s)—Fia(z)=o0.

Ce quotient f(x) n’est donc pas une fonction du
groupe donné; son groupe contient comme sous-groupe
le groupe donné.

Les considérations qui précédent nous ameénent a
montrer qu’avec un systéme de fonctions a multiplica-
teur d’'un groupe donné Pon peut facilement former,
outre les fonctions F(x) du groupe, quotients de ces
fonctions @, unc infinité d’autres fonctions qui admettent
toutes les substitutions du groupe donné, mais admettent
en outre d’autres substitutions.

Soient ©, et O, deux des fonctions a multiplicateur
considérées; ces deux fonctions suflisent a déterminer
tout le systéme des fonctions @, pourvu que leur rapport
ne soit pas constanl, ce (ue NoUs Pouvons supposcr.

Soient
Po(x)=a,0+ a8y 10,+...,

Qu(x)=0,0"+0,087"10,+...

deuy polynomes homogénces et de degré m en 0, et 0,.
Si 6(s,x) est le multiplicateur des fonctions ®, on a
visiblement, pour toute substitution s(a) du groupe,
Pp[s(x)] = Pulx)bm(s, x),
Qm [S(‘T\)] = Qm(x) 0’”(5. 7y,

et, par conséquent,

Pm[s(-'r)] _ P, (x)
Qm[s(-T)J Qm(:r)

Le rapport de P, o Qp st done une fonction qui
admet toutes les substitutions du groupe; mais elle en
admet d’antres, 3 moins que m ne soit égal a un.
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En eflet, si I'on pose
8,(z)

Y 1207 82(3‘)’

le rapport de Py, & Q,, s’éerit

_a By (z) 4+ a Figt(2) —. ..
T b R () b FPg () ..

Slx)

ou encore
(lo_}”" — ay ym-—i T
b0y1n+ bl‘},m-i._*,' ..

e(y) =

Cette fonction rationnelle, de degré m, de y admet
m — 1 substitutions :

$i(y), $a())y eees Sm—a()Y),

et par conséquent f(x) admet, outre les substitutions
du groupe donné qui laissent I , () invariable, toutes
les substitutions qui transforment Fy ,(x) en T'une quel-
conque des fonctions

si[Fra(x)], so[Fia(x)], ..., smq[Fie(2)],

et le groupe de f(x) n’est pas identique au groupe
donné, mais contient celui-ci comme sous-groupe.

On peut done former une infinité de fonctions uni-
formes, autres que les fonctions I (x), qui admettent les
substitutions du groupe donné; mais ces fonctions ad-
mettent en outre d’autres substituiions qui, générale-
ment, scront d’une forme toute différente de celle des
fonctions du groupe donné. Entre deux des fonctions
formées comme nous venons de l'indiquer existe une
relation algébrique que Pon obtient par I'élimination
de y entre les formules de ces deux fonctions :

ao‘};m__ al‘ym—-l ...
- bu_}’”'+ [)1},/11-1_*_‘ o

()

'
_agyrtal yrlg.
Dop 407yt —. ..

Yl
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Cette relation ne dépend que des coefficients a, b,
a U, ... qui sont d’ailleurs arbitraires dans la for-
mation de ces fonctions; cette relation ne dépend donc
en aucune maniére du groupe de substitutions donné.

Ajoutons enfin qu'on peut former des fonctions d’un
ordre encore plus général que les précédentes et qui
admettent, avee d’autres, les substitutions du groupe
donné. Nous avons montré, en cflet, dans une Note pré-
cédente, que, pour qu’une fonction admette toutes les
substitutions d’un groupe, il est nécessaire et suflisant
que cette fonction se mette sous la forme

e[ F(a)],

ol @( y) estune fonction compléte uniforme quelconque
et (&) une fonction complete uniforme qui admette les
substitutions du groupe donné et seulement ces substitu-
tions-la. Daus ce qui précede, la fonction ®(y ) est une
fonction algébrique rationnelle; mais cette fonction
peut également ¢we une fonction wniforme transcen-
dante quelconque. Nous avons vu aussi que le groupe
de la fonction ® [ I(a)] contient comme sous-groupe le
groupe de I'(x) et n’est identique a ce groupe qu’autant
que ®(y) est une fonction rationnelle linéaire.



