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[05h]
SUR UNE PROPRIETE DES LIGNES DE COURBURE
DES SURFACES;

Par M. FEuix GODEY,
Ancien éléve de Ecole Polytechnique.

Sous ce titre, M. Bricard a établi récemment, par la
voie géoméirique, un théoréme relatif aux plans oscu-
lateurs des lignes de courbure d’une surface quelconque
(voir I'éroncé dans le numéro d’aout des V. 4., p. 360).
Suivant le désir exprimé par la Rédaction, je vais donner
une démonstration analytique du méme théoréme.

Je suppose la surface S rapportée a ses lignes de

courbure
u = const., ¢ = const.;

\
nous avons donc par hypothése :
10
F=z,2,+ )y, 5.+ 3.5, =0;
o , . ), . ., .
2° x, 5, z vérifient I'équation aux dérivées partielles
du second ordre

026
Ju oy

09 00
= A(u,v)d—u + B(u, v);-

Ceci posé le plan osculateur aux courbes v = const. aux
différents points d’une méme courbe u = const. aura
pour équation
" 4
(X —2) (¥ gur— 2y yue) + (Y — ) (3 @ur— &, 50)
+(Z—3) (@ Yis—Y @) = 0.

Ce plan contient un paramétre variable v; il enveloppe
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donc une développable et, pour avoir la génératrice T
correspondant au point m, il faut simplement chercher
la caractéristique de ce plan; en dérivant par rapport
a v I'équation ci-dessus on a

" " ; m ” , "
(X - Z‘) (J/uvzll"i—_yuzu’u— z’:u'}/u"‘“ zu]’u’u) +...=o0.

r suite, les cosinus directeurs de I'intersection de ces
Par suite, les co direct de Pintersection de ce
deux plans, c’est-a-dire les cosinus directeurs de la géné-
ratrice T, seront proportionnels a

_ y on , o noon ;m N ;oom
a = (zuxu'f’— xuzu’) (-Tuu.}’m—l— ZyuYuro =) uoZw2 "‘}’uzu’v)
7 " " 4 " " ’ " " " ’ "
— (2 Y — 3 @) (B Topr ~ 20 Tupo — Xy B12 — Xy 3u0),
b=...e.. ...

Mais de la relation
0, =A(,+ B0,
on déduit, en dérivant par rapport a u,
B0 = A 072+ AB Y, + B26], 4+ A, 0/, + B, 0,;

d’ou, cn remplacant X, ¥, Zuss Loaor Vuser Fure Par
’ plag Cuvy Yuvs Buvy Lurory Yty Suse P
leurs valeurs,

a = (B, + B) [(&y&ip— @y 510) (£, Yo —yu )
— (x,u}’lllt* - y'uxll,t’ ) (B, — 2, 2, )]
+ B [( M X — o, 3Illﬂ) (x",y',',e -y 1"1’1’)

— (@i — Yuwie) (5, 2l — 2, 500)].

Développant et simplifiant, on obtient par un calcul
régulicr .
a=[Bzis—(B*+B,)a,] =< D,
ou

A A
! ’

D=yl Yu Jo |5

" oy ’
Bur By By
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et, par permutation circulaire,
b =[Byis— (B*+B),)y,] <D,
¢ = [Bzy: — (B2+ B),)z,] < D.

Nous aurons de méme, pour quantités proportionnelles
aux cosinus directeurs de la génératrice T,

a' = Az — (At A)) 7,
b= Ayin— (A4 A))y,
¢ = Azl —(A2+ A)z,.
11 suffit donc de démontrer I'identité
2[Bals— (B*+ B,)z}, ] [Aal:— (A2 A})a) ] = o;
c’est-a-dire, en tenant compte de

x’ux’v_*‘.y;ly’u"*‘ z;zﬁ, =0,
I’identité
Q@ = ABE (&l ai) — A(B2+ BL) = (2, zi2)
— B(A+ A}) 2 (a) 7l) = o.

Nous allons déduire de la relation
! ! ’ ! ’ LA
xux9+.yu.}/V+zleV-—o,

les valeurs de Sx,.2}:; 2, x)s; Tz, a,s; pour cela déri-
vons celle égalité par rapport a u, on obtient

Sl xm=— AE,
ou E =3x,,.
On a de méme, en dérivant par rapport a v,
Tz, Zy1 =— BG,
ou G =Zx,..
Dérivons encore par rapport a ¢ la premiére des deux

équations ci-dessus, on a

Z.’L"",QZ‘:,‘:—!— Zw;,x;','s‘,:—ALE — AE,,
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d’ou, tout calcul régulier fait, en remplacant x,, par sa
valeur obtenue précédemment,

Sapaee = — (B*+ B,)G — A2E — ALE.

Remplacons enfin, dans Q, les trois T par les valeurs qui

A

viennent d’étre obtenues, il vient :

Q =— AB[(B2+ B.)G + (A2+ A, E]
+ A(B2+ B,)BG + B(A?+ AL)AE =o.

C. Q. F. D.

Nore pe A Répacrion. — Nous avons recu également
de M. JamEeT unc démonstration analytique a peu prés
identique a la précédente, et de M. Genty une démon-
stration fondée sur 'emploi du calcul vectoriel.



