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[R7fx]
LE PENDULE SIMPLE SANS APPROXIMATIONS; :
Par M. A.-G. GREENHILL.

Traduit par M. C.-A. LAISANT.

Une méthode a été proposée dans les Nouvelles
Annales (juin 19o2) pour éviler 'inconvénient des
approximations, employées d’ordinaire dans la dis-
cussion élémentairve des petites oscillations d’un pen-
dule simple. On y arrivait en y substituant une recherche
exacte des limites, inférieure et supérieure, entre les-
quelles doit tomber la vraie période.

Dans cette méthode, le mouvement oscillatoire du
pendule était assimilé & un mouvement de circulation
sur un cercle, de vitesse variant, dans le cas des petites
oscillations, entre deux limites rapprochées dont I'ex-~
pression conduisait a celle des limites cherchées de la
période.

On sc propose ici d’étudier le probléme, en assimi-
milant oscillation de va-et-vient du pendule avec le
mouvement rectiligne d’un corps qui accomplit une
vibration simple. Nous ferons usage d’'un lemme reladif
a la théorie du mouvement simple harmonigue, savoir :

Lemme. — La vitesse, dans une vibration simple
harmonique, est 2T Jois la moyenne géomeétrique
’ période 4

des distances aux deux positions extrémes du mobile.

Supposons, en effet, que la vitesse d’un point P,
Ann. de Mathémat., §° série, t. IV. (Mars 1g0j.) 7
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mobile en ligne droite entre B et B/, soit égale a

nyPB.PB.

Décrivons le cercle de diaméwe BB/, et élevons I'or-

donnée MP ( fig. 1). Alors, MP étant la moyennc géomé-

Fig. 1.

wrique de BP ct PB/, la vitesse de P est nMP, et la
vitesse du point M sur le cercle est nAM, qui est une
constante, A étant le centre; de sorte que la circonfé-

rence 2wAM du cercle est décrite avec la vitesse con-

stante nAM, donc dans le temps périodique T = %T;

et la vitesse de P étant n/BP.PB’ est ?,—I,E fois la moyenne
géométrique des distances du point P a B et B'.

Considérons maintenant le mouvement du point P
d’un pendule simple de longueur OP = [, oscillant sur
un arc fini BAB', de part et d’autre du point le plus
bas A (fig. 2).

Pour une particule P, mobile dans un champ de gra-
vité g sur unc courbe polie, partant du repos, et tom-
bant & partir du niveau BB’; on a:

(1) (vitesse en P)2=12gDN.

Or, d’aprés un théoréme connu de Géoméirie on a
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aussi :

(2) PB.PB'= DN. AE,

relation ou AE est le diamétre vertical du cercle; si donc

nous posons, comme d’habitude, %: n?, nous aurons
(3) (vitesse en P)2 = n2PB.PB’,

formule analogue a celle de la vibration rectiligne har-
monique simple.

Joignant P a E, point le plus haut du cercle BAB' sur
lequel P se meut, et désignant par R le point ou PE
coupe BB/, considérons loscillation rectiligne de R
résultant du mouvement de P sur I'arc circulaire BAB';
lombre de P projetée sur le sol horizontal par une
lumiére placée en E aura un mouvement analogue a
celui de R.

Puisque ERP coupe la droite BRB' et I'arc BPB’ sous
des angles égaux,

(%) vftesse de R - EE’
: vitesse de P EP

et d’aprés la similitude des triangles EBR et PB'R,

«e1TNTYr >
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BPR et EB'R,
. PB_ER PR _EB
& BR"ER < B®R_ER
de sorte que
© PB.PB' _ EB?
) BR.BR _ ER®
Donc
(7) (Vitesse de R)2= n2PB, PB’~E£ = n2BR. RB’%‘;—:—

Comme les points P et R oscillent, on a :

EB
(8) '>hP>EA

de sorte que

(9) n2BR.RB’ > (vitesse de R)2> n2BR. RB’ETz ’

et dc la, comme conséquence du lemme,

2w EA
(10) - < période d’oscillation de R < — FB°
Dans les petites oscillations, on EA ¢t EB ne peuvent

étre distingués, la période est pratiquement

27 {
(11) 7:”:‘/6:”

ce qui est la formule usuelle; théoriquement la période
est toujours plus grande, mais seulement de trés peu;
et la différence est inappréciable pour les petites oscil-
lations.

La solution compléte introduit les fonctions ellip-
tiques, a la maniére indiquée par Legendre (Fonctions
elliptiques, t. I, Chap. VIII).

Désignant T'angle d’oscillation BOB’' par 2a et
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{'angle AOP par 8, et posant DB=a, DR=wx, 0n a

(12) a =ED tang:—la, EB=EAcosi¢,
(13) .’r=EDtangiO, EP=EAcos;—)0,
et

(%>2= (vitesse de R)?

¢
séct—0

= n!(al— z?)

(14) séc’;z

z? 1 L
=n?(a?—2x?)( 1+ —tang?-a)cos®—a
a? 2 2

z? 1 x? 1
=n?a?(1— — ) (cos?—a+ —sin? - a);
a? 2 a? 2

de sorte que, posant

LT 1
4) Z = acoso, sin—a = £, cos—a = £/,
v 2 2
on a

(15) <d—f>2= n2(A'2+ k? cos?g) = n2(1— k% sin2¢) = n2(A9)?,
? d
_ S
(16) nt—{—s—‘[ a9 = F(9, k),

dans la notation de Legendre, ou encore, en introdui-
sant les fonctions elliptiques suivant la méthode d’Abel
et la notation de Jacobi,

(17) ¢ = am(nt -¢),

(18) tangiﬁ:tang%acn(nt—f—e).

Ainsi, le pendule simple bat suivant une loi de fonc-
tions elliptiques, quand il se balance d’un grand angle,
comme une cloche; et ces fonctions elliptiques dégé-
nérent en fonctions circulaires lorsque I’angle d’oscil-
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Jation est petit,, comme dans un pendule d’horloge
ordinaire.

Une roue de bicyclette sur son support a billes pré-
sente un appareil approprié pour une illustration expé-
rimentale; on peut modifier I’équilibre de la roue, grace
a I'insertion d’une barre de fer entre les rayons, et I'es-
sicu peut étre rendu horizontal ou incliné d’un angle
quelconque sur ’horizon.

Quand I'angle d’oscillation 2« approche de 360°, la
période d'oscillation tend vers une limite infinie. Si la
durée de 'oscillation, pour un angle 2«, est donnée par

1
(19) T=4K\/é:,,

. T , ,
de module k=sin_a, cele durée est donnée, pour

Pangle 360° — 2 par

)
T = 4K’ —
2 wy/g

I
de co-module k' = cos 2, de sorte que

’ KI
(’I.l) —-}; = T(—’

et la théorie de la multiplication complexe nous permet
de déterminer K, K’ et a lorsque

r — K’ 2
W Eevm (SYem
m étant un entier, ou une fraction rationnelle; ou, aun-
trement dit, lorsque le pendule de longueur /, oscillant
de 360°— 2a, est synchrone a un pendule de lon-
gueur ml, oscillant de 2a.

Ainsi, pour m = 3,’angle modulaire %a =15° (Le-
ceNDRE, Fonctions elliptiques, t. 1, Chap. XI, p. 60);
de sorte qu'un pendule se balangant de 300° a une
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période égale a /3 fois celle correspondant a 60°, ou
encore méme période qu'un pendule trois fois plus long,
et se balancant de 60°.

Le résultat précédent peut s’interpréter au moyen de
la roue de bicyclette dont il a été question plus haut :
si l’essieu de cette roue est incliné de maniére i faire
avec la verticale un angle $ donné par la formule

cosécf = m,

la durée d’une oscillation d’amplitude égale a 2a sera
la méme que la durée d'une oscillation d’amplitude
égale a 360°— 20, 'essieu étant maintenu horizontal.

Par exemple, la durée d’une oscillation d’amplitude
égale a 300° (de I" a4 XI®, sur un cadran d’horloge),
dans le cas de 'essieu horizontal, est égale & la durée
d’une oscillation d’amplitude égale a 60° (de V" a VII*),
I’essieu étant incliné de maniére a faire avec la ver-
ticale I’angle dont la cosécante est égale & 3.

Pour
n=2, k=y2—1, cosécéa:]§+1, -:-
(LEGENDRE, F. E., t. I, p. 106),
n=4¢, k= (/2—1)% coséc%a:(ﬁ-&—l)i é

n=>5, 2kk = /5 — 2, coséca = ( cosée 18°>

I3 12
. 5—1 .
n =25, 2kk' = (L/——;—— ’ coséca = cosec 18°

Iy cosec_q—(f+f><‘/3;‘),

n=r, coséca =38,

n =100, % (% — k) (\/'38 ‘/—)“ (WEBER).

= 9°53,
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On trouvera une collection de ces résultats numériques
de la multiplication a la fin des Fonctions elliptiques
du professcur H. WeBEr; pour le calcul numérique, il
est plus simple de se servir du module réciproque, ou
cosécante de I’angle modulaire, qui conduit plus rapi-
dement au résultat sans aucun changement des chiffres
par soustraction.

Une évaluation des résultats peut é&tre rapidement
obtenue par la formule approchée

iy

(1 . 2
(31) e? ~4 cosec;a, ou 8 coséca, n= (-) ,

pour de grandes valeurs de n.
La valeur numérique de g a été déduite de la relation

(32) g:‘n’L,

grace 4 une soigneuse détermination expérimentale
de L, longucur du pendule qui bat la seconde. 11 est
dés lors plus simple et plus naturel de remplacer la for-
mule qui donne la demi-période dans le cas des petites
oscillations

1 /T
(33) JT==/ 2
Pal'
34) Ir—y/L.
N 2 L

Pour éviter les calculs numériques, il suffit, prati-
quement, de prendre L égal a 1™ (valeur exacte, o™, 994).
Cela revient a faire
(35) g=mt=g9g,87 . (valeur exacte & Paris, 9,81).

Alors la demi-période ou durée d'une oscillation
simple du pendule de 1™ étant 1 seconde, celle d’'un

pendule de I métres de longueur est \/{ secondes, s'il
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s'accomplit de petites oscillations; et sa période

est 2 \/7 secondes.



