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APERÇU SUR LA THÉORIE DE L'ÉQUATION 

DU CINQUIÈME DEGRÉ; 

PAR M. G. V I V A N T I . 

Archiv der Mathematik und Physik, 3e série, Tome VIII, p. 53. 

Traduit de l'allemand, avec l'autorisation de l'auteur, 
par M. A. BOULANGER. 

1. Introduction. — Un des traits distinctifs de la 
Mathématique moderne est la connexion, la pénétration 
de ses diverses branches, et Ton peut citer comme 
exemple remarquable de ce fait la théorie de l'équation 
du cinquième degré, telle qu'elle se présente dans l'Ou-
vrage classique de F . Klein (4 ). 

Dès que les recherches de Ruffini et d'Abel eurent 
démontré l'impossibilité d'exprimer les racines d'une 

(1 ) Vorlesungen über das Ikosaeder und die Theorie der Glei-
chungen von fünften Grade. Leipzig, Teubner, 1884. Voir ai,ss" 
les Lezioni sulla teoria della risoluzione delle equazioni di 
ò° grado, de M. Vivanti (Messine, 1902, lithogr.). 
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équation générale du cinquième degré sous forme de 
fonctions algébriques explicites des coefficients, le désir 
naquit de représenter ces racines par des fonctions trans-
cendantes, aussi simples que possible, des coefficients. 
La théorie des fonctions elliptiques, qui se développait 
à cette époque, en fournit le moj'en : on trouva que les 
racines d'une équation générale du cinquième degré 
sont représentables par des fonctions modulaires ellip-
tiques. Mais, comme les fonctions elliptiques dépendent 
d'un seul argument, tandis que l'équation générale du 
cinquième degré renferme cinq coefficients arbitraires, 
il est évidemment nécessaire de transformer cette équa-
tion en une autre qui ne contienne plus qu'un coeffi-
cient indéterminé, et l'on y parvient en deux étapes. 
Tout d'abord, on transforme l'équation générale[éq. (A)] 
en une équation principale [éq. (B)], débarrassée des 
termes du quatrième et du troisième degré : ceci s'ob-
tient simplement par une extraction de racine carrée. 
Eu second lieu, on fait eu sorte que les racines de cette 
équation (B) , qui contient trois coefficients indétermi-
nés, dépendent d'une manière connue de deux para-
mètres et des racines d'une équation à un seul coefficient 
arbitraire [éq. (C) ] ; ceci se réalise par des opérations 
purement algébriques, et l'on peut, si l'équation ( A ) 
ou l'équation ( B ) est donnée, déterminer algébrique-
ment les valeurs correspondantes des deux paramètres 
et du coefficient de l'équation (G) . 

Il va de soi que l'équation ( C ) n'est pas résoluble 
algébriquement} c'est une équation du soixantième 
degré qui, pour des motifs qu'on indiquera plus loin, 
est dite équation icosaèdrique. Sa résolution se fera au 
moyen des fonctions modulaires elliptiques. 

Nous nous proposons de mettre en relief les points 
principaux de la théorie de l'équation du cinquième 
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degré, telle qu'elle vient d'être esquissée, en précisant 
toutes les notions utilisées, mais sans entrer dans le 
détail des calculs. 

2. Notions sur les groupes d'opérations. — Etant 
donnée une classe d'éléments, d'espèce quelconque, on 
nomme opération tout mode de passage d'un élément 
à un autre. Le produit de plusieurs opérations est le 
résultat de la succession des passages correspondants. 
Si les opérations sont identiques, le produit s'appelle 
une puissance. Le produit des deux opérations S et T 
se désigne par S T , en observant bien que S T et T S ne 
coïncident pas nécessairement. 

Soit un ensemble d'opérations tel que le produit de 
deux opérations quelconques de l'ensemble appartienne 
aussi à l'ensemble : on dit que cet ensemble forme un 
groupe. Tout groupe fini, c'est-à-dire composé d'un 
nombre fini d'opérations (nombre qu'on appelle Vordre 
du groupe), possède les trois propriétés fondamentales 
suivantes : 

i° 11 contient Y opération identique, c'est-à-dire 
l'opération par laquelle on passe d'un élément quel-
conque à cet élément même (cette opération se désigne 
par S 0 ou par i) . 

2° Il contient Vopération inverse de chacune de ses 
opérations, c'est-à-dire qu'à toute opération il en cor-
respond une autre qui, exécutée à la suite de la pre-
mière, détruit l'effet de celle-ci, leur produit se rédui-
sant à l'opération identique. 

3° Chacune de ses opérations est d'ordre fini, Y ordre 
d'une opération S étant le plus petit entier n pour 
lequel on ait 

S « = S 0 . , 
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Si S est une opération d'ordre n, les opérations 

I, s, S», S«-1 

forment un groupe dit groupe cyclique. 
Si l'on représente par T"* l'opération inverse de T , 

l'opération T _ t S T se nomme la transformée de S 
par T ; si, en particulier, T S = S T , auquel cas on dit 
que S et T sont permutables, on a 

T - * ST = S. 

L'ensemble des transformées des opérations d'un 
groupe par une même opération forme aussi un groupe. 
Un groupe Gétant donné, si l'on transforme l'ensemble 
des opérations d'un de ses sous-groupes I (c'est-à-dire 
d'un groupe I contenu dans G ) par une même opéra-
tion de G, on obtient un autre sous-gioupe I' de G, qui 
est dit équivalent à I et qui peut, en particulier, coïn-
cider avec I . Si ce dernier cas se présente quand on 
procède à la transformai ion par chacune des opérations 
de G, on dit que I est un sous-groupe distingué ou 
invariant de G. Lorsqu'un groupe ne contient aucun 
sous-groupe distingué (à part lui-même et le groupe 
formé de la seule opération identique), 011 dit que ce 
groupe est simple; dans le cas contraire, on dit qu'il est 
composé. 

Quand on peut associer à toute opération d'un 
groupe G une opération d'un autre groupe G' de telle 
sorte que, S et S', T et T ' étant des opérations corres-
pondantes quelconques, S T et S ' T ' se correspondent, 
on dit que G' est isomorphe à G} cet isouiorphisme est 
holoédriqtte ou mériédrique selon que les éléments 
de G' correspondant à des éléments distincts de G sont 
entièrement distincts ou non. 

Dans le second cas, le système des éléments de G, 
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auxquels correspond dans G' l'opération identique, 
forme un sous-groupé invariant de G, dont l'ordre est 
le quotient des ordres des deux groupes. L'isomorphisme 
mériédrique ne peut dès lors se présenter que si G est 
composé. 

3 . Groupes finis de substitutions linéaires. — Les 
notions qu'on vient de présenter et dont la portée est 
considérable trouvent une application particulièrement 
importante pour nous dans la théorie des substitutions 
linéaires d'une variable complexe. 

Une substitution linéaire est l'opération par laquelle 
011 passe d'une valeur arbitraire z à une autre valeur zf 

liée à z par l'équation 

(1) = "(Z -h 0 

où a, ¡3, y, S sont des constantes réelles ou complexes 
satisfaisant à l'inégalité aS — ¡3y ^é o. La substitution (1) 

se désigne quelquefois par le symbole ( 
\Y> ó> 

aS — ¡3y s'appelle le déterminant de la substitution. 
L'opération inverse delà substitution linéaire(1), c'est-
à-dire l'opération qui déduit z de zf, est aussi une sub-
stitution linéaire; en effet 

a* '—a z = . r . — p + a 

L'opération identique peut être regardée comme une 
substitution linéaire ( i ) où a = 8 = 1, ¡3 = y = o. Le 
produit de deux substitutions linéaires est une substi-
tution linéaire. 

D'après ce qu'on a vu, il est clair que les substitu-
tions linéaires forment un groupe (infini) qui possède 
les propriétés i° et 20. 
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Lue substitution linéaire laisse inaltérées deux va-

leurs de z , distinctes ou confondues, qui sont les 
racines de l'équation du second degré 

Y * 2 - f - ( 8 — a)z — p = o, 

et qui sont dites les pâles de la substitution ( ' ) . 
Une substitution à deux pôles distincts q peut être 

mise sous la forme 

9 étant une constante. Si le module de la constante 9 
est l'unité, la substitution est dite elliptique ; si 8 est 
réelle, elle est dite hyperbolique ; dans tous les autres 
cas, elle est dite loxodromique. La condition nécessaire 
et suffisante pour qu'une substitution ( 2 ) soit d'ordre 
fini est que cette substitution soit elliptique et que 9 
soit une racine de l'unité. 

Une substitution à pôle unique r est dite parabolique ; 
elle peut être mise sous la forme 

1 1 

r\ étant une constante. Une substitution parabolique 11e 

saurait être d'ordre fini. 
Il suit de là qu'un groupe fini ne peut être formé 

que de substitutions elliptiques à constantes 9 racines 
de l'unité. 

Il peut arriver que plusieurs substitutions d'un groupe 
fini aient un pôle commun; elles ont alors aussi le se-
cond pôle commun et forment un sous-groupe cyclique. 
Le sous-groupe transformé de celui-ci par une substitu-

( ' ) Exception faite de la substitution identique, pour laquelle 
toute valeur de z peut être regardée coijime pôle. 
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lion T du groupe est aussi cyclique et admet pour pôles 
les valeurs en lesquelles les pôles précédents sont chan-
gés par la substitution T . Les pôles des deux sous-
groupes équivalents sont dits équivalents. 

Si n est l'ordre d'un groupe, et si p est un pôle com-
mun à (v — i) substitutions du groupe (l'identité excep-
tée), v est un diviseur de n et p appartient à un système 

de 2 pôles équivalents. Entre n et les diverses valeurs 

vM v2, . . . , vr de v, il existe la relation importante 

Vi/ n 
1 = 1 

En s'appuyant sur cette relation, on peut déterminer 
de la manière la plus aisée tous les groupes finis pos-
sibles de substitutions linéaires. Tout d'abord on recon-
naît que r ne peut prendre que les valeurs i ou 3. 
Ensuite on obtient comme seules solutions possibles <ie 
l'équation précédente les solutions indiquées dans le 
Tableau ci-après, où m et n désignent des entiers posi-
tifs arbitraires : 

r. v r V V n. 

I I . •>. n n n 
\ I I . . . . 3 •i 2 m •2 m 
j I I I . . . 3 i 3 3 f i 
I IV. . . 3 9. 3 4 H 

3 2 3 5 6o 

4. Représentation géométrique des substitutions 
linéaires sur le plan et sur la sphère. Groupes de 
rotations. — Si l'on associe à tout nombre complexe 
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z = x -+- i y le point de coordonnées cartésiennes x, y, 
la substitution 

( 4 ) * ' = / ( * ) 

représente une transformation du plan en lui-même, 
c'est-à-dire une transformation qui fait correspondre à 
tout point du plan un autre point généralement distinct 
du premier. Quelle particularité cette transformation 
présente-t-elle quand la substitution (4 ) a la forme ( i ) ? 

Tout d'abord, en laissant de côté le cas de la substi-
tution identique, il n'y a qu'un ou deux points qui se 
transforment en eux-mêmes : ce sont les pôles de la 
substitution. Bornons-nous au cas d'une substitution 
elliptique dont les pôles soient p et q. Etant alors donné 
un point arbitraire z, on peut déterminer un cercle 
unique passant par z, ayant son centre sur la droite/?^, 
et par rapport auquel les points p et q soient con jugués -, 
le point transformé z1 se trouve sur ce cercle, et les seg-
ments de cercles pzq, pz! q se rencontrent en p et q 
sous un angle constant (qui est l'argument de 6). Si, en 
particulier, un des pôles, par exemple <7, est à l'infini, 
ou obtient le cercle passant par z et ayant p pour 
centre, tandis que les segments de cercles susmention-
nés deviennent les droites pz et p zf. 

Mais on obtient la représentation la plus claire de 
cette transformation en passant du plan à la surface de 
la sphère. Si l'on choisit, en effet, d'une manière con-
venable, la sphère et le centre de projection, le système 
des cercles du plan, dont les centres sont sur pq et par 
rapport auxquels p et q sont conjugués, se transforme, 
par projection stéréographique (* ) , en un système de 

( v ) Une projection stéréographique est la perspective d'un plan 
sur une surface sphérique, le point de vue étant une extrémité du 
diamètre de la sphère perpendiculaire au plan. Elle possède les 
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cercles parallèles dont les pôles sont les projections pf 

el q'des points p et q; une substitution linéaire sera alors 
représentée par une rotation de la sphère, ayant pour 
axe le diamètre p'q' et pour amplitude l'argument de 0. 

D'après cela, à chaque groupe de substitutions l i -
néaires correspond un groupe de rotations d'une sphère 
sur elle-même. Mais, ce qu'il importe de remarquer, 
c'est que, à tous les groupes finis de substitutions re-
connus possibles, correspondent des groupes de rota-
tions existant réellement. 

Considérons un polyèdre régulier et la sphère qui 
lui est circonscrite. Soient a i , cd deux arêtes quel-
conques du polyèdre : ab peut être amené, par une 
rotation de la sphère sur elle-même, en coïncidence 
avec cd ou avec de. Toutes ces rotations, dont le 
nombre (en comprenaut la rotation d'amplitude nulle 
qui laisse la figure immobile) est double du nombre 
des arêtes du polyèdre, superposent le polyèdre à lui-
même; et aucune autre rolation ne possède la même 
propriété; elles forment évidemment un groupe. A 
chaque polyèdre régulier correspond ainsi un groupe 
de rotations. Mais les groupes obtenus ne sont pas tous 
distincts; car toute rotation qui superpose un polyèdre 
à lui-même superpose aussi à lui-même le polyèdre 
polaire, c'est-à-dire le polyèdre dont les sommets sont 
les centres spliériques des faces du premier. Par suite, 
aux polyèdres réguliers ne correspondent que trois 
groupes distincts, à savoir le groupe tétraédrique, le 
groupe octaédrique ou hexaédrique et le groupe ico-
saédrique ou dodécaédrique. 

deux propriétés fondamentales suivantes : 
i° La grandeur des angles est conservée par la projection; 
2° Les cercles et les droites sont transformés en cercles. 
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Des groupes finis plus généraux de rotations s'ob-

tiennent de la manière suivante. 
On peut regarder un polygone régulier inscrit dans 

un grand cercle de la sphère comme un polyèdre régu-
lier limité par deux plans superposés (dièdre)) les rota-
tions qui superposent cette figure à elle-même forment 
un groupe, le groupe du dièdre, dont l'ordre est 
double du nombre des côtés du polygone. Si, en parti-
culier, le polygone se réduit à un diamètre, compté 
deux fois, du grand cercle, le groupe du dièdre corres-
pondant est d'ordre 4 et s'appelle Vierergruppe. 

Enfin, il y a encore des groupes de rotations tout 
simples, à savoir les groupes cycliques, engendrés par 
une rotation d'amplitude égale à un sous-multiple 
de 2 7r et par les puissances de cette rotation. 

On peut établir que les groupes cycliques, les groupes 
du dièdre et les groupes télraédrique, octaédrique et 
icosaédrique sont la représentation sphérique des 
groupes de substitutions I , I I , III , IV et V du Ta-
bleau ( 3 ) . 

Tout d'abord, en effet, un groupe cyclique de rota-
tions est formé de n rotations ayant les deux mêmes 
pôles, et chacun de ces pôles n'est équivalent qu'à 
lui-même ; dès lors, on a 

n n r — 2, = i, — = i ; 
v t v 2 • 

d'où 
Vi = v2 = n 

[cf. Tableau ( 3 ) , I ] . 
Considérons dorénavant, en même temps que chaque 

polyèdre régulier, la division déterminée sur la sphère 
circonscrite par les perspectives de ses arêtes vues du 
centre de la sphère, et appelons cette configuration un 
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polyèdre sphèrique. Ainsi, par exemple, le dièdre sphé-
rique a pour faces deux hémisphères, pour sommets 
m points équidistants répartis sur leur grand cercle 
commun; pour arêtes les m arcs en lesquels ce cercle 
sera partagé par les points choisis. Chaque rotation 
d'un groupe polyédrique superpose à lui-même le 
polyèdre sphèrique correspondant. 

Commençons par le dièdre; le groupe qui lui est 
relatif est formé des rotations suivantes : une rotation 

de ^ autour du diamètre perpendiculaire au plan du 

polygoue et les puissances de cette rotation; m rota-
tions de iz autour des axes de symétrie du polygone. 
L'ordre du groupe est ainsi n = i m , et l'on a trois 

sortes de pôles équivalents : les m sommets = 

les points milieux des côtés = m Ĵ, les centres d 

deux faces = 2^. On a, par suite, 

V! = 2, v2 — 2, v3 = m 

[cf. Tableau (3 ) , I I ] . 
Considérons maintenant à la fois le tétraèdre, l'oc-

taèdre et l'icosaèdre qui possèdent la propriété com-
mune d'avoir pour faces des triangles égaux. Divisons 
chaque face du polyèdre sphèrique correspondant par 
ses médianes en 6 triangles rectangles alternativement 
égaux et symétriques; comme 4 de ces triangles sont 
eontigus à chaque arête, le nombre total de ces triangles 
est quadruple du nombre des arêtes, soit an . Le 

nombre des faces est, par suite, il en résulte que l'on 

a respectivement, dans les trois cas, n = 12, 24, 60. 

De plus, d'après le théorème d'Euler relatif aux po-



( '6 ) 

lyèdres ( 4 ) , le nombre des sommets est 71 1 2 , s o î t 4, 
6 , 12, comme oïi le sait. 

Chacun des triangles considérés a pour sommets le 
milieu d'une arête, le centre d'une face et un sommet 
du polyèdre sphérique; les angles correspondants sont 
TZ TZ TZ , 6 n . O . Y /o\ ou v = soil 3, 4, o ( » ) . 

Les rotations qui superposent le polyèdre à lui-
même sont les mêmes que celles qui amènent un 
triangle quelconque en superposition avec tous les 
triangles égaux, soit : 

i° La rotation nulle; 
2° Les rotations d'amplitude TZ autour des diamètres 

( ' ) Si A, F, S sont les nombres des arêtes, des faces et des som-
mets d'an polyèdre, le théorème d'Eùler dit que 

F + S = A + 2 ; 
dans notre cas, 

n „ n . _ n n n~h 12 A = - > F — - ; donc S = 4- 2 — — 2 0 2 3 6 

( 2 ) Autour du milieu d'une arête sont répartis 4 triangles et, 
autour du centre d'une face, 6 triangles; en sorte que les angles 

ont 2 tc 2TZ Tt TZ ^ 

correspondants s - j - e t . -g- o u ~ e t 3 ' P ° u r determiner le troi-
sième angle, nous appliquerons le théorème de Lhuillier d'après 
lequel la surface d'un triangle spliérique est égale à l'excès sur TZ 

de la somme de ses angles. La surface de la sphère étant décom-
posée en 2n triangles équivalents, si l'on désigne par - l'angle à 
déterminer, on a 

it it it Ait ,, , 6 n 
- ô H * = — ; dou q — , 2 ô q m 2 /è + ia 

D'après cela, le nombre des sommets du polyèdre peut être repré-
senté par — • 

<i 
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passant par les milieux des arêtes opposées deux à deux 

(médianes) : leur nombre est j et les extrémités des 

axes de rotation forment - pôles équivalents; 
3° Les rotations d'amplitudes ^ et autour des 

diamètres passant par les centres des faces opposées 

deux à deux; leur nombre est 2 ^ ou et les extré-o 5 

mités des axes de rotation forment ~ pôles équivalents; 

4° Les rotations d'amplitudes — , — ? • • ^ ^ — 
r 9 9 9 

autour des diagonales du polyèdre; leur nombre est 
, n 5 n — 17. 

(q — l) = , 
iq il 

et les extrémités des axes de rotation forment ^ pôles 
équivalents. 

Le groupe ne contient pas d'autres rotations, car la 
somme des nombres des rotations i°, 20, 3°, 4° e s t pré-
cisément égale à n. 

Ainsi, il y a trois et seulement trois systèmes de 
pôles équivalents ( r = 3) , et Ton a 

n n n n n n 
V , 2 ' v, - 3 ' V 3 ~ ~ Q 9 

d'où il suit que 

V2 = 3, v3 = y = 3, 4, 5 

[cf. Tableau (3 ) , I II , IV, V ] . 
Si nous voulons pénétrer un peu plus profondément 

dans la nature des groupes de rotations trouvés, nous 
pouvons nous demander s'ils sont simples ou com-
posés. 

Ann. de Mathémat., 4* série, t. V. (Janvier 1905.) 2 
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Un groupe cyclique est simple si son ordre est un 

nombre premier et alors seulement. 
Un groupe du dièdre dont l'ordre est n = 2m con-

tient un groupe cyclique comme sous-groupe invariant, 
à savoir le groupe des rotations autour du diamètre 
perpendiculaire au plan du polygone. 

Le groupe tétraédrique contient, comme sous-groupe 
invariant, le Vierergruppe constitué par la rotation 
nulle et les trois rotations 2°. 

Le groupe octaédrique contient, comme sous-groupe 
invariant, le groupe tétraédrique qui superpose à lui-
même le tétraèdre formé par les centres de quatre faces 
non contiguës de l'octaèdre. 

Le groupe icosaédrique est, au contraire, simple. 
On peut, toutefois, mentionner ici des sous-groupes, 

bien entendu non distingués, du groupe icosaédrique. 
Les 15 médianes de l'icosaèdre forment 5 trièdres ortho-
gonaux, qui se superposent l'un à l'autre par rotations 
autour de diagonales; parmi les 6o rotations icosaé-
driques, il y en a 12 qui superposent à lui-même un 
trièdre orthogonal déterminé de médianes ; ces rotations 
forment un groupe tétraédrique. On obtient ainsi 
5 sous-groupes tétraédriques équivalents qui sont 
transformés l'un dans l'autre par des rotations autour 
de diagonales. 

5. Représentation plane des groupes finis de rota-
tions. — Tout en présentant une égale facilité, l'étude 
des groupes de rotations que nous venons de trouver 
est pourtant plus avantageuse à faire avec des figures 
planes qu'avec des figures sphériques. Pour ce passage, 
il nous suffira de projeter stéréographiquement les 
figures sphériques sur le plan. 

La remarque suivante peut faciliter la projection 
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pour les trois polyèdres considérés (tétraèdre, octaèdre, 
icosaèdre) : les arêtes et les médianes relatives à un 
même polyèdre spliérique forment par leur réunion des 
grands cercles complets, au nombre de 6, 9 et i5 res-
pectivement pour les trois cas. 

Comme par projection les cercles se changent en 
cercles ou droites, la figure plane sera constituée dans 
les trois cas par 6, 9 ou i5 cercles ou droites. Nous 

donnons ici comme exemple l'image de l'octaèdre ( 4 ) . 
Les triangles du réseau obtenu sont alternativement 
hachurés et non hachurés, de telle sorte que les 
triangles hachurés sont égaux entré eux et symétriques 
des triangles blancs, en convenant de qualifier d'égales 
ou de symétriques les images planes de triangles sphé-
riques égaux ou symétriques. Le réseau entier est ainsi 
engendrable par reproduction directe et par reprodue-

( 1 ) Les symboles marqués sur la figure seront expliqués plus loin. 
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tion symétrique d'un seul de ses triangles. Les réseaux 
obtenus sont réguliers, c 'est -à-dire qu'en chaque 
nœud il n'y a que des angles égaux. A chaque rotation 
de la sphère sur elle-même appartenant au groupe 
considéré, correspond une transformation du plan en 
lui-même qui permute entre eux les triangles laissés 
blancs; l'ensemble des transformations ainsi obtenues 
fait passer d'un triangle blanc déterminé à tous les 
autres triangles blancs. 

6. Représentation analytique des groupes finis de 
rotations et de substitutions linéaires. — La corres-
pondance établie entre les groupes de rotations et les 
groupes de substitutions linéaires permet de passer 
aisément des premiers aux seconds. Prenons en effet 
pour centre de la sphère l'origine du plan de la va-
riable z, pour plan équatorial ce même plan, pour 
origine des longitudes le plan méridien passant par 
l'axe des z réels; désignons par JJL la longitude, par \ la 
latitude d'un pôle, par l'amplitude de la rotation ; la 
substitution linéaire correspondant à cette rotation est 

' d h- ic, — ( b — ia )N 

+ i'a, d — ic 
où 

a=—cosX s i n c o s ¡i, b =—cosX sin^ sin JJL, 
c = sin À sin»̂ , d— cos^. 

Au moyen de ces formules, 011 obtient sans peine 
110s groupes de substitutions. Nous donnerons, à titre 
d'exemple, les substitutions de l octaèdre : 

h et k prenant, indépendamment l'un de l'autre, les 
valeurs o, 1, 2, 3. 
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Une étude plus approfondie delà constitution de nos 

groupes conduit à observer que l'ensemble des substi-
tutions d'un groupe polyédrique est représentable à 
l'aide de trois d'entre elles seulement. La forme géné-
rale des substitutions est en effet : 

i° Pour le tétraèdre, 

S*TPUï, 
où 

a = o, i, 2; p = o, 1; y == o, 1; 

*-(::-'<> »<:> 
2° Pour l'octaèdre, 

S*UPVY, 
où 

a = o, 1, 2 : ¡J = o, 1 ; y = 0 . 1, 2, 3; 

- ( : ; - ' , > « < : > - ( : : > 

3° Pour l'icosaèdre 

S«UP et S«TSïUP, 
où 

a, Y = 0 , 1 , 3, 4, B = o, 1; 

Reprenons la figure du paragraphe précédent; elle 
nous fournit une représentation claire du groupe de 
substitutions correspondant. Considérons, en effet, un 
triangle blanc arbitraire comme triangle initial, et 
désignons-le par 1 ; à chaque triangle blanc nous attri-
buerons le symbole de la substitution qui correspond à 
la rotation transformant le triangle initial en le triangle 
considéré. 
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Le triangle blanc désigné par i sur la figure et le 

triangle hachuré contigu à celui-là, le long d'un côté 
de l'angle droit, forment, par leur réunion, un domaine 

fondamental, c'est-à-dire un domaine contenant un et 
un seul point homologue de chaque point du plan 
(en supposant, il est vrai, que la moitié du périmètre 
du domaine soit regardée comme appartenant au do-
maine); on entend là par points homologues les points 
qui se transforment l'un en l'autre par les substitutions 
du groupe. Chaque point du plan appartient à un sys-
tème de n points homologues ; exception est faite 
seulement pour les nœuds du réseau de triangles qui 

, n n n se repartissent en trois systèmes de — » — et — points r J vt v2 v3 r 

homologues. 

7. Groupes linéaires et formes invariantes. — Il 
convient maintenant, pour la commodité, d'introduire 
des variables homogènes. Si l'on pose 

zx , z\ z — — , 5 — —1 , 
Z1 Z» 2 

la substitution linéaire fractionnaire à une variable ( î ) 
se change en une substitution linéaire entière à deux 
variables : 

(5) — OLZi -h = 8*2. 

Mais il est à observer qu'à une même substitution (i ) 
correspondent une infinité de substitutions ( 5 ) , à sa-
voir toutes les substitutions de la forme 

^ = ¿(a*!-*- p*,), z2 = 

où k est arbitraire; si l'on s'impose maintenant que le 
déterminant de la substitution soit égal à l'unité, à 
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toute substitution ( i ) , où il est loisible de supposer 

*o — PY = i, 

correspondent seulement deux substitutions ( i ) , soil 

z\ — ± ( a z \ — =fc + 

D'après cela, à un groupe de substitutions non homo-
gènes d'ordre n correspond un groupe de substitutions 
homogènes d'ordre 2n. 

Soit maintenant une forme, c'est-à-dire une fonction 
entière homogène des deux variables zK, z2, qui s'annule 
en n points homologues. Si on la soumet à une substi-
tution quelconque du groupe considéré, ses zéros sont 
simplement permutés entre eux; par suite la forme se 
reproduit à un facteur constant près. Une telle forme 
s'appelle une forme fondamentale invariante; toute 

forme invariante, c'est-à-dire toute forme qui se repro-
duit par toutes les substitutions du groupe, est expri-
mable par un produit de formes fondamentales inva-
riantes. Des considérations particulières font connaître 
les formes fondamentales <ï>,, <ï>2, $3 qui ont pour zéros 
respectifs les trois systèmes de nœuds homologues. 
Comme ces points équivalent à des zéros v"pIes, v!Jpl<'% 

vupies> e s t j a puissance vjème d'une forme F/d'ordre ~ 

Entre les trois formes F]-1 il existe dans chaque cas une 
relation linéaire homogène 

( 6 ) fAiFV-Hf*tF?-i-fiJFÎ- = o; 

et toute forme fondamentale est exprimable par une 
fonction linéaire homogène de ces trois formes. 
. On va donner, pour chacun des trois groupes polyé-

driques, les formes F/ ainsi que l'identité ( 6 ) qui les 
l ie ; dans ce Tableau, les formes F| s'annulent aux 
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milieux des arêtes, les formes F 2 aux centres des faces 
et les formes F 3 aux sommets du polyèdre correspon-
dant. 

Groupe tétraédrique : 

F i== z1z2(zj — zï) 

F 3 = Z\— 2i/$z\zl-i- = W, 

i«2i /3* 2 —<i> 3 -b l F 3 = o. 

Groupe octaèdtique : 

Ft = z\2 — 3 3 * } - 3 3 * ^ 1 -+- z|2 = x , 

Fj = -+-14 h- = w = w, -
F 3 = zxzt(z\ — Z\) = i, 

y2 — W 8 - t - io8f* = o. 

Groupe icosaédrique : 

— = T, 

F 2 = - s 2 0 -h — 494-1 - 5 — = H, 

F 3 = -»t i i — 5 } ® ) = / , 

T*-+- H* — 1 7 * 8 / 3 = o. 

Si l'on pose 

on a, en vertu de (ti), 

ce qui peut s'écrire : 
Z - 1 _ Z _ i - - ^ F v , ~ l J l ,Fv . ; 

Z est une fonction de£ qui a la même valeur aux points 
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homologues et en eux seulement; elle prend au milieu 
des arêtes, aux centres des faces et aux sommets res-
pectivement les valeurs i , 0 ,00 . De plus, toute fonc-
tion rationnelle de z fjui a toujours la même valeur en 
des points homologues est une fonction rationnelle 
de Z. 

L'équation ( 7 ) sera dans les trois cas : 

<j>3 w * H 3 7 _ 7 _ VT 7 __ 11 

W3' ' 108 i 4 ' ' 1728/«' 

8. Groupe d'une équation algébrique. Résol-
vantes. — Il nous faut intercaler ici quelques consi-
dérations algébriques. 

Soit une équation algébrique du m ième degré 

(8) f(x) = o, 

dont nous désignerons les racines par oc4, a2 , . . . , a m . Les 
coefficients de l'équation sont des fonctions symétriques 
connues des racines, et toute fonction rationnelle 
symétrique des racines est une fonction rationnelle 
des coefficients, ou, comme 011 dit, est rationnel-
lement connue. Mais il peut arriver dans des cas par-
ticuliers que d'autres fonctions rationnelles non symé-
triques des racines soient aussi rationnellement connues, 
ou que nous voulions regarder de telles fonctions comme 
rationnellement connues. L'ensemble des permutations 
des racines qui laissent ces fonctions invariantes forme 
évidemment un groupe G, qu'on nomme le groupe de 
Véquation ( 8 ) . Comme G est un sous-groupe du groupe 
formé par la totalité des permutations possibles des 
racines a{, a 2 , . am , dont l'ordre est ///!, Tordre n 
de G est un diviseur de m! 

Considérons maintenant une fonction non ration-
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nellement connue des racines a n a 2 , . . . , am : 

y = ï» •••>«/«)» 

et désignons par ¡32, . . . , (3V les diverses valeurs 
qu'elle prend quand on soumet a, , a2 , . . . , a w à toutes 
les permutations du groupe G. Soit 

( 9 ) = ° 

l'équation dont les racines sont (32, . (3V; les 
coefficients de o [ y ) sont rationnellement connus, et 
par suite la formation de l'équation (9 ) peut être 
effectuée par des opérations purement rationnelles. 
D'autre part, la résolution de (9 ) nous ferait faire un 
pas eu avant dans le problème de la résolution de ( 8 ) , 
en ce sens qu'il nous serait permis de regarder comme 
connue une fonction des racines de (8 ) qui, auparavant, 
n'était pas rationnellement connue, et de prendre pour 
groupe de l'équation non plus G, mais le sous-groupe G' 
de G qui laisse invariante la fonction y . Pour cette rai-
son, l'équation ( 9 ) est dite une résolvante de ( 8 ) . Le 
groupe H de (9 ) est isomorphe au groupe G, et l'ordre 
de G' est le quotient des ordres de G et de H. Si l'iso-
morphisme est holoédrique, G' se réduit à l'identité* 
et nous pouvons, si ( 9 ) est regardée comme résolue, 
considérer comme rationnellement connue toute fonc-
tion de a, , a2 , aOT qui n'admet aucune permutation , 
l'identité exceptée, et en particulier les quantités 
a2 , . . . , a m elles-mêmes. La résolution de ( 8 ) et celle 
de ( 9 ) sont alors des problèmes équivalents : ( 9 ) sera 
dite une résolvante équivalente de ( 8 ) , et ( 8 ) peut 
aussi inversement être regardée comme une résolvante 
de ( 9 ) . Si, au contraire, l'isomorphisme est mérié-
drique, la résolution de ( 9 ) n'est qu'une première étape 
pour la résolution de ( 8 ) . Mais ce second cas 11e peut 
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se présenter ( v o i r n° 1 ) que si le groupe G est composé ; 
si G est simple, on ne saurait espérer obtenir une résol-
vante non équivalente de l'équation donnée. 

Un intérêt particulier s'attache à la résolvante de 
Galois, c'est-à-dire à la résolvante équivalente qui a 
pour racine une fonction linéaire des a/ à coefficients 
absolument distincts : 

Si Ton effectue sur les racines a; toutes les permu-
tations du groupe G, les fonctions symétriques des 
valeurs obtenues pour y sont évidemment rationnel-
lement connues; par suite l'ordre de la résolvante de 
Galois est n. La résolvante de Galois est irréductible, 
c'est-à-dire qu'elle ne saurait aucunement se décom-
poser en facteurs à coefficients rationnellement connus 
Ses racines sont des fonctions rationnelles de l'une 
d'elles; en d'autres termes l'équation se transforme en 
elle-même par n substitutions : 

y = y = ï •••> / = *n-i(y), 

0i, 92) désignant des fonctions rationnelles 
de y. Ces substitutions forment un groupe qui est 
holoédriquement isomorphe au groupe de la résol-
vante, et qui peut donc être considéré tout aussi bien 
comme son groupe. 

Réciproquement, si une équation irréductible de 
degré n se transforme en elle-même par n substitutions 
rationnelles, elle est sa propre résolvante et le groupe 
formé par ces substitutions ne peut être pris comme 
groupe de l'équation. 

9 . application aux équations polyédriques. Résol-
vante équivalente de iéquation icosaédrique. — Après 
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cette digression, revenons à notre question principale. 

Si l'on soumet z à une substitution quelconque du 
groupe correspondant 

on obtient à nouveau, z et zf étant homologues l'un de 

Ainsi, les racines de l'équation (10) sont des fonctions 
rationnelles, voire linéaires, de Tune d'elles, et l'équa-
tion se transforme en elle-même par n substitutions 
linéaires. Il suit de là que l'équation (10) peut être 
considérée comme sa propre résolvante de Galois, et 
que le gioupe de substitutions correspondant peut être 
pris comme groupe de l'équation. 

Comme les groupes tétraédrique et oclaédrique sont 
composés, le problème de la résolution des équations 
correspondantes se simplifie par la formation des résol-
vantes. Mais il n'en va plus de même pour l'équation 
icosaédrique, parce que le groupe associé est simple. 
Néanmoins la recherche des résolvantes, nécessaire-
ment équivalentes, de l'équation icosaédrique est du 
plus haut intérêt. Une importance particulière s'attache 
à une résolvante du cinquième ordre qui provient de la 
considération des cinq sous-groupes tétraédriques équi-
valents, déjà signalés, du groupe icosaédrique. Si l'on 
forme, en eifet, une fonction Y de z qui admette toutes 
les substitutions d'un de ces sous-groupes, cette fonc-
tion ne prendra, par les soixante substitutions du groupe 

Ecrivons l'équation ( 7 ) ainsi 

d o ) F ( 0 = Z. 

l'autre : 
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icosaédrique, que cinq valeurs distinctes; les fonctions 
symetriques .de ces valeurs sont des fonctions ration-
nelles de Z, et par suite Y est racine d'une équation 
du cinquième degré dont les coefficients sont des fonc-
tions rationnelles de Z. Le trièdre orthogonal de mé-
dianes qui est transformé en lui-même par les substi-
tutions du sous-groupe considéré peut être regardé 
comme le système des diagonales d'un octaèdre; dési-
gnons par t et W , suivant les notations précédemment 
employées, les formes relatives à cet octaèdre, par m 
et il deux constantes arbitraires; posons 

i * / * ' r _ 

en sorte que u et ç sont des fonctions homogènes de 
degré zéro de zs et z2, soit des fonctions de z ; la fonc-
tion 

Y = mv -+- riuv 

satisfait à l'équation du cinquième ordre 

I 8̂ m3-h ixm -̂n -+- mn~ ~ l * ¿ 71 Y 2 

» 15 / , () „ . 4 « 3 r \ 
j z m ! n ! + T 3 z " l " 3 + 4 ? r r z j i ) Y 

f + | ( 4 8 m . _ , t, H. ,nní + 

où il faut remarquer l'absence des termes en Y4 et 
en Y 3 . C'est une équation principale, qui est dite la 
résolvante principale de l'équation ieosaédrique. La 
racine carrée du discriminant de (i i ) s'exprime ration-
nellement au moyen de /?i, rc, Z. 

10. Propriété des équations principales du cin-
quième degré. — Comme l'équation (i î) est une résol-
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vante équivalente de l'équation icosaédrique, 011 peut 
aussi inversement regarder l'équation icosaédrique 
comme une résolvante de (i i). Ce fait peut recevoir 
une forme géométrique élégante. 

Soient *r2, les coordonnées homogènes 
d'un point de l'espace; si l'on pose 

cr6 = — (rrt-f-ara-h + 

x 2 , x5 s'appellent les coordonnées pentaé-
driques du point considéré. Entre les coordonnées pen-
taédriques d'un point quelconque, on a l'identité 

i=i 
Soit maintenant 

(12) ¿F 5 - f -5a^ 2 - i -5pa7H-Y = o 

une équation principale du cinquième ordre, et dési-
gnons par S2, S*3; ses racines; à cause de 
l'absence des termes en xh et en a:3, on a 

i = 1 1=1 

Il suit de là d'abord que les cinq racines de (12) 
prises dans un ordre quelconque peuvent être regardées 
comme les coordonnées pentasphériques d'un point; 
ensuite que les 120 points 

où 7/| //2/z3 /¿4 /¿5 désigne une permutation quelconque 
des nombres 1, 2, 3, 4? sont situés sur la surface 
du second ordre 

« 
(M) = 
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Chacune des 120 transformations linéaires de l'espace 
en lui-même (co l l inèa l i ons ) 

( xk — Xhj, xs = xh$ 

permute les uns dans les autres ces 120 points, et 
transforme la surface ( i 4 ) en elle-même; et il arrive 
qu'une collinéation ( i 5 ) laisse invariants les deux sys-
tèmes de génératrices rectilignes de la surface ( i 4 ) o u 

permute l'un dans l'autre ces deux systèmes selon que 
la permutation correspondante li^h^h^h^h^ est paire 
ou impaire. 

Désignons par \ le paramètre delà génératrice recti-
ligned'un système passant parle point ( x i , x 2 , x 3 , x 4 , x 5 ) 
de la quadrique ( i 4 ) j X U l i e fonction linéaire frac-
tionnaire des coordonnées Xi. Aux 60 collinéations qui 
transforment en lui-même chaque système de généra-
trices correspondent 60 substitutions linéaires fraction-
naires \ ces substitutions font passer de \ aux para-
métres des génératrices du même système qui passent 
par 60 des 120 points ( i 3 ) , le point initial compris; 
et l'on peut, par le choix convenable du paramètre X, 
faire en sorte que ces 60 substitutions linéaires forment 
un groupe icosaédrique \ d'où il suit que l'équation dont 
les racines sont les 60 valeurs de X est une équation 
icosaédrique. 

11. Résolution des équations du cinquième degré. 
— D'après cela, si une équation principale du cin-
quième degré (12) est donnée, ou est assuré de la pos-
sibilité de la regarder comme la résolvante principale 
d'une équation icosaédrique et par suite de ramener sa 
résolution à celle de cette dernière. Pour obtenir effec-
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tivement l'équation icosaédrique, identifions (i 2) et (i 1); 
nous aurons 

Z 
-h l2 m-11 6 mn2 -+- 1 —Z 

Z 

3 
Z 

[—• 4 m4 -4- i - Z 

Par un traitement approprié de ces équations, on 
arrive à exprimer m, n et Z par des fonctions ration-
nelles de a, ¡3, y, V, V2 désignant le discriminant de 
l'équation (12). 

En résumé, pour résoudre l'équation proposée (12), 
nous procéderons donc de la manière suivante; : 

i° Nous déterminerons m, n, Z comme fonctions 
rationnelles de a, ¡3, y, V; 

2° Nous résoudrons l'équation icosaédrique 

où Z représente la valeur que nous venons de trouver; 
3° Si enfin z est une racine de l'équation (16), la 

où m et n désignent les valeurs trouvées plus liant, est 
une racine de (12). 

La résolution d'une équation principale du cinquième 
ordre est dès lors ramenée à une extraction de racine 
carrée (pour le calcul de V) et à la résolution d'une 
équation icosaédrique. 

valeur 
x — m u{z) -h n u(z) v(z), 
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Mais si l'on a affaire à une équation générale du cin-
quième ordre, il est encore besoin d'une extraction de 
racine pour ramener cette équation a la forme prin-
cipale. 

D'après cela, la transition des équations de degrés 2, 

3 et 4 aux équations de degré 5 est très nettement 
caractérisée. Tandis que la résolution des premières 
est réductible à de simples radicaux, c'est-à-dire est 
réductible à la résolution d'équations binômes, la 
résolution des dernières est seulement réductible à la 
résolution d'une équation d'un type spécial, de l'équa-
tion icosaédrique. 

Maintenant se pose d'elle-même la question de savoir 
s'il y a aussi des équations de degré plus élevé, dont la 
résolution est réductible à celle d'équations binômes 
et icosaédriques. 

Nous nous bornerons à la signaler. 

12. Résolution de Véquation icosaédrique au moyen 
de la fonction hyper géométrique. — Il nous faut main-
tenant consacrer quelques mots à la résolution de l'équa-
tion icosaédrique, en abandonnant le point de vue algé-
brique. 

Désignons par z une fonction de la variable Z, par z\ 
z,r, z1" ses dérivées première, deuxième, troisième} 
considérons l'expression 

comme fonction de Z ; elle conserve sa forme si l'on, 
remplace z par une fonction linéaire fractionnaire 
de z. Si, en particulier, z est lié à Z par l'équation 

Ann. dé Mathémcit., /j* série, 1. V. (Janvier 190b.) 3 
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polyédrique 
F ( * ) = Z, 

Z conserve sa valeur si l'on effectue sur z une substi-
tution linéaire appartenant au groupe correspondant; 
par suite, la valeur de [z] reste aussi inaltérée par une 
telle substitution. Si Ton observe en outre qu'entre [ z ] 
et Z il existe une relation algébrique, on peut en con-
clure que [ z ] est une fonction rationnelle de Z. La 
forme de cette fonction se détermine par des considé-
rations analytiques; 011 obtient 

où v,, v2, v3 ont la même signification que plus haut. 
Cette équation différentielle du troisième ordre est 

en relation étroite avec l'équation différentielle linéaire 
homogène du deuxième ordre : 

une intégrale de (17) est en effet le quotient de deux 
intégrales indépendantes de (18). 

Or l'équation (18) rentre dans le type connu des 
équations différentielles de Riemann dont les inté-
grales s'expriment au moyen des séries hyper géomé-
triques. z est donc exprimable en fonction de Z à l'aide 
de fonctions liypergéométriques de Z. 

13. Aperçu de la résolution de Véquation icosaé-
drique au moyen des fonctions elliptiques, — Pour 

( 1 7 ) 
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développer une seconde méthode de résolution, il nous 
faut présenter quelques préliminaires. Comme nous 
l'avons vu, à chaque équation polyédrique correspond 
un réseau plan régulier, constitué par un nombre fini 
de triangles formés d'arcs de cercle. Si l'on fait abstrac-
tion de la condition que le nombre des triangles soit 
fini, on peut, de tout tel triangle curviligne à angles 
sous-multiples de 2 7t (l'angle nul compris), déduire 
par reproduction et par symétrie alternées ( v o i r n 0 o, 
in fine) un certain réseau. 

A chaque réseau correspond une équation 

F ( * ) = Z 

(transcendante dans le cas d'un réseau infini) qui associe 
à toute valeur de Z un système de valeurs de z, qui sont 
toutes des fonctions linéaires fractionnaires de l'une 
d'elles -, les substitutions linéaires correspondantes 
forment un groupe qui transforme l'équation en elle-

même. Considérons donc deux tels réseaux à angles — > 
B V/ 

^ (i = i, 2, 3 ), et soient 
V Î 

F (z) = Z , 

G(z') = Z 

les équations correspondantes; si en outre v< est un 
multiple de v'f, v2 de v'2, v3 de v'3, z' est une fonction 
uniforme de z. 

Cela posé, désignons par J l'invariant absolu, par to 
le rapport des périodes d'une intégrale elliptique de 
première espèce; on sait que J est une fonction uni-
forme de <o : 

(19) J = J ( w ) . 
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L'équatiou (19) ( équa t i on modulaire) se transforme en 
elle-même par toute substitution linéaire à coefficients 
entiers; ces substitutions forment un groupe dit groupe 
modulaire, et l'on a pour le réseau correspondant 

v t — 2, v 2 — 3, v 3 — ao. 

Observons d'autre part que pour les équations polyé-
driques 

Vi = 2, v 3 = 3, v3 = 3, 4, 5, 

et nous pourrons en conclure que si Ton désigne 
par Z = F ( z ) une équation polyédrique, par Z = J ( w ) 
l'équation modulaire, z sera une fonction uniforme 
de G>. 

Quant à la formation effective de cette fonction 
uniforme, c'est une question que nous n'aborderons 
pas ici. 

[ D 6 b ] 

SUR UNE FORMULE POUR LE CALCUL NUMÉRIQUE 

DES LOGARITHMES; 

PAR M. F . GOMES T E I X E I R A . 

Je me propose de donner ici une formule pour le 
calcul des valeurs des logarithmes des nombres, laquelle 
me parait pouvoir être utile en quelques circonstances. 

Je considère, pour cela, la fonction rationnelle 

1 
t'l(t — ay*-
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et je la décompose en fractions simples; ce qui donne 

i A! A2 A s An 

t'l(t — a)n t t2 i3 

B, B2 B 3 , t B„ 
t — a (t — ay {t — a)s (t — a)« 

Pour déterminer A2 , . Aw, je développe le 
binôme (A — a)~n en série ordonnée suivant les puis-
sances de /i, ce qui donne 

o ' T 
« L V1 / « • 

- e n c e n s — 

(in — i\ hn~i 1 
+ 1 « _ , 

On a donc 

= 1 ) > l ('¿n — '1) «2/i-l n __ , J 

_ (—1)» (in — 3\ 
- ^TT \ n - 2 ) 

(—i)n /in— 4\ 
\ n-à ) 

A, 

A3 a2"—3 

A „ - s = 

A /¿—i = 

(—i) n 

(— iV* / n-h i 

( — 

V* //i + i\ 
M a 

/ n \ 
\ i / ' 

A« = 
a " 

Pour déterminer B<, B 2 ) B 3 , . . B « , on doit poser 

/ = a H- h dans la fraction et développer le résultat 
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suivant les puissances de h f c e qui donne 

(a -h h)~n 

i f /n\ h in + i\ h2 

^ ^ [ ' - ( J â + l 

x J m — "I 

par conséquent 

, Î _ 2 \ h* 
3 J a* 

B, ~ a2»-l 

B
2 

(_ 
B

2 a 2 "- 2 

B
3 

B
3 a*"-» 

_ ( - î ) V / I + I\ 
2 - - ^ t t t ^ a r 

B / i - i = 
( — i ) in 

B n 
a" 

Nous avons donc 

i = ( — 0 " /a/i — A i _ \ 
¿'M t — a)n a 2 "- 1 \ n — i / t — ci) 

(— î )» / 2 /i — 3 \ / i ( i 
n — 2 / \ ¿2 {t —a) 

(— i in — L (— i)« fin — 4 \ / i i 
a * " - 3 \ n — 3 / ~ (* ~ a ) 3 

( — i)'* / Ai -h i 
( 2 ) ( 2 ( / — a ) « - 2 ) 

i z z i ^ / M /_!_ H - f - . y - t ! ) 
a V i / (* — a)'*"'1 / 

( — 0 * / i 
a« V i» + ! V v } (f — a)»/ 

Eu intégrant maintenant les deux membres de cette 
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identité et en prenant l'intégrale entre les limites x 
et oo, on trouve, en supposant x > a >> o, 

r™ dt 
Jv t'^t- ay 

— / 2 n ~ 2 \ | — z 
~ a2"—1 \ n — i / ¿r 

( - i ) ^ / a n - 3 \ / i , i _ \ 
\/i — i ) \ x x — a/ 

aîn~ 
! ) ! ( ™ - i \ L ( ± J ) 
- s V n — 3 / i \x* (x — a)*/ 

\ ra / n — 3 \x'1-3 ; (.r — a ) » - » / 

( - 0 » / ^ _ J /_L_ ! 
a"-1-1 \ i / n— i \ x " v ' {X — a')'1-* 

. _ L _ ( _ ! _ ,)« i 
an n — i \xn-~l {x — a)/i_1 

et, par consequent, 

!og 

n — i — a ) 
in — i \x x — a) 
aï (n — i ) ( n — 2) / 1 1 \ 
A (in — i){in — 3) (x — a)1/ 

a3 (n — \) (n — 1) (n — 3) / 1 
3 (m — ) ( 2 n — 3 ) ( 2 n — 4) \ ( x — a)2 

LJ ( . h(— l)""1 - | 
n — i{in — i)(in — 3)...(n-+-i)\x'l-i 7 (x — a)»-*/ 

+ ^ Z i ( * - * ) ( " - 3 ) . . . i : « • 1 \ 
n — i(in—i)(in—2 ). .. n \xf'-1 v y (x — a)"-»/ 

— 2) (2 /1 — 3 ) . . .n J - a ) " 
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Mais, d'un autre coté, on a 

r dt r00 dt 

X tn(t — a)"<:F>Jr t'l(t — a )n ' 

et, par suite, en représentant par R,/ le dernier terme 
de l'égalité précédente, 

(m — i)(in — 3). . .njr t'l(t — a ) " 

, ( /i — i ) ( n — 2 )... î. i î i (t ̂ 'i—i — — : 
(m — î ) ( i n — 3 ) . . . n n — i xn ( x — a)u 

On voit, au moyen de cette inégalité, que Rw tend 
vers zéro quand n tend vers l'infini, si et, dans 
ce cas, on peut donc écrire 

\ogx — — a) 

= lira a — - ( - H 1— ) 
L n — i\x x — a ] 

a2 ( n — i )(n — î) / î i \ 
î (in — 2 ) ( î n — 3 ) \ .r2 ( x — a )2 / 

a 3 ( n — î) ( n — î ) ( n — *> ) / î î \ ^ 
2 (in — 2) (2/1 — 3) ( 2 / 1 — 4 ) \a?3 ( x — a ) * / 

-h-

n— i (2/1 — i)(in — 3),..(/H-f) "^(¿e — a)"—2/ 

+ ( n - i ) ( n - 2 ) . . . 2 . i / 1 ( - > ) » Al 
/¿—î (in — 2) (2 / i — 3 ) . . . ri \xu~l (x — a,)'1-*) J 

Cette formule, que nous croyons nouvelle, sans en 
être certain, est celle que nous nous proposions de 
démontrer. Elle donne la valeur de la dilïérence entre 
les logarithmes des nombres x et x — a avec une 
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erreur inférieure à 

( * - ' H * -a l n 
{m— 2) (2 n— 3 )...n n— 1 xn(x— a ) " - 1 

et peut être principalement utile quand le nombre 
représenté par a est petit et le nombre représenté par x 
est grand. 

En posant a = 1, 011 trouve la formule 

Jugtf — \og(x — 1) 

«=«0 1 . 2 / 1 — 2 I / 

• L (n — — / J _ _ 1 \ 
2 ( 2 / 1 — 2) (2/1 — 3 ) — ï ) 2 / 

-h 

1 ( n — 1 ) ( n — 2 ). . . 3.2 / 1 ( (—1)^-1 \ 
n — 2 (2/1 — 2)(2n — 3 ) . . . ( n + i) \a?"-2 {x — i ) " - 2 / 

1 (n — i)(/i — 2 ) . . . 2 . 1 / 1 (—i 

/ Ï I ( 2 / 2 — - 2 ) ( 2 / 1 — 3 ) . . . / L ( ¿ F 

qui donne la valeur de la différence des logarithmes 
des deux nombres consécutifs x et x — 1 avec une 
erreur inférieure à 

( n — 1 ) ( n — 2 ) . . . 2 . 1 T 1 

(2 n — 2 ) ( 2 n — 3 ) . . . n n — 1 xn(x — 1 

et qui a lieu quand x > 2 . 
On déduit, comme corollaire de cette formule, que 

la différence des logarithmes des nombres x et x — 1 
peut être représentée approximativement par l'expres-
sion 

- ( - H ) 2 \ X X — L / 

avec une erreur inférieure à 1 > quand # > 1 0 , 

à quand x >> 100, à ^ quand x > tooo, etc. 
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Ou voit, de la même manière, que la différence des 

logarithmes des nombres x et x — i peut être repré-
sentée approximativement par l'expression 

! + —) 1 te - r-M 
•>. \ x x — [ / 11 \ x2 ( x — i y / 

avec une erreur inférieure à — - — q u a n d ^ > > 1 0 , 
12.jo5 ^ 7 

" 12.10" ' ° l u a n d • r > IOO> e t c * 
Parmi les formules qui résultent de la formule géné-

rale précédemment écrite, nous indiquerons encore la 
suivante 

. x -+-1 IQOT 

= lim 2 — — ( — 1 ! — ) 
n=00 L 2 N — 1 \X -j— I X I / 

22 ( n — 1 )(n — 2) / 1 1 
2 ( i n — 2) (2n — 3) \{x -t- 1 )l (x — i)2 

23 (n — i)(n — ï)(n — 3 ) / 1 
3 (2/1 — 2) (2/1 — 3) (2/1 — 4) ( x - 1 ) 3 ) 

2"-2 (n — i )(n — 2), . . . 3 . 2 / 1 (— ,)»-1 
il 2 (2/1 — 2) (2/1 3). . . ( n + i ) V X-hl)"-* ' (x — j yi 2 
.2«-1 ( n — 1 ) ( n — 2 ). 0" 

n — 1 (2 /1 — 2 ) ( 2 FI — 3 ). . . n \ ( x 1 yl~l ( x — 1 

qu'on obtient en y remplaçant x p a r . . r - t - i et en 
posant a == x. 

Cette formule a lieu quand x >> 3 et donne 1 <>g ^ | 
avec une erreur inférieure à 

(2/1 — 2) (2/1 — 3 ) . . .n n— 1 ,(x -{- i)n(x — i ) " - 1 
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[ X 4 c ] 

SUR L'ÉVALUATION GRAPHIQUE DES LONGUEURS D'ARCS; 

P A R M . MAURICE D ' O C A G N E . 

Les procédés de l'intégration graphique, appliqués 
soit la règle à la main, soit au moyen d'un intégraphe, 
permettent d'obtenir les aires limitées à des contours 
fermés quelconques. Pour évaluer approximativement 
une intégrale quelconque par ce moyen, il faut donc la 
ramener à une détermination d'aire. En ce qui con-
cerne les longueurs d'arcs, M. Collignon a fait con-
naître la solution suivante ( * ) : 

On a, entre les points et M2 , a désignant i'angle 
de la tangente avec 0»r , N la normale limitée à O.r, 
a une longueur quelconque, 

o I I LLUj I If/xX/ • 
JMt cosa Jyu y aJM y 

Or, si l'on porte sur la normale la longueur MN — a, 
et si Ton élève en N à cette normale la perpendicu-
laire NP, ou a précisément 

aN 
— = MP. 
y 

Donc 

- - f 

Si donc on évalue graphiquement cette aire par la 
méthode de M. Massau, en prenant pour base de Tinlé-

(') Complément du Cours d'Analyse, p. 17. 
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gration la longueur ¿7, on voit que l'ordonnée finale-
ment obtenue sera précisément égale à la longueur de 
l'arc M , M 2 . 

Pour effectuer ce tracé avec plus de précision> il est 
utile d'obtenir, en même temps que chaque point P de 
la courbe auxiliaire P 4 P 2 , la tangente en ce point. 
Voici comment on peut établir la construction de cette 
tangente : 

Le segment MN de la normale étant constant, le 
point N décrit une courbe parallèle à la courbe M4 M2, 

dont la tangente en N est justement NP, et qui a même 
centre de courbure m que M^ M2 . 

Dès lors, si la tangente et la normale en P à la 
courbe P4 P 2 coupent respectivement en T et en p la 
tangente et la normale en M à la courbe M 4 M 2 , on a, 
entre les différentielles des arcs décrits simultanément 
par les points M, N, P, 

d{ M) _ M m ' d( N) _ N m d( P ) _ P T 
d(P) ~~ Pp ' d(M) ~ M T ; 

d'où, par multiplication membre à membre, 

T 

œ 

_ M m . P T  
1 ~ P/>.MT 
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OU 
P p __ M m 
P T ~~ M T ' 

ce qui montre que 

M T W = P T > . 

Mais le quadrilatère /?PMT étant inscrit dans le 
cercle de diamètre p T , on a 

P T p = PU p. 

Menons par le centre de courbure m la parallèle m S 
À O x . Nous avons 

P M M = M S M . 

Donc, finalement, 

M T W I = M S M , 

et les points S et T sont symétriques par rapport au 
point M. Ainsi : 

La tangente PT cherchée et la parallèle à Ox 
menée par le centre de courbure m coupent la tan-
gente en M en deux points symétriques par rapport 
à M. 

Si les points S et T sont en dehors des limites de 
l'épure, il suffit de mener par m une droite dont la 
direction soit symétrique par rapport à m M de celle 
de Ox et de joindre, par un des procédés bien connus, 
le point P au point de rencontre inaccessible de cette 
droite et de la tangente en M. 
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CERTIFICATS DE MÉCANIQUE APPLIQUÉE. 

Lille. 

E P R E U V E ÉCRITE. — Transmission par courroies. On étu-
diera seulement les questions suivantes : 

i° Calcul des tensions; 
2° Place à donner au volant dans les différents cas; 
3° Graphique des tensions dans le cas d'une machine 

à vapeur (dont le couple présente les variations ordi-
naires), actionnant une dynamo (dont le couple résistant 
est constant). 

On négligera le glissement élastique de la courroie et 
le frottement des tourillons. 

E P R E U V E S PRATIQUES. — I . Déterminer les efforts inté-
rieurs dans les barres d'une poutre Warren horizontale 
chargée sur les deux semelles et appuyée à ses extrémités. 

II. Déterminer, à l'aide de Vintégrateur d'Amsler : 
i° Le poids par mètre courant dyun rail de profil 

donné; 
2° Le centre de gravité du profil; 
3° Le module d'inertie. (Juillet 1903.) 

E P R E U V E É C R I T E . — Théorie du régulateur. On supposera 
que l'on a établi les équations d'équilibre, et l'on traitera 
SEULEMENT les questions suivantes : Interprétation gra-
phique des équations d'équilibre. Sensibilité. Puissance. 
Notion d'isochronisme. 

E P R E U V E S PRATIQUES. — I . Épure des efforts intérieurs 
dans les barres d'une poutre Pratt à N inférieur. 

II. Déterminer,*à l'aide de l'intégrateur d'Amsler, 
l'ellipse d'inertie principale de la section droite d'un 

fer cornière donné. (Novembre 1903.) 

E P R E U V E ÉCRITE. — Etudier, dans le cas d'une automo-
bile à chaînes, le mode d'action des ressorts comme organes 
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de transmission, de manière à montrer les diverses dispo-
sitions à donner aux mains et aux jumelles suivant que 
les roues sont porteuses ou motrices. 

On rappellera au début la disposition des diverses réac-
tions sur une roue motrice et sur une roue porteuse ; on 
ne traitera pas le cas d'une roue frènée. 

É P R E U V E PRATIQUE. — On considère une voiture automo-
bile devant peser en ordre de marche i5ookR. Le moteur 
fait 800 tours à la minute en marche normale, et Von 
admet que le couple moteur moyen conserve sa valeur 
entre 600 et 1000 tours. Le rendement p du mécanisme de 
transmission est 0,70. Les mécanismes de changement de 
vitesse sont disposés de façon que, le moteur marchant 
à 800 tours, la voiture fasse : 

km 
En première vitesse 12 

» deuxième vitesse 24 
» troisième vitesse 36 

quatrième vitesse 5o 

I. Déterminer quelle puissance doit avoir le moteur pour 
que Von puisse atteindre cette vitesse de 5okra à l'heure 
en palier et calculer les pentes ¿2 et ¿3 que Von peut 
monter dans ces conditions à vitesse constante en deuxième 
et en troisième vitesse. 

II. Déterminer deux angles x et y tels que Von puisse 
monter en troisième vitesse une pente comprise entre i3 — x 
et y sans que la vitesse du moteur s'élève au-dessus 
de looo tours ou s'abaisse au-dessous de 600 tours. 

N. B. — On rappelle la formule 

§ = P(o,02D -h o ,ooo3 V) -H o,oo5 SV* 

que Von supposera toujours applicable dans les condi-
tions de vitesse réalisées, avec S = 2m*. 

(Juillet 1904.) 

Besançon. 

E P R E U V E É C R I T E . — I . Les théorèmes de Faraday et la 
fonction de Green; influence exercée par un point élec-
trisé sur un conducteur limité par deux sphères. 
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IL Poutre mi-appuyée, mi-encastrée sur deux appuis 

de niveau. 

É P R E U V E PRATIQUE. — Un pendule soumis à une résis-
tance proportionnelle à la vitesse bat la seconde; Vam-
plitude de l'oscillation est réduite de moitié en une heure9 

calculer l'amortissement. (Novembre 1903.) 

2005. On considère en un point M d'une ellipse les deux 
normales obliques sous l'angle a. 

i° Les produits des distances des foyers à chacune de ces 
normales sont les mêmes. 

20 La somme de ces produits en deux points conjugués M 
et M' de l'ellipse est constante. (E . -N. BARISIEN.) 

2006. Soit m un nombre impair positif quelconque. For -
mons la suite 

en désignant, suivant l'usage, par [x] le nombre entier défini 

i° Dans la suite ainsi obtenue, il ne peut y avoir plus de 
deux termes égaux. 

20 La même suite, au contraire, contient des couples de 

QUESTIONS. 

ê 

[s/m], [y/Tm\ ..., [v/(/n —i)m], 

par 
x — 1 < [x'\%x. 

termes égaux, et le nombre de ces couples est 

Exemple. — Pour m = 9, la suite est la suivante 

3 , 4 , 5 , F>, 6 , 8 

et elle contient couples de termes égaux. 

( R . B R I CARP. ) 
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CHARLES HERNITE 0 ) ; 

PAR M. PAUL P A I N L E V É , 
Membre de l'Institut. 

Avec M. Hermile disparaît une des gloires les plus 
pures qui aient jamais illustré la Science française. 
M. Hermite ne fut pas seulement un des plus grands 
mathématiciens du dernier siècle : sa vie fut un exemple ; 
personne n'a poussé plus loin l'amour désintéressé 
de la Science, le dédain de la notoriété. Les sévères 
régions de la pensée dont il avait fait son domaine, 
leurs harmonieuses et rigides beautés, les lois rigou-
reuses et éternelles qui les régissent, lui avaient donné 
des joies trop hautes pour qu'il pût condescendre 
encore aux soucis dont s'agitent la plupart des hommes. 
A. ce puissant génie visionnaire, le mystérieux univers 
du nombre n'apparaissait point comme dépourvu 
d'existence objective, mais bien comme une sorte 
d'armature immatérielle et inflexible de l'univers réel 
dont elle contient les dérèglements. Ceux qui ont eu 
l'heureuse fortune d'être les élèves du grand géomètre 
ne sauraient oublier l'accent presque religieux de son 
enseignement, le frisson de beauté ou de mystère qu'il 
faisait passer à travers son auditoire devant quelque 
admirable découverte ou devant l'inconnu. Hermite 
fut un professeur incomparable : sa parole saisissante 
ouvrait brusquement de larges horizons sur les régions 
de la Science, elle suggérait à la curiosité et à l'invention 

C1) Extrait de La Nature, numéro du 2 février 1901. 

Ann. de Mathémat., 4* série, t. V. (Février 1905.) 4 
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les problèmes nouveaux et essentiels; mais surtout elle 
communiquait l'amour et le respect des idéales vérités. 
Dans l'inoubliable journée de son jubilé, en accueillant 
1 hommage d'admiration de tous les pays civilisés, 
l'illustre analyste parla, en ternies pleins de noblesse, 
de la corrélation étroite et secrète qui existe entre le 
sentiment absolu de la justice et du devoir et l'intel-
ligence des vérités absolues de la Géométrie. Cette 
corrélation semblait évidente quand on écoutait ses 
leçons. 

Dès ses premiers travaux, se manifeste la qualité 
maîtresse d'Hermite : la profondeur. Il ne s'est jamais 
dispersé en recherches superficielles ou vagues. Une 
question lui apparaissait toujours sous une forme extrê-
mement précise : il en pénétrait les secrets les plus cachés, 
il y portait une telle lumière que toutes les questions 
du même type se trouvaient du coup résolues. Elève de 
première année à l'Ecole Polvtechnique, âgé de 20 ans 
à peine, ii ne craint pas d'écrire à Jacobi sur la division 
des transcendantes abéliennes : pour comprendre l'au-
dace d'une telle tentative, il faut se rappeler qu'en i843 
l'existence des nouvelles transcendantes était à peine 
démontrée et qu'elles étaient ignorées de la plupart des 
analystes; leur acte de naissance, pour ainsi dire, 
n'était pas encore enregistré par la Science. Jacobi 
accueillit avec admiration et sympathie ce premier 
effort où se révélait un jeune et vigoureux génie. 
Quelques années plus tard, un Mémoire sur la transfor-
mation des mêmes transcendantes classait définitive-
ment Hermite parmi les grands mathématiciens. Le 
Mémoire, où la théorie des fonctions se mêle à l'Arith-
métique et à l'Algèbre, est en quelque sorte représen-
tatif àe l'œuvre d'Hermite. Nul n'a montré, d une façon 
plus éclatante, par ses méthodes et ses découvertes, 
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les relations intimes qui unissent ces trois branches 
de la Science, l'appui mutuel qu'elles peuvent et 
doivent se prêter. C'est ainsi que la théorie des formes 
algébriquesy dont il est un des créateurs avec Cayley 
et Sylvester, lui sert à la résolution de l'équation du 
cinquième degré et à l'étude des formes arithmétiques. 
De même, c'est par l'introduction des variables conti-
nues en arithmétique qu'il parvient aux admirables 
propriétés des formes quadratiques dont la découverte 
égale les plus belles découvertes de Gauss ; c'est notam-
ment la transformation des fonctions algébriques qui 
lui donne le nombre de classes. Ce sont enfin les équa-
tions modulaires qui le conduisent à la résolution de 
l'équation du cinquième degré. Pendant des années, il 
rivalise avec Kronecker pour déduire de la théorie des 
fonctions elliptiques les plus riches conséquences 
arithmétiques. 

Inversement, par l'arithmétique, il pénètre profon-
dément dans la théorie des fonctions ; l'étude des groupes 
discontinus lui livre les propriétés de la fonction modu-
laire. C'est cette même étude qui devait engendrer plus 
tard les fonctions automorphes à une ou plusieurs 
variables (fondions fuchsiennes, hvperfuchsiennes, 
hyperabéliennes, etc.), dont la découverte est une des 
plus précieuses conquêtes des Mathématiques contem-
poraines. 

Dans le domaine de l'Analyse proprement dite, il a 
renouvelé la théorie des intégrales eulériennes, créé la 
théorie de l'équation de Lamé, dont, les applications à 
la Mécanique, à l'Astronomie, à la Physique mathé-
matique sont si nombreuses. 

Est-il besoin de rappeler enfin la belle formule de 
décomposition en éléments simples (d'après leurs 
infinis) des fonctions trigonométriques et elliptiques. 
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formule qui livre la fonction toute prête pour l'intégra-
tion comme une fraction rationnelle décomposée en 
éléments simples? 

Mais la découverte d'Hermite qui surpasse toutes les 
autres, c'est la démonstration de la transcendance du 
nombre e, démonstration qui, à peine modifiée, 
entraîne la transcendance du nombre TC, c'est-à-dire 
l'impossibilité du fameux problème de la quadrature 
du cercle. Les nombres algébriques (nombres détinis 
par une relation algébrique à coefficients rationnels) 
forment une classe si dense qu'il semblait presque 
impossible de trouver un critérium assez subtil pour 
permettre de discerner si un nombre tel que e ou TZ est 
algébrique ou transcendant. Ce critérium, c'est dans 
la théorie généralisée des fractions continues qu'Her-
mite a su le découvrir, et sa méthode sera admirée 
tant que des hommes existeront capables de comprendre 
la notion du nombre. 

La carrière d'Hermite est connue de tous les hommes 
de science. Né en Lorraine, à Dieuze, le 24 dé-
cembre 1822, membre de l'Académie des Sciences 
en i856 , maître de conférences à l'Ecole Normale 
de 1862 à 1869, professeur à l'Ecole Polytechnique 
en 1867, professeur d'Algèbre supérieure àlaSorbonne 
en 1869, il a occupé cette dernière chaire jusqu'en 1897. 
Son cours d'Analyse de l'Ecole Polytechnique, dont le 
premier Volume seulement a été publié, est un chef-
d'œuvre de profondeur et de concision. Les quinze der-
nières années de son enseignement à la Sorbonne ont 
été consacrées à la Théorie des fonctions analytiques 
d'après Weierstrass : mais au lieu de s'aitacher étroite-
ment, comme l'illustre analyste allemand, à l'unique 
méthode des séries entières, Hermite a fait appel à 
toutes ie^ ressources des méthodes de Cauchy, donnant 
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ainsi à la doctrine une brièveté et une élégance incompa-
rables. C'est dans le Cours autographié d'Hermite, 
remanié à fond chaque année, que toute la jeune école 
des mathématiciens français a appris l'analyse. On peut 
dire que, dans le propre domaine de Weierstrass, 
l'enseignement d'Hermite a suscité peut-être plus de 
travaux que l'enseignement de Weierstrass lui-même. 

Parmi les mathématiciens de tous les temps, il en 
est peu qui aieut exercé une influence directe compa-
rable à celle d'Hermite; il n'en est pas dont l'œuvre 
soit plus sûrement impérissable. 

[M8 l b ] 

POINTS MULTIPLES DES SURFACES ALGÉBRIQUES; 

PAR M. LANGELOT. 

Nous ne nous sommes, jusqu'ici, occupés que des 
points simples, c'est-à-dire des points de la surface 

pour lesquels les trois dérivées partielles f'x, f^ f 'z ne 
sont pas toutes trois nulles. 

Points doubles. — Supposons que, pour un point M 
de la surface, les trois dérivées partielles s'annulent. 
L'équation aux X des points d'intersection de la surface 
et d'une droite passant par M est alors 

X 2 

— ( « / i + f / J - + « ' / i ) ( î ) 

X3 
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et elle a toujours au moins une racine double nulle. 
Toute droite passant par M y coupe la surface en deux 
points confondus. 

Supposons que le coefficient de X2 ne soit pas iden-
tiquement nul, c'est-à-dire que les six dérivées partielles 
du second ordre f^, fxyi fyzi Izx n e s o i e n ^ Pas 

toutes nulles. En général deux points seulement de l'in-
tersection seront confondus en M : le point [VI est dit 
point, double. 

Un troisième point viendra se confondre avec les deux 
premiers, si l'on prend une droite dont les paramètres 
directeurs satisfont à l'équation 

+ vf'y^r w f ' z ) m = o. 

Une telle droite est dite tangente ci la surface du point 
double M, et y coupe la surface en trois points con-
fondus. En un point double, il y a donc une infinité 
de tangentes formant un cône du second degré, ayant 
pour équation 

+ <1ÇÎ-y)(Z-z)f:x-+>i{Z-z)(X- x)f!x = o.. 

Divers cas sont à considérer suivant la nature de ce 
cône. Soit, en général, un cône du second degiv 

Ax*-+- A ' JK 2 -H A " ^ 2 -H 2 B y z +2B'«a? + 2B"xy = o. 

Décomposons cette forme quadratique eu une somme 
de carrés. Il vient 

i ( A2a?2-+- 2 AB" xy + 2 A B ' ^ -v B "2y2-h iB'B'yz) 

( k< B ' 2 \ o f T* B ' B " \ B ' 2 \ 

ou 
^ [( Ax -h B'y H- B'z^-h a"y*-h a'z*-h zbyzJ, 
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les petites lettres désignant les mineurs des éléments 
correspondants du déterminant 

A B" B' 

A = B" A' B 

B' B A" 

Achevons la décomposition en carrés, il vient 

A h- B "y -4- B'z )2 -4- ^ ( a y -+- b z )» -4- (a'— ~ ) z* j ; 

le coeflicient de z2 est a a „ ^ ou. d'après un théorème 

connu sur les déterminants adjoints, On a donc 

- [(Ax-hB'\y-^ B'^)2 -h -y + + » 
Pour que le cône soit imaginaire, il faut et il suffit 

que les trois carrés soient de même signe, ou que 

a > o, A A > o. 

En opérant la décomposition dans un autre ordre (en 
commençant par d'autres variables), on aurait trouvé: 

i° En commençant par .r, et continuant par y d'a-
bord, puis par 

a" > o, A A > o , 

a ' > o, A A > o ; 

2° En commençant par y , et continuant par z, puis 
par 

a > o, A A ' > o, 

a " > o, A A ' > o ; 

3° En commençant par z, et continuant par x , puis 
pa v y , 

a ' > o, A A " > o , 

a > o, A A " > O . 
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Donc, si le cône est imaginaire, a , a', a" sont posi-

tifs; et A, A, A', A" sont de même signe. 
Je dis que les conditions a o, a ' > o entraînent 

toutes les autres, car elles s'écrivent 

A'A" — B2 > o, A" A — B ' 2 > o, 

et, B2 et B/2 étant positifs, entraînent 

A ' A " > o, A" A > o. 
Mais 

A' A" > B2 , A A" > B'2. 

Multiplions 
A A'A"2 > B 2 B ' 2 . 

Donc A A' est positif; et A, A/, A" sont de même 
signe. 

Je dis que d1 est positif. En eilet, 

a " = A A ' - B" 2 ; 

or 
A A , B 2 B ' 2 
AA > 

A"2 

d'où 

et il faut montrer que 

B2 B'2 — B"2 A"2 > o ; 
or, 

A* B 2 », B'2 
A > Â 7 ' a > X ' 

d'où 
B 2 B' 2 

A"2 > AA' 

Il suffit donc de montrer que 

B" 2 B 2 B' 2 
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or ceci équivaut, AA' étant positif, à l'inégalité sup-
posée : 

A A ' — B"2 > o. 

Donc a est positif. 
Enfin, on sait que 

AA = a'a"~ 

d'où 

b2, A A ' = a" a — 6'2 , 

A2 A A '= (a' a"— è 2 ) ( a" a — b* ) 

et ainsi de suite. Les produits AA' étant positifs, les 
quantités (a a!'—¿2), . . . sont toutes de même signe. 
Comme (déterminants adjoints) 

et que a est positif, elles sont toutes trois positives, 
et A A est positif. 

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que le 
cône du second degré soit imaginaire sont que deux des 
trois mineurs a , a\ a!' soient positifs : le troisième l'esi 
alors aussi. 

Le cône des tangentes en un point double sera donc: 
i° Imaginaire si les trois mineurs de / r 2 , f^, jU dans 

le déterminant des dériv<es secondes sont positifs; ce 
déterminant est 

/r* fxy fxz 

D = fxy f r fyz 

fxz f;-z f* 

et le cône sera imaginaire si 

on a alors un point double à tangentes imaginaires. 
2° Le cône des tangentes sera réel, si deux au moins 

des trois quantités précédentes sont négatives. On 
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verrait facilement que la troisième est alors forcément 
positive. On a alors un point double à tangentes réelles. 

Si Je déterminant D est différent de o, le cône des 
tangentes est un cône propre du second degré. Si D = o, 
c'est-à-dire si 

y*-»"2 fxy fxz 

/ 71 f" /// 
xy Jy2 Jyz 

/ •H fii /»" xz Jyz Jz-

ce cône se décompose en deux plans tangents à la sur-
lace en M, plans qui peuvent être confondus. 

Donc cinq sortes de points coniques : 

i un cône tangent réel, 
i" Un point double réel < 

( deux plans tangents réels; 

[ un cône tangent imaginaire, 
•2° Point double à tan- \ 

{ deux plans tangents imaginaires, 
gentes imaginaires j 

\ un plan tangent double. 

Exemples : 

I. z3 = x2 -f- y2 — z2. — La surface a un cône tan-
gent réel à l'origine. Comme 

/¿=2a?, f 'y iy, fz = — ?>zl—-iz, 

ces équations sont satisfaites pour 

v = o, y = o, / -2 

Le point = o, y = o, z = o) est sur la surface, 

le point = o , y = o, z = — n'y est pas : elle n'a 

qu'un seul point double à tangentes réelles. 

II . z:i = x2 -+- y2 -j- z2. — Cette surface a un seul 
point double, l'origine, qui est un point double à tan-
gentes imaginaires. 



( 59 ) 
III . z3=x2—y2: 

Donc, la surface a pour point double l'origine, 
avec deux plans tangents réels; c'est son seul point 
double. 

IV. z3 = x2 -hy2- — La surface a pour point double 
l'origine, avec deux plans tangents imaginaires ; c'est 
son seul point double. 

Remarque. — Soit une surface f ( x , y, z)= o. Ses 
points doubles satisfont-à quatre équations, celle de la 
surface, et les équations 

/"¿=o, fy=o, f i = o. 

En général, ces quatre équations sont incompatibles, 
et, en général, une surface n'a pas de point double. 

Il peut arriver que les quatre équations aient un 
nombre fini de solutions communes, et qu'il y ait un 
certain nombre de points doubles; ou même une infi-
nité de solutions communes, et que la surface ait une 
ligne de points doubles. 

Je dis que, en tout point double appartenant à une 
ligne double, le cône des tangentes est décomposé en 
deux plans. En effet, si la surface a une ligue double, 
les trois surfaces f x = o, f'y= o, f ¿ = o passent par 
cette ligne double. Cherchons la tangente à cette ligne 
double : elle est située dans les plans tangents à ces 
trois surfaces auxiliaires, plans qui ont pour équations 

(X-x)f^ +{?-y)fnxz+(Z-z)fiz=o, 
-h (Z — z ) f y z — °> 
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Ces plans doivent passer par une même droite; il 

faut que le déterminant de leurs coefficients soit nul ou 
que 

/ " fn fu 

Jxy Jxz 

fxy fy* fyz = 

fxz fyz fz* 
ce qui exprime précisément que le cône des tangentes 
est décomposé en deux plans. La droite commune à ces 
deux plans est la tangente à la ligue double. 

En résumé, en un point double d'une surface, toute 
droite passant par ce point coupe la surface en deux 
points confondus. Il y a une infinité de tangentes cou-
pant la surface en trois points confondus, ce sont celles 
dont les paramètres directeurs satisfont à l'équation 

( o ( " A « / ¿ ) ( î ) = o . 

L'équation aux X des points d'intersection d'une tan-
gente en un point double avec la surface se réduit à 

X3 
1 .2 .3 

Considérons, en particulier, les tangentes dont les 
paramètres directeurs satisfont à l'équation 

(2 ) 

On a, pour déterminer une telle tangente, les dei^x 
équations ( i ) et (2) , où les inconnues sont les trois 
quantités homogènes ¿/, e, w\ l'une est du deuxième, 
l'autre du troisième degré ; et, par suite, il y a six tan-
gentes, en général, satisfaisant à ces conditions. 

Pour une quelconque de ces six tangentes, le premier 
coefficient non nul de l'équation en \ étant celui de X4 

(en général), un quatrième point de l'intersection vient 
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se réunir aux trois premiers. Donc il existe, en général, 
en un point double d'une surface, six tangentes oscu-
latrices ayant en commun avec la surface quatre points 
confondus avec le point double. 

Si la surface est du troisième degré et possède un 
point double, ces six tangentes particulières, ayant 
quatre points communs avec la surface, sont situées 
tout entières sur la surface. Donc, si une surface du 
troisième degré a un point double, elle contient six 
droites passant par le point double. 

[I pourrait arriver que l'équation ( 2 ) fut une consé-
quence de l'équation (1). Dans ce cas, pour toute tan-
gente à la surface au point double, le coefficient de X3 

s'annulerait et toute tangente serait osculatrice. O11 
pourrait alors choisir les paramètres directeurs de la 
tangente de façon à annuler le coefficient de X4 

On aurait alors deux équations en u} y, w du deuxième 
et du troisième degré qui détermineraient quatre tan-
gentes surosculatrices, coupant la surface en quatre 
points confondus. 

Nous n'insisterons pas sur cette singularité. 

Intersection de la surface et d un plan passant par 
un point double. — Soit 

a(X — x) -+- b( Y — / ) + c ( Z - z ) = o 

l'équation du plan passant par le point double M ( x , y, z). 
Une droite quelconque de ce plan a pour équation 

X — _ Y — y _ Z — z _ ^ 
u ~ V ~~ w ~~ 1 



( ^ ) 
avec la condition 

au h- bv 4- cw — o, 

et coupe la surface (et par suite sa section par le plan 
donné) aux points dont les X sont racines de l'équation 

7 ("/i+^/y 

or, 
= o, / ¿ = o, f'y= o, / : = o, 

puisque Je point xyz est un point double de la surface. 
Cette équation a toujours deux racines nulles. 

Donc, toute droite passant par le point double M et 
située dans le plan de la surface y coupe la section en 
deux points confondus : toute section de la surface par 
an plan passant par M est un point double de la 
section. 

Si l'on choisit la droite telle que 

( ufx <>fy wfz )(2) = O, 

c'est-à-dire si on la prend sur Je cône des tangentes, 
elle coupe l'intersection en trois points confondus en M 
et, par suite, les deux tangentes à la section en^sont 
les intersections du plan tangent et du cône des tan-
gentes. 

Si le cône des tangentes est imaginaire, les tangentes 
à la section sont imaginaires et la section a nécessaire-
ment au point un point double isolé. 

Si le cône des taugentes est réel, les tangentes à la 
section peuvent être réelles ou imaginaires, et la section 
peut présenter un point double réel ou isolé. Si le plan 
sécant est tangent au côue des tangentes, les deux tan-
gentes à la section sont confondues et la section présente 
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un point de rebroussement. Le plan est dit alors tan-
gent à la surface au point double M; et Ton voit que : 

Tout plan tangent à une surface en un point double 
coupe la surface suivant une courbe ayant un point de 
rebroussement. 

Ces résultats testent vrais si le cône des tangentes 
est décomposé en deux plans. Les plans tangents à ce 
cône sont alors remplacés par les plans passant par la 
droite commune aux deux plans. Si les plans sont 
imaginaires, toute section plant? passant par le point 
double y présente un point double isolé: sauf les sec-
tions par des plans passant par la droite réelle commune 
aux deux plans, qui ont un point de rebroussement. 
Un exemple de cette singularité est fourni par la sur-
face engendrée par la révolution d'une parabole semi-
cubique autour de sa tangente de rebroussement; c'est 
la surface déjà citée plus haut : 

z'6 = x2 -f- y2. 

Si les plans tangents sont réels, les sections par des 
plans quelconques passant par le point double v pré-
sentent un point double réel, sauf par ceux qui passent 
par la droite d'intersection des deux plans, lesquels 
présentent un rebroussement. 

Si les deux plans tangents sont confondus, les sections 
par des plans passant par le point double v présentent 
toutes un point de rebroussement; un tel point sera 
dit point de rebroussement de la surface. 

Reste à voir comment les deux plans tangents eux-
mêmes coupent la surface. Les plans tangents forment 
le lieu des droites telles que 

( a / i - t - p/y-t- w/a)<î> = o; 
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toute droite tracée dans l'un de ces plans annule le 
coefficient de A2 dans l'équation en X 

X2 

X3 

-+- 77^3 vfy + wfzh) -+-... = o. 

Cette équation a trois racines nulles et une droite 
quelconque, tracée dans un des plans tangents, et pas-
sant par le point double M, coupe la section par ce 
plan en trois points confondus au moins. La section 
par un des deux plans tangents coupe la surface 
suivant, une courbe ayant un point Unple au moins. 

Pour obtenir les tangentes, il faut écrire qu'un qua-
trième point d'intersection de la droite et de la section 
vient se confondre avec M ; c'est-à-dire que l'équation 
a une quatrième racine nulle, ou que le coefficient de X3 

est nul : 
O/i-*" <>/y-+- ">f'z\3)= O. 

C'est l'équation qui détermine les tangentes oscula-
trices. Donc : 

Les tangentes à la section par un des plans tangents 
en un point double à cône de tangentes décomposé 
sont trois des six tangentes osculatrices et il y a trois 
de ces tangentes dans chacun des deux plans. 

Si l'équation 
( ufx -H vf'y -H wf 'z )(3> = ° 

était une conséquence de l'équation 

la section par un de deux plans tangents présenterait un 
point quadruple. Plus généralement elle pourrait pré-
senter un point multiple d'ordre quelconque. 
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Remarque. On désignera les points doubles à 

cônes de tangentes sous le nom de points coniques; ceux 
à deux plans tangents sous le nom de points doubles; 
ceux à un point tangent sous le nom de point de re-
brous s ement. 

Points multiples. — 11 peut arriver, plus généra-
lement, que, par un point M d e la surface, 
toutes les dérivées successives d'ordre 1 , 2 , . . . , (p — 1) 
s annulent. L'équation aux \ des points d'intersection 
de la surface et d'une droite passant par 1YI se réduit à 

\P 
jjjy ( Uf 'l vfy -+- wfz )(/» 

et a p racines nulles. Une droite quelconque passant 
par M v coupe la surface en p points confondus. Le point 
est dit multiple d'ordre p. 

En nommant tangente en M une droite passant par 
M et y coupant la surface en (p -+- 1 ) points confondus, 
011 trouve alors un cône d'ordre p lieu de tangentes, ces 
tangentes étant définies par l'équation 

( uf'x Vf y H- wf'z ){!» = O, 

et p {p -h 1) tangentesoseulatri« es définies par l'équation 
précédente et l'équation 

( "fi •+" Vf'y -+" wfz )f/M-1) = O-

Le cône des tangentes pourra se décomposer, et com-
prendre un certain nombre de plans. 

O11 verrait, comme précédemment, que : 

i° La section par un plan quelconque passant par M 
présente en [VI un point multiple d'ordre p, les/? tan-

Ann. de Mathémat4' série, t. V. (Février 1905.) 0 
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gentes étant les génératrices d'intersection de son plan 
et du cône des tangentes. 

2° La section par un plan tangent au cône des 
tangentes présente un point multiple d'ordre deux 
des p tangentes étant confondues, de sorte que deux 
des p branches de courbe se réunissent et leur en-
semble prend l'aspect d'un point d'inflexion. Si le cône 
présente des génératrices doubles, il faut ajouter aux 
plans tangents ceux passant par ces génératrices. 

3° Si le cône se décompose et comprend un plan, ce 
plan coupe la surface suivant une courbe ayant un point 
multiple d'ordre p H- i , les tangentes étant p -j- i des 
tangentes oseulatrices, qui se trouvent alors dans ce 
plan. 

[ L 2 1 4 a a ] 

note sir le théorème he pascal dans l'espace; 

PAR M. J . - E . ESTIENNE. 

Nous avons publié autrefois ( 4 ) une étude sur la 
relation géométrique entre dix points d'une quadrique 
ou neuf points d'une quartique, ou huit points asso-
ciés, c'est-à-dire tels que toute quadrique passant par 
sept d'entre eux passe forcément par le huitième point. 
Pour cette dernière relation seule, entre huit points 
associés, nous avons trouvé une forme pascalienne : 

Si un octogone gauche a ses huit sommets associés> 
ses faces opposées se coupent suivant quatre droites 
qui sont sur un même hypevboloïde. 

Nouvelles Annales, i885, p. I3i. 
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Ayant eu récemment l'occasion de réfléchir de nou-

veau sur cette question de l'extension du théorème de 
Pascal à l'espace, nous avons rencontré quelques pro-
positions qui, sans prétendre à la souveraine élégance 
de l'hexagramme mystique, peuvent intéresser les ama-
teurs de Géométrie. 

Les voici brièvement résumées : 

i° Généralisation d'un théorème de Hesse. — Étant 
donné un hexagone gauche ABCDEF et un point 
( fig. i), si l'on mène par ce point les trois droites arf, 

Fig. i. 
A 

D 

èe, cf qui s'appuient sur les côtés opposés de l'hexa-
gone, on sait que les côtés de l'hexagone abcdef sont 
six génératrices d'un même hyperboloïde H< que nous 
appellerons hyperboloïde de Hesse. 

Le théorème de Hesse consiste en ce que les deux 
hyperboloïdes H, et H2 correspondant à deux points P t 

et P2 associés aux six points A, B, C, D, E, F sont 
identiques. 

Ce théorème est un succédané non pascalien de celui 
que nous venons de rappeler. 

Il comporte deux généralisations : 

a. Si H { , H2 et H3 sont trois hyperboloïdes de Hesse 
correspondant à trois points P 4 , P2 et P3 situés sur une 
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quartique < irconscrite à l'hexagone ABCDEF, ces trois 
hyperboloïdes ont une infinité de plans tangents com-
muns. 

b. Si H n H2, H3 et H4 sont quatre hyperboloïdes de 
Hesse correspondant à quatre points P4 , P 2 , P 3 , P4 , 
appartenant à une même quadrique que les sommets de 
Thexagotie ABCDEF, ces quatre hyperboloïdes ont 
huit plans tangents communs (dont les six faces de 
l'hexagone). 

Ces généralisations comportent de nombreux corol-
laires plus ou moins intéressants, en particulier un 
mode de génération de la surface du second ordre pas-
sant par neuf points quelconques. 

2° Relation entre une génératrice et sept points 
quelconques d'une quadrique. — Une telle relation 
présente un intérêt particulier parce qu'appliquée deux 
fois elle donne la relation double qui lie neuf points 
quelconques d'une quartique. Il suffit, en effet, de 
remarquer que, si neuf points sont sur une quartique, 
sept quelconques d'entre eux et la droite qui joint les 
deux autres sont sur une quadrique. 

INous avons rencontré deux formes simples de cette 
relation, sans pouvoir d'ailleurs en déduire une forme 
symétrique pascalienne. 

T H É O R È M E I . — Si sept points A, B , P , , P 2 , P 3 , P / , , 

P S et une droite IJ sont sur une quadrique, il en ré-
sulte que cinq certaines droites, telles que a4 ¡31? fort 
aisées à construire, rencontrent une même droite. 

La droite a, ¡3, joint les points a, et ^ où les droites 
P4 A et P, B rencontrent deux plans fixes passant par 
la génératrice D et d'ailleurs arbitraires. 
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La démonstration géométrique est fort simple : 
Les deux plans arbitraires passant par 1) coupent la 

quadrique suivant deux génératrices a et è . Considé-
rons le plan P< AB et soient D « , ^ et bK les intersec-
tions de ce plan avec les trois génératrices D, a et b 

Les six points P4 , A, B et D4 , au bK sont sur une 
même conique, intersection de la quadrique avec le 
plan P<AB; donc, d'après le théorème de Pascal, les 
droites Kbs et BaK se coupent sur la droite a, ou, 
autrement dit, la droite OL{ [3, rencontre l'intersection 
des deux plans A b et B a, c'est-à-dire une droite fixe 
quel que soit le point P4 sur la quadrique. 

T H É O R È M E I I . — La relation qui suit ne fait inter-
venir que des plans et des droites directement définis 
par les données; elle consiste en ce que quatre certains 
plans passent par un même point. 

L R M M E . — Si par quatre points d'une biquadra-
tique gauche fixe, situés dans un même plan A et par 
trois points fixes quelconques on fait passer une qua-
drique, les quatre nouveaux points d'intersection de 

{fis- Fig. 2. 

p, 
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la quadrique et de la biquadratique sont dans un 
même plan X qui passe par un point fixe quelle que 
soit la quadrique. 

Ce lemme, analogue au leuime classique qui sert 
habituellement à démontrer le théorème de Pascal en 
Géométrie analytique, s'établit de la même manière : 

Soient F| et F 2 deux quadriques dont l'intersection 
donne la biquadratique considérée; l'équation générale 
des quadriques passant par l'intersection des plans A 
et X avec la courbe donnée est 

X J F I - H X J F J H - A X = o, 

A, et X 2 é t a n t d e u x p a r a m è t r e s a r b i t r a i r e s . 

En écrivant (pie cette quadrique passe par les trois 
points donnés et éliminant X 4 et X 2 entre les trois équa-
tions ainsi obtenues, on a une relation du premier 
degré entre les coefficients du plan X , ce qui prouve 
que ce plan passe par un point fixe. 

Soient maintenant une droite D et sept points P4 , 
P2 , . . . , P7 d'une même quadrique. Joignons P4 P2 et 

menons ( jig. 3) par P3 et par P 4 les deux droites Ds 

et D4 s'apppuyant sur D et sur P 4 P 2 . D'après le lemme, 
toutes les quadriques passant par P, et D (ce qui équi-
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vaut à quatre points) et par les trois points P 5 , P 6 , P7 

coupent les droites D8 , D* et P, P2 (qui avec,- la droite D 
constituent une qnartique) en trois nouveaux points 
dont le plan passe par un point fixe évidemment situé 
dans le plan P 5 P 0 P 7 . 

En considérant, par exemple, la quartique constituée 
par les deux plans P4 P5 P6 et P7 D, on obtient un plan X 
qui passe par les trois points suivants : 

Premier point : 

Intersection du plan P7 D et de la droite Pi P2 ; 

Deuxième point : 

Intersection des trois plans P , P 5 P 6 , P t P 2 P 3 , P3D; 

Troisième point : 

Intersection des trois plans P t P 5 P 6 , PjPsP^, P 4 D . 

On peut donc dire que, si une droite D et sept points 
P , , P2 , . . . , P7 sont sur une même quadrique, quatre 
plans, faciles à déterminer d'après les données passent 
par un même point. 

Ces quatre plans sont par exemple : 

Premier plan : 
P 5 P 6 P 7 ; 

Deuxième plan : 

(P7D, Pi P2), ( P 1 P l P « , P 1 P f P „ P 3 D ) , ( P 1 P 5 P 6 , P 1 P 2 P „ P 4 D ) ; 

Troisième plan : 

( P 5 D , P t P 2 ) , ( P 1 P 6 P 7 , P 1 P 2 P 3 , P 3 D ) , ( P 1 P 6 P 7 , P 1 P , P 4 , P 4 D ) ; 

Quatrième plan : 

( P « D , P i P O , ( P I P 7 P 8 , P I P 2 P 3 , P 3 D ) , ( P i P 7 P 6 , P 1 P 2 P 4 , P 4 D ) . 
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Il semble que la forme pascalienne, si elle existait 

pour les neuf points d'une quartique, résulterait assez 
simplement de ce qui précède; nous n'avons pas réussi 
à la mettre en évidence. 

Relations métriques. — Nous avons essayé, sans 
succès, en suivant la voie ouverte par 1rs théorèmes de 
Carnot et de Chasles, de trouver quelque relation mé-
trique simple entre les éléments fournis pai* dix« points 
quelconques d'une quadrique. 

JNous croyons cependant devoir signaler le théorème 
suivant qui donne une relation métrique fort simple 
pour exprimer que deux triangles sont inscrits et par 
suite circonscrits à une même conique, relation qui, 
croyons-nous, n'a pas été remarquée dans les nombreux 
travaux publiés sur cette question. 

T H É O R È M E . — Si par n points , A 2 , . . . , ART non 
en ligne droite} on peut faire passer les côtés a 4 a 2 , 
a 2 a 3 , . . . et a'4a'2, . . . de deux polygones plans 
ou gauches, inscrits dans une quadrique} les produits 
segmentaires 

AI*! A G A
2 

A,A
2
 A 2 A

3 

et . 
A,«! A

2
A'

2 

Ai a2 A2 «3 * 

sont inverses Vun de /'autre. 

Joignons, en effet, les points homologues a4 , 
a2a!j, ... (/ig> 4)- Nous formons ainsi un polygone 
gauche dont l es sommets sont aux points r 4, r 2 , . . . , r t i . 
(Pour que ce polygone existe, ne se réduire pas à un 
point, il faut que les points A4, A2, . . . ne soient [»as 
en ligne droite, d'où la restriction de l 'énoncé.) Les 
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côtés successifs de ce polygone sont coupés aux points 
a 4 a ' n o^otj, . . . par la quadrique. La relation de (Jaruot 
donne donc 

Pg a'i Pn gjPl Pi _ _ 
A I
P

T
 OL\ ?! A

2
P

2
 A2 P» 

Or, en considérant le Lriangle a2 P< coupé par la trans-

versale a^a^, puis le triangle a ' , ^ , coupé par la trans-
versale , a 2 , on a 

Fig. 4. 

Ai at Pi a2g2 
A

T
A

2
 A'^ A'

2
PI 

et 
Ai«! «iPi ttga2 
Ata'2 ocj ot j a2Pi 

d'où l'on tire, en multipliant, 

on aurait de même 

Etc. , etc. 
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En faisant le produit membre à membre de ces éga-

lités et tenant compte de la relation de Carnot écrite 
plus haut, le second membre est égal à i , ce qui dé-
montre le théorème. 

Corollaire 1. — Si les côtés de deux triangles ABC 
et A 'B 'C se coupent deux à deux aux points a, ¡3, y 
{ f i g ' 5) , non en ligne droite, la condition nécessaire 

Fig. 5. 

et suffisante pour que les deux triangles soient inscrits 
ou circonscrits à une conique est que dans chaque 

, , j . . a B B G y A . triangle les produits segmenranes ^ -̂g- soient 
inverses. 

Corollaire II. — Toute quadrique circonscrite à un 
pentagone gauche coupe un plan quelconque suivant 
une conique astreinte à une condition. Le théorème 
précédent donne une forme de cette condition : En 
appelant a, ¡3, y, S , £ les points d'intersection des côtés 
du pentagone ABCDE et du plan {fig. 6) , on sait que 
l'on a 

oG £D _ _ 
olD l' 

Si donc A'B'C'D'E' est un pentagone dufplan, dont les 
côtés passent par les points a, ¡3, y, 3, e, avec la condi-
tion 

a C ' pD' 
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la conique déterminée par les cinq points A', B', C , 
D\ E' est sur une quadrique passant par les cinq 
points A, B, C, D, E. 

Corollaire ///. — Si par cinq points d'un plan on 
fait passer les côtés de deux pentagones gauches quel-

Fig. 6. 

A 

conques, leurs dix sommets sont toujours sur une 
même quadrique, car les produits seguientaires, étant 
pour chaque pentagone égaux à i , sont inverses. 

Ce dernier théorème n'est pas nouveau; nous le 
citons à cause de la simplicité de la démonstration. 

bibliographie. 

I N T R O D U C T I O N A LA G É O M É T R I E G É N É R A L E ; p a r M . G\ 

Lechalas. — In-16 (58 pages). Paris, Gauthier-Villars, 
1904. 

Cet opuscule est une apologie de la Géométrie générale 
contre les euclidiens et contre certains non-euclidiens. L'auteur 
rappelle d'abord certaines notions de Géométrie euclidienne 
à une, deux et trois dimensions, notamment la définition in-
trinsèque de la courbure, pour en préparer la généralisation; 
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puis il expose les éléments de la Géométrie à quatre dimensions, 
qui n'est pas une simple construction analytique, mais une géné-
ralisation nécessaire de la Géométrie classique, car celle-ci, 
confinée dans les trois dimensions, forme un système clos, et 
il importe d'en sortir pour mieux connaître les propriétés de 
l'espace euclidien. Si elle ne correspond à aucune intuition 
réelle, elle correspond du moins à une intuition possible. 
L'auteur étudie avec soin le fait de quatre droites perpendi-
culaires entre elles au même point, puis les sphères à trois 
dimensions et leur retournabilité dans un espace sphérique de 
même courbure. Il soutient alors (contre MM. Mansión et 
Barbarin, qui n'admettent pas de Géométrie à plus de trois di-
mensions) que les plans de Riemann sont, non seulement ana-
logues, mais identiques aux sphères d'Euclide. Si celles-ci n<* 
sont pas retournables, c'est qu'on les considère dans l'espace 
euclidien. Enfin l'auteur fait une étude analogue de l'espace de 
Lobatchevsky, et explique ce paradoxe, que deux points donnés 
peuvent être joints par une droite a 11 «si courte que l'on veut, en 
choisissant convenablement l'espace à courbure négative où 
Ton mène cette droite. En somme, le différend entre M. Lé-
chalas et les auteurs qu'il combat se réduit à cette question : 
doit-on considérer comme identiques des espaces isométriques, 
c'est-à-dire indiscernables par leurs propriétés intrinsèques? 
En tout cas, on ne peut les discerner qu'en les plongeant dans 
un même espace qui les contienne lous; et alors on peut dire 
que ce ne sont plus des espaces, mais des figures de cet espace 
supérieur. 11 semble que la question se réduise en fin de compte 
à une question de mots. 

A N K U A I K K D U B U R E A U D E S L O N G I T U D E S P O U R 1 9 0 6 . — 

In-16 de près de 800 pages avec ligures. Prix : 1fr, 5o 
(franco, i f r , 85) . Paris, Gauthier-Villars. 

La librairie Gauthier-Villars vient de publier, comme 
chaque année, Y Annuaire du Bureau des Longitudes 
pour 1903. Ce petit Volume compact contient, comme tou-
jours. une foule de renseignements indispensables à l'ingé-
nieur et à l'homme de Science. Signalons tout spécialement 
cette année la Notice de M . P. H A T T , Explication élémen-
taire des marées. 
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certificats de mécanique appliquée. 

Lille. 

É P R E U V E ÉCRITE. — I . Mode de fonctionnement des em-
brayages par cône de friction dans les voitures automo-
biles. 

II. Effet de Vinertie de la bielle sur le couple moteur, 
dans le cas d'une machine à vapeur. 

E P R E U V E PRATIQUE. — Une automobile pèse ioook* et a son 
centre de gravité dans le plan médian longitudinal à une 
hauteur de om ,8o. La voie est égale à im, 20, l'empatte-
ment à 2m,6o, le diamètre des roues à oni,95. Les roues de 
chaînes ont trois fois plus de dents que les pignons de 
chaînes, et les engrenages coniques du différentiel deux 
fois plus que les pignons satellites. 

Le moteur fait i?.oo tours à la minute; son arbre, y 
compris les volants, les cônes d'embrayage et divers en-
grenages, pèse iookfi et a un rayon de giratiori égal 
à om, '20. 

i° La voiture quitte une ligne rectiligne AB pour en-

B. C 

trer, avec une vitesse de 3ohm à l'heure, sur un cercle CD 
de 3om de rayon. 

La route étant très encombrée en B, Varc de raccord BC 
est seulement égal à trois fois l'empattement. 

On demande de déterminer l'accélération angulaire 
moyenne des pignons satellites pendant le virage. 

•>.° Déterminer la fraction de charge qui se reporte, 
pendant la marche, sur l'arc de cercle CD, de l'intérieur 
de la courbe à l'extérieur, à cause de la force centrifuge, 
en tenant compte de Veffet gyroscopique du volant. 

(Novembre 1904.) 
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Montpellier. 

E P R E U V E ÉCRITE. — Une barre infiniment mince, recti-
ligne, homogène et pesante, se meut sans frottement sur 
la surface latérale d'un cône de révolution. Ce cône est 
fixe, son axe est vertical, et son sommet est situé en des-
sous du plan de la base. 

i° Trouver les équations qui déterminent le mouvement 
de la barre; 

2° Étudier le cas particulier où le mouvement de la 
barre, à l'époque initiale,- se réduit à une rotation autour 
de l'axe du cône, et où Von a la relation 

>,g cos6 = oj2 r0 sin26, 

0 étant le demi-angle du cône, r0 la distance initiale du 
sommet du cône au centre de gravité de la barre, to la vi-
tesse angulaire initiale de la barre, g l'accélération due 
à la pesanteur. 

É P R E U V E PRATIQUE. — Un vase parallélépipédique 
ABCDEFGH, dont les arêtes AB, DG sont dans un même 
plan horizontal {de même EF et GH), est construit de telle 
sorte que la face ADF.1G soit mobile, comme pouvant tourner 

' ^ 1 
A 

0 / C 

/E / 
G H 

autour de Varete fixe EG, en glissant à frottement doux 
entre les parois latérales qui sont prolongées, comme Vin-
dique la figure, l'angle a variant de 90o à o°. 

On remplit complètement le vase de liquide, alors que 
la paroi mobile est verticale (a = 90°), puis on abaisse 
celle-ci lentement. 

Pour une valeur de a, quelles sont : 
i° La hauteur h du liquide dans le vase; 
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La position da centre de pression du rectangle noyé 
de la paroi mobile. 

Enfin, connaissant ledit centre de pression, on expri-
mera sa position à l'aide de coordonnées et Von détermi-
nera son lieu lors de la variation continue de a. 

(Novembre 1904.) 

Paris. 

E P R E U V E ÉCRITE. — Principes de la flexion des poutres. 

É P R E U V E PRATIQUE. — Travaux de laboratoire. 
(Juillet 1903.) 

E P R E U V E ÉCRITE. — I . Exposer le rôle des couples d'élé-
ments cinématiques et leurs propriétés, lorsqu'on les con-
sidère, soit en eux-mêmes, soit dans leurs rapports avec les 
chaînes dont ils font partie. Exemples. 

II. Qu'appelle-t-on tensions principales? 

E P R E U V E PRATIQUE. — Epure de statique graphique. 
(Juillet 1904.) 

É P R E U V E ÉCRITE. — I . Assemblage de deux corps. 
Moyens de le réaliser. Assemblages apparents. Exemples. 

II. Propriétés de la déformation homogène. Déforma-
tion pure et rotation. (On ne développera les calculs que 
dans le cas de la déformation infiniînent petite.) 

É P R E U V E PRATIQUE. — Travaux de laboratoire. 
(Octobre 1904. ) 

certificats d'astronomie. 

Toulouse. 

É P R E U V E ÉCRITE. — I . Exposer la méthode de Gauss pour 
la résolution de Véquation de Képler 

u — e sin u = M. 



( 8o ) 
La comparer à Vapplication de la méthode de Newtôn. 

II. Un miroir plan est Jixé invariablement à un axe 
contenu dans son plan et parallèle à l'are du monde 
d'un certain lieu. Cet axe peut tourner sur lui-même, en 
entraînant le miroir, comme l'axe horaire d'un équa-
torial. 

i" (Quelle vitesse de rotation doit-on donner au miroir 
pour que les rayons émanés d'une étoile se réfléchissent 
toujours suivant la même direction, l'étoile étant entraînée 
par le mouvement diurne. 

2" Montrer qu'on peut disposer de l'orientation du mi-
roir sur les rayons incidents de façon que les rayons 
réfléchis soient horizontaux. 

V' Montrer que, si les rayons réfléchis ¿SPUNE étoile ont 
une direction fixe, il en sera de même pour les rayons 
réfléchis de TOUTES les autres étoiles. Dire l'aspect du Ciel 
vu dans un tel instrument. 

EPREUVE PRATIQUE. — On a observé au méridien le pas-
sage du centre du Soleil et sa déclinaison le IER avril et le 
i,r juin 1900, et l'on a trouvé : 

Différence des ascensions droites à ces 
deux jours 3h53in59%53 

Déclinaison le IER avril 4°28'3I",7 
Déclinaison le ie' juin 22° i '58",3 

On demande de calculer l'obliquité de l'écliptique. 
(Novembre 1904.) 

Montpellier. 

EPREUVE ÉCRITE. — Théorie de la réfraction atmosphé-
rique dans l'hypothèse des couches d'air sphériques et 
concentriques. 

On établira Véquation différentielle du problème dans 
le cas général et l'on montrera comment on peut l'inté-
grer complètement dans l'hypothèse de Bouguer 

rlm = const. 

(r rayon d'une des couches d'air, l indice de réfraction 
de cette couche). 
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Si l'on se borne à demander à la théorie l'expression 

analytique de la correction 

comment peut-on déterminer pratiquement les coefficients 
aj b, c, ...? 

É P R E U V E PRATIQUE. — On donne Vascension droite et la 
déclinaison d'un astre 

= '2h25m4o%2, 
LO = 4 1 " J 3 ' 2 6 " . 

Trouver sa longitude L et sa latitude p. 
L'obliquité de l'écliptique est 

to = 23° 27' 9". 

N. B. — On raisonnera explicitement sur une figure et 
au moyen des propriétés des triangles sphériques. 

(Novembre 1904.) 

É P R E U V E É C R I T E . — I . Méthodes et instruments employés 
pour obtenir le diamètre apparent du Soleil. 

IJ. Méthode de Gauss pour résoudre par approximation 
l'équation de Képler. 

E P R E U V E PRATIQUE. — On a mesuré la hauteur et l'azi-
mut par rapport à un signal d'une étoile connue, calculer 
l'heure sidérale et l'azimut du signal. 

Données : 

p = a tangr -+- b tang3 / ' -4- c tan g6/*, 

Poitiers. 

Ascension droite 
Déclinaison 

i9h46»'3' 
-+- 8° 36'43" 
H - 46" 3 5 ' 5 " Latitude du lieu.. 

Hauteur mesurée 
Azimut mesuré . . 

4o°55'i6" 
298" 3a" 

L'observation précède le passage de l'étoile au méridien. 
(Juillet 1904.) 

Ann. de Mathémat., 4* série, t. YT. ( Février 1906.) 6 
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É P R E U V E ÉCRITE. — I . Équation du temps. 

II. Calcul de l'équation du temps pour chaque midi 
moyen et pour chaque midi vrai. 

III. Discussion de l'équation du temps réduite à ses 
termes principaux. (Novembre 1904.) 

Lille. 

É P R E U V E ÉCRITE. — Mouvement parabolique des comètes : 
Éléments d'une orbite. 
Calcul des coordonnées héliocentriques rectangulaires 

à une époque donnée lorsque ces éléments sont connus. 
Relation entre deux rayons vecteurs, la corde corres-

pondante et la différence des temps de deux passages. 

É P R E U V E PRATIQUE. — Deux étoiles A et B , de même 
ascension droite, ont pour coordonnées 

( a = ih5om3'2s, 53, \ a = ih5on,32% 53, 
A B ' 

) 8 = 47°-29'41",4, ) 8, = 58« 19'30",». 

Une troisième étoile passe au méridien après les deux 
premières et forme avec celle-ci un triangle équilatéral. 
On demande de calculer son ascension droite a' et sa 
déclinaison 0'. (Novembre 1904.) 

Paris 

É P R E U V E ÉCRITE. — Expliquer sommairement les phé-
nomènes de précession et de nidation. 

Indiquer les changements que subissent les coordonnées 
écliptiques ou équatoriales des étoiles en vertu de ces 
phénomènes. 

É P R E U V E PRATIQUE. — En un lieu de latitude inconnue, 
situé par 43° 14 'de longitude ouest par rapport à Paris, 
on a observé la hauteur d'une étoile dont les coordonnées 
sont : 

Ascension droite a = oh5m i9 s 

Déclinaison S = 2°5i'3o"r 



( 83 ) 
La hauteur observée est 

h = 57°35'u f f . 

Enfin, un chronomètre a fourni, pour le moment de 
Vobservation, la valeur du temps sidéral à Paris : 

ô 0 = 4bi8m45s. 

On demande de calculer la latitude du lieu, sachant en 
outre qu'il est situé dans l'hémisphère austral. 

(Octobre 1904.) 

certificats iie mécanique céleste. 

Paris. 

É P R E U V E ÉCRITE. — Intégrer par la MÉTHODE DE JACORI le 
problème d'un point matériel attiré par un centre fixe 
conformément à la loi de Newton. 

P > R E U V E PRATIQUE. — Deux planètes, en mouvement sur 
un même plan, ont respectivement pour masses, pour 
grands axes, pour excentricités, pour longitudes du 
périhélie 

m, A , E, ET, 

m', a', e', m'. 

La fonction F peut s'écrire sous la forme 

F = A + B + G + N ^ + p e ' 2 + 2 Q e e ' cosfnr — 73'), 

où A est une constante dépendant seulement des masses et 
des grands axes, B un ensemble de termes périodiques, 
G un ensemble de termes du quatrième degré au moins 
par rapport aux excentricités ; où enfin N, P, Q sont des 
coefficients dépendant seulement des masses et des grands 
axes. 

On demande quelles seront les variations séculaires des 
excentricités et des périhélies, en négligeant les puis-
sances supérieures des excentricités, c'est-à-dire l'en-
semble des termes désignés par G. (Juillet 1904.) 
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É P R E U V E ÉCRITE. — Exposer le principe de la méthode de 

la variation des constantes. 

É P R E U V E PRATIQUE. — On envisage un système formé du 
Soleily d'une grosse planète analogue à Jupiter et d'une 
petite planète. On supposera : 

i° Que la masse de la petite planète est négligeable ; 
i° Que les trois corps se meuvent dans un même plan; 
3" Que l'orbite de la grosse planète est circulaire ; 
4° Que l'on peut négliger l'excentricité de l'orbite de la 

petite planète. 
On désignera par a le grand axe de la grosse planète, 

par m sa masse, celle du Soleil étant i, par Ç son ano-
malie moyenne. Pour la petite planète, on désignera 
par a! son grand axe et par Ç' son anomalie moyenne. 

On suppose enfin que la petite planète est très rappro-
chée du Soleil, de telle façon que Von puisse négliger les 

puissances supérieures du rapport (Cette condition 

n'est pas réalisée pour les astéroïdes du système solaire.) 
Dans ces conditions, on demande de calculer le coeffi-

cient de la principale inégalité de la longitude de la pe-
tite planète dont l'argument est 2(Ç — t' ). 

D'après ce qui précède, on négligera le carré de m, les 
j a' _ . . , puissances supérieures de — et les excentricites. 

(Octobre 1904.) 

certificats d'analyse supérieure. 

Lille. 

E P R E U V E ÉCRITE. — On considère la série 

/ i l * ) + * ) + /«(* )+ . . . -+-/«(* ) 
dont les termes sont des fonctions holomorphes dans une 
aire limitée par lin contour fermé (G); cette série est uni-
formément convergente sur le contour (C).| 

Démontrer : 
i° Qu'elle est convergente en tout point situé à l'inté-
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rieur d'un contour (C') compléteraient intérieur à (G) et 
n'ayant avec (G) aucun point commun; 

2° Que la somme <p(s) de cette série est holomorphe à 
l'intérieur de (G') ; 

3° Que la série dont le terme général est ^ est azH 

convergente à l'intérieur de (G') et a pour somme la dé-
rivée d'ordre k de la fonction y(z). 

E P R E U V E PRATIQUE. — Etant donnés trois axes rectangu-
laires OX) Oy, Oz, le point de coordonnées 

= p cos u — asinw, y = V sin u -f- a cos M7 Z = hu 

décrit une surface (S) lorsque u et v varient; par chaque 
point de (S) passent une droite et une hélice situées tout 
entières sur cette surface. 

i° Trouver les trajectoires orthogonales de ces droites et 
de ces hélices ; 

Déterminer les lignes asymptotiques de la surface (S); 
montrer que les lignes asymptotiques de l'un des deux 
systèmes sont à l'intersection de (2) et d'hyperboloïdes de 
révolution autour de 0z\ 

3° Démontrer que les rayons de courbure principaux 
de (S) en un point quelconque satisfont à une relation 
simple ; 

4° Former et intégrer Véquation aux dérivées partielles 
des surfaces qui coupent orthogonalement les hyperbo-
loïdes définis plus haut. (Novembre 1904.) 

certificats de géométrie supérieure. 

Paris. 

E P R E U V E É C R I T E . — I . Déterminer tous les systèmes de 
coordonnées qui donnent à l'élément linéaire du plan la 

forme 
. du2 -f- dv* 

d s 2 = ( U - h V ) * ' 

où U est une fonction de u et V une fonction de v. 
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II. Résoudre le mêma problème pour l'élément linéaire 

de la sphère. 

E P R E U V E PRATIQUE. — On demande de définir et d'étudier 
géométriquement toutes les représentations de la sphère 
sur le plan, dans lesquelles les aires sont conservées, les 
parallèles de la sphère devant correspondre à des cercles 
concentriques du plan. (Octobre 1904.) 

solutions de questions proposees. 

589. 
(1861, p. 141 et 1900, p. 189.) 

Un polygone d'un nombre pair de côtés étant inscrit 
dans une conique, si l'on mène par son centre des paral-
lèles à chaque côté du polygone, de manière à former un 
parallélogramme en chacun de ses sommets, la somme 
des mesures des parallélogrammes de rang pair est égale 
à la somme des mesures des parallélogrammes de rang 
impair. ( F A U R E . ) 

SOLUTION 

Far M. H. B. 

Soient D et D' deux droites dont les équations respectives 
sont (axes rectangulaires ou non) 

Ix -h my — 1, 
l'x -+- m'y — 1. 

Le parallélogramme obtenu en menant par l'origine des pa-
rallèles à ces droites a pour aire 

1 
Im — ml'* 

à un facteur constant près. 
Gela posé, prenons pour axes de coordonnées les asymp-
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totes de la conique donnée. Son équation sera 

xy = 1, 

en choisissant convenablement l'unité de longueur. 
Soient 

(""¿¡y 
les coordonnées des i m sommets du polygone considéré. Le 
côté joignant les sommets i et i -+- i a pour équation 

I XiXi+i 
-Xi+i X i ^ - X M 

et l'inverse de l'aire du parallélogramme correspondant au 
sommet i a pour valeur, à un facteur constant près, 

XiXi-)_| Xj-\Xi 
( Xii ~T~ Xi ) ( Xi -4- Xi+i ) Xi-i -+- Xi Xi -f- Xi+, 

La proposition à démontrer résulte donc de l'égalité 

xt x3 x3 x 5 

Xt -h X2 XS X5 H- Xw -4- x5 

_ x2 xk xk x6 

x*>_ h- x:i xz -i- xk x$ xs -h x6 ' ' 

qui se vérifie immédiatement par réunion des termes ayant 
même dénominateur. 

1978. 
(1903, p. 43a.) 

Nous dirons que les quatre pieds des normales abaissées 
sur une conique d'un point quelconque" de son plan 
forment un QUADRANGLE D'APOLLONIUS. 

Quatre points pris arbitrairement dans un plan ne 
forment pas en général un quadrangle d1 Apollonius. 

Démontrer que, si quatre points forment un quadrangle 
d'Apollonius, il en est de même des orthocentres des 
quatre triangles qui ont pour sommets les points donnés 
pris trois à trois. ( R . BRICARD.J 
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SOLUTION 

P a r M. LETIERCE. 

Un quadrangle d'Apollonius est déterminé par l'intersection 
d'une hyperbole équilatère H et d'une conique E qui a son 
centre sur H et ses axes parallèles aux asymptotes de H. 

Réciproquement, l'intersection de deux coniques H et E 
satisfaisant à ces conditions détermine un quadrangle d'Apol-
lonius. 

Par suite, pour que quatre points (A, B, G, D) forment un 
tel quadrangle, il faut et il suffit que par ces quatre points 
on puisse faire passer deux coniques H et E, associées comme 
il vient d'être dit. Ge qui n'a pas lieu en général. 

Gela étant, prenons pour axes de coordonnées les asymp-
totes de l'hyperbole équilatère passant par (A, B, G, D). 

Soient 

( i ) xy — k- = o 

l'équation de cette hyperbole, (xuyi), (#2 ,^2 ) , y-s), 
(x^, JK4) les coordonnées des quatre points, coordonnées satis-
faisant à (1). 

L'équation générale des coniques E associées à H est alors 

{'x) a(x — a — — 1 = 0, 

où a, b, a sont des paramètres variables. 
(A, B, G. D) formeront un quadrangle d'Apollonius, si l'on 

peut déterminer ces paramètres de façon que (2 ) passe par 
les points donnés. 

L'équation aux x des points d'intersection de (1) et de (4i) 
est 

( 3 ) ( a OL* x* -+• b kk ) ( x — a )2 — a2 x2 = o. 

Ecrivant les relations entre les coefficients et les racines, 
on voit que l'on doit avoir 

XtXtX-sXt, Jmd 1 JmJ Xi 4 
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relation exprimant que le point, symétrique du centre de H 
par rapport au centre de gravité des quatre points, appartient 
à l'hyperbole H. 

On sait (ERNKST DLPORCQ, Premiers principes de Géométrie 
moderne, p. 66) que les orthocentres des triangles déterminés 
par les quatre points pris trois à trois sont sur (1). 

Si l'on désigne par (x\, y\), (x!t, ( a ? i , / 3 ) , / 4 ) 
les coordonnées des orthocentres des triangles (BCD), (CDA), 
(DAB) et (ABC), on voit sans difficulté que 

kk 
x — x XiX<LXzX± 

, _ xx X-6Xk I _ X\ X2 Xz X!> 
y 1 - ^ - ** y^ 

d'où 
y £ i y z l = y £1 y z i = a«, 

qui exprime que les quatre orthocentres forment un qua-
drangle d'Apollonius. c. Q. F. D. 

Remarque. — Si l'on désigne par O le centre de H, par I 
celui de E, les relations entre les racines et les coefficients 
de l'équation (3 ) montrent que le centre de gravité des 
points (A, B, G, D) est au milieu de 01 . 

1993. 
(1904, p. 144 et 478.) 

Soient m et m' deux points d'une ellipse E. Sur la nor-
male en m, on porte, extérieurement à l'ellipse, une lon-
gueur mp, égale au demi-diamètre conjugué de celui qui 
aboutit en m. Soit p' le point analogue que l'on peut 
construire sur la normale en m'. Démontrer que, si la 
tangente en m' contient le point />, la tangente en m! con-
tient le point p'. ( R . B R I C A R D . ) 
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A U T R E SOLUTION GÉOMÉTRIQUE 

P a r M . A . MANNHEIM. 

Supposons que les points m et m! soient arbitraires. Du 
point o comme centre décrivons le cercle G qui passe par p 
et p'. Lorsque le cercle I de diamètre op roule à l'intérieur 
de C le point m décrit l'ellipse E, qui a pour normale en m 
la droite mp. Menons la droite p' o qui coupe I au point e. 
Quand I roule, le point e décrit la droite eop'. Lorsque e est 
en /?', le cercle I devient le cercle de diamètre opf. Menons la 

droite pog qui est le diamètre décrit par p entraîné avec I. 
On a 

pg=p'e. 

La corde pe vient prendre la position gp' et le triangle pme 
vient en g m'p'. On peut amener le triangle pme en coïnci-
dence avec g m'p1 au moyen d'une simple rotation. Le centre 
de rotation est à la rencontre de la perpendiculaire à pg 
élevée au milieu de ce segment et de la perpendiculaire à p e 
élevée au milieu de ce segment, il est alors au milieu l de pp'. 
On voit ainsi que les segments /m, lm' sont égaux et l'on 
peut dire : 

Soient m et m' deux points arbitraires d'une ellipse. Les 
points p et p' étant déterminés, comme il a été dit précé-
demment, les points m et m' sont à égales distances du mi-
lieu du segment pp'. 
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Si l'angle pmp' est droit, on a 

Ip = /m, 

et par suite du dernier théorème on a aussi 

lp = lm', 

d'où il résulte que l'angle p m ' p ' est droit aussi. En d'autres 
termes, si p' m est tangente à E, la droite pm' est aussi tan-
gente à cette courbe. 

Remarques. — Le dernier théorème peut être énoncé 
ainsi : 

On prend les arcs interceptés sur les cercles de Chasles 
par les normales en m et m! extérieures {ou intérieures) à 
Vellipse, les milieux des cordes sous-tendues par ces arcs 
sont sur la perpendiculaire élevée à mm! du milieu de 
cette corde. 

On peut ajouter que les cordes sous-tendues, dont il vient 
d'être parlé, sont tangentes à la parabole (*), tangente 
à mm', aux normales à E en ces points, aux axes de E, et 
à d'autres droites. 

1998. 
(1904, p. 240.) 

Calculer le déterminant 

1 

1 Cl 

' G l 

0 

C3 

G l 

0 
0 

e t 

0 
0 
0 

• CJ, 
i C2 1 Wn+i 

CJ,. 
C 3 Wtt+1 

Ci, . pm 
C*n y-Àm+1 

( G . B O U R L E T . ) 

( l ) Sur cette parabole, voir The Messenger of Mathematics, 
juillet 1890. 
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SOLUTION 

P a r M . LETIERCE. 

Retranchant successivement les éléments de chaque ligne 
des éléments correspondants de la suivante, et tenant compte 
des relations 

Cfc = -H Cfi-J,, 
Cfci = CJ, on obtient 

D/n = 

i G| 
o Gì 

o o 
C* o 
C| c i 

o Ci, es. G 3 rm-1 

CI Ci o o O 

Ci Cï Ci O 0 
Cl c? C? Ci . O 

rj/n-1 

Retranchant encore chaque ligne de la suivante, et dévelop-
pant le déterminant obtenu par rapport aux éléments de la 
première ligne, on trouve 

D,„ = 2 Cl 
Ci 
Ci 

o 

Cl 

Çrn-t 

- D„ 

r i pi P3 p; ^m— l Wrc- i W/t-i Ww-1 

ou, en tenant compte de la relation (i), 

D rn — 2 D m _ t — D m _ , , 

D,
n
_i = 2Dm_2 -

Dm = 3 2 Dm_3 , 

et, d'une façon générale, par un raisonnement bien connu, 

D/« = O -h 1 ) 0 ^ - / ? D^^+D. 

d'où 

et, par suite, 
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On en tire 

D m = (m ~ 2 ) D 3 — (m — 3)D2 ; 

or 
D 2 = 2 , D 3 = 3 , 

d'où Ton conclut 
D m = m. 

2000. 
(1904, p. 336.) 

On considère une ellipse E. Les cercles ayant pour dia-
mètres les cordes parallèles au grand axe enveloppant 
une ellipse E! ; les cercles ayant pour diamètres les cordes 
parallèles au petit axe de E enveloppant une ellipse E 2 . 
Pour toutes les ellipses E homofocales, le lieu des points 
de rencontre de EJ et E2 se compose de deux cubiques. 

l'équation d'une parallèle au grand axe. Le cercle qui admet 
cette corde pour diamètre a pour équation 

& 2 -h .y 2 — sin cpy -f- 62sin2cp — <z2cos2cp = o 

et son enveloppe E! a pour équation 

( E . - N . B A R I S I E N . ) 

SOLUTION 

P a r M . L . TROIN. 

Rapportons l'ellipse à ses axes, et soit 

y — b sin cp 

(0 (a 2 + 6 2 ) a r 2 + a 2 / 2 = a 2 ( a 2 H- 62 ). 

On obtiendra de même pour l'équation de E2 

( a ) (a2-4- b*)y* = ¿>2(«2-+- 6 2 ) . 

On tire des équations (i) et (2) 

(3) 

(4) 

xs/a^—b'*-a1 b1 = ± a 2 / a 2 - H bt, 
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Prenons d'abord le même signe dans les deux, seconds 

membres des équations ( 3 ) et (4) . Nous en déduirons 

(5 ) {x—y) a2b2 = ± c2>Ja2~-

et, d'autre part, en divisant 

x a'2 

y = bi' 

d'où 
a 2 = = * f r 

x—y x—y 

Remplaçant dans l'équation ( 6 ) a 2 et b2 par leurs valeurs, 
on obtient 

c2 sj x'1 -h- y* -H xy — ± c3 

•r 

Élevant au carré, on a pour équation du lieu 

(x —y ) ( x2 - h y 2 -h xy) — c2{x -+-y) = o. 

Si l'on avait choisi des signes différents devant les seconds 
membres des équations ( 3 ) et ( 4 ) on aurait obtenu la seconde 
partie du lieu. C'est la cubique 

(x H- y) {x2-h y2 — xy) — c2{x — y ) — o. 

La première de ces cubiques passe par les foyers réels et 
imaginaires de l'ellipse, son asymptote réelle est la bissectrice 

x—y = o, 

l'origine qui est point d'inflexion admet la tangente 

x -hy = o. 

La seconde cubique est symétrique de la première par rap-
port aux axes. Tous ces résultats sont évidents sur les équa-
tions. 

Autres solutions de MM. TABAKOFF, ALVAREZ UDE et LETIERCE. 
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2002. 
(1904, p. 5a8.) 

On considère dans un plan un quadrilatère AB CD cir-
conscrit à un cercle de centre O. On mène, par les points A. 
B, G, D des perpendiculaires aux droites OA, OB, OC, OD. 
Le point O est sur la directrice de la parabole qui touche 
les quatre droites ainsi obtenues. ( R . B R I C A R D . ) 

SOLUTION 

P a r M . V . RETALI . 

Si a, y, $ sont respectivement les points de contact des 

aß, Py> Y°> la parabole de l'énoncé est la polaire réci-
proque, par rapport au cercle de la conique (1 ,2 , 3 , 4 , 0 ) . 
Cette dernière conique est une hyperbole équilatère et les 
deux tangentes menées par O à la parabole, étant les perpen-
diculaires aux asymptotes, sont orthogonales ; donc, le point O 
est sur la directrice. 

Pour démontrer que (1, 2, 3, 4? O) est hyperbole équilatère 
il suffit d'observer que, en appelant a', ß' les points diamétra-
lement opposés à a, ß, les angles ß8a', ayß' sont égaux, donc 

i^b = 12b 

et les deux faisceaux 4 0 > O . 3), 2(1, O, 3) sont inversement 
égaux. 
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questions. 

2007. On donne, dans un plan, deux cercles C et G'; on 
mène à C une tangente variable qui coupe en m et n le 
cercle G'; soit to le centre du cercle qui passe par les points m 
et n et par le centre O du cercle G. Quel est le lieu du 

2008. On considère un triangle fixe ABC, une direction (A) 
et un point O. On tire AO, BO, GO. On mène par A la 
droite ( a ) symétrique de AO par rapport à la direction (A). 
On mène par B et G les droites ( et (y) analogues à (a ) . 

i° (A) étant donnée, le lieu du point O tel que les droites (a), 
(¡3), ( y ) correspondantes concourent en O' est l'hyperbole 
équilatère circonscrite au triangle et dont (A) est une direc-
tion asymptotique. 

O étant l'orthocentre du triangle, O' est sur le cercle 
circonscrit. 

3° (A) étant donnée, trouver l'enveloppe de 0 0 ' . 

2009. On donne un quadrilatère ABGD inscrit dans une 
conique, et un point arbitraire O. Sur la tangente en A à la 
conique, on prend le point E où cette droite est rencontrée 
par le côté GB ; on mène la droite OE qui coupe AB en M. 
Au moyen du côté GD, on obtient de même le point N 
sur AD. Quelle est l'enveloppe de la droite MN, lorsque G 
décrit la conique? {Canon.) 

2010. Si les trilatères abc, aibiciy a2b2c2 ont un centre O 
d'homologie, les neuf points de rencontre des droites du 

point to? (R. B.) 

( L . T R O I N . ) 

Tableau 
^ a, b, c 

(centre O; \ «i , b u c { 

\ a2, b2, c2 

avec leurs associées mineures sont en ligne droite [l'associée 
de a es t la droi te ( bi c 2 , b2 cx )] . ( P . SONDÂT. ) 
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[ 1 / 5 6 ] 

sir la développée et les quasi développées 

d'une conique ; 

P A R M . ARTHUR M A L U S K I . 

1. Voici un moyen rapide d'exprimer qu'une droite 
est normale à une conique. 

Soit 

l -h 2 F yz -h 2 G zx -h 2 H xy = o 

l'équation homogène d'une conique ( S ) rapportée a 
des axes rectangulaires. Si I on désigne par A et par 
F (M, W) le discriminant et la forme adjointe de la 
forme quadratique y , z), on sait que le système 
des tangentes à la conique ( S ) aux points où elle est 
coupée par la droite ( D ) ayant pour équation 

ux vy wz = o, 

est représenté par l'équation. 

(2 ) A(ux -4- vy H- wz)2— / ( # , y, z) F(u, p, w) = o. 

Ceci posé, pour que la droite (D) soit normale à la 
conique (S) , il faut et il suffit que l'une des droites 
représentées par l'équation (2) soit perpendiculaire à 
la droite (D), et que, par conséquent, l'équation (2) 
soit vérifiée par les coordonnées du point rejeté à l'in-
fini dans la direction perpendiculaire à la droite (D), 
c'est-à-dire par w, v et o. On a ainsi la condition cher-
chée 

(3 ) A ( a 2 - f - — <p(w, f ) F ( a , ç, w) = o 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. V. (Mars 1905.) 7 
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où l'on a posé 

cp ( u, V ) = AII2+ÎHIIC + B^. 

Cette forme d'équation montre immédiatement que 
les foyers de la conique (S ) sont aussi foyers de sa 
développée. 

2. La même méthode s'applique à la recherche des 
quasi-développées. Appelons quasi-développée de la 
conique (S ) relativement à une conique ( S ' ) l'enveloppe 
de la conjuguée harmonique (D) de la tangente en un 
point A de la conique ( S ) par rapport aux tangentes 
à la conique (S') issues du point A lorsque ce point 
décrit la conique (S ) . 

La droite (D) et la tangente en A à la conique (S ) 
étant conjuguées harmoniques par rapport aux deux 
tangentes à (S ' ) issues de A sont conjuguées par rap-
port à (S ' ) ; cette condition nécessaire est du reste suffi-
sante. 

Prenons un triangle quelconque comme triangle de 
référence et supposons que la conique ( S ) rapportée à 
ce triangle ait une équation ponctuelle de la forme ( i ) , 
la droite ( D ) étant toujours représentée par l'équation 

ux -h vy -h wz — o. 

Dans ces conditions, l'équation (2) représente encore 
le système des tangentes à la conique (S ) aux points A 
et B où elle est coupée par la droite (D) . 

Soit 

<4) H(U, V, W ) = O 

l'équation tangentielle de la conique (S ' ) . 
Pour que la droite (D) soit conjuguée à la tangente 

en A par rapport à la conique (S ' ) , il faut et il suffit 
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que le pôle de (D) par rapport à (S ' ) soit sur cette tan-
gente, et, par conséquent, que l'équation (2 ) soit véri-
fiée quand on y remplace x, y, z par les coordonnées 
de ce point, soit H^, H ,̂ H^, ce qui donne la condition 
cherchée 

( 5 ) 4 A [ H O , P. « ' ) ] * — / ( H ; „ H ; , H ^ ) F ( W , P, w ) = o. 

Si l'on suppose que l'équation ( 4 ) représente le sys-
tème des deux points cycliques, il n'y a rien de changé 
à la démonstration précédente et l'équation (5 ) est 
alors l'équation tangentielle delà développée de (S) , en 
coordonnées trilinéaires, et l'on voit que cette équation 
est beaucoup plus simple qu'on aurait pu le supposer, 
surtout si l'on se reporte à la complication des calculs 
auxquels il faut se livrer pour avoir l'équation de la 
même courbe en coordonnées ponctuelles ( v o i r } par 
exemple, S A L M O N , Courbes planes, nos 106 et 109 de la 
traduction). 

Cette courbe se décompose en un point et une courbe 
de troisième classe lorsque les deux coniques (S) et (S') 
sont tangentes, le point étant le point de contact. 

3. Supposons les deux coniques ( S ) et (S ' ) rapportées 
à leur triangle conjugué commun, de façon qu'on ait 

H O , v, w)=a'u*-h b' p2 4- c' w2. 

L'équation (5 ) devient alors 

(a'm2 h- b' v'*-h c' w2)2 

^ ( aa'1 u2 H- bbr* P2 -4- cc'2 w2 ) = o 

ou 

(6) A P2 w 2 - b B w 2 a 2 - b C u 2 *>2 = o 
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en posant 

A = a(bb' — ce')2 , 
B = b(cc' — aa')2, 
G = c(aa —bb'y. 

La courbe qu'elle représente a pour équation ponctuelle 

( A .r2 -4- B y* + C z 2 ) 3 - 27 A B C x*y* z2 = o. 

Elle a, par conséquent, les mêmes singularités qu'une 
développée de conique : elle possède six points de 
rebroussement, situés deux à deux sur les côtés du 
triangle de référence; chaque côté est tangent à la 
courbe en chacun des deux points qu'il contient et les 
points de contact sont conjugués harmoniques par rap-
port à deux sommets du triangle de référence. 

Elle a en outre, comme on le sait, quatre autres 
points doubles. Tout cela est du reste évident si l'on 
remarque qu'elle peut être considérée comme trans-
formée homographique d'une développée de conique. 
En effet, soit (A) la tangente en (A) à la conique ( S ) 
et (D) celle de ses conjuguées par rapport à (S ' ) qui 
passe par A. Les droites (D) et (A) sont également 
conjuguées par rapport à ( S ) , par conséquent elles 
sont conjuguées par rapport à toute conique du faisceau 
tangentiel qui a pour bases (S) et (S') . Gela veut dire 
que la quasi-dêveloppée de (S) relativement ci (S') ne 
change pas quand on remplace (S ') par une conique 
quelconque du faisceau tangentiel ayant pour bases (S) 
et (S7). En particulier, cette propriété reste vraie lors-
qu'on remplace (S ' ) par un couple d'ombilics com-
muns à ( S ) et (S ' ) et il n'y a plus alors qu'à faire une 
transformation homographique faisant correspondre les 
points cycliques à ces ombilics pour établir notre asser-
tion. 

Si Ton prend la polaire réciproque de la courbe ( 6 ) 
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par rapport à la conique x2 -f- y2 -f- z2 — o, on obtient 
la courbe 

(7) Ajk2<Z2-H o. 

C'est une quartique unicursale, étudiée par La-
guerre ( 4 ) et qu'il a appelée quartique à trois points 
doubles d'inflexion, parce que la tangente en un point 
double la coupe en quatre points confondus avec lui. 

On sait que si l'on pose 

P = xx0(B-s2-}- + A a 7 2 ) - h ^ v ) ( A < / 2 - b Btf*), 

0 XqZX H- Cxoynxy, 

J K o 

on a l'identité remarquable due à Laguerre 

Q0 xyz 
QR = P 

^ojo^o 

et au moyen de laquelle l'illustre géomètre a démontré 
simplement que, si l'on prend un point M(X07 y0, ZQ) 
sur la courbe (7 ) , les points de contact autres que M 
des tangentes à cette courbe issues du point M sont sur 
la droite 11 = o, polaire trilinéaire du point M par rap-
port au triangle de référence. 

On en conclut immédiatement, soit en refaisant la 
transformation inverse, soit en calquant les calculs pré-
cédents, que, si l'on considère une droite w0, WQ 
tangente à la courbe (6) , les tangentes aux quatre 
points, autres que le point de contact, où elle rencontre 
la courbe passent par le point 

u v w 1 1 — Q 
UQ V0 ^o 

(1 ) Nouvelles Annales de Mathématiques, 1878, p. 337. 
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pôle trilinéaire de la droite u0, v0j w0 par rapport au 
triangle de référence. 

C'est, du reste, une propriété bien connue des déve-
loppées. 

4. Le rapprochement précédent entre les quasi-déve-
loppées et les courbes de Laguerre donne une construc-
tion géométrique intéressante de la tangente en un 
point à toute une classe de ces courbes. En effet, consi-
dérons une conique (C) rapportée à des axes rectangu-
laires, d'ailleurs quelconques, et transformons par 
polaires réciproques la propriété de sa développée, en 
prenant pour conique directrice le cercle imaginaire 

x ~ y2 1 = 

On a le théorème suivant : 

Si Von joint un point variable A d'une conique (S) 
à un point fixe O du plan et qu on appelle M le point 
d'intersection de la tangente en A avec la perpendi-
culaire menée par O ci la droite OA, le lieu du point M 
est une quar tique de Laguerre, ayant, comme points 
doubles les sommets du triangle rectangle en O con-
jugué à la conique (S ) . 

Pour construire la tangente en M à cette courbe, 
remarquons que le point de contact de la normale à une 
conique (C) avec son enveloppe est le centre du cercle 
oscillateur à cette conique, au pied de la normale. 
Transformons cette constructibn par polaires réci-
proques. 

Au cercle osculateur correspond une conique S ' oscu-
latrice en A à la conique ( S ) et ayant son foyer en O, 
ce qui la détermine. La tangente en M à la quartique 
de Laguerre est la transformée du centre du cercle oscu-
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lateur précédent : c'est donc la polaire du centre de ce 
cercle par rapport à la conique fondamentale, c'est-
à-dire, d'après une propriété connue, la directrice de 
la conique (S') correspondant au foyer O. 

Reste à construire cette droite. Pour cela, remarquons 
que les coniques ( S ) et (S ' ) ont même cercle oscillateur 
en A. Soit I son centre. Cherchons le second foyer Or 

de (S'); pour cela, remarquons que, si l'on désigne par N 

le point d'intersection de la normale en A à (S) avec 0 0 ' t 

on sait que, IK. étant la perpendiculaire abaissée du 
point I sur OA, la droite NK. est perpendiculaire à AN. 
Cette remarque détermine le point N; ayant le point N, 

011 connaît l'axe focal ON ; la directrice cherchée est 
alors la perpendiculaire abaissée du point M sur ON. 

Une transformation homographique convenable per-
mettrait d'étendre la construction précédente. 

[ I 9 c ] 
note d'arithmétique ; 

PAU M. PAUL NIEWENGLOWSKI. 

Posons 

et soit d le plus petit multiple commun des nombres 
1 ,2 , . . . , n — i . Je dis que : 

i° Si n n'est pas premier, le produit sd n'est pas 
divisible par n ; 

2° Si n est premier et supérieur à 3, le produit sd 
Gst divisible par n2. 
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i° Soient a , . . . , / les nombres premiers inférieurs 

à TÏ, et a, (3, . . . , X les plus grands exposants tels qu'on 
ait a a < 72, n, . . . , n ; on a 

d = a«¿»P... A 

et, par suite, le produit 

peut s'écrire, si Ton isole le terme 

sd = ¿>P... A-h mult. a. 

Ce produit n'est donc pas divisible par a, et il en est de 
même pour chacun des nombres premiers inférieurs à n. 
Donc si n est un nombre composé, sd n'est pas divi-
sible par 7i. 

2° On sait que, si n est premier, toute fonction 
symétrique entière, à coefficients entiers, des nombres 
i , 2, 3, . . •, 72 — i est multiple de tz, si son degré n'est 
pas divisible par n — i . Donc, en posant 

P = I . 2 . 3 . . .(ti — i), 

si n > 3, on a 

Mais 
! + + ! 

— I) 2(71 — 2) ' (71 1)1/ H ' 

d'où en ajoutant 

T>* / 71 n n \ i r»*^5 
pj ( h -+-...-+- 7 = mult. 71-+- P 2 — • \7i — i 2

2

 ( 7i — 2 ) (n — i f j n 
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ou encore 

2 A' 
d. P — = mult. n 

ou 
2 ds = rnult. /i2 ou é?S = M/i2 . 

C . Q. F . 

[M J5h] 
iM >io\srn\rio\ géométrique du théorème sur la con-

stance du rapport anharmonique des quatre tan-

gentes, menées a une cubique par un de ses points; 

PAR M. OSÉE MÀRCUS. 

Considérons une cubique T et deux points A et B, 
piis sur celle courbe. La droite ÀB rencontre T en un 
troisième point C. Par ce point on peut mener- quatre 
tangentes à T : soit O le point de contact de l'une d'elles. 
Une droite quelconque passant par A coupe la courbe 
en deux autres points A' et A". Menons la sécante OA'; 
soit B' le troisième point d'intersection de cette droite 
avec T. Menons enfin la droite BB'et soitB^le troisième 
point d'intersection de cette droite avec la cubique. Je 
dis que les droites A A' et BB' se correspondent par ho-
mographie. 

Il suffit évidemment de démontrer ijue, à une droite 
A A', issue de A, il correspond une seule droite BB' 
issue de B, et réciproquement. Or, d'un côté, les points 
que nous avons marqués se divisent en les trois groupes 
suivants de points en ligne droite (A, A', A"), (B, B', B") 
et ( C , O, O) , où O est compté deux fois; d'autre part, 
les deux groupes de trois points A, B, C et O, A', B' 
sont respectivement en ligne droite. 11 résulte donc 
d'une propriété connue des groupes de trois points, en 
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ligne droite sur une cubique, que les trois points O, 
A", B" sont en ligne droite. Donc : que Ton considère 
la droite A A'A" comme étant déterminée par le point A' 
ou qu'on la considère comme étant déterminée par le 
point A% notre construction lui fait correspondre la 
même sécante BB'B". On voit de même que, récipro-
quement, à la droite B B ' B " notre construction fait 
correspondre la droite A A'A"; ce qui démontre la 
proposition. 

Conséquence. — On voit facilement <jue, à une tan-
gente à F issue de A, il correspond une tangente issue 
de B. Cette correspondance étant homograpliique, le 
rapport anharnionique est conservé. Nous avons donc 
démontré le théorème suivant : 

Le rapport anharmonique de quatre tangentes à 
une cubique, issues d'un point de cette courbe, est 
constant quel que soit le point que Von considère sur 
la courbe. 

Les considérations précédentes permettent de dis-
tinguer les tangentes qui se correspondent. 

[ 0 2 k a ] 

sur les trajectoires orthogonales 

d'une file de cercles; 

PAR M. G. LERY. 

Les trajectoires orthogonales d'une suite de cercles 
sont déterminées par l'intégration d'une équation de 
Riccati; de cette propriété, établie par MM. Em. Pi-
card et Demartres, 011 déduit la suivante : le rapport 
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anharmonique des points où un même cercle de la file 
est rencontré par quatre des trajectoires ne varie pas 
quel que soit le cercle considéré. Je me propose de 
démontrer géométriquement ce dernier théorème. 

1. Soit d'abord une file contenue dans un planf 

Soient deux cercles consécutifs G et G', soient M et M' 
les points infiniment voisins où une trajectoire ortho-
gonale T les rencontre respectivement. Les tangentes 
Mm, M'm aux deux cercles sont deux normales infini-
ment voisines de T; donc m M = mM', aux infiniment 
petits du second ordre près; par suite m est sur l'axe 
radical S de G et C'. Les tangentes en M et M7 se cou-
pant sur 8, ces deux points sont des points correspon-
dants dans l'homologie d'axe S, qui transforme G en G'. 
Comme l'homologie conserve le rapport anharmonique 
de quatre points d'une conique, le théorème est établi. 

La démonstration précédente n'est pas rigoureuse, 
mais il est facile de la préciser. En effet, la ditlérence 
des longueurs m M, m M' des deux normales de T est 
un infiniment petit du second ordre; la distance de m 
à l'axe radical S, qui est, à un facteur fini près, 

mM*~ — mM'2 ou (/?iM — m M') (m M -h /rcM'), 

est donc du second ordre. Soit [JL le point où raM 
coupe 8; il y aune tangente au cercle C' infini-
ment voisine de m M', et M^ M' est du second ordre 
comme Mais il y a homologie entre M et M , , 
puisque les tangentes en ces points se coupent sur 85 
donc, en prenant quatre points M, N, P, Q sur C 

(MNPQ) = (MiN I P i Q i ) . 

En passant des points M^ aux points M', la variation 
du rapport anharmonique, qui est fonction linéaire des 
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variations des paramètres qui définissent les points M , , 
est par suite du second ordre. 

En conséquence, la ditférence 

( M ' N ' P ' Q ' ) — (MNPQ) = (M; N; P', ) — (MNPQ) 

est du second ordre, ce qui s'écrit 
e?(MNPQ) = o, 

(MNPQ) = const. 

2. Dans le mouvement d'une figure plane rigide, il 
existe à chaque instant une rotation instantanée ; ici 
nous pouvons dire qu'il y a une homologie instantanée 
qui transforme le cercle C de la file dans le cercle infi-
niment voisin Cl ; un point M et son transformé M' 
sont sur une trajectoire orthogonale de la file. 

L'axe d'homologie est la corde de contact de C avec 
son enveloppe; le pôle, par lequel passent à la limite 
les droites MM', est le centre de C. 

Les centres de courbure des trajectoires orthogo-
nales, relativement aux points de ces trajectoires situés 
sur un même cercle C , sont sur l'axe d'homologie 
correspondant. Eu particulier, les points où cet axe 
coupe C, s'ils sont réels, sont points de rebrousse-
ment, et les extrémités du diamètre perpendiculaire 
sont points d inflexion des trajectoires correspondantes. 

3. Dans l'espace, tout ceci s'étend sans peine à une 
file de sphères. L'homologie instantanée qui transforme 
une sphère en la suivante a pour centre le centre de la 
sphère, pour plan double le plan radical limite ; chaque 
point est déplacé suivant la direction de la trajectoire 
orthogonale. Enfin les axes de courbure de ces trajec-
toires, relatifs aux points de rencontre avec une même 
sphère, sont situés dans le plan d'homologie. 



( I 0 9 ) 
4. Soit maintenant une suite de cercles dans Vespace. 

J'appelle G et C'deux cercles infiniment voisins, y l'in-
tersection de leurs plans. Pour passer de G à C', j'elfec-
tue d'abord une rotation infiniment petite autour de y; 
cette rotation transforme G en un cercle C", qui est 
dans le plan de C'; ensuite je fais une homologie infi-
niment petite qui change C/; en G'. Un point M de C 
devient M", puis M'; les deux segments MM", M"M' 
sont à la limite perpendiculaires à la tangente à G" 
en M" j leur résultante MM' est donc à la limite per-
pendiculaire à la tangente en M au cercle C : c'est la 
direction d'une trajectoire orthogonale. 

La rotation et Thomologie effectuées ne changeant 
pas le rapport anharmonique de quatre points de C, le 
théorème est démontré. 

5. J'appelle T la transformation, produit d'une rota-
tion et d'une homologie, qui fait passer d'un cercle C 
au cercle suivant dans la file. 

Lorsque deux cercles consécutifs de la file sont sur 
une même sphère, les tangentes aux trajectoires ortho-
gonales en tous les points d'un cercle C forment évi-
demment un cône circonscrit à la sphère qui contient C 
et G'; la transformation T est alors une homologie dans 
J'espace. La surface lieu des cercles de la file les admet 
comme lignes de courbure d'un système; le second 
système est formé par les trajectoires orthogonales. Le 
théorème démontré s'énonce alors ainsi : 

Si une surface admet des cercles comme lignes de 
courbure d'un système, quatre lignes de courbure du 
second système coupent chacun des cercles en quatre 
points dont le rapport anharmonique est constant. 
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[ H 6 b ] 
généralisation du problème de pfaff ; 

PAR M . MAURICE F R É C H E T . 

Notation de M. Méray. — Indiquons d'abord la 
notation que nous allons employer et dont l'idée est due 
à M. Méray. 

Etant données n fonctions «r4, . . , xr de r para-
mètres o)4, . . {¿n nous poserons 

d(xi, . . . , xr) = ^ Xu * * *7 X> \ duii du>z ... du>r L>(U>1, . . . , (*>,.) 

en désignant par dioi la différentielle de et par 

D(#l, . . Xr) 
D(u>i, . . wr) 

le déterminant fonctionnel de xr par rapport 
a a><, . . . , o)r. 

O11 voit alors que la différentielle multiple 

d(xu . . x r ) 

a, avec le déterminant fonctionnel J ? ^ 1 ' * * *' X r \ y le 
' D ( O > J , . . <DR) 

même lien que la différentielle dy avec la dérivée 
O11 démontre facilement que, si yK, yr sont 

r fonctions de n quantités, x t , xn dépendant 
de u){, . . . , <or, on a 

i't, • ••,*/• 

si n ^ /', et 
^(^i» " • i j r ) = 0 

Si 72 < 
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Position du problème. — Ceci étant, nous voulons 

résoudre le problème suivant : 

Trouver les relations entre les quantités pt t (où 
. . ., ir forment une combinaison quelconque de r 

des nombres i, . . ., n) et x{, . . ., xn qui entraînent 
la relation 

(i) ^ o avec n ï r . 

On obtient le problème communément appelé pro-
blème de P f a f f pour /• = i . 

Le problème ne se pose que si . . ., xn ne sont 
pas indépendants, mais au contraire sont fondions 
de r paramètres ci)n . . . , o)r. Montrons d'abord que 
l'égalité ( i ) ne peut avoir lieu quel que soit le sys-
tème de fonctions de to4? cor qui représentent 
x^ . . . , xn, que si tous les p sont nuls. 

En effet, l'équation (1) est équivalente à la suivante 

I i ' 

. D(.r,-„ . . ., xi r) 
. . ., cor) 

àxit i 
dtOi j 

Or on peut, en laissant aux crochets des valeurs 

fixes, donner aux quantités des valeurs arbitraires 

puisque les x sont, par hypothèse, des fonctions abso-
lument arbitraires des co. 11 faut doue que les crochets 
soient nuls, c'est-à-dire que l'on ait 

2 JPii,...,ird(Xii,.-.,Vir) = 0 ( l , = I, .. . , 71), 

en considérant xKj . . xii + ly . . xn comme 
des fonctions arbitraires de o)2, . . . , o)r. JNous sommes 
ramenés au même problème où l'on a remplacé /i, r 
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par n — i , r — t. En opérant successivement de la 
même manière, nous arriverons à l'égalité 

'r 

qui doit avoir lieu quelles que soient les fonctions de <or 

qui représentent les x autres que «r/i? . . . , xir . Par 
suite les p sont nécessairement nuls. 

Solution du problème de P f a f f généralisé. — Ainsi 
l'équation ( i ) n'admet que la solution banale 

p = o 

lorsque les x sont fonctions arbitraires de . . . , wr, 
c'est-à-dire fonctions arbitraires de r d'entre elles. 

Ce cas est celui où toutes les n — r relations indé-
pendantes qui doivent exister entre les x pour que le 
problème ait un sens sont arbitraires. Voyons ce qui 
arrive lorsqu'on se donne un nombre déterminé n — q 
de ces relations; soient 

(2) /i(a?i, . . . , # » ) = O, fq(x 1, .. . ,ar„) = o 

avec, nécessairement, q < n — 
Ces relations indépendantes sont résolubles par rap-

port à q des x\ 011 peut donc les mettre sous la forme 

( 3 ) XX = Y{(XQ+U XN), . . . , XQ=YQ(XQ+U...,XN). 

Par suite, l'équation obtenue en remplaçant x{, ..., xn 

par leurs expressions (3 ) dans (1) est une équation de 
même forme où n'entrent que les différentielles mul-
tiples de xç+1, . . . , Xn, r à r . Et cette équation devant 
avoir lieu quelles que soient les n — q—r relations 
arbitraires qui doivent exister entre . . . , xn, les 
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coefficients des différentielles multiples qui y figurent 
doivent être nuls d'après ce qui précède. On a donc 
des équations qui déterminent d'une façon unique 
les Pjlf...jr dans lesquels les j sont supérieurs à q 

( 4 ) Pj,-,/r+2d D(xJo ...,xjr) = 

où i), is sont inférieurs à q et où yÂi, . . . , jkr_s 

sont r — s des nombres jf,, . . . , jr. 
Les équations ( 3 ) et ( 4 ) forment donc la solution la 

plus générale de l'équation de Pfaff généralisée ( i ) . 
On voit que cette solution dépend de y fonctions ar-

bitraires, q pouvant prendre les valeurs i , . . . , n — r. 
Et elle détermine q H- Cn_q des quantités x, p en fonc-
tions des n — q -f- C^ — CTn_ç autres. 

On pourrait obtenir la solution générale en partant 
des équations non résolues ( 2 ) et en appliquant la mé-
thode des multiplicateurs à l'équation (1) et aux équa-
tions 

d Xkr-1) = °> 

qui soni conséquences de (2). 

Remarque. — Dans le même ordre d'idées, on pour-
rait être amené à généraliser la théorie des transfor-
mations de contact en cherchant à déterminer des fonc-
tions X 4 , . . . , X w , P 4 , r , • • • 1 P^,...,^ • • • des variables 
x{, . . ., xny 5 . . .?ri • • • ? Piit...,irt - • • (]u i satisfassent à 
l'égalité 

2Piu...tird(Xil9 . . X , - r ) =^Pii,...,ir d{xio ..xir). 

On 

aura une solution évidente (qui correspond aux 
transformations prolongées de Lie) en prenant pour 
X , , . . . , X« des fonctions de xt, . . . , xn qui définissent 

Ann. de Mathéniat., 4' série, t. V. (Mars 1 9 0 6 . ) 8 
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une transformation réversible quelconque. Car alors 
les P seront (les fonctions bien déterminées des x et 
des/?, linéaires et homogènes par rapport aux p : 

Mais il semble que Ton doive chercher dans une 
autre voie une véritable généralisation de la théorie 
complète de Lie (en faisant intervenir des considéra-
tions de calcul fonctionnel). 

[L 2 17ea] 
POLYGONES GAUCHES DE PONCELET. 

EXTENSION DU THÉORÈME DE CAYLEY A L'ESPACE ; 

PAR M. G. FONTENÉ. 

1. Cayley a donné sous une forme remarquable les 
conditions de fermeture des polygones de Poncelet. 

Le polygone de n côtés devant être 

et les invariants relatifs à ces deux coniques étant S, 6y 

6', 8', si la racine carrée du polynome 

discriminant de la forme S -h h S', est 

A + B U CA2h- D A 3 - t - . . . , 

les conditions de fermeture sont respectivement, pour 

circonscrit à la conique S, 
inscrit à la conique S', 



ri = 3 , 5 , . . . , 

G D E 
G D 

C = 0, — 0, D E F = 0 
D E 

E F G 

et, pour 7z = 4> 6, 8, . . . , 
D E F 

D E 
D = 0, — 0, E F G 

E F 
F G H 

Cayley a donné ce théorème en 1853 dans les Philo-
sophical Magazine : il Ta déduit de la Théorie des 
fonctions elliptiques. Il a donné en 1861, dans le Phi-
losophical Transactions, une démonstration simplifiée 
qui a été reproduite dans The mathematical Papers of 
Cayley (t. IV , p. 292). M. Lelieuvre adonné, en 1900, 
une démonstration du théorème de Cayley, dans VEn-
seignement mathématique. 

2 . E X T E N S I O N DU T H É O R È M E D E C A Y L E Y AU CAS D E 

L ' E S P A C E . — Etant données une quadrique réglée S et 
une biquadratique gauche C tracée sur S, il est géné-
ralement impossible d'obtenir un contour gauche de 
2p côtés, dont les côtés soient portés par des généra-
trices de S et dont les sommets soient sur C', si un tel 
contour existe, il en existe une infinité. 

Soit S' une quadrique quelconque passant par C', et 
désignons par 8, 9, <P, Ô\ S7 les invariants relatifs aux 
deux quadriques S et S ; ; la racine carrée du poly-
nôme 

étant 

les conditions de fermeture du polygone sont respec-



D E 

E F 

D E F 

E F G = o, 

F G H 

3. Afin de dégager la démonstration, j e montrerai 
d'abord que, si les conditions indiquées sont satisfaites 
pour une certaine quadrique S' passant par la biqua-
dratique C', elles le sont pour toutes. Le discriminant 
de la forme A S -+- S' est 

si l'on remplace la forme S' par la forme m S H-S', on 
considère la forme ZfS -}- (m S -f- S ') ou (Jk -f- m )S -b S', 
dont le discriminant est 

l(k -+- /»)*-+- e (A- -+- m)3-b -+- m ) «•+-..., 

5A-*-f- (0 -+- 4 ( C P -+- 3m6 H- + . . 

de sorte que l'on a, pour la nouvelle quadrique S , , 

0j — 6 —f- 4 mo, 
çp 1 = : cp-h3m0 -h 6 m2 o, 
6[ — 6' -I- 1 m cp -h 3 m2 6 -+- 4 m3 S, 
ûj = 8'-+- m2cp-+- T?I36 -h m48. 

Au moyen des relations 

2 AE 4 - 2 B D + G2 = o', AF -+- BE -+- CD = o, 
• 1 •> 

et en supposant, pour simplifier, 8 = 1, 011 trouve 
facilement 

A i = A , B t = B + 2 m , G ^ C + B m + m 1 , 

OAs-f- <p£2-H. 

OU 

A2 = 8, 

2 ÀC - h B 2 = c p , 

2 AB = 0, 
2 AD + 2BG = 0'. 
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et ensuite 

E 1 = E — Dm, 

Fj — F — ? .Em -f- Dm«, 

Gi = G — 3 F m n - 3 E m 2 — Dm 3 , 

Dès lors, pour ip = 8 par exemple, la condition 

D t Et F t 

Ei F , G, 

Fi G, H, 

se ramène facilement à la même condition sans indice. 
A la dernière ligne on ajoute la précédente multipliée 
par 2 m et la première multipliée par m2 ; à la seconde 
ligne on ajoute la première multipliée par m; cela 
donne » 

D E — D m F — 2 E m -h Dm2 

E F — E m G — 2 F m -h E m2 

F G — F m H — 2 G m -t- F m2 

On achève en opérant de même sur les colonnes. 
Cela permet de supposer que la quadrique S' est l'un 

des quatre cônes du second degré qui passent par la 
biquadratique C'; on a alors 

8 ' = o . 

4. La démonstration est maintenant facile. Les deux 
quadriques S et S' seront dans les conditions requises 
si l'un des quatre cônes passant par la biquadratique, 
et le cône du même sommet circonscrit à S admettent 
des angles polyèdres de 2p côtés circonscrits au second 
et inscrits au premier; cela démontre la première partie 
du théorème. Pour la seconde partie, la quadrique S' 
étant supposée être l'un des quatre cônes en question, 
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soient les équations des deux quadriques mises sous la 
forme 

? 
(S ) ax2 -4- b y2 -+- cz2 -4- £2 = o, 
(S') a'x2-h b'y2~h c'z* =0; 

les équations des deux cônes sont alors 

ax2 4- by2 cz2 = o, 
a'x2 -4- b'y2 -+• c' z2 — o, 

et, si les cinq invariants relatifs aux deux quadriques 
sont 8, 0, <p, 9', o, les quatre invariants relatifs aux 
deux cônes sont 8 , 9, ç>, 9'. Dès lors les constantes A, 
B, C, . . . sont les mêmes pour les deux cônes et pour 
les deux quadriques. Donc. . . . 

5. Si l'on annule le discriminant de la forme k S -4- S', 
• ' 

ce qui donne l'équation 

l k^ -+- 0 /c3 H- <p k2 -t- G' k -h 0' = o, 

et si l'on désigne par a, è, c, d les racines de cette 
équation, en supposant 8 = 1, les invariants 9, c p , 9', S' 
sont des degrés 1, 2 , 3, 4 P a r rapport à ces racines, et 
les quantités A, B, G, D, E, . . . sont des degrés o, 1 , 

2, 3, 4, • •. • les degrés des conditions 

D = o, DF — E2 = o, 

sont donc 3, 3 -h 5, . . . ou 2 2 — 1, 3 2 — 1, . . . , p2— 1 
par rapport aux racines a, c, d. 

6. Exemples. — On a 

A - A B « 

2v/S 8 8 y/1 

et la condition D = o, ou 2BC = 9', relative au 
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€as devient 

( i p = 4 ) 6 ( 6 2 — 4 Sep) ^ 8 8 2 6 ' = o . 

On vérifie aisément cette condition en prenant comme 
tétraèdre de référence un tétraèdre dont les arêtes autres 
que DA et BC forment un contour quadrangulaire situé 
sur S et inscrit à S'. 

La quadrique S étant donnée, et un contour qua-
drangulaire étant tracé sur cette surface, il est digne de 
remarque que toute quadrique S', simplement assu-

jettie à passer par les quatre sommets de ce contour, 
donne lieu à une condition invariante. On peut écrire 

( 2 7 ? = 4 ) (d a — b— c ) x . . . X . . . = o . 

On a encore 

(ip = 6 ) (yjd — a ± s/d — b d z s/d — c) x . . . = o , 

(îP= 8) j 
I ±W(c — a)(c — b)(d—a)(d—b)]x... = o. 

Cette dernière condition, rendue entière, est du 
degré 4 X 3 ou 12, tandis que la condition par un dé-
terminant est du degré i 5 ; le premier membre de 
celle-ci renferme, en effet, un facteur étranger qui est 
le premier membre de la condition relative au cas 

La forme des relations précédentes est en liarmônie 
avec le fait que la quadrique S' est l'une quelconque des 
quadriques passant par la biquadratique C'; on peut 
en effet, dans ces relations, augmenter les quantités a, 
¿ , c, d d'une constante arbitraire — m. 

7. Autre énoncé du théorème. — On a d'abord un 
théorème corrélatif en prenant une quadrique réglée S' 
«t une biquadratique tangentielle C dont les plans oscu-
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lateurs soient tangents à S7; on considère alors un con-
tour dont les côtés soient portés par des génératrices 
de S' et dont les plans des angles soient osculateurs à C. 
On fait intervenir une quadrique quelconque S admet-
tant pour plans tangents les plans osculateurs de C. 

Gomme deux quadriques réglées sont polaires, réci-
proques l'une de l'autre (par rapporta huit quadriques), 
on a encore ce théorème : 

Étant données deux quadriques réglées S et S', il 
est généralement impossible d'obtenir un contour 
gauche de 2 p côtés situé sur S et ayant ses sommets 
sur S', ou un contour gauche de ip côtés situé sur S ' 
et ayant les plans de ses angles tangents à S-, s*il 
existe un contour de Vune ou de Vautre nature, il 
existe une infinité de contours de Vune et de Vautre 
nature. 

Dans ce dernier cas, la même chose a lieu en rem-
plaçant la quadrique S'par une quadrique quelconque 
du faisceau ponctuel déterminé par S et Sf, ou la qua-
drique S par une quadrique quelconque du faisceau 
tangentiel déterminé par S et S'. 

Les conditions de fermeture pour 2/7 = 4? 6, 8, . . . 
sont celles du n° 2. 

8. Le fait que l'on peut substituer indifféremment à 
la quadrique S' une quadrique... , ou à la quadrique S 
une quadrique.. . , correspond à des faits de calcul dont 
le mécanisme est facile à saisir. 

Les équations ponctuelles des quadriques étant 

S = o, S' = o, 

le discriminant de la forme 

k S-+-S' 
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est 

les équations tangentielles des deux quadriques, telles 
qu'on les déduit régulièrement de leurs équations ponc-
tuelles, étant 

S — o, 2 ' = o , 

le discriminant de la forme 

/ r -4- s 

est, avec des notations qui se comprennent aisément, 

OU 
8'B.J*-^ 8'2ô./3_t_ SS'ç./i-i- 816'./ + 8®, 

et le produit par 88' est 

8.8'4. Z* -h 6.88'». -f- cp. 8* 8'2. I2 -+- ô'. 83 8'. I -4- 8'. 8* ; 

le discriminant de la forme 

* ( ? M ï ) -

multipliée par 88', est donc 

c'est-à-dire le discriminant de la forme k S -h S'. 
Sur des formes réduites, les équations ponctuelles 

des deux quadriques S et S' étant 

(S) • ax2 -4- by2-h cz*-h dt*= o, 
(S') a'x2-h = o, 

leurs équations tangentielles, après division par 8 et 8' 
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comme ci-dessus, sont 

( 2 ) Û (
A = 

( S ' ) k 'u* -^ B V - f - . . . = o ' • • ) ' 

et les racines du discriminant de la forme AS -H S' (ou 
de la forme khl -f- 2 ) sont 

a' A 
> • . . ou — — , • • • ; 

a A 

que Ton remplace S' par m S + S7, ou S par + S, 
ces racines augmentent de — m, et les conditions de 
fermeture continuent à être satisfaites si elles Tétaient 
primitivement. 

Note. — Dans le Volume des Nouvelles Annales 
pour 1904 (p. 433), j'ai indiqué comme probable 
une extension du théorème des polygones de Ponceletà 
l'espace, pour des polyèdres de genre un. J 'ai réussi à 
démontrer complètement le théorème pour p — 3, 
q = 3 (Bul l e t in de la Société mathématique). Pour 
p = 4) ty 4? a v e c l e s notations de la Note actuelle, la 
condition est 

b c d— a = o; 
la condition 

b - 4 - c = d -+- a 

est relative au cas singulier où, les sommets du polyèdre 
se confondant deux à deux, ce polyèdre se transforme 
en un polyèdre à 8 sommets, 8 faces, 16 arêtes, qui est 
précisément le polyèdre signalé par M. Bricard. Cette 
dernière condition est en même temps celle que l'on a 
obtenue ci-dessus pour ip = 4-
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bibliographie. 

L E Ç O N S SUR L E S FONCTIONS DE VARIABLES R É E L L E S E T 

LES D É V E L O P P E M E N T S E N S É R I E S DE P O L Y N O M E S , profes-
sées à l'École Normale supérieure; par M. E. Borel, 
rédigées par M. Fréchet et augmentées de Notes de 
MM. Painlevé et Lebesgue. — i vol. grand in-8° 
de x-160 pages. Paris, Gauthier-Villars, 1905. Prix : 
4 f r ,5o. 

Ce Volume fait partie de la collection de monographies sur 
la Théorie des fonctions publiée sous la direction de M. Bo-
rel. Gomme les autres, il est complet en lui-même et n'exige 
pas forcément de retour sur les Volumes précédents. C'est 
ainsi qu'il débute en présentant la Théorie des ensembles, 
surtout au point de vue de son utilité pour ce qui suivra, bien 
que cette théorie ait déjà été exposée dans les Leçons sur la 
Théorie des fonctions. Le premier Chapitre semble, au pre-
mier abord, un peu aride, mais on voit rapidement que les 
travaux modernes relatifs à la Théorie des fonctions ont 
impérieusement exigé des perfectionnements et des créations 
successives dans la Théorie des ensembles qui, d'ailleurs, ne 
s'en sépare plus guère. Ainsi, quant aux nouveautés "intéres-
santes et en dehors des travaux de M. Borel lui-même, nous 
signalerons particulièrement une extension de l'idée de mesure 
d'un ensemble, due à M. Lebesgue, et, quelques pages plus loin, 
celle de catégorie d'un ensemble due à M. Baire. 

En abordant la notion de continuité, nous trouvons d'abord 
la définition de l'oscillation d'une fonction, puis la fonction 
continue elle-même définie en un point par ce fait que son 
oscillation est nulle en ce point, l'idée de la mesure d'une 
discontinuité et celle de fonction ponctuellement discontinue. 

Le Chapitre se termine par un résumé des travaux de M. Le-
besgue sur les fonctions intégrables. 

Le Chapitre III étudie de façon tout à fait générale les 
séries de fonctions réelles et rappelle d'abord les travaux de 



( 20 ) 
MM. Osgood et Arzela. Le point important est surtout de 
savoir si une série de fonctions continues représente toujours 
une fonction continue; il n'en est rien, sauf d'abord le cas de 
convergence unif orme ; mais, ainsi que M. Bendixson l'a 
montré, ce n'est pas là une condition nécessaire. 

La condition à la fois nécessaire et suffisante est due à 
M. Arzela qui est ainsi amené à introduire une nouvelle no-
tion : celle de convergence quasi-uniforme. Nous voyons 
ensuite rapidement l'intégration des séries avec les nouveaux 
perfectionnements dus à M. Lebesgue. 

Toutes ces considérations vont trouver leur application 
dans le Chapitre IV où nous abordons l'étude des séries de 
polynomes comme séries formées de fonctions continues fort 
simples. Les premières méthodes proposées pour obtenir de 
tels développements reposent, au fond, sur la considération 
de fonctions analytiques de deux variables pouvant se réduire 
pour une valeur bien déterminée, mais exceptionnelle, de l'une 
des variables à une fonction de l'autre non forcément analy-
tique. Si la première variable ne prend pas exactement la 
valeur exceptionnelle en question mais s'en approche, on aura 
un développement analytique représentant une fonction qui 
peut ne pas l'être, non pas, bien entendu, de façon rigou-
reuse, mais avec l'approximation qu'on voudra. Tels sont, au 
fond, les méthodes de Weierstrass et de M. Picard. 

D'autres démonstrations sont fondées sur la propriété d'ap-
procher, autant qu'on le veut, d'une ligne continue au moyen 
de contours polygonaux, ou bien sur l'emploi des séries 
trigonoïnétriques, méthodes qui ont l'avantage de présenter 
un caractère assez élémentaire. Ces résultats s'étendent faci-
lement aux fonctions de plusieurs variables, et M. Borel rap-
pelle ensuite les travaux de M. Painlevé sur la représentation 
des fonctions par des polynomes lorsque ces fonctions ad-
mettent des dérivées jusqu'à un certain ordre et que l'on veut 
représenter à la fois la fonction et ses dérivées par une série 
de polynomes et les dérivées de celle-ci prises terme à terme. 
Le résultat est simple et revient à représenter d'abord f{n)(x), 
puis à remonter à f(x) par des intégrations successives. 
M. Borel expose ensuite un procédé de développement dont 
l'idée, je crois, lui appartient en propre, et dans lequel chaque 
terme est de la nature du terme d'une série trigonométrique 
augmenté d'un polyuome. Nous abordons ensuite un sujet 
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prodigieusement intéressant. Les procédés précédents ne 
sont-ils pas d'une science un peu oiseuse? Une fonction conti-
nue ne peut-elle pas être représentée avec l'approximation 
qu'on veut, sous forme d'un polynome, en employant tout 
simplement la formule d'interpolation de Lagrange? M. Borel 
montre qu'il n'en est rien et donne un fort bel exemple d'un 
cas où la formule de Lagrange donne des approximations de 
moins en moins satisfaisantes; il rappelle aussi des conclusions 
analogues dues à MM. Mittag-Leffler et Runge et essaie de 
donner une théorie générale de l'interpolation non soumise 
aux inconvénients précédents. 

Dans le Chapitre V et dernier, nous étudions la représenta-
tion des fonctions discontinues, théorie presque entièrement 
dominée par les belles recherches de M. R. Baire qui prouvent 
que la continuité n'est pas une condition nécessaire, quant 
au développement en série de polynomes, et qui définissent 
nettement la nature des discontinuités des fonctions suscep-
tibles d'admettre de semblables développements. 

L'Ouvrage comprend ensuite une Note fort importante de 
M. P. Painlevé où il s'agit aussi d'un mode de développement 
en séries de polynomes, mais en se plaçant exclusivement au 
point de vue des fonctions analytiques. C'est le problème 
intéressant résumé déjà par M. Hadamard dans son Ouvrage : 
La série de Taylor et son prolongement analytique ( Col-
lection Scientia ). Il s'agit, en eiîet, de développements qui ne 
sont plus astreints, comme les séries de Taylor, à converger 
dans des cercles, mais peuvent converger dans tout le plan, 
sauf peut-être sur un certain système de demi-droites for-
mant étoile. La méthode de M. Painlevé revient aussi, au fond, 
à considérer des fonctions analytiques de plusieurs variables 
que l'on développe d'abord par rapport à l'une d'elles. Si l'on 
donne à celle-ci la valeur particulière i, nous avons un déve-
loppement par rapport aux autres variables, somme des coef-
ficients de la série primitive, développement admettant d'ail-
leurs des transformations dans le détail desquelles il serait 
trop long d'entrer ici, transformations jouant un rôle fonda-
mental dans les recherches de M. Painlevé et qui dépendent 
elles-mêmes de transformations conformes. 

Après cette savante Note, nous en trouvons une seconde 
dans laquelle M. Lebesgue revient sur la démonstration des 
résultats fondamentaux dus à M. Baire, et une troisième de 
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M. Borel, en laquelle l'auteur étudie la classification des fonc-
tions discontinues, proposée encore par M. Baire, et montre 
la fécondité de cette nouvelle notion en rappelant que ces 
classes contiennent bien chacune effectivement une infinité 
de fonctions définies dans la classe n par une série de poly-
nomes A. BUHL (Montpellier). 

certificats m mécanique. 

Grenoble. 

E P R E U V E ÉCRITE. — Une plaque P circulaire, infiniment 
mince, homogène, est mobile autour de son centre 0 qui 
est fixe. 

Une sphère homogène S, de centre G, est percée suivant 
un diamètre par un canal de section infiniment petite. 

Un axe fixe OZ, issu de O, traverse ce canal : S peut 
donc tourner autour de OZ, et glisser le long de cet axe. 
De plus S est assujettie à rester en contact avec le plan 
de P . 

Les seules forces agissant sur le système proviennent 
des liaisons; il n'y a pas de frottement. P et S ont même 
masse m et même rayon a. 

i° Former les équations déterminant le mouvement du 
système. 

2° En appelant OZT Vaxe normal à la plaque dirigé 
du côté de S, étudier comment varie, au cours du mou-
vement, Vangle 6 des axes OZ et OZJ. On supposera qu'à 

l'instant initial on ait sin6 ^ o, et ^ = o. 1 dt 
3° Comment doit-oa choisir les autres données initiales 

pour que G demeure immobile ; que sont alors les réactions? 

É P R E U V E PRATIQUE. — Un solide pesant S de masse m est 
limité par un ellipsoïde dont les axes sont ib, 2c; on 
suppose a > b > c. 

On fixe, sur une même horizontale A, les sommets A, B 
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correspondant respectivement à l'axe majeur et à l'axe 
moyen. 

Calculer le moment d'inertie de S relativement à A et 
la longueur du pendule simple synchrone du pendule 
composé ainsi constitué. 

On imprime à S, supposé immobile dans la position 
d'équilibre stable, une percussion mv dirigée suivant 
l'axe mineur de l'ellipsoïde : déterminer v de façon que 
l'angle d'écart maximum que peut faire S avec sa posi-
tion initiale ait une valeur donnée 6 0 . Calculer la vitesse 
de rotation de S immédiatement après la percussion. 

Applications numériques (unités G.G. S . ) : m = 3oog; 
a = 4cm, b = 3cm, c = 2cm; 6 0 = 6o°; g = 98icm. 

(Juillet 1904.) 

É P R E U V E ÉCRITE. — Deux points matériels M , M ' de même 
masse m se meuvent respectivement dans deux plans P, P' 
parallèles entre eux et parfaitement polis. Ces points 
agissent l'un sur l'autre, leur action mutuelle est une fonc-
tion connue de leur distance. Déterminer le mouvement 
des deux points. 

Etudier ce mouvement dans le cas particulier où l'action 
mutuelle est une attraction inversement proportionnelle 
au cube de la distance, les vitesses initiales des deux points 
étant perpendiculaires à la droite qui les joint, égales en 
grandeur, mais de directions opposées. 

Soient Gx, Gy, Gz des axes rectangulaires de directions 
fixes menés par le centre de gravité G, le planxGy étant 
parallèle à P ; soit MJ la projection de M sur xG y. 

On déterminera la position des points : 
1" Par celle du centre de gravité; 

Par les coordonnées polaires r, 6 de Mi, Gx étant 
l'axe polaire. 

Appeler 2 a la distance des plans P, P'. 
On suppose que la valeur absolue de l'attraction, dans 

la deuxième partie du problème, est Smk2, lorsque les 
deux points sont à l'unité de distance. 

* SOLUTION. 

A l'aide du théorème des quantités de mouvement proje-
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tées, on montre que G se meut d'un mouvement rectiligne et 
uniforme. Les axes G x y z sont animés d'un mouvement de 
translation uniforme, les équations du mouvement, rapporté à 
ces axes, sont les mêmes que si ces axes étaient fixes. Le théo-
rème des moments par rapport à l'axe Gz et celui des forces 
vives donnent deux intégrales premières permettant d'expri-
mer le temps t et l'angle 8 en fonction de r par des intégrales 
définies. 

Dans la seconde partie du problème, la discussion demandée 
revient à celle d'un trinôme bicarré en r dont on connaît 
déjà deux racines, r 0 et — r Q étant la valeur initiale de r . 

E P R E U V E PRATIQUE. — Soit O xyz un trièdre trirectangle 
fixe, Oz étant vertical et dirigé vers le haut. 

Un solide pesant S peut tourner autour de O z et glisser 
le long de cet axe. De plus, un point A de S doit rester à 
une distance constante d'un point fixe B. Ces liaisons sont 
sans frottement. 

S atteint une position d'équilibre stable lorsque son 
centre de gravité est aussi bas que le permettent les liai-
sons. On admet que Ox passe par la position correspon-
dante de A. Le point B est situé dans le plan zOx, ses 
coordonnées sont x = 6, y — o, z = h. On désigne par a 
la distance constante de A à Oz, par m la masse de S, 
par I son moment d'inertie relativement à Oz : 

i° On fait tourner S d'unangle 8 autour de Oz (à par-
tir de la position d'équilibre). Évaluer le glissement cor-
respondant, c'est-à-dire la cote z du point A après la 
rotation ; 

2° Pour maintenir S en équilibre dans cette position, 
on fait agir sur lui un couple dont l'axe est parallèle 
à Oz. Calculer le moment JJL de ce couple; 

3° Trouver la durée T des oscillations infiniment petites 
du solide autour de {a position d'équilibre stable. 

Application numérique (20 et 3°) : 

a = icm, b = 3cm, h = 3ocm. L'angle 8 est de 3o'. S est un 
cercle homogène de icm de rayon, de masse égale à oe,i ; 
enfin Oz est un diamètre de S. L'accélération de la pe-
santeur g, en unités G.G.S., est 981. 
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SOLUTION. 

La première partie du problème précédent n'offre aucune, 
difficulté; la seconde se traite à l'aide du principe des vitesses 
virtuelles, la troisième par la méthode classique. 

Voir, à ce sujet, la théorie de la balance bifilaire, dans les 
Leçons sur l'Electricité et le Magnétisme ( t . II), de 
MM. Mascart et Joubert. (Novembre 1904.) 

É P R E U V E ÉCRITE. — I . Application du théorème de Co-
riolis aux mouvements relatifs à la surface de la Terre, 
eu égard à la rotation de la Terre. 

II. Mouvement apparent du pendule sphérique. Cas par• 
ticulier de l'expérience de Foucault. 

É P R E U V E PRATIQUE. — I . Un trièdre O x y z est animé d'un 

mouvement quelconque. Un point matériel lancé à l'in-
stant t d'une position M avec une vitesse relative V décri-
rait, sous l'action d'un certain milieu, une trajectoire 
apparente Gj et, sous l'action d'un autre milieu, une tra-
jectoire apparente C2, Ci et C2 étant tangentes à Y en M. 
Soient Mt et M2 les positions qu'aurait occupées dans les 
deux cas le mobile à l'instant t ht. Calculer la limite 

du vecteur <ï> = quand A t tend vers zéro, et démon-
A t* 

trer que ce vecteur est indépendant du mouvement des axes 
de coordonnées. 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. V. (Mars igrô.) 9 
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II. Un disque circulaire homogène infiniment mince de 

masse m et de rayon H se meut dans son plan. A un ins-
tant donné, le centre instantané de rotation est un point A 
de la circonférence du disque. 

Brusquement, par une percussion, on fixe un point B de 
la circonférence tel que l'arc AB soit le tiers de la circon-

férence. On demande le nouveau régime des vitesses des 
points du disque après cette percussion. 

(Novembre 1904.) 

Marseille. 

E P R E U V E ÉCRITE. — Dans un plan vertical, on donne une 
droite fixe Ox inclinée d'un angle a sur l'horizontale. 

Sur cette droite glisse sans frottement une plaque ABC 
dont le bord supérieur AB est horizontal, et dont le 
bord AG s'appuie sur Ox. 

Le point'A est relié au point fixe O par un fil élastique 
dont on néglige la masse et qui s'allonge proportionnel-
lement à la tension. Il doublerait de longueur sous l'ac-
tion d'un poids égal à celui de la plaque. 

Sur le bord AB de la plaque est placé un point E pesant 
dont le poids est égal à celui de la plaque. Ce poids peut 
glisser sans frottement sur AB. 

Etudier le mouvement de ce système en supposant que 
les vitesses initiales sont nulles et que le fil OA a primiti-
vement sa longueur naturelle. 

Si le bord AB de la plaque était dépoli, que devrait 
être le coefficient de frottement pour que le point E ne 
glisse pas sur AB? 
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SOLUTION. 

Le point E décrit une verticale. Soit N la pression de la 
plaque sur le point E, soit OA = x, soient m la masse de la 
plaque et a la longueur primitive du fil, on a en projection 
sur O x 

m —j— = mg sin a -f- N sin a — mg , 

et en projection verticale 

dïx m —— sin a = mg — N. dt2 ° 
On tire de là 

d^x g -\x — a( i -h 2 sin a)] = o. 
dt2 (i -+- sin*a)a 

D'où, en tenant compte des valeurs initiales, 

x — a(\-\- 2 sina) — ia sin2a cos ( i / — ? . a • t 
\y a( i -H sin2a) 

on a un mouvement oscillatoire. 
S'il y a frottement et si E est fixe sur la plaque, le point et 

la plaque ne font qu'un corps et l'on a 

d2x . x — a 

ce qui détermine x . 

L'équilibre relatif de E s'obtient en ajoutant la force d'en-

traînement dont la projection m ^ ^ c o s a doit faire équilibre 
au frottement N / . On trouve N comme plus haut, et N / s ' e x -
prime en fonction de x. Il faut que f soit au moins égal au 
maximum de la valeur trouvée. 

E P R E U V E PRATIQUE. — En deux points fixes A et G situés 
sur une même verticale sont articulées des tiges AB, 
CB, CD. 
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En B et D sont articulées des tiges BD, BE, DE. 
Les deux dernières sont articulées en E. 
La figure ABGD est un carré, la figure BDE est un 

triangle équilatèral. 

En E on suspend un poids P de ioookg, trouver les ten-
sions des tiges. 

On calculera et Von graphiquera. 
(Novembre 1904.) 

Nancy. 

E P R E U V E É C R I T E . — Soit S un solide rigide formé par un 
cône homogène de hauteur h — 8ocm égale au diamètre de 
»a base, et par une demi-sphère homogène limitée à cette 
base, la densité de la demi-sphère étant la moitié de celle 
du cône. 

Le sommet 0 du cône étant supposé fixe, combien 
faut-il imprimer de tours par seconde à l'axe du solide S 
placé horizontalement pour que la nutation, dans le 
mouvement de ce solide abandonné à l'action de son 
poids, ait une amplitude de 3o°? Quelle est alors la pé-
riode de la nutation? Quelle est la vitesse de précession 
au commencement et à la fin de chaque période? Quelle 
est la forme de la courbe décrite par la projection du 
centre de gravité du solide S passant par O? 

(Juillet 1 9 0 4 . ) 

ËPRICUVE É C R I T E . — Un point matériel pesant est assu-
jetti. ci ne pas quitter la circonférence dfun cercle verti-
cal, de rayon égal à 3m,5o, qui tourne d'un mouvement 
uniforme autour de son diamètre vertical z' O z en faisant 
32 tours par minute. 
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On abandonne le point matériel à midi, sans vitesse 

initiale, en un point donné A0 du cercle vertical; soit 80 

l'angle que fait le rayon OA0 avec la nadirale Oz. Étu-
dier le mouvement du point matériel pour toutes les 
valeurs de 60 comprises entre j5° et 76°. Calculer en parti-
culier la position qu'il occupe à 6h du soir. 

(Novembre 1904.) 

Paris. 

É P R E U V E ÉCRITE. — Un cerceau C homogène et pesant 
glisse sans frottement dans un plan vertical xO y sur une 
droite fixe Ox, inclinée de 45° sur la verticale. A l'inté-
rieur de G glisse sans frottement un autre cerceau T, 
homogène, pesant et de même masse que le premier, mais 
de rayon deux fois moindre. 

i° Etudier le mouvement du système abandonné sans 
vitesse dans le plan vertical xOy, en une position où les 
points de contact de G avec Ox et avec Y coïncident. Cal-
culer les réactions de G sur Ox et sur Y. 

2° Traiter la même question en supposant que T, au 
lieu de glisser sans frottement, engrène sur C de manière 
à rouler sans glisser. 

É P R E U V E PRATIQUE. — Un ellipsoïde de révolution, dont 
l'axe de révolution est vertical et a une longueur de 4ocm, 
et dont l'équateur a un rayon'de iocm, renferme une 
masse gazeuse de iog, pesante et en équilibre isotherme. 
On admet que, en chaque point, la densité du gaz est 
égale à la pression mesurée en unités G.G.S. 

Démontrer que les pressions exercées par le gaz sur les 
parois (supposés solides) du demi-ellipsoïde situé au-des-
sous du plan de Vêquateur ont une résultante unique et 
calculer cette résultante unique en dynes. L'accéléra-
tion g de la pesanteur sera prise égale à 980. 

(Octobre 1904.) 

Poitiers. 

É P R E U V E ÉCRITE. — I . Deux cotés d'un triangle glissent 
sur deux circonférences fixes; montrer que le troisième 
coté enveloppe également une circonférence. 



( '34 ) 
• / II. Une barre homogène pesante dont une extrémité 
s'appuie et peut glisser sans frottement sur un plan 
incliné est abandonnée, SANS VITESSE INITIALE, à l'action de 

la pesanteur ; étudier son mouvement. Réaction du plan. 
Notations : 

a, angle aigu du plan incliné avec l'horizon ; on défi-
nira la position de la barre en donnant les coor-
données (¿r, y) de Vextrémité A qui appartient au plan 
incliné, l'angle cp que fait AB avec sa projection A b sur 
ce plan et l'angle w de Ab avec la ligne de plus grande 
pente du plan dirigé vers le bas ; 

ïl, longueur de la barre; 
m, sa masse; 
Ox, horizontale du plan; 
Oy, ligne de plus grande pente dirigée vers le bas; 
0,3, normale au plan vers le haut (trièdre direct). 

EPRHUVE PRATIQUE. — Déterminer l'ellipsoïde principal 
d'inertie qui correspond à un tétraèdre homogène. Mo-
ments principaux. ( P R O B L È M E AUXILIAIRE : En décomposant 
le tétraèdre en volumes élémentaires par des plans paral-
lèles à l'une des faces, on calculera le moment d'inertie 
du tétraèdre par rapport à un plan quelconque passant 
par le quatrième sommet.) ( J u i l l e t 1 9 0 4 . ) 

E P R E U V E ÉCRITE. — I . Une porte rectangulaire homogène 
est fixée par deux gonds ci un axe faisant un angle a 
avec la verticale ; on lui fait faire un angle ¡3 avec le 
plan vertical passant par l'axe et on l'abandonne à elle-



( i35 ) 
même. Trouver le mouvement et les pressions sur les gonds. 
Oscillations infiniment petites, leur période. 

II. On considère une figure plane invariable F , mobile 
dans un plan et un point fixe A de ce plan, Quel est le 
lieu des points M de la figure F pour lesquels le rayon 
vecteur A M balaie dans un temps déterminé (¿0) ¿1) une 
aire donnée ? 

É P R E U V E PRATIQUE. — Un pendule simple oscille dans un 
milieu raréfié; la résistance très petite comprend un 
terme proportionnel à la vitesse et un terme propor-
tionnel au carré de la vitesse. On demande Vexpression 
approchée du mouvement dans une oscillation complète 
{montéey descente) en supposant que ces deux termes sont 
des infiniment petits du premier ordre ainsi que l'am-
plitude de l'oscillation. 

NOTA. — Pousser l'approximation jusqu'au troisième 
ordre. (Novembre 1904.) 

Toulouse. 

É P R E U V E ÉCRITE. — I . Un cercle non homogène, pesant, 
situé dans un plan vertical, peut rouler sur une droite 
horizontale de ce plan, assez rugueuse pour empêcher tout 
glissement. 

Trouver le mouvement du cercle. 
Calculer les composantes de la réaction de la droite. 

II. Deux points matériels non pesants, de masses égales, 
sont mobiles sans frottement sur une circonférence fixe et 
se repoussent proportionnellement à la distance. Trouver 
leur mouvement. 

É P R E U V E PRATIQUE. — Un parallélépipède rectangle, ho-
mogène, pesant, est mobile autour de sa plus petite arête 
supposée horizontale et fixe. 

Les longueurs des trois arêtes sont respectivement 

o m , 8 , o m , 6 , o m , 2 . 
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Calculer, à yôVô de seconde près, la durée d'oscillation 

de ce pendule dans le vide. 
L'accélération de la pesanteur est de 9 m , 8 i par seconde. 

(Novembre 1904.) 

certificats de mathématiques preparatoires 

aux sciences physiques et industrielles. 

Toulouse. 

É P R E U V E ÉCRITE. — Un tambour léger de O M , 2 5 de rayon 
est monté sur un axe horizontal qui peut tourner libre-
ment sur lui-même. 

Sur ce tambour est enroulé un fit inextensible dont l'une 
des extrémités A' est attachée au tambour. Un poids de 

m 
1 

a 

20kg est fixé à Vextrémité B d'un bras rigide B'B de om, 5o 
de longueur monté d'équerre sur l'axe horizontal et fai-
sant corps avec lui. 

On néglige le poids du tambour, du fil et du bras. 
i° Etudier les petites oscillations du système quand on 

accroche, sans choc, à l'extrémité libre A du fil un très 
petit poids a. 

\20 Déterminer les positions d'équilibre du système, en 
supposant que le poids accroché en A soit quelconque et 
non plus très petit. Condition de possibilité de l'équi-
libre. 

3° Démontrer qu'il existe une valeur a du poids a pour 
laquelle le système, lâché sans choc, tend, sans osciller, 
vers l'une des positions d'équilibre. Trouver à près 
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l'angle, avec la verticale inférieure, du bras B ' B dans 
cette position d'équilibre. 

4° Montrer qu'en accrochant sans choc en A un poids 2a 
le système prendra un mouvement continu de rotation et 
déterminer les vitesses angulaires successives à chaque pas-
sage du bras B ' B par la verticale inférieure. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — On a donné à une certaine variable x 
les valeurs successives 

o, 1, 2 , 3, 4, 5, 

et l'on a obtenu, pour une fonction y de cette variable, les 
valeurs correspondantes 

' o, io3, 252, 439, 668, 932. 

i° Vérifier, par Vexamen des différences, que la fonc-
tion y peut être convenablement représentée par la for-
mule 

y = ax bx2. 

2 0 Tirer le parti le plus avantageux des observations ci-
dessus pour la détermination des constantes a et b. 

(Novembre 1904.) 

Lille. 

É P R E U V E ÉCRITE. — Etant donnés deux axes rectangu-
laires Ox, O y, on considère la courbe (F) représentée par 
l'équation 

x3 = a y2, 

a désignant une constante. 
i° Indiquer le nombre des normales que Von peut me-

ner à la courbe d'un point de Ox. 
2 ° M désignant un point de la courbe et M ' le point sy-

métrique par rapport à Ox, trouver le lieu du point d'in-
tersection de la tangente en M avec le rayon vecteur O M ' 
quand M décrit ( T ) . 

3° Calculer l'aire comprise entre l'arc O M de la 
courbe (T) et la corde O M , ainsi que les volumes ( V ) 
et (W) engendrés par la rotation de cette aire respective-
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ment autour de Ox et de Oy\ déterminer le point M de 
telle sorte que (V) et ( W ) soient égaux. 

4° Le volume (V) étant supposé rempli d'une matière 

pesante dont la densité en chaque point est ——— » 

{JL représentant une constante, calculer la masse totale 
renfermée à Vintérieur de ce volume. 

5(> Trouver les trajectoires orthogonales de la famille 
des courbes engendrée par (T) quand le paramètre a 
varie. 

É P R E U V E PRATIQUE. — I . Théorème des moments des quan-
tités de mouvements. Equation du mouvement d'un solide 
mobile sans frottement autour d'un axe fixe. 

II. Deux pendules simples AO et A'O' sont disposés de 
manière qu'au repos les deux très petites masses O et 0\ 

supposées sphériques, soient tangentes, et que leur ligne 
des centres 0 0 ' soit horizontale. On écarte le pendule O'A' 
de manière à le placer horizontalement en A'OJ, dans le 
plan A'AO, puis on l'abandonne à lui-même sans vitesse 
initiale. Il se produit alors un choc, après lequel les deux 
sphères O et O' s'élèvent à des hauteurs h et h' au-dessus 
de l'horizontale 0 0 ' . On demande de calculer ces deux 
hauteurs h et h\ en supposant que les deux sphères 0 et 0' 
soient parfaitement élastiques. 

Données : la longueur du pendule A'O' est de im,2o; les 
poids des sphères O et 0' sont respectivement de og,2J 
et og , i5. (Novembre 1904.) 

A A " O 0 

oV2S 

i m »5 

o9ri5 
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Paris. 

É P R E U V E ÉCRITE. — I . Etant donnée la chainette 

y-

(a constante positive) qui coupe Vaxe Oy au point A, on 
prend sur cette courbe un point M, d'abscisse x et Von 
abaisse de ce point la perpendiculaire MP sur Ox \ puis 
on fait tourner la figure autour de l'axe Ox. 

Calculer : 
i° Le volume engendré par l'aire OAMP; 
•2° L'aire engendrée par l'arc AM. 

II. L'expression 

ix(\ — ey) , ey , 

( . + »»)» T+x* y 

est-elle une différentielle totale? 
En supposant que x et y désignent les coordonnées rec-

tangulaires d'un point du plan, calculer Vintégraie 

/ ix{i — ey) , ey 
— —- dx H ay (i-+-^2)2 î —f- x J 

le long d'une courbe allant du point x = o, y — o au point 
x = 2, y = 4. 

III. Intégrer l'équation différentielle 

d'2 y dy 

où k est une constante donnée. 
Quelles sont les différentes formes de Vintégrale géné-

rale suivant les valeurs de /c? 
Examiner en particulier les cas 
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É P R E U V E PRATIQUE. — I . Un point pesant M est attiré par 

un point fixe A proportionnellement à la distance. Quand 
le point M est placé en O à une distance AO = a au-des-
sous du point A, Vattraction de A sur le point M est égale 
et opposée au poids du point. 

Trouver le mouvement du point M, en supposant qu'il 
soit abandonné sans vitesse au point A. Quelle est la durée 
de l'oscillation du point M? Quelle est sa vitesse quand il 
arrive en O? 

APPLICATION NUMÉRIQUE. — En employant le système C . G . S . , 

on suppose 

a = iocm, g = 980. 

II. Calculer les intégrales définies 7C 

/
t a n g k x d x , I x2 ex dx 

a 0,01 pres. (Octobre 1904.) 

solutions de questions proposées. 

1929. 
(1902, p. 2S8.) 

Etant donnés deux points fixes F, A et une droite A : 
i° On considère les paraboles de foyer F qui passent 

par A. Lieu des pôles des droites qui joignent A aux points 
où ces paraboles coupent A. 
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2° On considère les cercles passant par F et tangents 

à A. Enveloppe des droites qui joignent les points de con-
tact de A aux points de contact des tangentes issues de A. 

{Alpha.) 

SOLUTION 

P a r M . A . - H . COUVEBT. 

I. Prenons pour axes de coordonnées AF et la perpendicu-
laire à cette droite menée par A ; soit AF = a. 

La directrice d'une des paraboles considérées sera tangente 
au cercle de centre A et de rayon a ; ce sera donc 

x cosô - h y sinô — a — o, 

et la parabole II aura pour équation 

(x — a)~-hy~ = ( x cos6 -4-y sin8 — a) 2 

ou 
( x sin8 — y cos8) 2 -h 2 a ( c o s 8 — i)x H- ia sin8y = o. 

Soient y = tx une droite AM et y = mx -h n la droite A. 
Exprimons que ces deux droites se coupent sur II. Leur point 
de rencontre est 

n nt 
x — y y— t — m t — m 

En écrivant que ce point est sur II, nous obtenons 

(1) n(sin8 — t cos8)2-t- s a ( c o s 8 — i -h t sin8 ) (t — m) = o. 

Le pôle de AM est à la rencontre de la tangente à II en A et 
du diamètre correspondant à la direction t. 

Ces deux droites ont respectivement pour équation 

8 
(2) y = tang-x, 

(x sin8 — y cos8) (sin8 — t cos8) 

-h a (cos8 -f- t sin8 — i) = o. 

Le lieu cherché s'obtiendra en éliminant 0 et í entre les 
équations (i), (2) , (3 ) . La relation (r) peut s'écrire, en tenant 
compte de (3) , 

( O /i(sin8 — t cos8) — %{x cos8 — y sin8) (t — m) = o. 
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De (2) , on tire 

sin 8 = cosO ; x* -h y* 

Les relations (1') et ( 3 ) deviennent 

n\-ixy— t(x2 — y2)] — iy{x2-\-y2){t — m) = o 
et 

y[ixy— t(x2—y1)] -h ia{txy —y2) = o, 

ou bien 

mxy -t- 1 my(x2 -+• y2) — [n{x2 — y2) -h iy(x2-+- y2)] t = o, 
ixy — lay — ( u2—y2— 2 ax)t = o. 

Le lieu cherché est donc 

(x2— y2— 2ax) [nx -+- m{x2-5ry2)] 

— (x — a)[n(x2 —y2)-hiy(x2-+-y2)] = 0 
ou 

(x2-\-y2) (mx2— ixy — m y2— 2 amx -h 2 ay — an) — o. 

C'est donc l'hyperbole équilatère 

m(x2—y2) — ixy — 2amx -h lay — an = o. 

II. Pour traiter la seconde partie, je prends comme axes la 

y 

droite A et FO perpendiculaire à A. Le centre w d'une des 
circonférences T décrit une parabole de foyer F et de direc-
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trice A; ses coordonnées sont donc, en posant FO = d, 

P2 + dï 
•xd 

et p. 

Les coordonnées d'un point G de T sont 

__ pM-d* 
X — ^ — ( i - b c o s 8 ) , 

y = i + B î r i n e = 
1 2a id 

et la tangente en G a pour équation 

x cos8 ~hy sinG = X cos8 -h Y sin G 
__ P2) (i -+- cos8) -h sin6 

xd 

J'exprime qu'elle passe au point A(jo, q) : 

xd{p cosG-f- q sin6) = (¿/2-f- P2) (i + cosG) -h 2^psinÔ 

6 
ou, en posant t a n g - = 

( 4 ) $*-+-dpt*-+-id$t — '2dqt-{-dz—pd = o. 

La droite BG a pour équation 

8 y — p = i F t a n g - ou y—tx — p = o. 

La relation ( 4 ) entre les paramètres p et t montre que cette 
droite enveloppe une conique. L'équation ponctuelle de cette 
conique s'obtient aisément. C'est 

(d — p) — iqxy 
4- id(p — d)x H- %dqy -+- d( pd — p2— q*) = o, 

hyperbole équilatère. 

Remarque. — On aurait pu se dispenser de chercher l'en-
veloppe de BG par le calcul. Transformons, en effet, la figure 
par polaires réciproques en prenant pour cercle directeur le 
cercle de centre F et de rayon FO. 
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La polaire réciproque de la circonférence co est une para-

bole II de foyer F passant en O, pôle de A. Au point fixe A 
correspond une certaine droite At fixe. La polaire de B passe 
en O; c'est la tangente en O à II. 

A la droite AG correspond un point I de II situé à l'inter-
section de At avec la polaire de C; mais cette polaire est la 
tangente à 11 en ce point. Le pôle de BG est donc à l'intersec-
tion U des tangentes à II en O et en I, ce dernier point étant 
un de ceux où II rencontre Aj. La recherche de l'enveloppe 
de BG revient donc à la recherche du lieu de U qui fait l'objet 
de la première partie de ce problème. 

questions. 

2011. Sur la normale au point m d'une ellipse de centre o, 
et extérieurement à cette courbe, on porte le segment nip 
égal au demi-diamètre conjugué de celui qui aboutit en m. 

Démontrer que les droites pm, po sont également inclinées 
sur les tangentes à l'ellipse issues de p. (MANNHEIM.) 

2012. Le polyèdre homogène à un seul côté de Möbius 
a six sommets pentaèdres A, B, G, D, E, F , et dix faces 
triangulaires, 

BGD, GDE, DEF, E F B , FBG, 

ABD, ADF, AFC, AGE, AEB, 

en mettant par exemple en évidence l'angle pentaèdre en A. 
La quadrique qui touche les plans des faces autres que EFD, 
et celle qui touche les plans des faces autres que E F B , ont 
leurs points de contact avec le plan ADB en ligne droite avec A, 
puisqu'elles touchent cinq mêmes plans issus de A; démontrer 
que le conjugué harmonique de A par rapport à ces points de 
contact est sur DB. (On peut remplacer A par G.) 

( G . F O N T E N É . ) 
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[Ll 1 a] 
sur la théorie des coliques; 

PAR M. HADAMARD. 

\ . Les propriétés fondamentales, telles que les consi-
dère la Géométrie élémentaire, se divisent en deux 
catégories très distinctes. Les unes sont focales, les 
autres projectives. 

Le passage des unes aux autres me paraît laisser 
encore à désirer sous le rapport de la simplicité. 

Pour passer, par exemple, de la définition focale de 
l'ellipse à celle-ci : « l'ellipse est la projection orthogo-
nale d'un cercle », l'élégante démonstration de Cour-
celles ne laisse pas d'être assez artificielle et de faire 
apparaître ces deux définitions comme assez éloignées 
1 une de l'autre. Le théorème de Dandelin appliqué au 
cylindre conduit, il est vrai, à la même conclusion 
d'une manière assez intuitive. Encore peut-on désirer 
une démonstration directe et déduite de considéra-
tions de Géométrie plane : « l'ellipse est un cercle 
dont les ordonnées ont été réduites dans un rapport 
constant ». 

Gomme on va le voir, il suffit, pour arriver à ce 
résultat, de considérer les tangentes à la courbe et non 
plus les points. 

Al ors, en effet, on a immédiatement ce théo-
rème : 

Si deux tangentes menées, l'une à l'ellipse, Vautre 
Ann. de Mathémat., 4* série, t. V. (Avril igo5.) io 
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au cercle principal, se coupent (ercT) sur V axe focal, 
le rapport des segments il, il* ( fig. i) qit elles inter-

A F 

ceptent sur une ordonnée quelconque est constant et 
. i , b égal a — a 

Soient, en effet, JJL, JJL7 les projections des foyers F , 
F' sur la tangente à l'ellipse, c'est-à-dire les intersec-
tions de cette tangente avec le cercle principal. On a, 
par des triangles semblables évidents, 

712 _ F~jl _ 62 
'2 rp rp f rn m / ¿J 1 (U . 1 ¡À 1 ¡JL . 1 [JL 

Mais, si M, est le point de contact de la tangente au 
cercle, on a de même 

72 

d'où, par division, 

puisqi 

j'h = 

7T2 TM 2̂ 

il b2 
— ~ — — y 

a2 
¿h 

T>.T> ' '= TM^2. 

Si maintenant on considère deux tangentes à l'ellipse 
et que, par les points T , T ' où elles coupent l'axe focal, 
on mène des tangentes au cercle principal, inclinées 
sur l'axe respectivement dans le même sens que les 
tangentes données, la droite qui joint le point de J'en-
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contre des deux tangentes au cercle à celui des tan-
gentes à Vellipse, est perpendiculaire au grand axe. 

Car si, par le point I (fig. 2 ) où se coupent les tan-

F i g . 2 . 

ments i l , iV interceptés sur elle par les tangentes à 
l'ellipse seront tous deux égaux à ^ • ¿L ; et, comme ils 
sont de même sens, leurs extrémités coïncident. 

Passant à la limite, on voit bien que : 

i° Deux points pris, Vun sur Vellipse, Vautre sur 
le cercle et tels que les tangentes en ces points se 
coupent sur Vaxe, ont même abscisse; 

20 Leurs ordonnées sont dans le rapport constant^-

C'est la démonstration demandée. 

2 . Rien n'empêcherait d'ailleurs de présenter ce 
même raisonnement si l'on voulait partir de la défini-
tion de l'ellipse comme figure homographique d'un 
cercle. Il serait alors acquis que les tangentes aux points 
correspondants se coupent sur l'axe et ont leurs coeffi-
cients angulaires dans le rapport^; on aurait succes-
sivement les conséquences suivantes : 

Le produit des perpendiculaires menées à une tan-
gente à l'ellipse par les points P., ¡JL' OU elle coupe le 
cercle, et limitées à leurs intersections F , F ' avec 
l'axe, est constant et égal à b'2~ 
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Les points F , F' sont symétriques par rapport au 

centre O de la courbe. 

Ils sont fixes (la puissance de chacun d'eux par rap-
port au cercle étant égale à b2). 

On retomberait donc sur l'ellipse, définie comme 
podaire négative d'un cercle par rapport à uu point 
intérieur. 

La seule question nouvelle à résoudre serait la 
recherche du point de contact M de la tangente ainsi 
obtenue. La méthode employée à cet effet dans la 
théorie des podaires négatives montre immédiatement 
que la droite O ¡JL passe par le milieu de MF et que, par 
conséquent, cette dernière droite est parallèle à O ^ . 

Si l'on voulait partir uniquement du fait que le 
point M est sur la même ordonnée que M4 , la même 
conclusion (<) ressortirait aisément de triangles sem-
blables déduits de l'égalité 

TO.Tm = T>.T>', 

m étant la projection de M sur l'axe (fig- 1). 
La conclusion en question entraine d'ailleurs immé-

diatement la définition focale ordinaire de l'ellipse. 

3 . L'hyperbole possède, elle aussi, une propriété 
manifestement destinée à jouer dans sa théorie le même 
rôle que les propriétés précédentes dans la théorie de 
l'ellipse. C'est le théorème si simple : 

L'aire du parallélogramme qui a un sommet en 
un point d'une hyperbole et deux côtés suivant les 
asymptotes, est constante. 

Cette proposition est de celles qui ont leur place mar-

(*) Cette conclusion est immédiate*si l'on considère comme 
connue la théorie des pâles et polaires dans ce cercle. 
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quée dans tout enseignement géométrique des coniques. 
Elle n'y a pourtant pas figuré jusqu'ici. La raison en est 
dans l'absence de démonstration élémentaire. On n'éta-
blit habituellement le théorème dont il s'agit que par des 
calculs de Géométrie analytique plus ou moins déguisés. 

On arrive au contraire à une démonstration géomé-
trique simple (qui pourra sans doute être simplifiée 
encore) en faisant, pour l'hyperbole comme pour l'el-
lipse, ce qui est fait classiquement pour la parabole, 
et s'adressant aux tangentes de la courbe. 

11 suffit de partir du théorème de Poncelet sur les 
rayons vecteurs qui vont d'un foyer aux points de con-
tact de deux tangentes et à leur point d'intersection. 
Ce théorème s'applique aux asymptotes, les rayons 
vecteurs des points de contact étant remplacés par les 
parallèles F x , F x f ( J i g . 3) , menées de F aux direc-

Fig. 3. 

tions asymptotiques. Il est alors facile d'établir que : 

Le point de contact M d'une tangente à Vhyper-
bole divise en deux parties égales le segment IF 
intercepté sur cette tangente par les asymptotes. 
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Car si L, U sont les points ou les asymptotes sont 

coupées par le rayon vecteur FM, il résulte du théo-
rème cité que les triangles F L I , F L ' F (fig. 3 ) sont 
isoscèles. Chacun d'eux a donc ses hauteurs égales et, 
comme les hauteurs FH, F fF , issues de F , sont égales 
entre elles, il en est de même des deux autres hau-
teurs IK, l/K/, ce qui démontre évidemment le théo-
rème. 

Ceci prouvé, il suffi t d'établir que l'aire du triangle 0 1 F 
est constante ou, ce qui revient au même, que le pro-
duit 0 1 — O F est constant. 

Or ce produit est égal à O F , comme le montrent 
les triangles OFI , OFF, qui sont semblables comme 
équiangles. 

On peut aussi prouver directement que le triangle OIF 
est d'aire constante, en divisant ce triangle en deux 
triangles partiels par une parallèle 0[JL à FM. La somme 
des deux hauteurs est égale à 

IK-4- Î ' K ' = FH H- F H ' = 2b, 

et la base commune Op. est égale à a, le point p, 
n'étant autre que la projection de F ; sur la tangente. 

Là encore on pourrait aisément partir de la nouvelle 
définition pour retrouver la première. 

4 . Enfin l'étude des propriétés fondamentales des co-
niques a son aboutissement dans le théorème suivant : 

La perspective d'un cercle est une conique. 

Ce n'est pas trop s'avancer que de dire que l'on n'a 
pas une idée complète de ce que c'est qu'une conique 
si l'on n'a pas connaissance de ce théorème dans toute 
sa généralité, c'est-à-dire pour un point de vue et un 
plan du Tableau quelconques. 
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C'est ce qui a été compris dans le nouveau plan 

d'études : on y énonce (implicitement) le théorème 
dont nous parlons, mais à titre de postulat. 

J'avais précédemment essayé, dans mes Leçons de 
Géométrie, d'en donner une démonstration élémen-
taire. En voici une incomparablement plus simple : 

On commence par démontrer que la projection 
oblique d'une conique est une conique de même 
espèce. 

Pour l'hyperbole, c'est une conséquence immédiate 
de la définition aréolaire considérée plus haut. Pour 
l'ellipse, cela résulte aisément de ce quVZ existe une 
ellipse ayant deux demi-diamètres conjugués donnés 
en grandeur et position (ellipse qu'on apprend classi-
quement à construire). On l'obtient enfin pour la para-
bole, en considérant l'équation de cette courbe rap-
portée à un diamètre et à une tangente, ou encore en 
envisageant la parabole comme un cas limite d'ellipse 
ou d'hyperbole. 

Cela posé, soient P le plan d'un cercle dont on fait 
la perspective, S le point de vue, p le plan du Tableau, 
qui coupe le premier suivant une droite D ( f i i g . 4)« 

Soit S' un point situé sur l'axe du cercle donné. Si S ' 
était le point de vue, le théorème serait démontré, car 
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le cône qu'il faudrait couper par le plan p serait de 
révolution. 

Supposons, en outre, que la droite SS7 ne soit pas 
parallèle à p. 

M étant un point quelconque du cercle, m sa 
perspective sur p, menons, par la parallèle mm! 
à SS' , jusqu'à rencontre en mf avec S'M. Le point m' 
est dans un plan fixe. 

Pour l'établir, on mènera par m la perpendicu-
laire MN sur D, et on la prolongera jusqu'à rencontre 
en ç avec la parallèle menée par S à MN. On a 

mm! M m _ Nm 
"SS7" " MS~ ~ 

Or Ny est constant, car le point v décrit une droite D 
parallèle à D (la ligne de fuite). 

Donc mm' est proportionnel à Nm, d'où résulte 
que m! est dans un plan fixe p1 passant par D. 

Le lieu de m' est la perspective du cercle donné 
sur pf avec S7 comme point de vue, c'est-à-dire une 
conique. 

Or le lieu de m est la projection oblique du lieu 
de 111 . Le théorème est donc démontré. 

La démonstration serait en défaut si SS' était paral-
lèle au plan p. Mais il suffirait alors de passer par un 
point intermédiaire S", pour lequel cette par ticularité 
ne se présenterait pas. 

On remarquera que nous avons, du même coup, 
démontré que la perspective d'une conique quelconque 
est une conique. Il suffit, pour le voir, de prendre 
pour S' un point d'où l'on voit la conique donnée sous 
un cône de révolutiou. 
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[ R 4 a ] 
sur l'équilibre du corps solide; 

PAR M. A. TRESSE. 

Le nouveau programme de Mécanique de la classe 
de Mathématiques spéciales place au début de la 
Statique du corps solide l'étude des six conditions 
nécessaires d'équilibre, indépendantes des forces inté-
rieures, qui s'appliquent à tout système de points 
matériels, dëformable ou non. Il s'agit ensuite de 
démontrer que, pou/' les systèmes invariables, ces con-
ditions sont suffisantes. C'est cette démonstration que 
nous voulons établir ici par une méthode que nous 
croyojis nouvelle et qui met en évidence un cas d'ex-
ception intéressant, sinon curieux, celui des corps 
solides plans sans épaisseur. Auparavant, nous rap-
pellerons d'une façon sommaire comment on arrive 
aux conditions nécessaires en renvoyant sur ce point 
à un article, d'une inspiration très heureuse, de 
M. Grouilly, dans L'Enseignement mathématique (*) . 

1. Soit d'abord un seul point matériel, A, soumis à 
l'action simultanée de plusieurs forces; pour qu'il soit 
en équilibre, il faut et il suffit que la résultante de ces 
forces concourantes soit nulle, ce qui se traduit, en 
projetant sur trois axes, par trois conditions nécessaires 
et suffisantes : 

(1) S X = o, S Y = o, 2 Z = o. 

( M A . GOUILLY, Sur renseignement élémentaire de la Méca-
nique {VEnseignement mathématique, 1904, n° 1). 
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2. Soit ensuite un système quelconque de n points 

matériels. Sur ces divers points agissent des forces : les 
unes, forces extérieures, provenant de causes exté-
rieures au système, les autres, forces intérieures, pro-
venant des actions mutuelles s'exerçant entre tous ces 
points deux à deux, et soumises au principe de l'éga-
lité de l'action et de la réaction. 

Pour que le système soit en équilibre, il faut et il 
suffit que chacun des n points le soit, ce qui se traduit 
par un système de 3// équations de la forme (i) , équa-
tions que nous appellerons (a) , et qui donnent, pour 
l'équilibre du système, 3n conditions nécessaires et 
suffisantes. 

Ces équations dépendent des forces intérieures. Le 
principe de l'égalité de l'action et de la réaction permet 
d'en déduire six équations indépendantes des forces 
intérieures, lesquelles expriment donc des conditions 
nécessaires, mais non suffisantes, pour l'équilibre du 
système. Nous les appellerons (¡3); on les forme en 
égalant à zéro la somme algébrique des projections des 
forces extérieures sur chacun des trois axes de coordon-
nées, ainsi que la somme algébrique de leurs moments 
par rapport à chacun des mêmes axes. 

Rappelons enfin que ces six équations expriment 
que les vecteurs représentés par les forces extérieures 
forment un système équivalent à zéro, c'est-à-dire que 
la somme algébrique de leurs moments par rapport à 
un axe quelconque est nulle. 

3. Ceci posé, considérons un corps solide, ou sys-
tème invariable, ce que nous définirons, au point de 
vue mécanique, comme un système de points matériels 
maintenus par les forces intérieures à des distances 
invariables les uns des autres, ces forces intérieures 
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pouvant, d'ailleurs, avoir des intensités et des sens 
quelconques. 

Nous voulons démontrer que les équations (¡3) 
expriment des conditions suffisantes pour l'équilibre 
d'un pareil système, ce qui veut dire : 

T H É O R È M E . — Les forces extérieures vérifiant les 
six conditions (¡î), il est possible de leur associer des 
forces intérieures, soumises au principe de Végalité 
de Vaction et de la réaction, de façon que les 3 n équa-
tions (a) soient aussi vérifiées, c'est-à-dire que chacun 
des n points du système invariable soit en équilibre. 

Nous désignerons par F/ la force extérieure appli-
quée au point Ai (i = i , 2, ...,/&), ou la résultante des 
forces extérieures appliquées à ce point quand il y en a 
plusieurs, cette force F/ étant nulle quand il n'y en a 
aucune, puis par f i j la force de liaison exercée par A y 
sur A/, force dirigée suivant la droite A/Ay, mais d'in-
tensité et de sens inconnus. 

4. Système de quatre points matériels non situés 
dans un même plan. — Considérons d'abord le cas 
particulier d'un système invariable de quatre points A4 , 
Aa, A3 , AJS, non situés dans un même plan. De chacun 
d'eux, Ai, partent trois arêtes du tétraèdre A< A2 A3 A4 ; 
ces arêtes n'étant pas dans un même plan, on peut 
regarder la force extérieure F,- comme la résultante de 
trois autres dirigées suivant ces trois arêtes; nous dési-
gnerons par F i j la composante portée sur l'arête A/Ay. 

En vertu des conditions (43), la somme des moments 
des forces F,- par rapport à une arête quelconque du 
tétraèdre est nulle; il en résulte que les deux forces F/y 
et F j i placées sur l'arête opposée sont égales et de sens 
contraires. 



( ' 5 6 ) 

Or, vérifier les 3 / z = i 2 équations ( à ) revient à 
trouver des forces intérieures maintenant en équilibre 
chacun des points A/. Ceci est possible d'une manière, 
et d'une seule, car A/ est sollicité par une force exté-
rieure donnée F/, et par trois forces intérieures données 
seulement en direction : on prendra pour //y une force 
égale et directement opposée à F /y. Mais alors, F/y et F y/ 
étant égales et de sens contraires, il en est de même 
à e f i j et f j i\ les équations (a) sont bien vérifiées avec 
des forces intérieures soumises au principe de l'égalité 
de l'action et de la réaction. c. Q. F. D. 

5. Système quelconque de points matériels non 
situés dans un même plan. — Pour arriver à la propo-
sition générale, nous pouvons alors la supposer établie 
dans Je cas de ( n — i) points quelconques A2 , . • • -, AW, 
et l'étendre au cas de n points A2 , . . . , Ani aucun 
des deux systèmes n'étant dans un même plan. 

Parmi les 3n équations (a), on satisfera d'abord aux 
trois équations qui concernent l'équilibre de A i eu 
choisissant les n — i forces intérieures fvl, ..., f{n, 
agissant sur ce point et de directions données, de façon 
que leur résultante soit égale et directement opposée à 
la force extérieure F 4 . Ceci est toujours possible, les 
n — i directions données, A j A 2 , A , A / M n'étant 
pas dans un même plan, et c'est possible d'une infinité 
de manières, chaque solution dépendant du choix de 
ji — i — 3 — n — 4 arbitraires. 

Reste à satisfaire au système (a') des 3 ( n — i) autres 
équations (a), système où figurent, d'une part, les 
forces extérieures données F 2 , . . . , F« et, d'autre part, 
les forces intérieures f 2 i , . . . , //H, déterminées par les 
conditions précédentes. On peut donc considérer toutes 
ces forces comme des forces extérieures agissant sur le 
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système invariable de ( n — i)points matériels A 2 , . . . , Aw. 
Or, par hypothèse, les forces F 4 , F 2 , . . . , Fn satisfont 
aux six équations ((3); dans chacune de ces équations, 
on peut remplacer la projection ou le moment de F* 
par une quantité égale, la somme des projections ou 
des moments des forces/*^, • • • 7/2/0 cela, en vertu de la 
façon dont 011 a choisi les forces opposées f{2, ..., f{n. 
Les six équations ((ï), ainsi transformées, expriment 
alors que l'ensemble des forces extérieures F 2 , . . . , F n j 

/21? fn\i appliquées au système invariable de 
(/z— 1) points A2, . . . , Aw, satisfait aux six équations 
analogues ([3'); la proposition étant admise pour un 
système de (n — 1) points, il est donc possible de dis-
poser des forces intérieures restant inconnues de façon 
que les 3 ( n — 1) équations (a ' ) soient vérifiées. 

c . Q. F. D. 

6. Degré d'indétermination de la solution. — Dési-
gnons par kn le nombre d'arbitraires dont on peut dis-
poser dans la détermination des forces intérieures pour 
un système de n points matériels. Nous avons trouvé, 
dans ce qui précède, 

= 0 et kn = n — 4 -t-

On en déduit 

Ce résultat est d'accord avec le nombre des équa-
tions (a) et (¡3). En effet, les 3 n équations distinctes (a) 
donnent six relations ( [J), indépendantes des forces inté-
rieures, et six seulement, sans quoi celles-ci ne seraient 
pas suffisantes; les forces intérieures, agissant entre 
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les n points deux à deux, tonnent donc — ~ — - gran-
deurs qui, liées par 3/z — 6 relations distinctes, dé-
pendent bien d'un nombre d'arbitraires égal à 

n(n — i) (n — 3)(n — 4) (on — 6 ) —
 : 

•1 2 

7. Cas d'exception : systèmes plans ; systèmes rec-
tilignes. — Notre raisonnement suppose essentielle-
ment que les points matériels du système invariable ne 
sont pas dans un même plan, ce qui exige, en particu-
lier, que leur nombre soit au moins égal à quatre. 

Il reste donc à étudier un système de points matériels 
tous placés dans un même plan. Or, pour un pareil 
système, la proposition est manifestement en défaut 
lorsque les forces extérieures ne sont pas toutes diri-
gées dans ce même plan, car, si la résultante F/ des 
forces extérieures appliquées en A/ n'est pas dans le 
plan du système, les forces intérieures qui agissent sur 
ce point, et qui doivent toutes être dirigées dans ce plan, 
ne pourront jamais, quelles que soient leurs intensités, 
maintenir A/ en équilibre. II peut d'ailleurs exister des 
forces extérieures satisfaisant aux conditions ((3) et 
non dirigées dans le plan du système : c'est le cas, 
par exemple, de quatre forces parallèles, d'intensités 
égales, tleux de même sens, appliquées à deux som-
mets opposés d'un parallélogramme, les deux autres de 
sens contraire, appliquées aux deux autres sommets. 

Lorsque, au contraire, les forces extérieures sont 
toutes dirigées dans le plan du système invariable, la 
proposition est encore exacte, sauf un cas d'exception, 
celui d'un système de points en ligne droite; on l'éta-
blira facilement par une analyse identique à celle que 
nous venons de développer, débutant par l'étude d'un 
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système de trois points, pour s'élever de là au cas 
général. 

Reste enfin le cas d'un système invariable de points 
tous en ligne droite. Ici encore, la proposition tombe 
en défaut si les forces extérieures ne sont pas toutes 
dirigées sur cette même droite, mais reste exacte clans 
le cas contraire. 

Observons, en revanche, que dans le cas d'un sys-
tème formé de trois points seulement, A 4 , A2 , A3 , mais 
non en ligne droite, les équations (¡3) entraînent comme 
conséquence que les trois forces F<, F 2 , F 3 sont dans 
le plan A< A2A3 : il en résulte, en effet, que le moment 
de F i ? par exemple, par rapport à la droite A2A3 , 
est nul. De même, dans le cas de deux points seule-
ment, A|, A 2 , il résulte des équations (¡3) que les 
forces F , , F 2 sont dirigées suivant la droite A 4 A 2 , la 
force F4 ayant un moment nul par rapport à toute 
droite issue de A2 . Dans ces deux cas simples, la pro-
position est donc encore exacte. 

8. Sur la résistance des corps solides. — Les cas 
d'exception que nous venons de rencontrer montrent 
avec quelle prudence il faut raisonner, dans la sta-
tique des corps solides, lorsqu'on ne tient pas compte 
des conditions de résistance, c'est-à-dire des limites 
qui sont physiquement imposées aux intensités des 
forces intérieures agissant entre les divers points des 
corps. 

Nous pouvons interpréter le cas d'un corps solide 
plan, sans épaisseur, comme celui d'un corps dont 
l'équilibre ne pourrait être réalisé qu'avec des forces 
intérieures infinies, dès qu'il serait soumis à des forces 
agissant en dehors de son plan, ou encore, comme celui 
d'un corps dont la fragilité serait infinie. 
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Par raison de continuité, on peut en conclure qu'il 

n'est légitime de négliger les déformations d'un sys-
tème matériel soumis à des forces extérieures d'inten-
sités déterminées, que si ce système a une épaisseur 
en rapport avec ces intensités. 

N [ K 6 b ] 

sur la déformation des coordoxnées tangentielles 

dites « parallèles »; 

P A R M . MAURICE D ' O C A G N E . 

Pour opérer dualistiqueinent la transformation des 
nomogrammes à droites entrecroisées en d'autres à 
points alignés, il suffit, dans les équations qui définissent, 
eu coordonnées cartésiennes, les systèmes cotés figurant 
sur les premiers, de substituer à ces coordonnées des 
coordonnées tangentielles. Théoriquement, on pourrait 
faire usage d'un quelconque de ces systèmes (pourvu 
que l'équation du point et de la droite unis y fût du 
premier degré) et notamment des coordonnées pliïcké-
riennes définies par l'équation 

ux -+- vy ~h i = o. 

Mais pratiquement de telles coordonnées ont le grave 
inconvénient de ne pas représenter directement des 
segments comptés sur les axes; elles en sont les in-
verses, d'ailleurs changés de signe. Cela n'entraine pas 
seulement des longueurs dans la construction des gra-
duations (comme, par exemple, lorsqu'il faut, pour 
une échelle logarithmique, prendre les inverses de tous 
les logarithmes lus dans la Table, au lieu de porter 
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directement des segments proportionnels à ces loga-
rithmes, et même, tout simplement, de relever ces 
segments sur la graduation d'une règle à calcul); cela 
conduit encore, dans certains cas, fréquents dans la 
pratique, à des solutions absolument inacceptables; 
s'il s'agit, par exemple, d'une échelle sinusoïdale, 
comme on en rencontre constamment dans les applica-
tions ressortissant à la trigonométrie sphériqne (calculs 
nautiques en particulier), on voit que l'emploi des 
coordonnées pliickériennes conduirait à une graduation 
s'étendant de -f-1 à + 0 0 et de — 1 à —00, c'est-à-dire 
rigoureusement impraticable. 

Or, on peut se proposer de déterminer a priori un 
svstème de coordonnées tangentielles proportionnelles 
à des segments comptés sur les axes et donnant, pour 
le point et la droite unis, une équation du premier degré. 
Voici une façon simple de le faire : 

Après avoir fait dépendre linéairement l'équation 
ponctuelle de la droite de deux paramètres u et v en la 
mettant sous la forme 

( au -\- bv -f- c)x 4- {a' u -f- b' v -+- c')y -h a" u -1- b" v -f- c" — o, 

on peut l'écrire 

(1) (ax-\-a'y -+-a!')u -\-(bx-\-b'y -h ù")v-h c x-h c'y-h c"= o. 

Considérons alors les trois droites 

( A. ) ax -h a!y 4- a" = o, 

(B) b x b ' y b " = o, 
( G ) CX -h c'y -H c" = o. 

Si, comme on doit le supposer, leur déterminant u!est 
pas nul, elles forment un triangle ABC dont chaque 

Afin, de Mathémat4e série, t. V. (Avril 1905.) 11 
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sommet sera désigné par la lettre correspondant au côté 
opposé. 

Si nous coupons la droite ( i ) par la droite (B) ou AC, 
nous avons, pour le point M d'intersection, 

C J + C ' V + c" 
U= T- j, • ax -h a y -4- a 

Or, les termes de cette fraction, quand on y fait varier x 
et y , sont proportionnels respectivement aux distances 
du point M aux droites ( C ) et (A) , par suite à BM et 
à MC. On a donc, en représentant par \ une constante, 

. AM 

De même, si la droite (1) coupe BC en N, 

BN 

JJL étant une autre constante. 
Introduisons une droite fixe M 0 N 0 quelconque-, nous 

aurons 
AM.MoC BN.NoC 

W = = W o A M 0 . M C ' " - ^ B N o . N G * 

Si nous rejetons maintenant la droite AB à l'infini, 
. AM BN , p . , , . les rapports et tendant vers 1 unité (puisque 

les segments MM0 et NN0 restent finis), nous avons 
à la limite 

w 0 .M 0 C p 0 . N 0 G 
u = 

MG JNG 

et, comme nous sommes libres de choisir M0N0 telle 
que u0. M0 G = v0. N0 C = 1, 

M = = c M ' ç = = C Ï Ï 

Ce sont les coordonnées plûckériennes. 
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Pour avoir des coordonnées u et v proportionnelles à 
des segments comptés sur les axes on voit immédiate-
ment qu'il suffit de rejeter, non pas la droite (C) , mais 
le point C à l'infini. Les axes AC et BC deviennent 
alors parallèles et, en choisissant la droite M0N0 telle 

que + 5 ^ = 1, o n a , à la l i m i t e , 

tt = AM, p = BN. 

Ce sont les coordonnées parallèles que nous avons 
étudiées en détail dans les Nouvelles Annales (3e série, 
t. III, 1884, p. 4 i o ) e t q u i nous ont permis de présenter 
sous une forme pratique les nomogrammes à points 
alignés. 

[ J 4 f ] 

SUR LE GROUPE QUI LAISSE INVARIANTE L'AIRE GAUCHE ; 

PAR M. EDWIN B I D W E L L WILSON. 

M. Fréchet a récemment appelé l'attention sur une 
généralisation de la notion d'aire due à MM. Peano et 
Laisant, et il en a montré les relations avec la notion 
ordinaire d'aire et avec le calcul fonctionnel ( 4 ) . 

«Pavais déjà donné une tout autre généralisation eu 
remarquant que l'on pourrait définir l'aire d'une façon 
quasi-projective et sans faire mention de la longueur 
des lignes. J'ai fait usage de cette généralisation pour 

(l) Sur une généralisation des notions d'aire et de plan (Nou-
velles Annales de Mathématiques, juin 1904 ). 
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établir des théorèmes dans la théorie des groupes pro-
jeetifs du plan qui laissent l'aire invariante ( ' ) . 

On sait, d'ailleurs, que les transformations du plan 
qui conservent l'aire ne sont nullement contenues dans 
le groupe projectif, mais qu'elles forment un groupe 
infini, à savoir le groupe des mouvements à deux 
dimensions d'un liquide incompressible, dont l'équa-
tion caractéristique est 

Je me propose, dans cette Note, de déterminer le 
groupe de l'espace qui laisse invariante l'aire gauche 
de M. Peano. Je ne me bornerai nullement au groupe 
projectif; j e considérerai le groupe le plus général dont 
les transformations puissent se synthétiser de transfor-
mations infiniment petites. Nous trouverons à la fin 
que le groupe cherché n'est autre que celui des mou-
vements rigides, c'est-à-dire des déplacements eucli-
diens. Voilà un résultat qui pourrait sembler assez 
surprenant vu la grande généralité du groupe plan qui 
laisse invariante l'aire au sens ordinaire. Bien que ce 
problème soit simple et qu'il ait dû être résolu aupa-
ravant, je n'en puis trouver aucune mention. Toute-
fois, la méthode que je vais suivre pourrait avoir 
quelque intérêt et plus ou moins de nouveauté. 

1. Remarquons d'abord que, puisque l'aire gauche 

(1) Leber eine von dem Begriff der Länge unabhängige Defi-
nition des Volumens (Jahresbericht der deutschen Mathema-
tiker-Vereinigung, 1903, p. 555-5öi), et A generalised conception 
of area : applications to collineations in the plane (Annals of 
Mathematics, 1903, p. iy-J5). 

(2) Voir, par exemple, S O P H U S L I E , Vorlesungen über Differen-
tialgleichungen, 1891, p. 82-85. 
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jouit des propriétés l ' - IV' ( 1 ), il suffit de se borner aux 
aires infiniment petites, c'est-à-dire aux aires planes 
infinitésimales (avec lesquelles 011 peut ensuite con-
struire les aires gauches finies par un procédé de som-
mation). Puis, ce n'est pas l'aire vectorielle S qu'il fau-
drait conserver, mais sa valeur scalaire y/S.S. Si l'on 
voulait conserver la direction de S, ou se limiterait 
forcément aux translations, de même que si l'on eût 
voulu conserver la longueur et la direction des lignes. 

Quant aux calculs mêmes qui entrent dans la solu-
tion du problème, ils sont assez longs, et il y aura 
^rand avantage à les abréger par l'introduction de 
l'analyse vectorielle. Je suivrai les notations de Gibbs, 
dont M. Genty a si heureusement fait usage dans un 
Mémoire sur les systèmes triples orthogonaux publié 
il y a peu de temps dans le Bulletin de la Société ma-
thématique de France. Pour les détails du calcul vec-
toriel, je renverrai le lecteur au Traité ( 2 ) . (Je citerai 
les pages de ce Traité.) 

Soit U/ une transformation infinitésimale du groupe 
dont il est question : 

ôx dy dz 

Introduisons le vecteur 

L = Si - i - r j - K k ; 
d'où 

U / = L . V / . 

Soient r et r ' les vecteurs de deux points de l'espace, 
soient Ti et r'4 leurs transformés par U/. De la défini-

(*) Voir FRÉCHUT, toc. cit. 
(2) Voir GIBBS-WILSON, Vector Analysis (New-York, 1901). 



(1) 

( 2 ) 

ri = r -i- L ot -+-.. 

r i = r'-f- L '8f . . 

Supposons que r' soit de la forme r -j- dv; dévelop-
pons L' suivant les puissances de dr en nous rappelant 

en écartant les termes d'ordre supérieur en S t et en d r. 

Retranchons ( i ) de (2') , d'où il s'ensuit que 

dv\ = ¿/r-f- dr.\L%t = ¿ / r . ( I - + - VLot). 

Cette expression nous donne la relation entre l'élé-
ment linéaire d r et son transformé dlV Le polynome 
dyadique 

où I représente l'idemfacteur (p. 288), est celui qui 
transforme les éléments linéaires. Gibbs a donné une 
théorie de la multiplication double qui est particuliè-
rement utile pour la discussion des transformations 
d'aire et de volume (p. 3o6 -3i5 et 333-334). Le point 
principal est que l'on peut opérer algébriquement sur 
des diadiques presque comme s'ils étaient des nombres. 

Soient, en effet, d S et d Sf l'élément d'aire et son 
transformé, dx et diK ceux du volume. Si l'on a 

que (p. 4o4) 
dL = dr.VL. 

Alors (2) devient 

( a ' ) r , = ri dTi = r -h dr •+• L ot 4- dr. VL 8t, 

<I> = I -r- VL, 

dri = ¿/r.<ï>, 

on a également (loc. cit.) 

¿Si = ¿ S . * , , <J>2=|<ï>><<ï>, 
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2 . Appliquons maintenant cette théorie au cas 

actuel (p. 295) : 

dr, = ¿ r . ( I 4- VL 8 0 = (I -+- VLC *t).dr ; 

d'où vient 

dTi.dTi = 4- VL + VLC 8 0 . ¿ r . 

Développons en négligeant les carrés de Si : 

dri.dTi = drA*dr-+- ¿ /r . (VL 4- VLc)*cfr ot. 

La condition, pour que la longueur se conserve, est 
évidemment 

dTi, drx = dT.dv, 
d'où 

dr.ÇVL 4- VLc).<^r — o, 

et cela pour tous les vecteurs dr, ce qui entraîne la 
nullité identique du djadique (p. 284-286). Ainsi nous 
avons 

VL 4- VLC = o. 

D'autre part, on a, pour régir les transformations 
d'aires, 

d'où 
dS!.rfSi= dS.(l 4- VL + VL 80*c.dS. 

Rappelons la formule (p. 331) 

(<ï> 4- W)2 = <ï>2 4- + 
et (p . 3 1 3 ) 

I, = f; 

développons toujours en écartant les puissances supé-
rieures de Si, et nous aurons 

dVi.dS! = ^ S , ( l 4 - I g V L 8 0 » ( l 4 - IgVLc S i ) ^ S 
- dS. I . ¿/S 4- <iS. I £ ( VL 4- VLc ) . dS St. 
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Si, maintenant, Taire ne doit pas changer de valeur, 

et 

Cette équation a lieu pour n'importe quelles valeurs 
du vecteur i/S. Ainsi 

d'où, en divisant par le dyadiqne non nul I , 

VL -h VLc - o. 

On voit qu'on retombe sur la même condition qu'au-
paravant. Le théorème que le groupe qui laisse inva-
riante l'aire au sens de M. Peano n'est autre que celui 
qui laisse invariantes les longueurs des lignes, soit le 
groupe de déplacements euclidiens, se trouve donc 
démontré. 

Si l'on voulait trouver la condition pour que le 
volume ne change pas, il n'y aurait qu'à écrire 

I = ( I - f - V L 8 0 a = V . V L Si; 

d'où, en remarquant que I3 = I et I2 = I, 

I : YL = VLs = V. L = o. 

Cette condition est bien connue. Elle exprime tout 
simplement le fait que la divergence de L doit être nulle. 

3. Exprimons la condition VL VL(: = o sous une 
forme plus familière;: 

V = 11 4 - 1J - i - h i k ~ 
fia? * -dx âx 

.. ^ .. à ] .. àÇ + « 

oz * dz dz 
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L'équation VL -f- VLC = o nous montre que le déter-
minant des neuf dérivées partielles est un déterminant 
gauche. C'est-à-dire que l'on a 

dx dy dz 1  

+ = + ^ = + = 

dx dy dy dz dz dx 

Ces six expressions qui sont identiquement nulles 
sont précisément les six fonctions caractéristiques bien 
connues de la déformation homogène osculatrice à la 
transformation U/. Dans ces conditions, M. Appell a 
montré que la transformation n'est autre qu'un dépla-
cement ( * ). 

Ainsi notre problème a été complètement résolu et 
mis en harmonie avec la théorie de l'élasticité. 

On pourrait demander la généralisation aux dimen-
sions supérieures, laquelle est fort simple. A quatre 
dimensions on aura, par exemple, l'aire plane, l'aire 
gauche et l'aire doublement gauche, pour ainsi dire. 
On aura aussi le volume ordinaire à trois dimensions et 
le volume gauche; puis le volume à quatre dimensions. 
Et ainsi de suite pour des espaces à dimensions plus 
élevées. L'analyse qui sert à résoudre le problème est 
la même que pour trois dimensions. 

Le théorème fondamental est celui-ci : 

Dans Vespace à n dimensions, le groupe qui laisse 
invariants ou la longueur, ou l'aire (généralisée), ou 
le volume (généralisé) de trois jusqu'à n — i dimen-

(l) Voir son Traité de Mécanique rationnelle, t. III, p. 260-266, 
où les six équations aux dérivées partielles sont intégrées par voie 
directe. 
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sions est toujours le groupe des déplacements eucli-
diens. 

Les conditions analytiques sont 

VL VLC = o 
ou 

àh à\j . . . 

Uf-> V df • • ) *L 

si U/s'écrit 

U 

Au contrarie, le groupe qui laisse invariant le 
volume à n dimensions est infini et régi par l'équation 

ô\\ d\2 

ôxi àx-i ' ' ' ôxn 

[ S l a ] 

RÉSISTANCE DE L'ELLIPSOÏDE IMMERGÉ DANS UN FLUIDE 
PARFAIT INCOMPRESSIBLE. INTÉGRATION DES FORMULES. 
EXPRESSION DES VALEURS APPROCHÉES. CAS DU DISQUE 
PLAT ET DE L'AIGUILLE; 

PAR M. MATHY. 

On sait que la résistance d'un corps immergé dans 
un fluide parfait incompressible est le produit de trois 
facteurs : le premier dépend de la forme du corps; le 
deuxième est la masse du fluide ayant un volume égal 
à celui du corps ; le troisième est la différence d'accélé-
ration du fluide et du corps. 

La détermination du premier facteur donne lieu à de 



( i 7 ' ) 
sérieuses difficultés ; sa valeur pour l'ellipsoïde n'est ex-
primée dans les auteurs que sous forme d'intégrale ; je 
me propose de rechercher cette expression à l'aide des 
fonctions elliptiques et de montrer que, dans le cas où 
les limites d'intégration ne sont pas des demi-périodes, 
les valeurs approchées sont encore applicables à la pra-
tique de la même façon que les fonctions circulaires. 

Soient a, c les trois demi-axes principaux de l'el-
lipsoïde, b > c ; le premier facteur a< de sa résis-
tance suivant l'axe des x est 

«̂ n 

d\ 
(a2-+-X ) X ) ( -f- X ) ( c"2 -h X) 

0) a t = o - ^ ^ 

abc •f 
0 

(tt2-+- À) \/(a*~f- À) (b'2-\-\) ( c 2 + À ) 

Les valeurs des deux autres coefficients b* et c< se 
déduisent de ( i ) par la permutation des lettres a et b 
ou a et c. 

La question est ramenée à trouver la valeur de 

d\ 
ro (a2-\- X ) / ( a * -h X) -f- X ) {c* -t- X ) 

A-cet effet, on pose 

[ X = z — <J-(A 2 - { - C 2 ) , 

(3) < 3V 

L'expression (2) peut alors s'écrire 

(4) x = R d z 

J^+v+^t* — e»)\/(z-ei)(z-et)(s-ei) 
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Or, si z = pv, les limites d'intégration seront p\> = zo 

et 

( 5 ) pv = i ( a * 4 - ô * - 4 - c « ) . 

De ce que 

p'ç = — 2 s/(pv — ex){pv — e.2)(pv — e3) 

on a 

(6) 

Mais on sait que 

il en résulte que 
( 7 ) X = i / [ e , - p ( i > + w8)]rfc. 

Par intégration 
x = e i ) a ( e , _ e 2 ) 

Mais = fournit d'où 

( » ) x = ( e 3 _ e i ) ' 2 ( é 3 _ e a ) h » - " » " - + 

On développe et l'on remplace les diffé-
rences e3 — e2 , e3 — e{ par leurs valeurs déduites de (3) , 
et Ton obtient 

(9) x = ——"7 9 , r -h £*>-+- - pv V 

On aurait de même 
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L'argument v est déterminé par py = £(a2-h ¿2-{-c2) . 
On remarque qu'il est réel et compris entre o et w; 
car : 

i<> Le module À2 = - ^ K < 11 
ei—e3 a2 — c2 ' 

2° pv = ± (a2-j-b2c2) est plus grand que eK 

ou - i ( a 2 + — c 2 ) . 
D'un autre côté, on obtient les trois fractions - - P v 

- ———9 - — — — à l'aide de (3 ) et ( 5 ) : elles sont 
•2 pu — et 2 pc — e\ x J x J 1 

i , bc — ca — ab égalés a ? —7—? 77 a b c 
En remplaçant dans ( i ) X par sa valeur (9), 011 

trouve a< ; on détermine de même b! et Ci à l'aide 
de Y et Z. 

Expression des valeurs approchées. — Au lieu 
de 011 prend son terme principal ^ et l'on a 

/ ' V 2 L H C L \ 

11 reste à calculer on sait qu'il faut tenir compte 
du signe de e2 ou de a2 -f- c2 — 2 b20 

Premier cas : e2<^o. — La demi-période K. se cal-
cule à l'aide des Tables de Legendre; on sait que 

. a e0—e-i a 2 — ¿>2 
Â-2= sin2 - = — = - , — 

1 ci—e3 a2—c2 

On remarque que 
b'i c2 

A'2 = — -
a 2 — c 2 

Dès lors, on obtient v par la forme circulaire 

COS 77 J a1 — c1 . V = y 
K q 
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avec 

q — 1 — — — _ J. iZl^ï, 
2 \/e\ — e3 -+- y ^ e i — 2 j ¿ ' ï 

__ i — e-2— y/ei — e2 \Z<P — _ * b — a £ ' 2 

2 V^i — ¿s s/pu — ei-^-s/ei — e-i s/pui—e^ 

D'où 
, x K {b — ak^) ( i ( 1 0 ) p = arc. cos — j - . 

( 6 + flifi'J {i — k,JJ 

Second cas : e2^>o. — Les formules précédentes 
s'appliquent avec changement de eK, e2j p, K, cos 
en — e 3 , — — e K , — p , K', coshyp. Or K/se cal-
cule encore par les Tables de Legendre-, à l'aide de 

. . / T : A\ C2 

¿'2 = sin2 ( = — \2 Ci2— C2 

On en déduit 

K' l (b — cè) ( i 
^ , „ arc. coshyp. - — — 

Les formules (g'} , ( i o ) et (i i) fournissent donc le 
moyen de calculer X ; pour obtenir Y et Z, il faut con-
sidérer 

/ ac i \ / ab i \ 
{ T - e ! v - - v ) e t \ T - e i v - - v y 

v a la précédente valeur (10) où ( n ) . 

Ellipsoïde de révolution aplati. Disque circulaire 
plat. — Lorsque a = b, k2= o et les fonctions ellip-
tiques dégénèrent en fonctions circulaires. X et Y 

prennent la forme ~ et il faut leur appliquer la règle 
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élémentaire de la dérivation. Quant à Z< les formules 
de dégénérescence conduisent successivement à 

Z = — — 1 — Z a 2 3 e * 
(a2 — c2)2 \ c 

3et \ 
v — c 

2 / 
(l2) j 2 / \fa'2 — c2 . I j _ i a r c s i n i ! " • ( a 2 — c 2 ) 

Pour le disque circulaire plat, c étant très petit par 
rapport à a, a2 — c2 tend vers a 2 ; d'où 

( i3) Z = — ( 
V 7 TF3 \ C 2 / 

Dès lors 

0 4 ) ci = TU 
a« 

_ FA TZ\ 

Le rapport - est très grand ; mais le second facteur 

de la résistance devient très petit, puisque c'est la masse 
du fluide ayant le volume du disque; on prend le rap-
port du produit de ces deux facteurs au produit des 
deux facteurs relatifs à la sphère de même rayon que le 
disque-, le premier facteur est on a ainsi 

( i5) 

i a r.\ 4 , — { - r a 2 c , a — c -
7Z \C '), I 

7T 
R 2 du disque a __ iz\c 2 / 3 4 ^ ° 2 

Rz de la sphère a i 4 1 - -7T ¿Z3 -7ias 
2 3 

Ce rapport tend vers ^ avec c tendant vers o. D'où, 
si R ^ ^ R ^ ^ o , c'est-à-dire si le disque se meut per-
pendiculairement à sou plan, sa résistance se réduit 
à ( . 5 ) . 

Ellipsoïde de révolution allongé. Double aiguille. 
— Dans ce cas, ¿ 2 = c2 , A2 = i et il y a dégénérescence 



( i 7 6 ) 

des fonctions elliptiques en fonctions hyperboliques. 

Y et Z prennent la forme 

Quant à X , on a 

\ (a2—c2)*\a '2 ] 
(l6) \ 2 (. a -+- i /a 2 — c2 < 

= 3 n « ~ 
[ f a 2 — c 2 ) 2 ^ ° a 

Pour la double aiguille, c est très petit, a2— c2 tend 
vers a 2 , d'où 

et 

( 18 ) a t = 

-2 . 2 a 2 2 a 
—- lo£ 102f I 

° c a 3 0 c 

ac2 a 3 a 3 

a< tend vers o avec c-, comme le volume est très petit, 
on peut dire que o. 

BIBLIOGRAPHIE. 

INTRODUCTION A LA G É O M É T R I E DU T R O I S I È M E O R D R E ; 

par M. F. Damont, professeur au lycée d'Annecy. — 
I vol. in-8° de I X - 3 I 3 pages. Annecy, J . Depoliier; 
1904. 

Dans sa Préface, M. Dumont nous annonce que son Ouvrage 
est une œuvre d'étudiant; il serait à souhaiter que nous ayons 
dans nos écoles de France beaucoup d'étudiants de ce genre, 
rompus aux méthodes pédagogiques et sachant exposer une 
question aussi clairement! 
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'Depuis Ghasles^ la Géométrie pure sommeille un peu en 

ftyhtâ&e.-Les belles leçopsde M. Darboux ont orienté toute 
une jeune école vers la Géométrie infinitésimale et cinéma-
tique. Les travaux de Lie et les progrès admirables d& la 
Théorie dés fonctions ont attiré les autres vers des spéculav-
tioriS'analytiques d'un caractère élevé. Mais la Géométrie 
pure, celle qui ne puise ses sources que dans les éléments 
cTËuclide et l'Algèbre, perd du terrain. 

C'est un peu pour faire revivre la tradition mourante, un 
peu pour fournir aux jeunes étudiants un sujet attrayant pour 
leurs méditations, et aussi pour placer en lumière quelques 
travaux personnels fort intéressants, que M. Dumont a entre-
pris de faire, en un Ouvrage didactique, l'exposé systématique 
des propriétés fondamentales des cubiques planes et des sur-
faces du troisième ordre. 

La lecture du premier Chapitre, qui contient l'étude des 
ternes de points sur une droite et des involutions cubique«, 
porterait d'abord à croire que l'auteur va, à l'instar de Clebscli, 
Cayley et d'autres, se placer sur le terrain des formes algé-
briques et faire cette sorte dé KxéométHe algébrique qui n'est 
qu'une adaptation du langage géométrique à l'énoncé de faits 
de calcul. i -

Mais, aussitôt après avoir donné succinctement, de Cette 
théorie, ce dont il avait besoin-pour la suite, M, Dumont 
abandonne le calcul pour ne faire que de la Géométrie réelle, 
celle qui traite des formes et des propriétés graphiques des 
figures qu'elle envisage. A ce point de vue, le Chapitre IV 
est caractéristique et sa lecture seule suffit pour préciser les 
intentions et les vues de l'auteur. 

La classification des cubiques peut, en effet, se faire de 
deux façons distinctes. L'une, purement algébrique, qui, 
n'ayant pas égard à la forme graphique de la courbe, n'envi-
sage que son équation et groupe ensemble toutes les courbes 
dont les équations se ramènent projectivement au même type 
canonique. Dans une telle classification^ les invariants de 
la forme cubique jouent évidemment le rôle fondamental. 
L'autre, et c'est celle qu'adopte M-.' Dumont, consiste à 
grouper ensemble les courbes qui ont la même forme gra-
phique. Dans ce cas, les invariants né jouent plus qu'un; rôle 
secondaire* puisque, pour desqx courbés de formes très voi-
sines, l'invariant du rapport anharrtonique de quatre tan-
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gentes issues d'un point peut avoir des valeurs différentes 
tandis qu'il peut ne pas différer pour deux cubiques graphi-
que meut fort distinctes. 

Placé sur ce terrain bien net, l'auteur étudie successive-
ment, dans deux Parties conçues sur le même plan, les 
cubiques planes et les surfaces cubiques. Ce parallélisme 
voulu entre la Géométrie plane et celle de l'espace permet 
ainsi de mettre à la fois en évidence les analogies et les dis-
semblances. 

Propriétés générales, modes de génération, pôles et po-
laires, singularités ponctuelles et tangentielles, intersec-
tions, etc. sont méthodiquement étudiés avec soin. 

Visiblement, M. Dumont a toujours recherché la méthode 
la plus simple, la plus intuitive, celle qui exige le moins de 
connaissances préalables. Et, comme son Livre est une œuvre 
d'étudiant pour des étudiants, il a placé à la fin de chaque 
Chapitre une série d'énoncés de questions fort bien choisies 
et propres à exercer la sagacité des lecteurs. Ainsi il nous a 
donné un Ouvrage qui pourra être lu sans peine par un élève 
de Mathématiques Spéciales. C'est, par essence, le type des 
livres à donner en prix aux élèves sortant des classes de 
Mathématiques Spéciales qui, pendant leurs loisirs, en atten-
dant l'entrée dans une École, liront avec intérêt et aisance cet 
Ouvrage instructif qui leur ouvrira des horizons nouveaux. 

CARLO B OURLET. 

T H É O R I E DES NOMBRES I R R A T I O N N E L S , DES L I M I T E S E T 

DE LA C O N T I N U I T É ; par M. René Baire, maître de 
Conférences à l'Université de Montpellier. — i broch. 
in-8° de 61 pages. Paris, Vuibert et Nony; 1906. 

M. René Baire est un jeune mathématicien de talent qui a 
coutume d'attaquer et de résoudre avec succès des problèmes 
subtils et profonds de la Théorie des fonctions. À la fois 
philosophe et mathématicien, il se meut à l'aise dans un 
monde terriblement abstrait, où quelque cerveau moins bien 
trempé succomberait à la tâche. 

Sa brochure sur la Théorie des nombres irrationnels et la 
continuité n'est probablement que l'exposé tardif d'idées qu'il 
a dû mûrir depuis longtemps; et il eût été vraiment fâcheux, 
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pour notre enseignement, qu'il ne nous les eût point fait 
connaître. 

Sa méthode n'est pas essentiellement originale, * car elle 
procède de celle de Dedekind, retrouvée et magistralement 
exposée par M. J. Tannery dans son Introduction à la 
Théorie des fonctions ; mais ce qui la caractérise et la recom-
mande à l'attention de tous les professeurs c'est sa simplicité, 
sa concision jointes à sa généralité. 

Comme de coutume, M. Baire définit un nombre irrationnel 
par une coupure dans l'ensemble des nombres rationnels; 
puis, de suite, par un ingénieux emploi des bornes supérieure 
et inférieure d'un ensemble, il définit la limite d'une suite, 
établit le théorème fondamental de Cauchy et donne la notion 
des valeurs approchées d'un nombre irrationnel, et cela sans 
avoir eu besoin de définir les opérations sur les nombres 
irrationnels. 

Contrairement à toutes nos habitudes, Il commence par 
définir la différence de deux nombres irrationnels. C'est là 
la seule opération qu'il définit directement, isolément. 

Ceci fait, il donne immédiatement la notion de fonctions 
d'arguments irrationnels et celle de leur continuité. 

Le principe d'extension d'une fonction, définie dans un 
champ pour les valeurs rationnelles de la variable, aux valeurs 
irrationnelles, fournit, du même coup, et comme cas particu-
liers d'un cas plus étendu, les définitions de toutes les opéra-
tions sur les nombres irrationnels ainsi que leurs propriétés. 

C. B. 

CORRESPONDANCE. 

M. Camille Massing. — Le théorème bien connu de Stei-
ner, à savoir que le point de concours des hauteurs d'un 
triangle circonscrit à une parabole est sur la directrice, 
peut être complété de la façon suivante : 

Si les normales aux trois points de tangence concourent 
en un même point M, le point de concours des hauteurs 
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est le point de rencontre de la directrice et du diamètre 
de la parabole qui passe par ce point M. 

En effet, soient N, N" les trois sommets du triangle 
normal circonscrit correspondant au point M; a et p les coor-
données du sommet N. On voit facilement que l'ordonnée du 
point de contact du coté N'N" est — 2 p. L'équation de ce 
côté est alors 

px H- i$y = o. 

Les coordonnées du sommet N' seront 
È p 

l'équation du côté opposé NN" sera 

<ypv— 2/>a — $)x -h 2 i y — a(P -f- s/^—ipo) = o. 

Ceci posé, il suffit d'écrire les équations des perpendicu-
laires abaissées des sommets N et N' sur les côtés opposés et 

de faire dans ces équations x — — On trouve 

2a3 

car-yi (ordonnée du point M) est, en vertu des formules de 

Desboves, égal à — 

Cette démonstration est indépendante de celle du théo-
rème de Steiner. 

Si l'on admettait le théorème de Steiner comme dé-
montré, la démonstration se ferait en quelques lignes comme 
il suit : 

L'équation de la perpendiculaire abaissée du sommet 
N(a , P) du triangle normal circonscrit correspondant au 
point M(a71,j^1) sur le côté opposé à N (représenté lui-
même par l'équation px -+- 2 $y -f-1 p2 = o) est 
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Le diamètre (de la parabole) passant par le point M(a?t,jKj) 

est représenté par l'équation 

2 0cS 
(1) Y H — o p 

(en vertu des formules de Salmon-Desboves). 
Éliminant y entre (1) et (2), on voit que l'abscisse du point 

de rencontre de ce diamètre (2) et de la hauteur représentée 
par l'équation (1) est 

x = - L . 
2 

Donc, le diamètre (de la parabole) qui passe par le 
point M(a?i,yi) (point d'émission des trois sommets) passe 
par le point de rencontre d'une des hauteurs et de la direc-
trice et par conséquent par le point de rencontre des trois 
hauteurs. 

certificats de calcul différentiel et intégral. 

Bordeaux. 

E P R E U V E ÉCRITE. — I . Les deux nombres W et U>' ont un 
rapport imaginaire. Pour quelles valeurs du nombre 
entier p la série 

ï 
(mo> -h no)')P 

sera-t-elle absolument convergente? 

La sommation ^jT ^^ s'étend à toutes les valeurs entières 

positives, négatives ou nulles des nombres m et n, excepté 
m=n = o. 

Définir les fonctions pu, Çu, tfu. 

H. On donne en coordonnées cartésiennes rectangulaires 
planes de cercle 

'0 x2~hy*= R2 
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et la parabole 

( 2 ) x 1 — i p y . 

Par un point quelconque M du plan on mène une tan-
gente MP au cercle (1), P désignant le point de contact. Le 
rayon du cercle qui passe par P rencontre en Q la para-
bole (2). 

Déterminer une courbe T telle que la normale en tout 
point M de cette courbe passe par le point Q. 

É P R E U V E PRATIQUE. — I . Appliquer le théorème des résidus 
au calcul de Vintégrale 

/ ( a -h a{z -4- a2z*-+- a^z*) ez~x -h e»-*) dz 

c 

prise le long d'un cercle G de rayon 

R > i et <1 (1 < R < a), 

x < 

a0, ai, a*, a3 désignant quatre constantes. 

II. On pose 

-r dx 

Calculer x en fonction de w, en employant les fonc-
tions sn, en. (Juillet 1904.) 

É P R E U V E ÉCRITE. — I . On considère l'intégrale 

dz h \/ Z ( I 1 ) 
et l'on demande : 

i° La valeur de cette intégrale prise le long d'un cercle 
de rayon très grand ayant l'origine pour centre; 

'¿° La valeur de l'intégrale prise le long de cercles infi-
niment petits entourant les points z = o, z = 1 ; 

3° La valeur de l'intégrale réelle 

î dx 

0 — x ' 



dz 
/*(! — Z) 

lorsque le chemin d'intégration allant de zQ à z\ varie de 
toutes les façons possibles. 

H. Trouver, dans un plan, une courbe C telle que la 
distance de l'origine des coordonnées à la tangente en un 
point M de la courbe C soit proportionnelle à Vabscisse de 
ce point. 

EPREUVE PRATIQUE. — On sait que l'égalité 

définit z comme fonction uniforme et méromorphe de u. 
Soit 

Au voisinage de la valeur u = o, le développement 
de f{u) est de la forme suivante : 

On demande de calculer les coefficients A, B0, B f , B2, . . . 
jusqu'à B8 inclusivement. 

On supposera que dans l'intégrale (i) la détermination 
initiale du radical pour z ~co est telle que le rapport 

pour z infini. 

N O T A . — RA faisant le changement de variable <* = 

on cherchera d'abord le développement de A = y ^ j e n 

série de Mac Laurin; soit 

A = -+- «! U X^U2 -h .. . 
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et l'on cherchera ensuite le «développement de 

0L\ U -4- ÛTJ M* -F- OC3 U^ H- . . . 

(Novembre 1904.) 

Montpellier. 

É P R E U V E ÉCRITE. — Déterminer une courbe plane telle 
que ie fayon de courbure soit égal à quatre fois la lon-
gueur de la portion de normale limitée a l'axe OU. 

On étudiera séparément deux cas, suivant le sens du 
rayon de courbure par rapport à cette portion de nor-
male. 

Dans chaque cas ; 
i° Étudier la forme de la courbe et former ses équations 

au moyen d'un paramètre variable; 
Calculer la longueur d'un arc de courbe; 

3° Calculer l'aire comprise entre la courbe, l'axe Ox, 
l'axe Oy convenablement choisi, et une normale quel-
conque; 

4° Chercher la relation qui existe entre le rayon de 
courbure et l'ordonnée. 

É P R E U V E PRATIQUE. — On donne {en coordonnées rectan-
gulaires) l'ellipsoïde 

et le paraboloide 
yt ¿1 X 

-xr •+• = b% c2 a 

Trouver le volume du solide commun. 
(Novembre 1904.) 

Toulouse. 

É P R E U V E ÉCRITE. — l. Construire les courbes qui, rap-
portées à deux axes de coordonnées Oa?, Oy, vérifient 
l'équation différentielle 
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il. On considère Véquation aux dérivées partielles 

dz ' dz 
- âx oy ' ày 

i° Trouver son intégrale générale; 
2° Déterminer la surface S qui, rapportée à trois axes 

de coordonnées rectangulaires Ox, Oy, Oz, vérifie cette 
équation aux dérivées partielles et passe par le cercle dé-
fini par les équations 

3° Déterminer les lignes de courbure de cette surface S. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Calculer Vintégrale 

É P R E U V E ÉCRITE. — Une courbe S , tracée sur un cône 
de révolution, rencontre les génératrices de ce cône sous 
un angle constant. Trouver le lieu S.i des centres de cour-
bure de S. 

On démontrera : 
I° Que les tangentes aux courbes S et SI aux points cor-

respondants sont rectangulaires ; 
2° Que la courbe . Si est située sur un cône de révolution 

dont elle coupe les génératrices sous un angle constant. 

E P R E U V E PRATIQUE. — Trouver Véquation générale des 
surf aces qui sont telles que le plan tangent en Vun quel-
conque M de ses points détermine sur O z , à partir de 
l'origine O, un segment qui soit dans un rapport constant 
avec, la distance du point M à Torigine. 

Déterminer une surface intégrale particulière qui passe 
par une hélice circulaire donnée ayant O z pour axe. 

z == o. xi-hyi—y = o; 

dans laquelle a désigne un nombre donné. 
(Novembre 1904.) 

Grenoble. 

(Novembre 1904.) 
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SOLUTIONS BE QUESTIONS PROPOSÉES. 

1953. 
(1903, p. 46.) 

Soient, pour un point M d'une courbe ( M ) quelconque, 
m et [jt les centres des deux premières courbures. MT étant 
la tangente en M à cette courbe, A une direction fixe 
quelconque, on porte des longueurs égales au rayon de 
courbure M M en mMx et MM2 sur les parallèles à A menées 
par m et M, en MM3 sur la tangente MT. 

Les tangentes en MJ, M2, M3 aux courbes décrites res-
pectivement par ces trois points résultent des théorèmes 
suivants : 

I. La tangente en MT passe par M. 

II. La tangente en Mj passe par le point de rencontre 
de la tangente MT et de la perpendiculaire abaissée de m 
sur MJA. 

III. La tangente en M 3 est symétrique de M3JJL par rap-
port à la tangente M M 3 . ( M . D'OCAGNE.) 

SOLUTION 

P a r L'AUTEUR. 

i. Appelons T t le point inconnu où la tangente en Mj à la 
courbe que décrit ce point rencontre m M. 

Puisque la direction de « M , est fixe, si d ( m ) est 1» diffé-
rentielle de l'arc décrit par le point /n, on a 

d.m Mj __ m Mj 
d(m) ~~ ffiTi " 

Mais, par hypothèse, 

d.m Mt = ci.mM, 

et, d'après un théorème bien connu, 
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Donc 

m Mi = w T j , 

ou, en tenant compte de l'hypothèse mM t = m M, 

m M = mT|, 
ce qui montre que le point Tj coïncide avec le point 

On peut donc dire que le point Mt poursuit le point 
M. 
M. 

II. De même, si la tangente en M4 coupe la tangente en M 
au point T, on a, puisque MMj est de direction fixe, 

d. MMj MM, 
MT ' d{ M) 

•>u, en vertu de l'hypothèse MMt = Mm, 

d.Mm 
d( M) 

M m 
MT " 

Mais, si db est l 'ange de contingence en M, on a 

</.Mm s /rt 
ét{M) 's» Mm.dti. 
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Donc 

d,Nlm __ m fi. 
. rf(M) ~~ Mm 

et 
m y. __ M m 
Mm ~ MT ' 

Cela montre que les triangles rectangles mM|x et TM.m 
sont semblables et, puisque leurs côtés de l'angle droit sont 
deux à deux perpendiculaires, il en est de même de leurs 
hypoténuses MJJI et mT. 

IIJ. Si la normale en M3 à la courbe (M 3 ) coupe en N3 la 
normale en M à la courbe (M) dont l'angle de contingence 
est <i8, on a 

d.MM3 = ffiNjiô. 
Mais 

d.Mm — m ¡i.dft. 
Donc 

m N3 = m fi.. 

Or l'égalité de MM3 et de Mm entraîne l'égalité des angles 
que M3m fait avec MM3 et Mm, donc avec m\x et mN3 . Il en 
résulte que les triangles M3 m N3 et M3m{ji sont égaux, et, par 
suite, que 

M3N3 m — M3 \xm. 
Or 

M 3 N 3 m = MMSTS (côtés perpendiculaires), 

M3fj.m = MM3|JL (alternes internes). 

Donc 

M M J 3 = M M ^ . C.Q.F .D. 

Soient 

1962. 
(1903, p. 9b.) 

- By* -f- 2 F y z -+- 2 Gzx -f- 2 H x y — 1, 

ax* -+- by* -+- c z* 4- ifyz 4- 2 g zx H- 2 hxy = 1 

les équations de deux quadriques rapportées à un système 
quelconque d'axes rectangulaires passant par leur centre 
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commun; on demande de démontrer les propositions sui-
vantes : 

i° Les conditions qui expriment que ces deux qua-
driques ont les mêmes axes de figure sont 

/ U = ( H * ) H - ( B / ) + ( F C ) = O, 
(I) V = ( G a ) + ( F A ) + ( G i ) = o, 

( W = ( A A ) + ( H 6 ) + ( G / ) = o, 

où l'on a posé 

H * — G A = (!!*•), B / - F 6 = ( B / ) , . . . . 

•2° La condition qui exprime que le plan ayant pour 
équation 

Ix -i- my -+- nz = o 

coupe les deux quadriques données suivant deux coniques 
ayant les mêmes axes de figure est 

l m n 
/ A + w H + ftG /H + m B + ftF /G + m F + nC 

la -h mh -+- ng lh -h mb -+- nf lg-\-mf-+-nc 

Si les axes sont obliques et font entre eux des angles X, 
»JL et v, les conditions (i) prennent la forme 

i H g) sin2 X -h ( B / ) s i n 2 | j t - h ( F c ) s i n 2 v 
-h ( Be) (cos [JL cosv — cosX) 
+ [ ( F ^ ) + ( H c ) ] (cosv cosX — cosJJL) 
-h [( H / ) -h ( B g )] ( cos X cos fx — cos v ) = o, 

( G o ) sin2X -+- (F/Osin»f*-+- ( C $ 0 sin2v 
-h [ ( F ^ ) -h (CA)] (cosfjt cosv — cosX) 
+ ( G a ) (cosv cosX — cos jjt) 
-h [ ( G h ) -4- ( F a ) ] (CosX cosjx — cosv) = o, 

{k h) sin2 X 4 - (H6)s in 2 [ jL -+- (G/ )s in 2 v 
-h [ ( H / ) -h (G6) ] (cos^xcos v — c o s X ) 
-4- [(GA) ( A / ) ] (cosv cosX — cosjx) 

- h ( A 6 ) (COSXCOSJJL—cos v ) = o . 
( G E N T Y . ) 
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SOLUTION 

P a r M. LETIERCE. 

1. Étant données deux quadriques de même centre, on sait 
qu'il existe un trièdre de diamètres conjugués, commun à ces 
deux quadriques. 

Soit (a , p, y ) un point d'un de ces diamètres, les plans dia-
métraux conjugués de cette direction par rapport aux deux 
quadriques sont confondus; ces plans sont 

+ + * / y = 

f = o et cp = o étant les équations des quadriques. On doit 
avoir 

? « <Pp Ty 

Le trièdre conjugué commun est donc défini par les trois 
droites communes aux trois cônes 

f'x __ f'y f'x _ f z f y _ f z 

<f>i ?z' ?y v'z' 

équations qui s'écrivent, en les développant, 

(Ah)x*+(Hb)y*+(Cf)z*+[(Gb)+(Uf)]rz 

+ ( C a ) ^ + [ ( G / i ) - f ( F a ) ] ^ = o, 

+ [ ( F ^ - ( H c ) ] ^ + [ ( B ^ ) + ( H / ) ] ^ = o . 

Pour que les quadriques aient mêmes axes de figure, il faut 
et il suffit que ces trois cônes soient capables d'un trièdre 
trirectangle. 

En coordonnées rectangulaires, les conditions sont que les 
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sommes des coefficients de xi, y*, z* soient nulles ; donc 

U = ( H * ) - H ( B / ) + ( F C ) = 0 . 
V = ( G a ) + ( F A ) + ( C f ) = o, 
W = ( A A) + ( H 6 ) + ( G / ) = o, 

et, en coordonnées obliques, elles sont exprimées par les con-
ditions de l'énoncé. 

II. Soit ( / ' , m'. n') une direction du plan 

I x m y n z — o, II' -t- mm'rai — o. 

Les plans diamétraux conjugués de ( / ' , m!, /¿') par rapport 
aux deux surfaces sont 

(i) 

('<0 

l'fx m'fy -H n'fz = o, 
/'co^-h w'cpy-h n'cpl = o. 

Quand ('/', m', AI) varie en restant dans le plan 

Ix -f- m y -h n z = o, 

I intersection de (i) et de ( i ) décrit le cône 

l m n 

<*> f i f'y fi 
<pi <?y <?; 

D'après la définition même de ce cône, le plan 

Ix •+- my -f- nz = o 

le coupe suivant deux droites qui forment le système de dia-
mètres coujugués commun aux deux coniques d'intersection 
du plan et deux surfaces. 

Pour que ces deux coniques aient mêmes axes, il faut et il 
suffit que le plan coupe le cône (3 ) suivant deux droites rec-
tangulaires. 

Or on sait que pour que 

ux vy H- wz — o 
coupe le cône 

F(x, y, z) — Ax*-h A'y2-h A f f z 2 - h . . . = o 
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suivant deux droites rectangulaires, il faut que 

( A + A ' - f - A " ) ( M 2 - + - w 2 ) — F ( w , w) = o . 

Appliquant cette formule au cas présent, on obtient la con-
dition 

o = ( /2 -+- m2 + / i 2 ) ( / U + mV + n W ) 
l m n 

/ A + m H + n G / H + / w B h - / i F / G + m F + / I G 

la-\-mh-\-ng lh-+-mb-\-nf lg-\-mf^-nc 

car les coefficients de z2 sont respectivement 

/ ( H ^ ) -f- m(Ga) -h n{kh), 
/ ( B / ) + / n ( F A ) + n ( H 6 ) , 
/ ( F c ) -h m ( G ^ ) -+- n(Gf). c. Q. F. D. 

QUESTIONS. 

2013. Un cercle a pour centre le sommet de l'angle droit 
d'un triangle rectangle donné et il est tangent à l'hypoténuse 
de ce triangle ; les coniques qui ont pour foyers les extrémités 
de cette hypoténuse, et qui touchent le cercle, ont pour points 
de contact les sommets d'un triangle équilatéral. 

(MANNHEIM.) 

2014. Les axes des quadriques de révolution par rapport 
auxquelles deux droites données sont conjuguées engendrent 
un complexe linéaire. (B . BaicAftp.) 

2015. Un trièdre trirectangle a son sommet sur le côté E 
d'un angle donné. Du points où l'autre côté D de cet arçgle 
rencontre l'une des faces de ce trièdre, on élève UIJ plan per-
pendiculaire à ce côte. Ce plan coupe E en un point d'où l'on 
abaisse la perpendiculaire A à la face considérée. On déter-
mine de même B, C pour les autres faces du trièdre. Démon-
trer que les deux droites qui rencontrent A, B, C, D sont per-
pendiculaires à D et perpendiculaires l'une à l'autre. <. • i 

(MANNHEIM.) 



( «93 ) 

[ X 4 a et b ] 

NOTE SUR LA REPRÉSENTATION GÉOMÉTRIQUE 
DES POLYNOMES ALGÉBRIQUES; 

P A R L E C O M M A N D A N T L . D E N Y , 

Ancien élève de TEcoIe Polytechnique. 

I . — P R É L I M I N A I R E S . 

Nous appelons orthogone une ligne brisée à angles 

droits telle que E w S m . . . S 1 E i ( f i g . i) , dont les élé-

l'ig. i. 

»ai 

S* 

+ Ei Sm-2 

S m-6 

-m + 

ments parallèles consécutifs sont marqués du même 
signe ou de signes contraires suivant qu'ils sont tracés 

d'un même côté, ou de côté et d'autre de l 'élément 

perpendiculaire adjacent commun. L e mot consécutif 
implique la succession des sommets dans l 'ordre naturel 

des indices, sans lacune. Si un ou plusieurs éléments 

sont nuls, comme au point double S 4 — S 5 ou au point 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. V. (Mai igo5.) 
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ffriple S9 — S < 0 — pour appliquer la règle il faudra 

rétablir par la pensée les côtés absents et considérer 

chaque sommet simple comme origine des positifs et 

des négatifs, tenant Compte des précédents. tJn choix 

initial reste Arbitraire : en vue de la commodité des 

calculs, nous adoptons pour les deux directions com-

mandées par le sommet Sm^ supposées horizontale et 

verticale, les inverses des signes de la Géométrie ana-

lytique. 

11 sera toujours possible de faire entrer à leur rang 

dans une construction orthogonale, et avec leur valeur 

et leur signe, les coefficients d'un polynome entier. 

La figure obtenue représente une équation algébrique ; 

car elle prête à la recherche des facteurs irréductibles 

du polynome. 

Soit, en effet, l'orthogone S de cinq sommets {fig. i) : 
F i g . 2 . 

sommets sur les côtés du proposé et mêmes extrémités; 

tanga étant quantité positive, V 5 , \ 4, . . . , V 0 des 

nombres à signe latent représentant les côtés de S , on 

pourra-écrire d'abord 

• t : . S 8 $ 4 « Vô-tâaga, 
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ptws pour les resteè jraccesaifs jusqu'au dermier : 

= V5 tanga 

S3 S3 38» V5 tang2a -+- V4 tanga -4- V3 j 
« « * 

Ei Ei = Vs tang5 a -+- V4 tang* a -4- V3 tang3 a 

Y j tang2a -H V t tanga -+- V0. 

E n vertu de la règle des signes, les sommes ftlgct 

briques :sont traduites par des expressions où n'inter-r 

vient pas l ' indication de différence, et il en résulte que 

celle du dernier reste E'4 E< représente Ja valetif 

du polynome pour X ==-f- tanga. Si ce reste e&t nul 
(E', coïncidant avec E<), tanga sera une racine. 

Dans le cas où S 5 S 4 aurait du être tracé. dans I* 

direction opposée par rapport à S 5 ) V 4 serait un élé-

ment positif, et tanga deviendrait une quantité nçga? 

tive. Nous laissons du reste au lecteur le soin d'examiner 

toutes les variantes possibles (inscription, ex-inscrip-

tion, ou mélange des deux formes), qui peuvent se 

présenter. Nous ne voulons noter que ceci : S r figure 

le polynome quotient du proposé S par le facteur du 

premier degré correspondant à la racine, et il est facile 

de s'en assurer par un calcul analogue au précédent. 

Dès lors, on peut opérer sur l ' inscrit de m — 1 sommets 

comme sur l 'orthogone primitif, par conséquent arriver 

à la détermination de toutes les racines réelles et du 

polynome résidu irréductible ou tout au moins n'admet-

tant plus de facteurs du premier degré. 

Les ressources que l'on peut tirer ainsi de cette 

Géométrie ont déjà été remarquées. Dès 1867, les 

Nouvelles Annales (t. VI , p. 3 5 g ) faisaient mention 

du procédé du capitaine Li l l , de l 'armée autrichienne, 

pour résoudre les équations par des figures identiques 

à celles que nous appelons orlhogones et à Paide d'un 

instrument dont la partie essentielle «était,un 4is<|Jj£ 
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gradué portant quadrillage. En 1893, dans le Bulletin 
de la Société mathématique (t. X X I ) , M . G . A r n o u x 

préconisait l 'étude des mêmes figures et le principe 

d'un appareil, sorte de règle à compas, pour la recherche 

des facteurs ( ^ . I g n o r a n t ces travaux antérieurs (nous 

devons à la bienveillante érudition de M. Laisant de 

pouvoir les citer) et peu enclin à une méthode de 

tâtonnement que nous estimions décevante, nous avons 

envisagé la conception qui se présentait à notre espr it 

comme la base d une sorte d'algèbre de forme particu-

lière s'adaptant sans doute plus spécialement à la réso-

lution des équations numériques, mais pouvant aussi 

atteindre la théorie. C'est cette tendance qui nous dif-

férencie de nos prédécesseurs. 

Nous présentons ici les linéaments principaux de 

notre étude qui est susceptible d'extensions. 

I I . — P R I N C I P E S G É N É R A U X . 

Traçons, sur la figure 3, deux axes de projection, 

Fig. 3. 

(1 ) Voir pour plus amples renseignements : 
A. FAVARO, Leçons de Statique graphique (traduction P. 

T E R N I E R ) . Méthode de Litt ( I I E Partie, p. 1 9 7 ) . Paris, Gauthier-
Villars; i885. 

Publications de M. Gabriel Arnoux : Deux fascicules sur Y Algèbre 
graphique (Digne, Chaspoul, 1 8 9 0 ) ; A. F. A. S. (Congrès de 
Marseille), 1891, Étude de méthode graphique. 

iY 

I T 

parallèles aux côtés de Porthogone, et passant par le 
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milieu O de E^E^. En appelant R la moitié de cette 

ligne, il vient (4 ) : 

V,„ — V m _ 2 H - V w _ 4 . . . = — 2 R C O S W = + I R c o s A = + Î R COST, 

—Vm_3~(- V / w _ 5 . . . = -+- 2 R sino> = + a R sin A = — i R sin T. 

Ces formules nous serviront tout d'abord à réduire à 

la même échelle deux figures données. 

Soient S' et S" deux orthogones, l 'un de trois, l'autre 

de quatre côtés, que nous faisons ainsi aboutir aux 

mêmes extrémités. 

Portons sur chacun des côtés de S' des semblables 

à S" ( fig. 4) et inversement sur les côtés de S" des sem-

blables à S' ( f i g . ¿\bis). Ces constructions fournissent 

les deux mêmes directions rectangulaires, et à un fac-

teur près les côtés des superposés représentent en . 

grandeur et en signe les sous-produits venant dans la 

multiplication des polynomes correspondant aux ortho-

gones donnés. 

Pour tracer le résultant S de cinq sommets, combi-

naison des proposés, il suffira de suivie graphiquement 

les phases de l'addition algébrique, c'est-à-dire de 

porter sur chaque direction, eu tenant compte des 

signes, les longueurs qui figurent les produits élémen-

taires; le premier et le dernier sommet sont donnés 

immédiatement; le second et l'avant-dernier par la 

superposition de deux lignes; ainsi de suite. 

Les figures 4 et 4bis prêtent à deux remarques : 

a. L'angle E4 E 5 S5 dans le résultant est la somme des 

angles E, E5 Sg et E* E 5 $1 similaires dans les com-

posants. 

( 1 ) A = 7: — W , T = IC H - W, A - + - T = 2-JC. 
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b. Le» a i e s de projections XX',- Y Y ' étant tracés sur 

les deux ligures, si l'on appelle x , y ; x\ yr ; x" , y" les 

coordonnées des points S, S', S o n arrive facilement, 

Fig. 4 et 4"*'. 

vérifier les deux relations 
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D*ou u n énoncé général : 

L'angle T, que nous appellerons A N G L E D E L ' O R T H O -

G O N E , est la somme algébrique des mêmes angles dans 
les composants ; le point G4, bary centre des sommets, 
est le résultant statique des similaires dans les com-
posants. 

Ces propriétés fondamentales de l 'orthogone sub-

sistent à toutes les phases de la décomposition, qu'elle 

soit complète ou incomplète. 

Nous avons déjà donné les expressions ressortissant 

à la notion de l'angle A égal à (211 — T ) ( j i g . 3 ) ; la 

méthode de projection nous servira encore à déter-

miner sous une forme analogue les coordonnées de G{. 
On a, en effet (Jig- 5) , 

= -4- R cos A -h V9, 

— -4- H cos A -4- V9, 

x-i = -4- R cos A + V9 — V7, 

X l = h- R cos A h- V9 — V7 4- V5 — V3 -4- Vi ; 

de sorte que, si Ton appelle R< la longueur O G , et At 

Fig. 5. 

IY 
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l 'angle G O X , il vient 

m Ri cos Ai = + m R cos A -+- m V m — (m — 2)V,„_2 

- h ( m — 4 ) V w _ 4 — . . . ( i ) 

et 
m Rj sin Ai = -+- m R sin A — ( m — i )V m _i 

-h (m — 3 ) Vm -3 — 

I I I . — R É S O L U T I O N D E S É Q U A T I O N S N U M É R I Q U E S . 

Les principes que nous venons d'établir aboutissent 

à un procédé de recherche des racines par les intersec-

tions d'un cercle et d'une courbe. 

Soit, en effet, S7 orthogone solution du proposé S de 

huit sommets. O n a ( J i g . 6) 

y'i =r8-+-V8 tanga, 

y* — y s tang3 a — V7 tan g2 a — y 6 tanga, 

y\\ =7*-+- V3 tang5 a -+- -+. V* tanga, 

7 2 = 7 3 , 

r i = > ' 2 — Vg tang7a — — V2 tanga. 

Désignons par Y l'ordonnée du point sommet de 

l 'orlhogone du premier degré correspondant à la 

racine tanga, Y est égal à ^¡^y — I l vient 

Y — y i = — V 8(tang 7a — tang5a -h tang3a — tang1 a) 

-i- V7 ( tang6 a — tang4 a -h tang2 a ) - h . . . 

- t -V 4 tang 2 a -f-V^tang1^, 

(*) A remarquer la parenté de ces formules avec celles de la 
dérivée analytique. 
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et de même 

X — xx = — V8( tang6 a — tangua -+• tang2 a) 
— V7(tang5a — tang3a -4- tang1 a) — . . . 
— Y4tang2a —Vstang1«. 

En éliminant tang a 011 aura une courbe du septième 

degré, dont l 'équation sera, l 'origine étant reportée au 

point F w ( — R c o s A , - j - R s i i i À ) , 

j — (V 8 — V6-+- V4 — V 2 )# 6 — ( V7 — V5-hY3)jK^5 

(a) < -4- ( V8 - V6-+- V 4 + y 5 )y3 

et les points-solution correspondant aux racines réelles 

seront marqués par les intersections de cette courbe 

avec la circonférence du cercle tracé sur E i E m comme 

diamètre. 

Un calcul analogue sur un orthogone d'un nombre 

impair de sommets, sept par exemple, donnerait une 

courbe du sixième degré q u i , rapportée à l 'ori-

Fig. 6. 

Ei 

— (V8— V6)j4a72— Y^^x -¥-V8y* = o, 
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gine F 4 ( 4 - R c o s A , — R s i n A ) , aurait pour équation* 

En jetant les jeux sur le tableau des coordonnées 
des sommets, on Toit pourquoi, xm~x ou ym~s étant 
positifs, les signes des autres coefficients se suivent 

dans la cadence 1—h si m est pair, — | si 

m est impair; cette observation permet d'écrire les 

courbes ( a ) et (¿>) pour un degré quelconque, sans 

calculs. 

11 peut paraître compliqué de baser la recherche des 

racines sur la détermination des points communs a u n e 

courbe de degré m — i et à un cercle, les intersections 

étant normalement en nombre i m — i . Mais l ' indéci-

sion n'est qu'apparente, car les courbes admettent un 

point de multiplicité m — i qui est précisément l 'ori-

gine, F m ou située sur le cercle. Il ne reste donc 

que m intersections possibles répondant à la question. 

Les courbes (a) et (6) sont d'une élude facile, mises 

sous la forme 

(a) x = <p(fz), y = ti<j>(p)t 

(ù) a? = <j<p(ff), y = cpO), 

cp est une fonction de degré m — 2 ; JJL et cr l ' inclinaison 

sur l 'axe des X et sur l 'axe des Y de droites parlant de 

l 'origine F m ou F 4 . Om a du reste 

Oa peut aussi, ea faisant intervenir cot* au lieu de tanga, 
trouver des conjuguées a' et b\ mais qui sont rapportées, savoir : 
a' à l'origine F,, b' à l'origine Fml et dans lesquelles V^, V , ^ , . . . 
sont remplacés respectivement par V0, Ylt 

dy ficp'fjt-h cpp 
dx cp' a F-

ou 
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H • . . ... .... ' • • * • . • • -

dx2 .(q'(jl)2 (rç'tfH-^pŒ)2* 

Nous resterons dans les generalité&, ne wqfiai àgi 
que donner des notions sur l'allure des courbes (*) 

Courbes p. : m est pair. — ¡i. = o fournit Si dernier 

sommet de l 'orthogone : la tangente en ce point "r^y» 
y V - i Z p V o ' • • ^ » ' 

soit — - — — j est en général inclinée sur l 'axe 
y m-1— V m—z H- • . • 

d e X . 

Si <p([¿) n'a pas de racines réelles, x ne pourra être 

égal à o, si ce n'est au point Fm qui restera isolé avec 

la multiplicité m — 2. D'autre part, fonction 

impaire, aura une racine et une seule fournissant un 

maximum ou un minimum de x par une tangente v e r -

ticale. On aura donc l 'une des deux formes j ou la 

Fig. 7 . Fig. 

l'on rapporte sur ces figures le cercle d'un orthogone, 

(*) L'étude des cas particuliers, ceux où l'on suppose absents cer-
tains coefficients de <p, aboutit à une classification des équations en 
familles qui ressortissent à des tracés caractéristiques. Elle fournit, 
dans la pratique, des observations intéressantes. 1 
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on reconnaît que, suivant les positions relatives de E< et 

de il y aura o ou 2 solutions. 

Si y (¡x) a deux racines, de même signe ou de signes 

opposés, il y a deux tangentes à l 'origine qui comporte 

alors un point isolé m — 4 et un point double sur la 

courbe; car x et y changent de signe entre les racines. 

O n aura une des deux formes 8 ou Sbis soit telles quelles, 

Fig. 8. Fig. 8'"\ 

soit inversées par rapport à Taxe des Y ; ^(¡Ji) a une 

ou trois racines, d'où une ou trois tangentes verticales. 

Le nombre des racines de l 'équation proposée ne peut 

pas être supérieur à quatre. 

Avec quatre racines en suivant leur groupe-

ment possible par signes, on obtient les figures 9, gbis 

Fig. 9. Fig. 

et 9f<?r, et il est aisé d'imaginer les formes que l 'on 
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obtiendrait avec six, huit , etc. tangentes à l 'or igine; 

on aboutit en dernier lieu au cas où, <p ayant toutes ses 

Fig. 9fcr. 

racines réelles, le point F m est totalement soudé à la 

courbe. 

Courbes or : m est impair. — Dans les courbes <r 

l'allure générale est la même que dans les courbes p. . 

Signalons toutefois que le point S< (pour c = o) est sur 

F axe des Y , et que l 'origine F j est toujours sur le tracé 

de la courbe, à titre de point simple ou de multiplicité 

impaire. Les figures 10, \o t € r correspondent au 

cas où cp(o*) a une, trois, ou cinq racines, et le poly-

nôme proposé un, un ou trois, un, trois ou cinq fac-

teurs du premier degré. 

Nous risquerions de laisser dans l 'ombre un point 

important, si nous 11e signalions pas un avantage inhé-

rent à l'emploi des courbes que nous proposons, celui 

d'avoir le caractère d'une méthode. Pour le tracé et la 

détermination des accidents importants, nous sommes 

amené à l 'étude d'un polynome de degré m — 2, avec 
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abaissement de deux degrés par rapport au 'polynôme 
proposé, ou à celle des dérivées de 2. Mais les fonc-
tions <pTO_2 étant entières peuvent, d'après le même 
principe, être étudiées elles-mêmes à l'aide de fonc-

Fig. 10. Fig. io'"\ 

Fig. iotcr. 

tions et ainsi de suite jusqu'à ce que l'on arrive 

au second ou au premier degré. 

Il est facile de constituer la chaîne de ces poly-

nômes. 

Si l 'on a, par exemple, 
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il viendra successivement 

? s « - : V à tfVV7 ^ ( V 8 ~ V , ) tf 

H - ( V ^ V S - F - Y A ) ^ ! -+• ( V 8 - V , R + V * - T V , } , 

C P , ^ : - 4 - V 8 (1.1 - V 7 ( 2 VG - V^ ) I^L 

H- ( ^ V 7 — V 5 ) H- ( 3 V 8 — 2 V 6 -4- V 4 ) , 

( P Î =-V 8 î xi -HV 7 l * t -H(3VA-V. ) . 

O n sait résoudre <p2, e t de là, par deux graphiques, 

on remontera à P 8 . 

I V . — E S S A I DE D I S C U S S I O N . 

La théorie orthogonale aboutit en définitive à la 

représentation graphique des racines réelles tanga, 

tanga', . . . à l'aide de points I<, , . . . marquant sur la 

circonférence de cercle E< E ^ des arcs i a, . . . comptés 

à partir de ( J ig . II) . Si toutes les racines sont 

Fig, ii. 

réelles on comptera m point I et leur barycentre ^qui 

coïncide avec celui des sommets de l 'orthogone, c'est-

à-dire avec le point G< : A ^ sera à l ' intérieur du 

cercle. Voilà donc un premier critérium indicatif de la 

réalité des racines. 

Nous pouvons combiner a à 2, 3 À 3, . . . , k à k 
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les points I, c'est-à-dire faire les sommes algébriques 

de k arcs E 4 1 pour trouver des points I* en nombre C™. 

Si Ton peut déterminer le barycentre de chaque classe 

de points I, on aura ™ critères ^ * m est impair^ . 

On arrive à ce résultat en remarquant {fig- 12) qu'un 

Fig. 12. 

point I* est l'indice de l'existence réelle d'un ortho-

gone S*, lequel, combiné avec son coexistant doit 

reproduire le proposé S m . 

Les coordonnées, par rapport aux axes de l 'ortho-

gone S, pour un point I* quelconque seront 

x = R(cos T/c cos Tm-k -h sin T* sin Tm-k ), 

y = R ( c o s T * sin T m - k — sinT* c o s ) . 

Si l'on suppute les C™ abscisses et ordonnées, 011 trou-

vera pour leurs sommes tous les produits partiels pro-

venant de la multiplication des deux polynomes S* 

et Sm~*, c'est-à-dire de l'équation que nous écrivons 

symboliquement : 

( V i + v i - , + v'*_2 -+-...-+- VQ ) ( \ " m - k - i . . -h v ; ), 

mais ces produits seront répartis entre ^ x et N ^ y , 
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d'après les résultats de la notation 

(cosTa-f- v ^ sinT*) (cosT / n_* — sinT,n_*). 

De plus, ils devront tous être divisés par 2, 

La question étant posée ainsi, on vérifie sans diffi-

cultés que le premier terme de ^ ^ e s t : 

le deuxième 

«2 C"' 
c ? v k v /«-2, 

et ainsi de suite, et qu'en définitive, si l 'on appelle 

R* ŝ n coordonnées du point cherché, barycentre 

des points I*, on peut écrire, toutes réductions faites, 

et en attribuant à C 0 la valeur de l 'unité : 

m m — 1 
T ou — 

Ok nm—k nk rm-K , ckçm- k —^ ï ¡>- 1 1 -+-...-+• Li0 1 y 
^2 p p-0 

>\H C O S A / , = S I - L F T P * T P " L , T N ~ - + • - • + • V | Y 

m — 1 m — 2 

•«-"ï p/n /c nm~k< , çkrm-k 

•¿p+i 
P=0 

m—(2/>-f-l)-

Dans ces formules, les symboles C* et Cm~k n'ont 

de signification réelle que si l ' indice inférieur, qui 

marque le nombre des objets combinés, est plus petit 

que k ou m — À", total des disponibles : cela suffit pour 

indiquer où s'arrête le calcul, dans chaque cas parti-

culier, aux numérateurs. 

On peut faire les remarques suivantes : 

i° Le numérateur de Vw_2/>, composé d'un nombre 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. V. (Mai 1905.) l4 
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pair de termes, conserve sa valeur et son signe quand 

Ton change k en m — k; celui de V m _(2p + i ) change de 

signe. Les points G* et G m _* auront donc même abscisse 

et des coordonnées de signes contraires; et par suite, 

si l 'on a un point Gm (m pair), ce point sera sur l 'axe 
2 

des X . 

2° Les points G ainsi définis sont en réalité en 

nombre m -h i : car, parmi eux, il faut compter G 0 

que nous avons défini antérieurement R ^ À , et dont 

on retrouve les formules en faisant ici k = o. C'est le 

point I0 de la figure 2; E { figure le point G m . O n 

trouve l 'expression de G 1 ? en faisant k = 1, sous la 

forme 

„ . xr m — 4t7 m — 8 , T ... 
2 Ri cos A1 = \,n — ï V m _ 4 H — \ m - 8 —•. • (*), 

. m — i m — 6 
•2 R! sin A, = »/M—1 V/«-3 H-m m 

Il est donc facile de trouver la valeur de R<, de R 2 , 

de R 3 , et il est évident que R 4 , R 2 , . . . doivent 

être plus petits que R. Il en résulte que l'on a ainsi ^ 

^ou conditions nécessaires pour que l'équation 

ait toutes ses racines réelles. Sous la forme où elles se 

présentent ces conditions 11e sont pas suffisantes, car 

aussi bien que G j , les points G 2 , G 3 , . . . , tout en étant 

à l 'intérieur du cercle de rayon R, peuvent résulter de 

( ' ) Cette expression peut être identifiée avec celle que nous 
avons donnée antérieurement, en tenant compte de la valeur 
de RcosA. Du reste, la fonction RcosA pourrait être mise en 
évidence dans cosAk : il suffit, pour arriver à ce résultat, de 
remarquer que l'on a identiquement 

Ci c;-* + ci c™:ï cj c r ' = c ; . 
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la composition de barycentres extérieurs afférents à des 

orlhogones élémentaires irréductibles. 

Ne voulant pas allonger cette Note, nous terminons 

sur le simple énoncé des considérations qui maintenant 

jalonnent pour nous la route. 

Les relations obtenues entre les quantités R , A et V 

permettent, ne serait-ce que par les procédés connus 

de résolution d'un système d'équations linéaires, d'ex-

primer Y en fonction de R et A : on le fait plus com-

modément à l'aide d'un calcul inverse de celui que 

nous avons présenté et l'on peut ainsi écrire les coef-

ficients sous une forme qui donne des renseignements 

nouveaux. D'autre part, si l 'on se reporle au schéma 

de la tigure 12, 011 arrive à la conception de points-

racines sommets d'un polygone inscrit indépendant du 

diamètre E, E,„, lequel, par sa position accidentelle, 

détermine un polynome algébrique particulier, c'est-

à-dire 1111e écriture analytique passagère du polygone. 

11 en résulte pour le polynome lui-même et pour les 

polygones I* provenant du primitif L , des variations 

dont l 'élude s'impose. 

[ H 3 c ] 
ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE DES COURBES 

DU TROISIÈME ORDRE; 
P A R M . H . L A U R E N T . 

L'équation générale des courbes du troisième degré 

peut se mettre sous la forme 

Pyz "+" ( nix n )yt Kaxt ~~ bx -+- c)y 
-h r6x2-h *(X -h- 8 = 0, 
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p, m, /z; a, è , c ; a, ¡3, y , 8 désignant des constantes 

qu'il faut é l iminer; or en ditlérenliant quatre fois, 

cinq fois, . . . , g fois, on a 

d^y* N d'+ y2 

d* y2 <i4 v 

r duc* 7 

- ¿07 -h c) 

E n éliminant j?, m x - j - M , /7i, + ^ + 
2 a . r -h 2 on a 

d\y* d\y2 d*y 
dx4 dx* dx3 dx1* 4 dx* 

d*y* d»y2 

J dx4 
d'y d*y 

10 — 
dx» dx5 J dx4 dx» dx4 dx* 

6 . . . . 

7 . . . . 

6 . . 

7 • • 

r . ) . . . . 

. . . . 

28 . . . . 

3 6 . . . . 

Il serait aussi facile d'écrire l 'équation différentielle 

des courbes d'un ordre quelconque, ainsi : 

Si l 'on pose a i j = , l'équation différentielle 
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d'une courbe de degré n s 'obtiendra en égalant à zéro 

le déterminant ( ' ) 

«4-1 «4-1 («4-l\n «4-1 »»+l,n-l j—«»,».-1 —j— ••• «n-i-i.i —j— 
«-+•2 «-4-2 («+-2)1/14-11 «4-2 »-t-2,n-i —j— «n+2,n-2 ~";M-2,»-2 -2 ••• «ii+i.l ~ rt»-Hl,.( 

2 ' " 1 'wU+3 -

[ P i e ] 
SlIK LES ÉLÉMENTS DOUBLES DE DEUX FIGURES SEMBLABLES 

DANS L'ESPACE; 

PAR M. G. FONTENÉ. 

I . 

1. Soient O X , O Y deux axes rectangulaires; consi-

dérons la droite isoirope Y = X i , et faisons-la tourner 

de l 'angle 9 : elle ne cesse pas de coïncider avec elle-

même, mais un point M de cette droite vient occuper 

une autre position M/ que nous déterminerons comme 

il suit. Soient O X ' , O Y ' deux axes rectangulaires 

obtenus en faisant tourner les premiers de l'angle 0; 

(*) On a du reste 
i ' 

a ^ L à a ! fti...^*-^"" 

Les facteurs yayP... étant au nombre de j, et a -h p .. — i ; 
cette formule se déduit de la formule symbolique 

(u, v,w, ...) = ( u -h -+- w H-...)", 

en posant u — v — w .. — y. 
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les coordonnées du point M dans le système primitif 

étant X , Y , les coordonnées de ce point dans le système 

transformé sont 

X ' = X cos6-h Y sin6 = X ( c o s 6 -+- i sinO), 
Y' == — X sin 0 -f- Y cos6 = Y (cos6 -h is inô) ; 

comme X et Y sont aussi les coordonnées du point M f 

dans le nouveau système, on arrive à ce résultat : les 
coordonnées du point M sont, égales à celles du 
point M ; multipliées par le facteur cos8-f- i sin 9. 

2. Soient, dans l 'espace, F et F7 deux figures égales 

formées de droites issues d'un point O. Ce système a 

trois droites doubles; l 'une est l 'axe O K de la rotation 

qui fait coïncider les deux figures, et nous appellerons 6 

l'angle de celte rotation; les deux antres sont les 

isotropes 0 1 , OJ du plan II perpendiculaire à O R au 

point O , et, l 'on se rappellera que, si 0 1 est une droite 

double en tant que droite indéfinie, un point M de 0 1 

n'est pas un point double. 

Etant donnés deux trièdres trirectangles de même 

orientation O J , Oy, O z et Oxr, Oy\ O z r , qui sont 

homologues pour F et F ' , proposons-nous de déter-

miner les trois droites doubles. Si M est un point de la 

droite double OK, ce point (qui est un point double) a 

les mêmes coordonnées par rapport aux deux trièdras, 

et Ton a, avec S = i , 

^ x ou ax -+- by -h cz = Sx. 
( i) < y ou a x h- b1 y -h c z = S y, 

{ z' OU a X y y -4- c" z = S.J. 

Si M est un point de la droite double 0 1 , considéré 

comme point de la figure F , M'étant le point corres-

pondant de la figure F ' , point distinct de M, situé tou-
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tefois sur O M , les coordonnées du point M par rapport 

au second trièdre sont proportionnelles aux coordon-

nées du point W par rapport à ce second trièdre, c'est-

à-dire aux coordonnées du point M par rapport au pre-

mier trièdre, de sorte que les coordonnées du point M 

sont proportionnelles dans les deux systèmes de réfé-

rence; on a donc encore les relations ( i ) , la valeur 

de S étant c o s 8 * siu9. Il suit de là que l'équation 

en S 

a — S b c 
b'- S c' 

b" cH- S 

a 
a" 

a pour racines i et cos9 dz i sin9. 

Pour vérifier que i est racine, on peut écrire, 

avec S = i , 

a — i b c a b c 
A = a' b'-i c' 1 = a b' c' 

a" b" c" I a!' b" c" 

et la multiplication donne 

A = 

i — a — b — c 
— a i — b' — c' 
_ a " —b" i — c" 

= — A : 

le déterminant étant d'ordre impair. L'équation dé-

veloppée 'devient 

S» — + + — i = o, 

le coefficient de S résultant, si l 'on veut, de l'existence 

de la racine i ; la suppression de cette racine donne 

l 'équation 
S 2 — ( a -H b' c"— i ) S -+-1 = o, 

dont les racines doivent être c o s 9 z b i s i n 9 . On doit 
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donc avoir 
a -+- b'-h c' — I = 2 C O S 6 , 

et l'on peut vérifier cette égalité par les formules 

d'Olinde Rodrigues. 

Pour vérifier que les deux droites doubles fournies 

par les deux dernières valeurs de S sont des isotropes, 

il suffit d'ajouter les équations (i) après les avoir éle-

vées au carré; on obtient 

0 — S 2 ) 0 2 - f - j K 2 - b = o. 

[J'ai écarté le cas singulier Q = n. Si M est alors un 

point du plan II, il est aisé de voir que les coordonnées 

de ce point relativement aux deux triedros ont même 

valeur absolue et des signes contraires : les coordon-

nées de M rapporté au premier trièdre sont, en effet, 

les coordonnées de M' rapporté au second trièdre, ou 

les coordonnées changées de signes de M rapporté au 

second trièdre, puisque M et M' sont symétriques par 

rapport à O. Dans ce cas, ou a la racine double S == — i , 

et toutes les droites menées par le point O dans le 

plan II sont des droites doubles.] 

II. 

3. Soient, dans l'espace, deux figures F et F' dont 

l 'une est semblable à l'autre ou à la symétrique de 

l'autre. Il existe un point double O ; une certaine 

droite réelle O K passant en O est une droite double en 

tant que droite indéfinie; le plan II perpendiculaire 

en O à O K est un plan double en tant que plan indéfini. 

La transformation par laquelle on passe de F à F ' est 

une homographie dont le tétraèdre double a pour som-

mets les points O, K , I, J, en appelant K le point à 
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l 'infini sur O K , en appelant I et J les points cycliques 

du plan IL 

Une homographie dépend de i5 paramètres; une 

similitude dépendant de 7 paramètres seulement, il 

faut 8 conditions pour qu'une homographie soit uiie 

similitude; les conditions relatives à la nature du 

tétraèdre double sont au nombre de 7 seulement. On 

a 8 conditions en disant que le cercle de l 'infini doit 

être une conique double. 

4. Soit k le rapport d'homothétie des deux figures 

rendues homothéliques. Si M et M' sont deux points 

correspondants des deux figures, la trace Op. du 

plan O M M ' sur le plan II est bissectrice extérieure ou 

intérieure pour le triangle O M M ' selon que k est 

positif ou négatif; donc, en appelant p, le point où la 

droite M M ' perce le plan II, on a 

Si la transformation est définie par deux tiiangles 

semblables A B C , A ' B ' C ' , et par le signe de A, dont"la 

A B 
valeur absolue est cette relation permet de con-

A D ' 

s traire le plan double II en construisant sur les 
droites A A', BB', C G les trois points oc, [3, y d'après 
les relations 

-11=*, D U * , .... 
a A' 

En appelant ¡3|,yi les conjugués des points a, ¡3, y 

par rapport aux segments A A' , BB' , C C , le point 

double O est l 'un des deux points communs aux trois 

sphères qui ont pour diamètres aa 4 , y y t , à savoir 
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celui qui est dans le plan i l . Si Von projette a 4 , ¡3{, y , 

sur ce plan en a^ bu c / e s trois circonférences de ce 
plan qui ont pour diamètres aaK, ¡3£4, yc4 0/2Z ¿¿/z point 
commun qui est le point O. Ayant 0, on a la droite 
dbuble O K . 

Si l 'une des figures F et F ' est égale à la symétrique 

de l 'autre, les deux triangles sont égaux, et l 'on 

a k = — i . Les points a, ¡3, y sont alors les milieux 

des segments A A ' , B1V, C O . Les plans perpendicu-
laires aux droites A A7, BB', CCf en a, ¡3, y se coupenty 

dans le plan a[3y, en un point O tel que l'un des 
tétraèdres O A B C , O A ' B ' C ' est égal au symétrique 
de Vautre. 

Si les deux ligures sont égales, les deux triangles 

sont égaux, et l 'on a À = -}- i • Le plan II disparaît à 
Vinfini, et il en est de même du point O. La droite 
double continue d'exister. 

o. Si l 'on définit un point m d e l à droite variable MM' 

par la relation 

= S x k, 
• m M' 

S étant une constante, le calcul montre qu'il y a un 

lieu du point m t et que ce lieu est un plan, si S a l 'une 

des valeurs i , eos9 dt sin 9; les trois plans ainsi obtenus 

sont les plans doubles OIJ, O K I , O K J . 

III. 

6. Dans l'espace, les figures que donne la symétrie 

par rapport à un plan sont fournies au point de la 

grandeur par la symétrie par rapport à un point; le 

fait analogue n'a pas lieu en géométrie plane, si l 'on 
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s'interdit de sortir du plan. II faut alors étudier sépa-

rément la similitude (homographie dont les points 

doubles sont les points cycliques), et la transformation 

par laquelle on passe d'une figure à une figure inverse-

ment semblable (homographie dans laquelle chacun 

des points cycliques se transforme en l'autre). 

Il existe dans chaque cas un point double O, et la 

recherche des droites doubles conduit aux équations 

cosô — S sin 0 
— sin 0 cos 6 — S 

cosO — S sin 0 
sin 6 — cos Ö — S 

S2 — a S cos ö + i = o, S 2 — i = o; 

dans le premier cas, on a comme droites doubles les 

isotropes du point O ; dans le second cas, on a deux 

droites doubles rectangulaires, avec des faits analogues 

à ceux du n° 4. 

7. Si l 'on veut rattacher ce qui se passe à propos du 

plan aux faits relatifs à l'espace, il faut supposer que 

les deux trièdres O.r , O y, O z e t O x ' , . . c o n s i d é r é s 

plus haut, ont leurs axes O s et O z' coïncidents ou 

opposés. Dans le premier cas, l'équation du troisième 

degré en S devient 

cosO — S — sin 6 o 
sinO cos 6 — S o 

o o i — S 

etc. Dans le second cas, cette équation devient 

cos 6 — S 

sin 6 

sin 6 

cos G — S 

o 

o 

o 

— i — S 
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OU 
( S - I ) ( S - M ) * = O ; 

la racine double — i s 'explique par le fait que l'on est 

ici dans le cas singulier signalé à la fin du n° 2. 

[ R 8 a ] 
SUR LE MOUVEMENT DTK CORPS SOLIDE; 

PAR M. A. TRESSE. 

Tout ce que nous avons dit dans notre article précé-

dent, Sur /'équilibre d'un corps solide s'étend à 

l 'étude du mouvement d'un système invariable par la 

considéra lion de ce qu'on appelle force d'inertie. 
Ecrivons les équations qui définissent le mouvement 

d'un point matériel de masse sous la for me 

(2) XX — m ] v — o, S Y — mJy— o, X Z — m J - = o , 

où J^, J j , Jz désignent les projections sur les excès de 

l 'accélération J, et appelons force d'inertie du point 
matériel un vecteur égal et opposé au produit de sa 

masse m par son accélération J ; ces trois équations 

expriment que le point est en équilibre sous l 'action 

de celle force d'inertie et des forces proprement dites 

qui le sollicitent; ainsi interprétées, les équations ( 2 ) 
jouent, dans le cas d'un seul point matériel, le rôle des 

équations (1). 

Pareillement, le mouvement d'un système quelconque 
de n points matériels sera défini par 3 n relations de la 

forme ( 2 ) , entre les forces intérieures, d'une part, et, 

(1) Nouvelles Annales, avril 190.5, p. i53. 
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d 'autre part, Jes forces extérieures et les forces 

d'inertie; ces 3n relations jouent le rôle des équa-

tions ( a ) . 

Enfin, dans le cas d'un système invariable, on 

déduit de ces 3/i relations six équations, analogues aux 

équations ( ¡3), indépendantes des forces extérieures, qui 

définissent complètement le mouvement du système, 

les autres équations ( a ) déterminent les forces inté-

rieures, toujours avec le même ordre d'indétermination 

et sous les mêmes restrictions. 

Nous n'énonçons pas l ' interprétation bien connue de 

ces nouvelles équations ( [3) ; bornons-nous à en signaler 

cette conséquence immédiate : 

T H É O R È M E . — Pour que deux systèmes de forces 
extérieures appliquées à un cot ps solide lui impri-
ment, dans les mêmes conditions initiales, le même 
mouvement, il faut et sujfit que, dans les deux sys-
tèmes, la somme algébrique des projections des forces 
sur chacun des trois axes de coordonnées soit la même, 
ainsi que celle de leurs moments par rapport à chacun 
des mêmes axes. 

[P6d, P 6 f ] 
SUR LA TRANSFORMATION D'ERNEST DUPORCQ 

ET SLR CELLE DE LIE; 
PAR M. R. BRICARD. 

1. O n doit à E. Duporcq (*) une transformation 

de contact remarquable qui généralise celle de Lie, en 

(1 ) Bulletin de la Société mathématique de France, t. XXVII, 
1899, p. 146. 
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taisant correspondre aux droites de l 'espace non les 

sphères, mais les quadriques circonscrites à une q-ua-
drique fixe. 

Cette transformation a été présentée par le regretté 

géomètre sous une forme entièrement synthétique qui 

en rend les applications un peu pénibles. 

On peut, comme ou va le voir, définir, par des for-

mules très simples, une transformation qui joui t de 

propriétés identiques à celles de Duporcq. 

2. Proposons-nous, à cet effet, de résoudre le pro-

blème suivant : 

Exprimery en fonctions rationnelles de trois para-
mètres, les coordonnées d'une droite quelconque tan-
gente à une quadrique fixe. 

Soient 
X — x0 _ Y — JKQ _ Z — ¿ 0 

P ~ <1 ~ r 

les équations d'une droite D. Les coordonnées plucké-

riennes de cette droite sont q% r , et les trois quan-

tités 

p' = q*o— q' = rx0 — pz0, r' = pyQ — qxQ. 

O n a l'identité fondamentale 

<i) pp1qq'rr'= o. 

Exprimons que la droite D est tangente à la qua-

drique ( Q ) représentée par l 'équation 

(•->/) Y 2 — Z 2 — Ï = 0 . 

On forme aisément l 'équation 

( 3 ) />2 -r- q* — r2 H- //* - - r/2 — r'2 = o. 
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Cela posé, on tire de ( i ) et (3) , par des combinaisons 

simples, 

(4) (p -H q'Y-('• - O 2 - o, 
(5) (p-p')2+ (q - q')2~(r -h r')* = o. 

Nous résoudrons, d'une manière aussi générale que 

possible, le système précédent, en posant (à un facteur 

de proportionnalité près) 

p-{-p'= 4 x y , q^r-q'^ o^x2 — y2), r — r'= x2 -r-JK2), 
= — q — q' — 2 ( z 2 — I) , R + R ' = 2 ( 2 2 + I ) , 

x, y , z étant trois quantités quelconques. O n tire 

de là 

j p = i(xy — z), q — x2 — y2-hz2—i, r= x2 -hy2 -h z2 -•;- î, 
/ _/?' = ci(xy -+- ~ ), q'— x2 — jk2—z2 i 1, r——x2 — y2-\-z2-\- i. 

Les formules ( 6 ) résolvent la question proposée. 

3. Si Von considère x, y, z comme les coordonnées 
d'un point, on voit que les formules ( 6 ) font corres-
pondre à tout point m de Vespace une droite D qui 
touche la quadrique (Q). 

On vérifie sans peine que les équations de la droite D 

peuvent s'écrire 

( Cr 2 -bi)X -h (xy — -s ) ( Y — '¿) y2 — i = o, 
7 | (x*+ z*)X — (xy — z) (Y -+-Z) — x* + z* = o. 

La droite D engendre une quadrique, quand le 
point m décrit une droite quelconque. 

Supposons en effet que le point m décrive la droite 

y — ax - 4 -

z — ex -+- d. 



( 2 2 4 ) 

Si l 'on remplace dans les formules ( 6 ) y et z par les 

expressions précédentes, on trouvera pour /?, < 7 , r , p', 
q', /*', des expressions de la forme 

A ¿ x 2 - h B; x -+• Ci (i — 1, *2, 3, 4, 6). 

O r , entre quatre polynomes homogènes et du second 

degré en x et y, il existe une relation linéaire et homo-

gène à coefficients constants. On peut donc former 

entre Jes coordonnées p, q, r , //, / ' , Z/'OI.v relations 

linéaires et homogènes, en général distinctes. Autre-

ment dit, lorsque le point m décrit une droite, la droite 

correspondante D varie en appartenant à trois com-

plexes linéaires : elle engendre donc une quadrique 

comme il est bien connu. Cette quadrique est d'ailleurs 

évidemment circonscrite à ( Q ) . 

On relrouve ainsi les propriétés caractéristiques de 

la transformation de Duporcq. 

Je n'insiste pas sur les applications nombreuses que 

l'on peut faire de la transformation de Duporcq. Elles 

ont été exposées dans le cours professé par M. Hum-

bert au Collège de France (semestre i y o 4 - i 9 o 5 ) , sur 

les (onctions abéliennes et leurs applications géomé-

triques, et dont tous Jes géomètres espèrent une publi-

cation prochaine. 

4. Quand la quadrique ( Q ) dégénère en l 'ombilicale, 

la transformation de Duporcq devient celle de L ie . 

Pour retrouver les formules classiques qui définissent 

cette dernière, il est nécessaire d'user de quelques pré-

cautions. 

A cet elfet, considérons, au lieu de la quadrique ( Q ) , 

la quadrique ( Q ) représentée en coordonnées tangen-
tielles par l 'équation 

(8) u*-{- W*— = 0, 



{ 225 ) 

La condition pour que la droite D lui soit tangente 
est 

d'où, par combinaison des équations (1) et (9), 

(p -r- i\p')*-\- (g -h ¿Xgr')2-f- (r -+- ilr'y2 = o, 

(p — ¿\p')*-+- (q — iXg')2-f- (r — ¿Xr')2 == o. 

Je résoudrai le système précédent en posant 

^ , p — L\p'= — (1 + À r)2, 
(10) < q -î- ilq'~ - ¿( .¿r2-h 1), <7 — ¿X çr' = — i[(x H- X z)*- -1- (i -h ly)2], 

f 7' ¿X /•' — — 'ix, /• — î X /*' = — (x -f- X z ) ( 1 -f- X r ), 

d'où l'on tire cj, r , / / , /•'. 
Les expressions obtenues conviennent quel que 

soit À; si la quadrique ( Q ' ) , en particulier, se réduit à 

l 'ombilicale, c'est-à-dire si l 'on fait \ = o, elles ne de-

viennent pas illusoires, grâce à la forme choisie pour 

les seconds membres des relations (10). 

O n trouve en ce cas 

= 3-2—1, p'=: ¿(xz—y), 
q = — i( x2 -f- 1 ), q — xz y, 
r = — -XX, r = — 4-

et la droite correspondante a pour équations 

X h- Y i -4- x Z -+- 2 = o, 
' ¿ ( X - Y i ) - Z -f-jK = o. 

Ce sont les équations bien connues de la iransforma-

tiou de Lie. 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. V. (Mai 1gofy.) i5 
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BIBLIOGKAPIIIE. 

C O U R S DE G É O M É T R I E A N A L Y T I Q U E A D E U X D I M E N S I O N S 

( S E C T I O N S C O N I Q U E S ) ; par i\I. H. Mandent, ancien 

élève de l 'Ecole Normale des Sciences de G m d , pro-

fesseur de Mathématiques supérieures à l 'Athénée royal 

de T o n g r e s . — i vol. in -8° de v i i i - 5 - 4 pages. N a n i u r , 

W e s 111 aeI-CIiai• Iier^ 1904. Prix : i o f l . 

En Belgique; on étudie, en deux, fois, les courbes de 
second ordre. Dans renseignement secondaire, la théorie est 
exposée à peu près comme dans les premiers Chapitres de 
G. Salmon : le point de vue géométrique domine; les variétés 
des coniques sont examinées successivement et représentées 
par leurs équations réduites; on ne s'élève guère à des vues 
d'ensemble. Il en est autrement dans les Facultés : la conique 
devient la forme quadratique ternaire; ses propriétés projec-
tives traduisent, les relations liant les dérivées partielles de 
la forme, le discriminant, le divariant, etc. ; ses propriétés 
métriques s'obtiennent en lui adjoignant les poinls cycliques. 

Le Livre de M. Mandait rompt avec cette tradition. Il est 
manifestement, destiné ù des débutants, comme le prouvent, 
d'une part, le grand développement donné aux principes et, 
d'autre part, l'exclusion des notations symboliques. Mais en 
même temps il va droit aux considérations les plus géné-
rales et les plus fécondes. D'un bout à l'autre, Je travail est 
imprégné d'invariantologie; depuis les propretés les plus 
usuelles du cercle et des coniques jusqu'à celles des faisceaux 
et des réseaux tant ponctuels que tangentiels. tous les faits 
géométriques répondent à des invariants déduits des équa-
tions des ligures. Nous croyons qu'il serait difficile de (aire 
un Livre plus homogène et plus complet. 

Convient-il pour l'enseignement? Nous en sommes con-
vaincu, d'autant [dus que l'auteur professe ces matières 
depuis nombre d'années. 

L'Ouvrage de M. Mandait mérite donc beaucoup mieux que 
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l'indifférence. Il aura de chauds partisans; mais, par contre, 
nous osons lui prédire, et ceci n'est pas un mauvais com-
pliment, qu'il aura pour adversaires, en Belgique, tous ceux 
que leur grandeur ou leur petitesse attache au rivage de la 
r o u t i n e . M. STUYVAERT. 

CORRESPONDANCE. 

M. H. B r o c a r d . — S'il m'est permis d'apporter un témoi-
gnage qui pourra paraître intéressé, sinon intéressant, au 
sujet de la remarque de M. Massing ( 1 9 0 3 , p. 1 7 9 - 1 8 0 ) , je 
dirai que je la retrouve dans les Notes sur la question 1545, 
dont l'énoncé, dû à M Chauliac, renferme au paragraphe V 
la proposition plus générale que voici : 

Si l'on considère trois normales quelconques à une pa-
rabole (ne se coupant pas au même point), le point de ren-
contre des hauteurs du triangle des normales et le point 
de rencontre des hauteurs du triangle des tangentes sont 
sur un même diamètre. 

Il suffit donc de supposer les trois normales issues d'un 
point M. 

C'est le théorème énoncé par M. Massing ( loc. cit.) 
J'ignore si cette remarque particulière a été faite anté-

rieurement; cela me paraît bien probable et je l'attribuerai 
volontiers à M. Chauliac (question io45, i885, p. 44°)7 mais 
M. Emmerich l'a énoncée très explicitement dans Mathesis, 
1903, p. 236, à l'occasion de sa réponse à la question 1033 
( K . T U C K E R , Mathesis, 1 8 9 3 , p. a i5 ) relative à la parabole et 
à trois normales concourantes ou quelconques. 

J ai toujours pensé que cette configuration donnerait le 
sujet d'une étude bibliographique méritant l'attention des 
mathématiciens; mais, si cette publication a pu être ajournée 
sans inconvénient, je crois devoir retenir trois questions 
qui la justifieraient pleinement, les questions précitées de 
M.M. Chauliac et Tucker. et la question 316 (G. DE LONG-
CHAMPS, Journal de Math, sp.) résolue en 1 8 9 2 , p. 2 I I - 2 I 5 . 
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M. Troin . — La question 2008 proposée sous mon nom 

dans le numéro de février igoo des Nouvelles Annales n'est 
pas nouvelle, au moins en ce qui concerne la deuxième partie. 

La propriété qui fait l'objet de cette deuxième partie se 
trouve énoncée dans Exercices sur la géométrie du triangle 
de M. Laisant (p. 16, quest. o3) et les renseignements biblio-
graphiques qui l'accompagnent indiquent que la question fut 
proposée par M. d'Ocagnedans Iç, Journal de Math. élénx. de 
M. de Longchamps et résolue dans l'année 1889 de ce journal 
aux pages 92 et 116 par M. d'Ocagne lui-même. 

J'ignore si la propriété qui fait l'objet de la première partie 
de la question 2008 fut énoncée par M. d'Ocagne dans une de 
ses solutions. 

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES. 

1805. 
\ 1 8 9 8 , p . 3 8 8 . ) 

Etant donnée Véquation 

/ o(x) = axn—nbxn~l 

(A) n(n-i) cx,l~-2 —... — nkx -+- l = o, 

dont le degré n — 2v est pair, si Von désigne par <£>!, cp2, 
ç»3, ... les dérivées successives de y (oc), divisées respective-
ment par 71, n(n— 1), n(n — 1) (n — 2), . .., l'équation en z 

Cpv -}-S ?v-l <?V-2 <p 

z 
® v 4

 V 
<Pv~i <pl 

) = 
<?V-4-2 <f>v̂ l

 r

f V -t 
I . 2 

v ( v — i j ~ 

<pV-l 4 , l 2 <pV-l 

a C£>» 1 ... <J>v— z a i/i 1 • • • <J>v— z 

est indépendante de x. 
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Trouver les relations qui lient les racines de l'équa-

tion en x à celles de Véquation en z. 
( P . SONDÂT.) 

SOLUTION 

P a r 1'AUTEUR. 

En posant 

= bxn~i — (n — i)cxn~1-t-. . .-+• (n — i)kx — l, 

on aura la r e l a t i o n 

^(¿r) = x <pj — cp 

qui, a p p l i q u é e a u x d é r i v é e s s u c c e s s i v e s , c o n d u i t a u x é g a l i t é s 
j b — ax — cpw-i, 
l c = ax- — 2.rcp„_1-f-
\ r 

1 bx — c —X^n-x — c p „ _ 2 , 

f CX — d =r ¿r2 1 — 2ircp„_2-i- Cp„_3, 

Si R est une f o n c t i o n h o m o g è n e quelconque des c o e f f i -

cients de ( A ) , nous d é s i g n e r o n s par R' c e t t e m ê m e f o n c t i o n 

où nous r e m p l a c e r o n s a , b , c , . . . . /c, l par a , v n - h • • 

D a n s le d é t e r m i n a n t r e m p l a ç o n s c h a q u e h o r i z o n t a l e 

<le r a n g p -f-1 remontant, par cel le o b t e n u e en a j o u t a n t 

termes à t e r m e s les h o r i z o n t a l e s i n f é r i e u r e s r e s p e c t i v e m e n t 

multipliées par les t e r m e s de (a? — i)/' d é v e l o p p é , c 'est-à-dire 

la première H t par H , , la d e u x i è m e I l 2 p a r l i l i — H 2 , la t r o i -

sième II3 par x - H i — XXH 2 -+- II 3 , et ainsi de suite. 

D a n s le n o u v e a u d é t e r m i n a n t , égal à dzf(z), o p é r o n s d e 

même sur les v e r t i c a l e s , en a l l a n t de la gauche vers la 
droite, ou r e m p l a ç o n s la p r e m i è r e V i par V ] , la d e u x i è m e V j 

par x N i — V 2 , . . . , et n o u s aurons un n o u v e a u d é t e r m i n a n t 

égal à H - c a r , si la p r e m i è r e s u b s t i t u t i o n a c h a n g é le 

signe de f ( z ) , la s e c o n d e le r é t a b l i t , en le c h a n g e a n t de n o u -

veau. 

P o u r a v o i r le t e r m e c o n n u , soit R' de f ( z ) , on fera z = o, 

ce qui d o n n e , d ' a p r è s les é g a l i t é s ( 1 ) , après les d e u x s u b s t i t u -
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tions successives, 

R' = 

. . . . k l 
k 

= R . 

a b c . . . . g 

Rétablissons les termes en z en faisant abstraction des 

autres et considérons l 'élément A/J_t_li(7_f_1 appartenant à la 

(p 4 - ij i ,}me horizontale et à la ( ^ + i) i i m e verticale. En r e m -

plaçant H p + j par 

X P H T — pxP~ l H 2 - H . . . ^ Z P X U P ± H P + I , 

on amène dans A , si p -f- q >> v, un terme en z, recueilli dans 

la diagonale principale, sur l 'horizontale H ; / + i , si p ' q — v. 

Ce terme recueilli, soit B , a pour valeur 

B = 
± 1 . 2 . . . / ? 

B = 

v ( V — I ). . . ( v — p' -H I ) 

.2. . .(v — q) 

et, amené dans A , il devient 

G = 
~-p(p — i ) . . . ( / ) - v + 

l.2...(v — q) xl'+Q-v X B 

( 2 ) G = + 

Er\ faisant p = v, v — i, v — 2, . . . et donnant à q les v a -

leurs o, 1, 2, . . . , v, que q peut prendre, on aura dans Hv-m • 

1 
dans Hv : 

dans H v _ t : 

v ( v — 1 ) L 1 •2 J 

et ainsi de suite. 
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Si m a i n t e n a n t nous remplaçons par 

x q Y t — q V 2 - + - . . . z p q x \ q ± L Y q + l , 

Je total des termes a m e n é s dans Hv-f-i sera 

(— i)v.s.r'7(i — i)7 = o (si 2 ^ 0 ) . 

Dans H v , ce total serait 

(— I)V ^ X<1-1 ( 1 — I )'/-! — O ( si q ^ I ). 

Il en sera de m ê m e clans t o u t e s les h o r i z o n t a l e s . 

E n r é s u m é , les z amenés par les s u b s t i t u t i o n s des l ignes 

s o n t d é t r u i t s par les s u b s t i t u t i o n s des c o l o n n e s , sauf dans la 

d i a g o n a l e p r i n c i p a l e où ils c h a n g e n t de s i g n e s a v e c v impair, 

ce qui i m p o r t e peu, p u i s q u e alors f(z) —/(—z). 
O n aura donc f i n a l e m e n t 

L ' é q u a t i o n ( B ) jouit des p r o p r i é t é s suivantes : 

i ° E l l e reste la m ô m e quand on y c h a n g e les signes des 

c o e f f i c i e n t s b, d, f , . . . ; q u a n d on y p e r m u t e les c o e f f i -

c i e n t s a, c, . . . , A, k, l é q u i d i s t a n t s des e x t r ê m e s et 

quand on y r e m p l a c e a , ¿>, c , . . . , l par 

' j w _ 2 (//i) , . . . , <pi(//i), cp(rn), quel que soit /??, ou elle c o n -

v i e n t a u x é q u a t i o n s 

'^(¿r) = o, < p ( — x ) — o, y (m—x) = o. 

2° A v e c v impair, elle ne contient que les puissances paires 

de z, p u i s q u e /(z) = f{—z), ou elle est de la f o r m e 

-v+1 p \ ^v-i -f- «y A 3V-3 -+-. — o, 

p* q, . . ., s é t a n t n u m é r i q u e s . 
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V Si v est pair, elle ne contient pas le second terme, car, 

si l'on développe f(z), après avoir multiplié les lignes par 
( v — j \ 

Vi , . . . , ie coefficient de zv sera 

ff î — v 
V ( V 

i j = = F C ^ ( L — 1 ) V = o 

ou elle est de la forme 

7 1 •s'H. 

4° La fonction A s'obtient facilement en remplaçant dans 
«p(a?) les puissances croissantes de x par a, c, /i, 
comme on peut s'en assurer en développant. 

5° On a 

A ~ A . to = to, A' - A, IV — R . 

6° Si l'équation (A) a v i racines égales annulant cpi, 
<p2, . . . . on aura les conditions de multiplicité 

A — o, A — o. R = o, 

avec v pair. 
Quant aux relations qui lient les racines de ( B ) à celles 

de (A) , ou les trouvera en s'aidant de celles qui, dans cha-
cune d'elles, lient ses racines à ses coefficients. 

\ppl ¿cations. — I. n — i ou 

©(#) = ax-— ibx ~ c — o. 

A RRR 6 2 — « C . 
Si 

Jl. n — 4 ou 

<p ( x ) = a x'+ — 4 b .r3 (> c x2 — 4 dx -h e = o. 
Si 

•IX = îc2 — tbd+ae, 
c d e 
b e d . 
a b c 

5 3 — ; $ X S — 



( a33 ) 

A v e c une racine d o u b l e a n n u l a n t o et cp,, on a 

cp| = X', = u>' 

et , par suite, 

A 3 — O J 2 = o ( r é s u l t a n t e de C a y l e y ) . 

D'ai l leurs X = o, w = o a v e c une racine triple. 

I I I . n = O ou 

cp (x) — ax* — tibx6 H- \ 5 ex'* 
+ Ir)C x2 

Si 

j o A = i o d2 — 15 ce -f- 6 bf — a g, 

on a 

— î o A -f- 9 A 

A v e c une racine triple a n n u l a n t cp, cp1? cp2, on a 

cp| = X', ©J — A' et, par suite, X"2 — A. 

D'ailleu rs, 

X = o, A = o 

avec une racine q u a d r u p l e . 

1932. 
(1902, p. :{;»;.) 

Etant donné un quadrilatère convexe A B C D , on con-
sidère des plans reliés aux tiges AB, BG, CD, DA. On 
demande de trouver, respectivement dans ces plans, quatre 
points m, n, p. q tels que la droite mp soit égale et per-
pendiculaire à la droite nq pour toutes les déformations 
du quadrilatère. Démontrer que les milieux <fea droites 
mp, nq et des diagonales du quadrilatère sont les sommets 
d'un carré. ( J . R É V E I L L E . ) 

— 2o dx* 

• = o. 

d e / 8 
c d e f 
b c d e 
a b c d 
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SOLUTION 

Par M. Canon. 

E x t é r i e u r e m e n t au losange A B C D de centre O ( J i g - i) p re-

Fig. i. 

A 

lions sur les bissectrices des a n g l e s formés par les d i a g o n a l e s 

A G , B D les points m , /¿, p, q à égales distances de O . Les 

droites mp, nq sont alors égales et à a n g l e droit . Le losange 

é t a n t supposé art iculé, si on le d é f o r m e , les droites mp, nq 

passeront t o u j o u r s par le point O . Si la droite m O d o i t t o u -

j o u r s être la bissectrice de l ' a n g l e B O A , il f a u t que le p o i n t m 

soit le s o m m e t de l 'angle droit du tr iangle r e c t a n g l e i s o -

seèle A m B ; car les points A , m , B , O sont t o u j o u r s sur un 

cercle puisque alors les a n g l e s A m B , B O A sont droits et par 

suite l 'angle m O A est égal à m B A , c 'est -à-dire à 45°. 

Ainsi : 

Si les triangles rectangles isoscèles Am B, B/¿C, G/?D, 
DqXsont liés invariablement aux côtés AB, BG, GD, DA, 
les droites mp, nq sont égales et à angle droit quelle que 
soit la déformation du losange articulé A B C D . 

N o u s allons v o i r que c e t t e propriété est vraie pour un q u a -

dri latère c o n v e x e q u e l c o n q u e . 

P r e n o n s { J i g . i ) le q u a d r i l a t è r e A B G D et les tr iangles rec-

t a n g l e s isoscèles A m B , B n C , G j o D , D g r A . A p p e l o n s m\ /i', 
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p\ q', I, J les m i l i e u x des côtés et des diagonales du quadrila-

tère. Menons les droites I m', I n ' , mm', nn'. Le segment mm' 

est égal à m'B et alors aussi à I / i ' ; de plus mm est p e r -

pendiculaire à In'. De même nn' est égal et perpendiculaire 

à I m'. Et c o m m e les angles nn'l, 1 mr m sont égaux, nous 

v o y o n s que les triangles nn'l, I m'm sont é g a u x et ont 

leurs côtés respectivement perpendiculaires; par suite les seg-

ments I m , I n sont é g a u x et à angle droit. Il en est de même 

de \p, I q . Les angles nlq, m\p étant é g a u x , les triangles n\q, 

Fig. 2. 

mlp sont é g a u x et ont leurs côtés respectivement perpendicu-

laires, donc les segments mp, nq sont bien égaux et ci angle 
droit, quel que soit le quadrilatère convexe A B G D . 

O n p e u t dire que le point I est le centre de rotation autour 

duquel on peut faire tourner le segment mp pour l 'amener en 

coïncidence avec nq. Le milieu K de ce segment mp vient 

coïncider avec le milieu L de nq, les segments ¿ K , îh sont 
donc égaux et à angle droit. 

O n peut dire de même, en appelant J le milieu de B D , que 

les segments JL, JK sont égaux et à angle droit. 
Les points I, K , J, L sont alors sur un cercle. Mais le point I, 

étant à égales distances des droites mp, nq, est sur la bissec-

trice HI de l 'angle p H n . De même le point J est sur la bis-
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sectrice de l'angle droi t /?Hq. L'angle JHI est alors droit et.le 
cercle JLIK passe par le point H. 

Le segment IJ est un diamètre de ce cercle et l'angle JLI 
est droit, donc le quadrilatère IKJL est un carré. 

Remarques. — ï. Cette dernière propriété est indépendante 
du quadrilatère. Lorsque Von a deux segments égaux ci 
angle droit, les centres de rotation qui permettent 
d'*amener lyun des segments en coïncidence avec Vautre 
et les milieux des deux segments sont les sommets d'un 
carré. 

II. Dans le courant de la démonstration précédente se 
trouve établi ce théorème : 

On a un triangle quelconque ABC ( Jig. 2) et les triangles 
rectangles isosceles A/ /1B, B n C ; les droites qui vont du 
milieu 1 de AC aux sommets m et n sont égales et à angle 
droit. 

III. En s'appuyant sur cette propriété, on voit tout de 
suite que, si ABCD est un parallélogramme, le quadri-
latère mnpq est un carré. 

IV. Réunissons en A les sommets A et B du quadrilatère. 
On n'a plus alors que le triangle ADC. Soit r le sommet de 
l'angle droit du triangle rectangle isoscéle extérieur à ADC et 
dont l'hypoténuse est AC : le segment A p est égal et per-
pendiculaire à (¡r. 

V. On a une droite telle que A p pour les sommets B, C. 
Ces droites coïncidant avec les hauteurs du triangle pqr pas-
sent par un même point, on retrouve ainsi que : les droites 
partant de A. C, D et aboutissant respectivement aux som-
mets p, q. r passen t par un même point. 

NOTE. — L'élégante réponse de M . Canon ne fait connaître 
qu'une solution particulière de la question 1932. Le problème 
est assez facilement abordable par l'emploi des imaginaires ( 1 ) 

( ' ) Pour l'application des imaginaires à la théorie des systèmes 
articulés, on consultera utilement un Mémoire de M. Darboux ( Bul-
letin des Sciences mathématiques. 1879, p. I5I). 
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(méthode des équipollences). On parvient ainsi aux résul-
tats suivants, que je laisse au lecteur le soin d'établir : 

P R E M I È R E HYPOTHÈSE. — Le quadrilatère A B G D n'est pas 
un parallélogramme. 

Construisons un carré apyo, de centre w, et un triangle IojK, 
isoscèle et rectangle en to, tel que le sens dans lequel il faut 
parcourir le périmètre du carré pour rencontrer les sommets 
dans l'ordre a, ¡3, y, o soit le sens de la rotation d'un angle 
droit qui amène to 1 sur ooK 

le triangle A m B directement semblable au triangle IaK, 
» BnC » I(3K, 
» C P D » I Y K, 
» DqA » IÔK. 

Le segment mp est égal et perpendiculaire au seg-
ment nq, et cette propriété subsiste quand le quadrila-
tère A B C D se déforme, les côtés A B , B G , C D , D A entraî-
nant respectivement les points m, p, q. 

Cette construction fait connaître la solution, aussi générale 
que possible, de la question 1932. 

On obtient la solution de M. Canon en supposant que le 
carré ap-yS se réduit au point w. 

Il est à noter que la propriété énoncée à la fin de la ques-
tion 1932 : les milieux des droites mp, nq et des diagonales 
du quadrilatère sont les sommets d'un carré, ne se vérifie 
pas en général. 

SECONDE HYPOTHÈSE. — Le quadrilatère A B C D est un pa-
rallélogramme. 

Il suffit alors que le quadrilatère ajfyo soit un parallélo-
gramme, et non plus nécessairement un carré. Sa construc-
tion se poursuit exactement comme dans la première hypo-
thèse. B. B. 

2001. 
( 190V, p . :>2rt.| 

L'hyperboloïde déterminé par l'axe d'une quadrique 
de révolution et par deux droites conjuguées par rapport 
à cette quadrique est équilatère. ( R . BRICARD.) 
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SOLUTION 

P a r M . PARROD. 

Soient 

A ( O ? * - T - 7 * ) H - C 3 * - I = O 

l 'équation de la q u a d r i q u e d o n n é e , 

x — a y — b z — c 
* = ~ T ~ = Y 

x — a' y — b' z— c' 
a ¿s 7 

celles des droites c o n j u g u é e s , on a 

( i ) A ( aa - bb' ) -4- C cc — 1, 

( * ) A f a x ' - i - f j p ' ) -f- G 7 7 ' = o, 

( 3 ) A ( a a' -r- 6 f / ) -f- G c 7' = o, 

( 4 ) A ( f l ' a - r / / f ) + C c ' 7 = o ; 

X é t a n t la cote d'un point P de l 'axe des ,5, les é q u a t i o n s 

de la paral lèle m e n é e , par l 'origine, à la droite menée par P 

et r e n c o n t r a n t les d e u x droites sont 

x i b 7 — <? fj ) y (ex — a 7 ) z (a $ — b a ) 

X ( b x — a y) = o. 

( // 7 ' — c' ) - f - y ( c a' — ci 7' ) -f- ^ i ¡¿'— ¿/ a' ) 

- X ( / / x — a!y ) = o. 

A p r è s avoir él iminé X. il f a u t vérifier que la s o m m e des c o e f -

ficients des carrés de x. y et z est nulle ou 

( a a - bb' ) t 7 — 7' ) -f- c\( a a '-h 6 ) — c( <r'a -+- b' ¡3) = o. 

Nous pourrons p r e n d r e 7 = 7 ' = Ï, en t e n a n t c o m p t e des 

relat ions ( 3 ) et ( 4 ) . la c o n d i t i o n est vérif iée. 

Si 7 ou 7 = 0 . la droite c o r r e s p o n d a n t e est parallèle au 

plan xOy, l 'autre r e n c o n t r e l ' a x e de r é v o l u t i o n ; l ' h y p e r b o -

loïde se réduit à d e u x plans p e r p e n d i c u l a i r e s . 
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AUTRE SOLUTION 

Par M. R. B. 

Soient (Q) la quadrique de révolution, X son axe, D et A. 
les deux droites. Appelons G et T les deux droites qui ren-
contrent X, D, A et la droite de l'infini du plan équatorial 
de (Q). La conjuguée de G doit rencontrer les conjuguées 
de ces quatre droites, c'est-à-dire les quatre droites elles-
mêmes, prises dans un autre ordre : celte conjuguée est 
donc T. On voit ainsi que les droites G et F, qui ren-
contrent X à angle droit, sont aussi rectangulaires entre 
elles. 

De là résulte que l'hyperboloïde (H) défini dans l'énoncé 
renferme trois droites rectangulaires deux à deux : cela 
établit la proposition énoncée. 

Remarque. — Soit ABA'B' un quadrilatère gauche tracé 
sur (Q), AB, A'B' étant deux génératrices d'un système, 
BA', B'A deux génératrices de l'autre système. L'une des 
bissectrices de l'angle B ' A B rencontre X ; l'autre, a, est 
parallèle au plan équatorial (H) de (Q). Soient fi, a', fi' les 
trois bissectrices analogues des autres angles du quadrila-
tère A B B'A'. 

Les quatre droites a , fi, a', fi' sont sur un parabo-
loïde ( P ) , dont (II) est un plan directeur. En eiï'et, elles 
sont toutes parallèles à (11) et elles rencontrent toutes les 
deux diagonales AA', BB' du quadrilatère. Je supposerai, 
pour simplifier le langage, que (II) est un plan horizontal. 

Les plans tangents menés à ( P ) par X sont rectangu-
laires. En eiFet, ils sont déterminés par X et par les deux 
génératrices horizontales de P qui rencontrent cette droite : 
il est visible que ces deux génératrices ne sont autres que les 
droites G et T dont il a été question plus haut; elles sont 
donc rectangulaires, ce qui établit bien la proposition. 

Considérons alors le contour apparent du paraboloïde (P) , 
projeté horizontalement sur (il). Ce contour apparent est 
une parabole qui touche les projections des quatre droites a, 
fi, a', fi', et dont la directrice passe par le pied de l'axe X 
sur (II). On obtient ainsi le théorème qui a fait V objet de 
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la question 2002, et dont INI. Retali a donné une élégante 
démonstration directe (même Tome, p. 95) . 

A u t r e s so lut ions par MM. G. PAINVIN et TROIN. 

OlIESTIOXS. 

2016. Si l'on considère toutes les loxodromies passant en 
un point M d'une splière et si, pour chacune d'elles, on prend 
le centre de courbure correspondant au point M, le lieu de 
ces centres de courbure est un cercle situé clans le méridien 
perpendiculaire à celui du point M. (M. D'OCAGNK.) 

2017. Si une cubique gauche et une quadrique admettent 
un tétraèdre inscrit à la cubique et conjugué à la quadrique, 
on sait qu'elles en admettent une infinité. Démontrer que le 
lieu des centres de gravité de ces tétraèdres est une cubique 
gauche. (G. FONTENÉ.) 

2018. Soit P ( m ) une parabole générale d'ordre m 

y = a0 -h a1 x H- a2x--h. . . -h amx'n. 

Si, sur la parabole P i 2 w ) , on prend les points A0, Ai, . . . , A2n 

dont les abscisses croissent en progression arithmétique et si 
l'on fait passer par ces points une P^WM1 quelconque, l'aire 
comprise entre ces deux courbes depuis le point A0 jusqu'au 
point A->̂  est algébriquement nulle. (M. D'OCAGNE.) 

E l U t A T A . 

Pa^e 160. sixième ligne, au lieu de : Sur la déformation..., il 
faut : Sur la définition. . . . 

Page i63 , sixième ligne, au lieu de : —h = j, il 
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[K2a et b] 
DISCUSSION DUN TRIANGLE DONNÉ PAR LES POINTS 

REMARQUABLES O , I , H ; 
PAR M . G . F O N T E N É . 

I. 

1 . Un triangle A B C est déterminé quand on connaît 

le centre O du cercle circonscrit {fig* i) , Je point de 

Fig. i. 

concours des hauteurs H, le centre 1 d'un cercle tangent 

aux trois côtés, cercle inscrit ou cercle ex-inscrit. A u 

moven des formules j 

( I ) Ô Ï 2 = R 2 — J R R = 2 R ( ^ - R J ( E U L E R ) , 

( 2 ) & I = — — r ( F E U E R B A C H ) , 

dans lesquelles r est négatif s'il s'agit d 'un cercle 

ex-inscrit, on a d'abord 

011 peut donc tracer le cercle circonscrit, le cercle des 

neuf points, et par suite le cercle I. Le triangle A B C 

Ann. de Mathémat4* série, t. V. (Juin iyo5.) 16 
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doit en outre être circonscrit à une coiiique de foyers O 

et H, admettant pour cercle directeur le cercle circon-

scrit. Si cette conique et le cercle I ont quatre tangentes 

communes, trois de ces tangentes portent les côtés du 

triangle; la quatrième n'est pas a considérer. Le pro-

blème ne peut avoir qu'une solution; il est du troisième 

degré. 

2. En supposant que le triangle existe, on a ceci : 

Le point, l est le centre du Gejxhs inscrit au triangle 
A B C , ou le centre d'un, cercle ex-inscrit, selon que ce 
point est intérieur ou extérieur au cercle décrit sur 
G H comme diamètre, ou encore selon que Vangle GIH 

est obtus ou ai g il. 

O n a en effet 

Ôî2 «2R 

et r sera positif si l 'on a > 2 ; or, le lieu des points 

pour lesquels ce rapport est égal à 2 est le cercle décrit 

sur G H comme diamètre; d o n c . . . . 

O11 peut d'ailleurs appliquer le théorème de Stewart 

aux trois obliques 1 0 , I Q , I L , le point L étant le 

milieu de G H , ce qui donne 

K)2 -h3ÏL2 — 4Hi = i 2 û L =3GL 2 

ou 

R ( R — 2 r ) ( R - 2 r ) * = 3 ; ( , L G * — L L ) 
ou 

2r(R — a r ) = 3 ( l G 2 — LJ 2 ) ; 

r sera positif si Y on a 

L I < L G . 
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Lorsque l'angle G I H est droit, on a = o ; ce cas-

singulier forme transition entre celui de la figure 5 et 

celui de la figure 6 : l'angle A est alors nul, ainsi que Le 

côté BC ( fig. a) . La vérification directe e&t facile. 

Fig. 2. 

3. Les points O et H étant donnés, le point 1 variant, 

chacun des triangles ABC que Ton obtient est obtenu 

(juatre fois, le point donné I pouvant être le centre i du 

cercle inscrit, ou le centre d'un cercle ex-inscrit, i', i!' 
ou i!" ( Jig. 3). Chacun de ces triangles correspond à 

Fig. 3. 

une position du point I à l'intérieur du cercle décrit 

sur GH comme diamètre, et Ton verra par le calcul 

que le point I peut être quelconque dans ce cercle. 
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Si le point I est donné sur la circonférence même 

de ce cercle Tangle A et le côté B C devenant nuls, 

les points i et i! sont confondus en 1, tandis que les 

points i" et iM viennent occuper des positions l imites; 

ces positions limites se trouvent sur la perpendiculaire 

menée du point A à la droite A I , perpendiculaire qui 
passe constamment par le point P symétrique de H 

par rapport à O , et sur les bissectrices des angles A I z , 

AI* 7 . L e cercle O , circonscrit au triangle A B C , passant 

au milieu de iv/i7//, le milieu M du segment P A est aussi 

le milieu de iffiw, et IM est la médiane du triangle rec-

tangle I i"i m , comme 011 peut d'ailleurs le voir directe-

ment. De là une construction simple de la courbe qui 

est le l ieu des points limites if/ei ïu\ ayant décrit deux 
circonférences sur P K et sur G H comme diamètres, on 
mène les parallèles variables P M et HI, et Von rabat 
MI en Miv/ et enMif,/] on obtient la courbe de la figure 4> 

F i g . 4 . 

Avec des coordonnées polaires du pôle P , comme 
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on a 

l'équation de la courbe est, en posant OH == /r, 

4 k ( 3 ) p2 y p cosu> — sin1 co = o; 

l'expression de p en fonction de co traduit naturellement 

la construction ci-dessus 

p = PM ± MI. 

L'équation en coordonnées cartésiennes montre que 

la courbe est une quartique admettant pour points 

doubles les points cycliques. 

Au paragraphe II, l'équation se présentera sous la 

forme 
3 p 4 — 4 — i2Â:2(p2 — x 2 ) = o, 

qui peut donner les limites de x, et celles de p ; je dirai 

seulement que les points de contact de la tangente 

double voisine de G sont les derniers sommets des deux 

triangles équilatéraux construits sur OH. 

4. Les points O et H étant donnés, la courbe en 

question limite la région du plan à l'intérieur de 

laquelle le point I ne doit pas être donné pour que le 

triangle ABC existe. 

Ce fait, que nous démontrerons rigoureusement, se 

comprend assez bien d'après ce qui précède; si l'on fait 

varier le point I, lorsque ce point franchit la circonfé-

rence décrite sur G H comme diamètre, les points i et i' 
s'échangent, on retrouve les mêmes triangles ABC, et 

les points iv/, iw reprennent les positions qu'ils occu-

paient; après s'être approchés de la courbe limite, ils 

s'en écartent. 
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II. 

5 . Euler a formé l'équation du troisième degré qui 

a pour racines les longueurs des côtés du triangle A B C , 

en prenant comme données les longueurs 

IH = - e , 10 = / , 0 H ~ £ , 

le point I étant le centre du cercle inscrit. Je me pro-

pose de discuter le problème en me plaçant dans le cas 

général où le point I est le centre d'un cercle tangent 

aux trois côtés du triangle. 

6. Conformément aux figures 5 et. 6, le plan étant 

Fig. 5. Fig. 6. 

orienté par la flèchc <p, nous désignerons par r le rayon 

du cercle I affecté du signe -h ou du signe — selon 

qix'il s'agira d'un cercle inscritou d'nn cercle ex-inscrit ; 

on aura donc les formules ( i ) et ( 2 ) . Les ff\es qui pofc-
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tent les côtés cU* triangle étanit dirigés comme «tangentes 
au cercle I, nous poserons 

a = B € , b = CA", c - ÂB, 

de sorte "que, dans le cas de la figure 6, a sera négatif. 

Avec 2p =: a -h b c, on aura toujours 

S2 = p(p — a) (p — b) (p — c), 

-S = pr, abc = 4RS, 

S ayant un signe déterminé par le sens de circula-

tion ABC. 

P\ous poserons encore 

s = a -h b -h c, 

t — bc H- ca -h ab, 

u = 

de sorte que 6, c seront racines de l'équation 

x3— sa?2-f- tx — u — o. 

7. O n a, entre les trois inconnues principales s, f, w, 

et les deux inconnues auxiliaires R, /*, les cinq équations 

suivantes : 

( 4 ) R 2 — 2 R r = / 2 ou 

(6) ^ — 

(7) i — y =r*-+-4Rr, 4 
( 8 ) i i = î R r x s. 

Les équations (4) et (5) sont données par les for-

mules (i) et (a) . On a (8) en écrivant 

abc = 4 RS = 4&pr «= s R r X 5. 
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L'équat ion ( 6 ) se t i re de la formule b a r y c e n t r i q u e 

r* » t t t ; 1 S a* ^ M A Î = 3MGÎ 

en mettant M en O . O n obt ient ( 7 ) e n écr ivant 

r2= (p — a)(p — ?>)(p — c) 
P 

_ p%—ipz -+- p'Lab — _ . -

= — p- -h S ab — 4 R>\ 

8 . Les équations ( 4 ) et ( 5 ) donnent 

<»> R î = 

Les équations ( 6 ) et ( 7 ) d o n n e n t 

** = 18 H 2 — 2À2-i- 16 R r , 

it = 9 R 2 — /f2-+- i 6 R r ; 

on en déduit , en ordonnant par rapport à A, 

3 A4 — 8X:2e2-h 2X:2/2-4- 4 e 4 — 1 2 g 2 / 2 -4- 11 

3£ 2 e 2 -h 2 e 4 — 6e 2 / 2 -+ -
2e2 + ~ 

O n a d'ai l leurs 

( l 4 ) / ' C * 1 - ™ ' - / » ) . 

[ L a formule ( 1 2 ) es.t reproduite dans les Nouvelles 
Annales, i r e sér ie , 1 . 1 , p . 8 5 , a v e c f l au lieu de 11 f* ; 
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à la page 8 4 , l igne i 3 e t i 5 , on a m i s également f * au 
lieu de 27 fk et p2 au l ieu de p 2 . ] 

9 . O n connaî t donc s, u, et Ton peut ca lculer 
a , ¿>, c . P o u r la discussion, il faut observer que , si Ton 
trouve a, c rée ls , c o m m e /•2 est posi t i f d'après ( 1 1 ) , 
011 a 

p{p — a){p — b)(p — c) > o, 

de sorte que l ' ex is tence du tr iangle A B C est alors 
assurée. Les condit ions requises sont donc : 

i ° Q u e s2 soit positif ou nul ; 
20 Q u e l ' équat ion du trois ième degré a i t ses rac ines 

réel les . 

1 0 . Supposons pour un instant la première condit ion 
remplie . 

P o u r écr i re que l ' équat ion 

Xz — SX1 -4- tx — u = o 

a ses racines réel les , on écri t que le résul tant des deux 

équat ions 

3a?2— isx -+- t = o. 

sx-— itx -h 3u = o 

est négat i f ou n u l . 
E n posant 

A = 3 ¿ — s2, A ' = 3 su — t*, e = Qu—st, 

on a la condi t ion 

( i5) e 2 — 4AA'£o. 

O n trouve, après suppression du fac teur 

2 ^ + 2 / * - k1 
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a u x d e u x f e r m e s de c h a c u n e des t r o i s f r a c t i o n s o b t e n u e s , 

<16) 

(17) e = s(k*-e*—5f*)y 

' - 2 g« -4- 2 - t - 8 g 2 / * - 1 7 / 6 1 ( 1 8 ) A = — " 

1 1 . L e premier m e m b r e de la condit ion ( i 5 ) est 
donc du hui t ième degré par rapport aux q u a n t i t é s 
e, y, k : des considérations géométriques vont nous 
permettre de lui donner une forme simple. L o r s q u e 
le point I est sur la droite O H , le tr iangle A B C est 
isoscèle, I étant le centre du cerc le inscr i t , ou du cerc le 
ex - inscr i t clans l 'angle compris ent re les côtés é g a u x ; 
on a, par e x e m p l e , 

GA = ÂB ou b = c, 

et l ' équat ion du trois ième degré a alors deux rac ines 
égales ; le premier m e m b r e de la condit ion ( 1 5 ) cont ient 
donc en facteur l 'express ion 

qui représente — 1 6 T 2 , T é tant l 'a i re du triangle O I H . 
Ce premier m e m b r e cont ient également le fac teur 

en effet, quand cette expression est nul le ( c e qui arr ive 
si l 'on a L I = L G ) on a = o d'après ( 1 0 ) , et pap 
suite u = o ; on a donc, par exemple , # — o , b — c 
( f i g . 2 ) , et l ' équat ion du trois ième degré a encore deux 
racines égales. 

L a condition ( i 5 ) -est a lors de la forme 
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a, p, y sont des n o m b r e s . O n détermina ces n o m b r e s 
par les termes en k 8 , e 8 , / 8 , et T o n a finalement 

— i 6 T 2 x (k2 — 2 e 2 - / 2 ) 2 < o , 

condit ion remplie d ' e l l e - m ê m e . Ainsi , pourvu que s 
soit réel, le triangle A B C existe. 

1 2 . O n a donc la seule condi t ion 

4 e 4 — 1 2 i l / * —8A:2*?2-+- 2A-2 /2-h 3 A ^ o . 

Les points O et H sont supposés fixes, le point 1 
étant variable , la région possible pour ce point est 
l imitée par une cer ta ine c o u r b e . Avec des axes de coor-
données rec tangula i res , dont l 'or igine est par exemple 
au mi l ieu de O H {Jig. 4 ) , o n trouve que la courbe a 
un point de rebroussement au point P qui est le symé-
tr ique de H par rapport à O . 

Met tant alors l 'or igine des coordonnées au point P , 
et posant P M = p, on a pour l ' équat ion de la courbe 
en coordonnées x et p : 

4 ( p 2 — 4 k x + k k * y 

— i 2 ( p 2 — 4 £ # - M A : 2 ) ( p 2 — ^kx H- A:2) 

-+- i i ( p 2 — ikx -+- k2)2— 8 A:2(p2 — l\kx -4- 4 A2) 

H- 2k2(p2-— 2kx 4- k2) H- = o 

ou 
3 p4 — 4 p2 A:a? — 12 A4 ( p2 — a?2 ) = o ; 

la courbe est b ien cel le que l 'on a obtenue au para -
graphe I . 

L e point I doit ê t re extér ieur A cet te courbe , puisque 
le p r e m i e r m e m b r e de l ' équat ion précédente doit être 
positif . 
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Lorsque le point I est sur la courbe l imite, on a 

s = o , 

par suite 
u — o, 

c 'es t -à-dire , par exemple, 

6 = 0 , a c = 0 ; 

l 'angle B de la figure 6 devient n u l . 

I I I . 

13 . L e triangle obtenu A B C peut être isoscèle, le 
cercle I étant ex-inscrit dans l 'un des angles à la 
b a s e ; on a alors, par exemple , BA = BG ( f i g . 6 ) , 
où c -f- a = o . 

La condition pour qu' i l en soit ainsi est 

( a •+• b •+• c) (bc -+• ca - h ab) = abc o u st = u, 

ce qui donne 

et ensuite 

On trouve que le point I doit être sur une hyperbole 
ayant ses sommets aux points O et G , et dont les 
asymptotes font avec O G des angles de 6 o ° ; cette 
hyperbole rencontre la courbe de la figure 4 en deux 
points dont les ordonnées ont leurs pieds en P , et la 
partie de l 'hyperbole intérieure à la courbe l imite est 
naturellement à re jeter . 
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[ C 2 a ] 

INTÉGRATION DES FONCTIONS INVERSES; 
PAR M. C.-A. LAISANT. 

On sait que si l ' équat ion y =zf(x), résolue par 
rapport à x , donne 

* = • 

les deux fonctions f et <p sont appelées deux fonct ions 
inverses. P r e s q u e tous les traités d 'Algèbre ou d ' A n a -
lyse donnent la dérivée d 'une fonction inverse d ' u n e 
autre . 

Par cont re , j e n 'a i trouvé nul le part l 'exposé d 'une 
règle permet tant d 'obtenir l ' intégrale 

J*y(x) dx — &(x) 

dès l ' ins tant où l 'on sait dé terminer 

J f(x)dx=¥(x). 

La quest ion est d 'une tel le s implic i té , cependant , que 
j ' a i pe ine à croire nouvel le la règle que j e me propose 
d ' indiquer i c i . Mais , déjà connue ou n o n , elle n 'est 
pas répandue dans l ' e n s e i g n e m e n t , où el le serait de 
nature à r e n d r e les plus sér ieux services . C 'es t donc 
surtout aux professeurs que j e m'adresse, et j e crois 
mon appel par t i cu l iè rement opportun, à l ' h e u r e où les 
é léments du Calcul inf ini tés imal v iennent d 'être enfin 
introduits dans le programme de la classe de M a t h é m a -
tiques spéciales en F r a n c e . 
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Avec tes n a t a t i o n s q u i précèdent , 1 * règle dont ti 
s 'agi t se résume en l ' ident i té suivante 

( 0 * O ) — « <P (ar) — ff [ ^ a r ) } , 

q u i peut aussi s 'écr ire symbol iquement 

<ï> = (a? — F)cp. 

O n la vérifie immédiateaaoaenl. en p r e n a n t les dérivées 
des deux m e m b r e s , et en se rappelant qu& 

/ [ ? ( * ) ] = ? [ / ( * ) ] = * ; 

car on obt ient ainsi 

«^(a?) = <p(ar) -+- x <p'(a?) — F" [ ? ( # ) ] <p'(#); 

maris «fr'rrrcp, F ' = j f ; en sorte qu 'on a 

<p(a?) = cp(a?)-ha?ç'(a?) — x <p'(x). 

J e suis arrivé à cette règle, traduite par l ' ident i té ( i ) , 

y 

Q 

B 

y 

Q 

B 

y 

Q 

B 

M0 

& A p- QP 

par la considérat ion géométr ique de l ' a i re qui cor res -
pond à u a e intégrale déf in ie . S i u n e courbe ( M ) a pour 
é q u a t i o n ^ = f ( x ) < * s o n équat ion est aussi x = ©(y)« 
Alors les coordonnées de deux points Mo et M étant 
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r e s p e c t i i v e i i i e u ù { & r b ) e t on» a 

M 0 A P M = f f(x)dx, M0MQB = f*<?{y)dy, 
Ja J b 

MoAPM MoMQB ».OPMQ — OAMaB ~xy — ab, 

ou , avec les notat ions précédentes , 

F ( ¿ r ) — * ( & ) a » / - a b . 

C o m m e x — rf(y), a = o n peut encore écr i re 

relation qui devient ident ique a v e c ( i ) si l 'on r e m p l a c e ^ 
par x et si l 'on considère des intégrales indéfinies au 
lieu d ' intégrales définies. 

N a t u r e l l e m e n t , on a aussi l ' identi té réc iproque 

(3) F(x) = xf(x)-<i>[f(x)] 

ou, symbol iquement , 

F = ( * - * ) / . 

O n obt ient d 'ai l leurs cette identité ( 3 ) en remplaçant ' 
dans ( i ) x par f ( x ) . 

Au fond, tout ceci dérive d e l à formule qui donne la 
différentielle du produit xy, 

d{xy ) = x dy -+- y dx, 

ou, ce qui revient au m ê m e , de l ' intégrat ion par part ies 
de f { x ) dx, en séparant s implement dx c o m m e difïé-
rentiel le exac te , car on a ainsi 

f f ( x ) d x = x f ( x ) - J x d f ( x ) = x f ( x ) - j <p(y)dy 
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si l 'on a posé y = f ( x ) , x='f (y). E t l 'on tire d e l à 

¥(x) = xf{x) - *(x) = */(•*) - *[/(*)], 

c ' es t -à -d i re l ' identi té ( 3 ) . 

L e grand avantage de la règle indiquée consiste , 
chaque fois que la fonct ion inverse cp est expl ic i tement 
c o n n u e , dans la possibil i té d 'écr i re immédiatement l ' i n -
tégrale <ï>, sans aucun calcul préa lable , si l 'on conna î t 
cel le , F , qui correspond à la fonct ion directe/*. Nous 
al lons en donner quelques exemples : 

i ° O n sait que l ' intégrale de e00 dx est ex. D e là on 
déduira immédiatement celle de L x dx. I c i 

f(x) = ex, y(x) = Lx, F(x) = ex. 

Donc , en appl iquant l ' ident i té ( i ) 

= J* Lx dx = xhx— eLx = xLx — x = x(Lx — i). 

2 ° So i t 

f(x) — sina?, <p(#) = arc sina?, F(a?) = — cosa?. 

O n aura 

<I>(a?) = j arcsinarcte 

= x arc sina? -+- cos(arc sina?) = x arc sina? -4- y/1 — x2. 

3° So i t 

/ ( a ? ) = tangar, cp(a?) = arc tanga?, F(a?) = — L cosa?. 

Alors 

<ï>(a?) = J* arc tanga? dx — x arc tanga? •+• L cos(arc tanga?) 

T i = x arc tan g a? -h L -
y/i -{-a?2 

= a? arc t a n g a ? — - L ( i - i - ; r 2 ) . 
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4° S i y = f ( x ) = aùxm-\-aKxm~{-ir...-\-arn, et si 

l 'équation f ( x ) — y = o est algébriquement résoluble, 
soit a = o(y) l 'expression qui donne l 'une des racines. 
On aura 

4>(a?) = J" <?(x)dx 

L'introduction de cette règle d'intégration dans r e n -
seignement me paraît, j ' y insiste, profondément dési-
rable. 

[ K 2 c ] 

NOUVELLES DÉMONSTRATIONS DU THÉORÈME 
DE FEUERBACH; 

P R E M I È R E DÉMONSTRATION PAR M . C A N O N . 

Le cercle des neuf points dhin triangle est tangent 
au cercle inscrit. 

Pour établir le théorème de Feuerbach , soit par in -
version, ou autrement, on a fait usage d'une relation 
bien connue. J e me suis proposé de trouver une dé-
monstration de ce théorème indépendante de cette 
relation. C'est cette démonstration que j e viens exposer 
aujourd'hui. 

Prenons le triangle A B C . Appelons M le milieu de 
B C et E le point où ce côté est touché par le cercle 
inscrit . L e point I étant le centre de ce cercle , menons 
le rayon I R , symétrique de I E par rapport à la bissec-

Ann. de Mathémat., 4* s é r i e , t . V . ( J u i n 1905.) J 7 
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trice A I F , et la droite M R qui coupe en T le cercle 
inscrit . 

L a tangente en R au cercle inscri t contient F et 
coupe au point V i a tangente au point T. La droite V E , 
étant la polaire de M par rapport au cercle inscri t , 
les droites VM, V F R , V E , V L r forment un faisceau 
harmonique et , par suite, les points M, F , E , L forment 
une division harmonique. Les droites issues de I , qui 
passent par ces points, forment un faisceau harmonique 

dont les rayons rencontrent la droite r E ' , qui jo int T 
au point E ' diamétralement opposé à E , aux points E ' , 
G , D et à l ' infini ( i ) . L e point G est alors le mil ieu 
de E ' D ; il résulte de là, puisque E ' A est parallèle 
à M I D ( 2 ) , que A D est parallèle à E ' I et alors perpen-
diculaire1 à BC. 

Appelons K le.point où la hauteur A D P rencontre I L , 
la droite E K est parallèle à M I D . Les triangles ho-

(*) La droite E T est parallèle à IL parce que cette dernière 

droite est la bissectrice de l 'angle EII\ 

( 2 ) On sait, d'après un théorème de Newton, que Mi l ) passe par 

le milieu du segment A E et alors E ' A est parallèle à I D . 

A 
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mothétiques M I E , E K P et leur centre d'homothétie 
donnent 

LM __ LE 
LE LP ' 

ou, en remplaçant L E par son égal L T, 

LM _ L r 
LT ~ L P ' 

Il résulte de là qu'iV y a un cercle qui passe par M, P 
et qui est tangent en T au cercle inscrit. 

Son centre to est à la rencontre de T I et de la paral-
lèle M co à R I , c 'est -à-dire qu'en prolongeant M to j u s -
qu'au point J de la hauteur AP, le segment M J est le 
diamètre de ce cercle. Ce diamètre, étant parallèle à R I , 
fait avec la bissectrice AI le même angle que AP, c'est 
alors le diamètre du cercle des neuf points. 

On voit donc que le cercle auquel nous sommes 
arrivé est le cercle des neuf points du triangle et 
alors que ce dernier cercle est tangent en T au cercle 
inscrit. 

Remarques. — Le point de contact T s 'obtient à la 
rencontre du cercle inscrit et de la droite M R , il est 
aussi à la rencontre de ce cercle et de la droite qui 
joint le point E ' , au milieu G de IA. Dans ces deux cas 
le cercle doit être tracé. 

Lorsque le cercle n'est pas tracé, voici comment on 
obtient T : 

On détermine K à la rencontre de AP et de la paral-
lèle E K à MI , le point T est le symétrique de E par 
rapport à I K . 

J 'a i déjà eu l'occasion de donner ces diverses construc-
tions du point T. 
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D E U X I È M E DÉMONSTRATION PAR M . G . F O N T E N É . 

E t a n t <Jonné un quadrangle A B C D , on sait q u e les 
«erc les des n e u f points des quat re t r iangles auxquels i l 
donne l ieu ont un point c o m m u n P . E n outre , l e cerc le 
c i rconscr i t au tr iangle podaire du point D re la t ivement 
au triangle A B C , par e x e m p l e , passe au point P . 

Cela posé, soient un tr iangle A B C , et deux points D 
et D ' inverses l 'un de l 'autre par rapport à ce t r iangle . 
Les deux triangles podaires ont m ê m e cerc le c i r c o n s c r i t 
et ce lui -c i coupe le cerc le des n e u f points du tr iangle A B C 
en deux points P et Pf qui se séparent : T u n est le point 
c o m m u n aux cercles des n e u f points des tr iangles D B C , 
D C A , D A B , l ' autre est le point c o m m u n aux cerc les 
des n e u f points des t r iangles D ' B C , . . . . S i m a i n t e n a n t 
D est le centre d 'un cerc le ( D ) tangent aux trois côtés 
du tr iangle A B C , ce point co ïnc ide avec son inverse , l e s 
points P et P ' se confondent , et l 'on voit que le cerc le ( D ) 
est tangent au cercle des n e u f points du tr iangle . 

CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE P0LYTECI1NIÖUE 
EN 1 9 0 5 . 

COMPOSITION D'ALGÈBRE ET TRIGONOMÉTRIE; 
SOLUTION PAR M . J E A N S E R V A I S . 

1. Démontrer'' que Végalité 

sin B = - sin(2 A -f- B ) j 

entraîne la suivante : 
3 

tang(A -f- B ) = - tang A. 
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I I . Calculer la valeur de e 2 à un dix-millième près 

(o/z ne supposera pas connue la valeur du nombre e). 

I I I . i ° Trouver une série S ordonnée suivant les 
puissances entières et positives d'une variable x, et 
telle qu'on ait identiquement la relation : 

— — — 2] S'-+- 2/?[l H- (2 — />)#]S = 0, 

S ' désignant la série des dérivées premières, et S " la 
série des dérivées secondes des termes de la série S. 

20 Etudier les conditions de con vergence des séries S 
ainsi obtenues. 

3° Examiner en particulier les solutions qui s an-
nulent pour x = o. 

4 ° Qu'arrive-t-il si p est un nombre entier et po-
sitif? 

N . - B . — Les candidats pourront commencer par 
traiter les cas les plus simples ou p a V une des valeurs : 
i, 2, ou — 1. 

L a quest ion I 11e présente aucune difficulté; il suffit 
d 'écrire l 'égal i té proposée sous la forme 

sin[(A -+- B) — A] = I s i n [ ( A - f - B ) - h A.J 

et de développer les deux membres . 
L a quest ion I I est un exerc ice de calcul fac i le . 
P o u r résoudre la quest ion I I I , posons 

S = ûr0-f- axx -f- a 2 . r 2 -h a3x3-+-.. .-4- anxn-{-

P o u r les valeurs de x comprises dans l ' interval le de 
convergence , S se comporte comme un polynome ent ier . 
E n 

portant S et ses dérivées S ' et S* dans l 'équat ion 
différentiel le , e t e n égalant à zéro le terme constant , 
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les coeff ic ients de x, . r 2 , . r 3 , . . . , xn, on obt ient , toutes 
réductions fa i tes , les égalités suivantes : 

pctQ — ai = o, 

a ( a — p)(pa<>— « i ) = °> 

6 a 3 — (/? — l)(jD — 2 ) a 1 = = O, 
16 4(/> — 3 ) a 3 = o, 

2(n -hi)(n — î — O — 2) [/>(n-+- i) — 4>*]a„ 
-h (n — 3)[pi — p(n + i) + 2 ( / i — i)]a,i-i = o. 

L e s deux premières re la t ions se réduisent à u n e et 

donnent 
«i = pa0. 

Les deux suivantes donnent ensuite 

_ p(p-i)(p--i) 
«3 = g-j 

O n voit apparaître la loi . L 'express ion de a n est 
vra i semblab lement 

P o u r montrer que c 'est exact , i l suffit de prouver 
que , si cet te loi est vraie j u s q u ' à l ' indice /i, e l le est 
encore vraie pour l ' indice n -4- i , ce qui se vérifie au 
moyen de la re lat ion générale entre an+K, an et an_ 

T o u s les coefficients du développement sont déter -
minés e n fonct ion de a 0 , sauf l e coefficient de x 2 qui 
reste arbi t ra i re . 

O n voit alors que la série S est le développement de 

S = a(i -h X)p-+-

a et b é tant arbi tra ires . 
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La série est alors, d'après des résultats bien connus, 
convergente pour les valeurs de x comprises entre — i 
et + i . 

L a solution qui s 'annule pour x = o est celle obtenue 
en faisant a = o, c ' es t -à -d i re 

S = bx*. 

Enfin pour p entier posit i f le développement est 
limité au terme en xp. 

C O M P O S I T I O N DE G É O M É T R I E A N A L Y T I Q U E ; 
SOLUTION PAR M . P H I L B E R T D U P L E S S I S . 

Étant donnés trois axes de coordonnées rectan-
gulaires O x , O y, O z, on considère deux cônes ( S ) 

Fig. i. 

et ( T ) , se coupant à angle droit suivant Oz et dont 
les sommets S et T sont situés sur la partie P O S I T I V E 

deOz, de façon que 

O S = T , O T == Y' ( T > T ) : 

leurs bases dans le plan Oxy sont des circonférences 
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dont les centres et les rayons sont A et a pour ( S ) et 
B et b pour ( T ) ( A sur O x , B sur Oy). 

Les deux cônes ont ainsi en communy outre Vaxe O z, 
une courbe (T). 

i° Former Véquation de la cubique (C) projection 
de (T) sur le plan xOy, et construire cette cubique. 

2° Soit P Q une corde quelconque de ( T ) [obtenue, 
par exemple, en la considérant comme située sur une 
génératrice ( G ) d1 un hyperboloïde passant par Vin-
tersection C O M P L È T E des cônes ( S ) et ( T ) ] ; soit pq la 
projection de P Q sur le plan xOy : cette projection 
rencontre la cubique (G), outre les points p et q, en 
un troisième point m. 

On demande le lieu de la droite P Q dans les cas 
suivants : 

I. Le point m est fixe. 

I I . J^es droites O p et O q font des angles égaux 
avec O J . 

JI1. La corde pq est vue de Vorigine suivant un 
angle droit. Généraliser. 

Les équat ions des deux cônes ( S ) et ( T ) sont 

( S ) — iax(*(—z) = o, 

( T ) Y ( v * + y * ) — i b j r ( ' i ' — z ) = z o . 

E n é l iminant z , on a l 'équat ion de la strophoïde 

( C ) (y'ax — yby)(x2-hiyi)—-2ab(yr— y)xy — o. 

P o u r la cons t ru i re coupons- la par une droite passant 
par le point double à l 'or ig ine 

y — tx 
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et nous avons 

(i) 

l 2 0 6 ( 7 ' — y ) f 
I (y'a — ybt)(i-ht*)' 

! _ 2 ab (y'— y)*2 

[ ~~ (y'a — Y 6 N ( 1 -4- tl ) ' 

L e coeff ic ient angulaire d e l à direct ion a s j m p t o t i q u e 

est 

t - I f -
Y * F 

l 'ordonnée à l 'or ig ine de l 'asymptote est la l imi te de la 
dif férence 

Y'a — i a b ( Y ' — y ^ y — —r X — -,— 1 
J Yh + 

lorsque t tend vers^^-- L 'équat ion de l 'asymptote est 

donc 

JL — — -U zabiï—y) = 0 
Y 'a y b Y 2 ^ 2 _ h T ' 2 a 2 

Cette asymptote coupe la courbe en un point à dis-

tance finie qui correspond à la valeur t = du para-

m è t r e . 
O n est ainsi condui t à dis t inguer trois cas, suivant 

les posit ions relat ives des deux valeurs e t 1 y 6 y a 

i ° S i y ' a > on a le T a b l e a u suivant des valeurs 
de x et y : 

t 30 0 1± 
Y a 

Y a J— - H CO 
Y b 

X 0 — 0 H - H 00 QO — 0 

y 0 -+- 0 H -4- CC — QO 0 
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et la forme de la courbe est celle de la figure 2 . 

Fig. 2. 

a° Si Y « — 1 équation de la courbe se simplifie 
et devient 

(x —y) (x2-±-y2) — i(b — a)xy = 0; 

celle de l 'asymptote est 
y — x -h b — a = o. 

La courbe est une strophoïde droite, comme l ' i n -
dique la figure 3 . 

3° Si y ' a < Y ¿S 0 1 1 a I e Tableau : 

t ÛO 0 Y a 
T b 

'A 
i a 

-t- 00 

X 0 — 0 -Y- CO OO — 0 

y 0 -t- 0 -T- 00 00 — 0 
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e t l a f o F m e d e l a c o u r b e e s t c e l l e d e l a figure 4 * 

Fig. 3. 

Pour traiter la seconde Part ie , formons l 'équation 

Fig. 4. 

d'un hyperboloïde ( H ) passant par l ' intersection des 
deux cônes, 

( H ) ( y X Y ' ) O 2 - ^ 2 ) ' — 2 a a? ( Y — z) — ib\y( y' — z) = o . 
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Pour mettre les génératr ices e n évidence, écr ivons 
cette équat ion sous la forme 

U n e corde P Q de la cubique est une génératr ice ( G ) 
de m ê m e système que O z . Ses équat ions sont donc 

\ ( ï -H — — z ) — u-y = O. 

El les représentent d'ai l leurs les plans menés par P Q 
et respect ivement les points T et S . 

F a i s o n s z = o dans une de ces équat ions , la seconde 
par exemple ; nous obtenons ainsi l ' équat ion 

(Y -h Xf)a7 — (xy — iay = o, 

qui représente la droite jo ignant les points de rencontre 
du cercle ( A ) et des rayons O p et O q . P o u r avoir les 
équat ions de ces rayons il suffit donc d 'é l iminer une 
variable d 'homogénéi té entre la dernière équation 
écrite et l ' équat ion du cercle ( A ) dans le plan Oxy, 
ce qui donne 

Y y * - h p&y — Xy'^ î== o, 

d'où l 'équation aux coefficients angulaires de O/? et Oq, 
( 3 ) y ̂ -Hfxi —Xy' = o. 

La project ion pq de la droite P Q sur le plan xOy 
s 'obt ient en é l iminant z entre ces deux équations, ce 
qui donne 

(4) (y-hXY)(b\x— ay)-\-2ab\(Y ~~ï) — \x(ax-\-b\y) = o. 

F o r m o n s l ' équat ion des droites qui j o i g n e n t l ' o r i -
gine des coordonnées aux points d ' intersect ion de la 
droite ( D ) et de la cubique ( C ) ; et nous obtenons , par 
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un calcul facile, 

(5 ) (ax •+• bly) (Xy'x2 — \ixy — y/2) = o. 

Cette équation du troisième degré en ^ admet d'abord 

la racine — ^ indépendante de ¡JL; c 'est le coefficient 

angulaire de la droite O m. E n effet, l 'hyperboloïde ( H ) 
correspondant à une valeur donnée de \ a une seconde 
génératrice m M parallèle à O ^ . Toutes les droites P Q 
étant des génératrices de ( H ) de système différent de 
celui de m M rencontrent cette droite en un point qui 
se projette sur le plan xOy en un point m de la cu-
bique ( C ) projection du point M de l 'espace où la 
droite M/rc rencontre la cubique gauche. Lorsque À 
reste fixe, m reste fixe, le coefficient angulaire de la 
droite O m doit donc bien être indépendant de ¡JL; c 'est 
donc bien — 

b X 

I . Ce raisonnement prouve, de plus, que, pour que 
le point m reste fixe, il faut et il suffit que \ soit c o n -
stant ( c ' es t -à -d i re que la génératrice m M reste f ixe) et 
la droite P Q engendre Phyperboloïde ( H ) correspon-
dant à la valeur \ du paramètre. 

I I . Les coefficients angulaires des droites O p et O q 

sont racines de l 'équation ( 3 ) obtenue en débarras-

sant ( 5 ) de la racine — et en posant t= Pour 

que O p et O q fassent des angles égaux avec O x , il faut 
et il suffit que cette équation ( 3 ) ait des racines oppo-
sées, c 'est-à-dire que ¡JL = o. La droite P Q a alors pour 
équation : 

( 6 ) \ - ) ] = <>, ( yx— — = o ; 
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et e l le engendre le par aboi oïde 

V(xy— [y3 7 — 2 û f ( ï — * ) ] [ Y > — *)] = o 
ou 

« Y > ( T - Z) — iab(y — z)(y'— z) = o, 

qui admet c o m m e plans directeurs les plans 

z = o et ay'y -+- byx -h labz — o. 

111. P o u r que l 'angle pOq soit droit, il faut et il 
suffit que le produit des rac ines de l 'équat ion ( 3 ) soit 
égal à — i , c 'est-à-dire q u e Ton ait 

Y 

O n retrouve le cas I , le point m est f ixe et la droite P Q 
engendre l 'hyperbolo ïde 

2yy '(#2 -h y2) — '¿a y'x( y' — z) — 2 byy( y' — z) == o. 

L e s trois cas précédents sont des cas particuliers du 
cas plus général où les droites O p et O q décr ivent deux 
faisceaux en involut ion . P o u r cela , il faut et il suffit 
que les racines t et t' de l ' équat ion ( 3 ) véri f ient une 
re lat ion de la iorme 

L e l ieu de la droite P Q s 'obt ient alors en é l imi -
nant \ et jjl e n t r e cette re lat ion et les équat ions ( 2 ) , 
ce qui donne la quadrique 

a - h -+- t') -f- 0 = o, 
ce qui donne 

ay'X H- pjJi — ô(JL = o. 

y'y — 2 6 ( 7 ' — Z) x 
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SOLUTION GÉOMÉTRIQUE PAR M . V . J A M E T . 

Rappelons d'abord les propositions suivantes : 

I. Une cubique gauche ne peut couper une surface 
du second degré en plus de six points, à moins d'être 
contenue tout entière sur la surface. 

E n effet, une cubique gauche étant définie par trois 
équations de la forme 

r - M n z-MD, 

où Ton a désigné p a r f , f 2 , f 3 , quatre polynomes 
entiers du troisième degré, l 'équation qui fait connaître 
les valeurs de t correspondant aux points où elle coupe 
une surface du second degré, sera elle-même du sixième 
degré. Donc , de deux choses l 'une : ou elle a six solu-
tions, et six seulement, et la cubique a six points, et 
six seulement, siLués sur la surface; ou bien elle est 
vérifiée quel que soit £, et la cubique est située en entier 
sur la surface. 

C O R O L L A I R E . — Si une cubique gauche a sept points 
sur une surface du second degré, elle y est située 
tout entière. 

I I . Si une droite Az rencontre une cubique gauche 
en un point A, les cordes de la cubique qui s'appuient 
sur A z engendrent une surf ace du second degré. 

E n effet, trois de ces cordes dont les extrémités sont, 
par exemple, M e t N , P et Q , R et S , déterminent une 
surface du second degré S , qui contient la cubique 
tout ent ière ; car , outre les six points, M, N, P , Q , 
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R , S , cette surface contient la droite Kz tout ent ière , 
et par conséquent un septième point de la cubique, Je 
point A . 

Mais chacune des droites dont nous cherchons le 
l ieu géométrique est située en entier sur 2 , puisqu'elle 
a, sur cette surface , trois points, savoir : les deux 
points où elle s'appuie sur la cubique, et le -point où 
elle coupe A z . D o n c le l ieu cherché est la surface S . 

I I I . S i dans les équations ( i ) 011 donne à séparé-
ment , deux valeurs entre lesquelles il y a une relation 
involutive, elles déterminent , sur la courbe, deux 
points, M, N, qui , par définition, décrivent sur la 
courbe deux divisions en involution. P a r exemple, les 
extrémités d'une corde de la cubique seront en involu-
tion, si cette corde est assujettie à rencontrer une 
droite fixe qui , comme dans le théorème précédent, 
s'appuie sur la cubique en un point fixe A. E n effet, 
soit A z la droite fixe, et soit M un point mobile sur la 
cubique. Par ce point passe une corde MN, et une seule, 
qui s'appuie sur A z; son extrémité N est le troisième 
point d'intersection de la cubique avec le plan M A ^ ; 
donc à toute position du point M répond une position, 
unique d'ailleurs, du point N, et inversement. D'a i l -
leurs, les deux points s 'échangent visiblement l 'un 
dans l 'autre, et ceci ne peut avoir l ieu que s'il y a, 
entre les valeurs de t qui les déterminent, une relation 
involutive. 

R É C I P R O Q U E M E N T , s'il y a involution entre deux 
points mobiles sur une cubique gauche, la droite qui 
les joint engendre une surface du second degré. 

E n effet, soient, sur la cubique, ( M , N) , ( P , Q ) , 
deux couples de points correspondants d'après Tinvolu-
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l ion donnée, A un point pris à volonté sur la cubique, 
A z une droite issue du point A et s'appuyant sur les 
deux droites MN, P Q . U n e corde de la cubique, assu-
jettie à s'appuyer sur A s , engendre une surface du se-
cond d<îgré ( I I ) . Mais les extrémités de cette corde 
décrivent sur la cubique deux divisions en involut ion; 
et la correspondance entre ces deux points ne diffère 
pas de la correspondance donnée, puisque, dans ces 
deux correspondances, il y a deux couples de points 
correspondants, savoir ( M , N ) et ( P , Q ) , appartenant 
à l 'une et à l 'autre . Donc la surface du second degré, 
que nous venons de définir, coïncide avec le lieu cherché. 

I V . Dans le sujet de concours il s'agissait d'une cu-
bique gauche, intersection de deux cônes du second 
ordre, de sommets S e t T , s e coupant à angle droit suivant 
leur génératrice commune S T , et dont les bases sout des 
cercles situés dans un plan xOy, perpendiculaire à la 
droite S T . Ces deux cercles devront couper l 'axe des z 
en un même point O . Leurs tangentes au point O sont 
les traces, sur le plan xOy, des plans tangents aux 
deux cônes suivant la droite S T , et la projection de la 
cubique commune aux deux cônes, sur Je plan des xy, 
admettra nécessairement ces deux droites comme tan-
gentes au point O . De plus, cette projection est une 
cubique circulaire, car, si l 'on cherche à la déterminer 
par points ( c o m m e en Géométrie descr ipt ive) en 
adoptant pour plans auxiliaires des plans horizontaux 
(parallèles à xOy), les sections faites dans les deux 
cônes par un tel plan sont des cercles, projetés h o r i -
zontalement en vraie grandeur. Donc la courbe plane 
cherchée doit passer par les deux points cdfritnuns à 
tous les cercles du plan xOy, c 'est -à-dire par les deux 
ombilics du plan. E n résumé, la project ion cherchée 

Ann. de Mathémat., 4' série, t. V. (Juin 1905.) 18 



( 2 7 4 ) 
est une cubique circulaire ayant, au point O , deux 
tangentes rectangulaires Ox, Oy, c 'est donc une stro-
phoïde. 

V . Dans la deuxième partie de la composit ion, on 
proposait de rechercher le l ieu décrit par une corde P Q 
de la cubique, dans divers cas où les points P, Q sont 
en involution; par exemple ( § I du tex te ) dans le cas 
où la projection de la droite P Q sur le plan xOr 
coupe la strophoïde définie ci-dessus, en un troisième 
point M supposé fixe. Mais alors, la parallèle à O Í , 
menée par m, s'appuie sur la cubique en un point 
fixe M et la droite P Q coupe une droite fixe Mm s 'ap-
puyant e l le -même sur la cubique. E n pareil cas elle 
engendre une surface du second degré. Cette surface 
est un hyperboloïde ; car, si le point M vient en S , le 
point N vient en T , et la surface a deux génératrices 
parallèles à distance finie, savoir S T et M m . 

On ramène immédiatement à ce cas celui où la pro-
jection pq de P Q , sur le p l a n ^ r O y , est vue du point O 
sous un angle droit ( § I I I du texte) . E n effet, d'après 
les propriétés connues de la strophoïde, la droite pq 
coupe alors la strophoïde en un point fixe m tel que la 
droite O m et la direction asymptotique réelle de la stro-
phoïde sont également inclinées sur les tangentes au 
point O . Le lieu géométrique de P Q est encore un hy-
perboloïde. 

Si les droites O p , O q font avec O x des angles égaux 
( § 1 1 du texte) , on démontre aisément que la droite pq 
enveloppe une parabole, de telle sorte que le contour 
apparent de la surface cherchée est parabolique -, et la 
surface e l le-même est un paraboloide. 
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CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE 
ET AUX BOURSES DE LICENCE; 

SOLUTIONS PAR M . J E A N S E R V A I S . 

Première composition de Mathématiques 
(Sciences I ) . 

On considère les trois surfaces du second degré 
définies par les équations 

y = - = xy, zx=y2. 

I . Soit M le point d'intersection des plans polaires 
d'un point M 0 par rapport à ces trois surfaces : on 
demande d'exprimer les coordonnées x , y, z du 
point M au moyen des coordonnées x0, y0, z0 du 
point M 0 et, inversement, x0, y0, z0 au moyen 
de x, y, z. 

I I . Vérifier, sur les formules, que le point M n'est 
pas déterminé quand le point M 0 se trouve sur la 
courbe (C) définie par les équations 

y = X2, Z = X*. 

Où se trouve alors le point M? 

I I I . Pour que le point M 0 soit dans le plan des x, y, 
il faut que le point M soit sur une surface ( S ) du troi-
sième degré. Vérifier que cette surface contient la 
courbe ( C ) et qu'elle est réglée. Quel est le lieu du 
point M 0 quand le point M décrit une génératrice 
rectiligne de la surface? 

I V . Quel est, sur la surface (S), le lieu des points M 
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tels que le point M 0 soit rejeté à Vinfini dans le plan 
des x, y? 

V . Le point M est supposé se mouvoir sur la sur-
face (S), de telle façon qu'il soit, à chaque instant t, 
sur la génératiice définie par les équations 

y = tz, 

et que son accélération soit située dans le plan tan-
gent en M à la surface. Montrer que la coordonnée z 
vérifie Véquation 

ai 
* i 

t— 2*3- o. dt z 

Intégrer cette équation et exprimer les trois coordon-
nées en fonction du temps. Vérifier que la courbe ( G ) 
est l'une des trajectoires possibles. 

I . L e s t ro is plans polaires du point M 0 ont pour 
équat ions 

oryo-+-yx0— z — z0 = o, 
XZ0 2/JKo H- zx0 = o. 

On obt ient les coordonnées du point M en résolvant 

ces trois équat ions par rapport à x , y , z . D e s deux pre-

mières , on peut toujours t irer y et z en fonction de x, 
ce qui donne 

y = *xxQ — y0i 
( 2 ) 

( - = xy0-h 2xx$ — x0yo — z0. 

E n portant ces valeurs dans la t ro is ième, on a 

( 3 ) (2x1 — 3x0y0-i- Z0)x — x*y0— x0z0-h -iy\ = o. 

De cette équat ion ( 3 ) on t i re , en généra l , une valeur 
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b i e n d é t e r m i n é e pour x , e t , en portant cette valeur 
dans les égalités ( 2 ) , on o b t i e n t les expressions s u i -
vantes des coordonnées de M : 

^o/o + ^o^o- iyl 
ixl— 3a?oJKo--!~ z0 9  

2x%z0—x0y% — y0z0 
2xl—3x0y0-hz0  

3x0y0z0 — 2yl— z% 
2xl~ 'àxoyo-^ z0 

C o m m e les équat ions (1 ) ne c h a n g e n t pas lorsqu'on 
permute x et x0, y e t y 0 , z et z0, il suffit de faire cette 
permutat ion dans les formules ( 4 ) pour avoir les coor -
données xû7 jK<b zo e n fonct ion de x, y, z. 

I I . L a valeur de x donnée par l ' équat ion ( 3 ) est 
indéterminée dans le cas par t i cu l ier où l ' o n a s imul ta -
n é m e n t 

j 2x% — 3 x 0 y o + z0 = o, 
(i> ) < 

( —iyl = o, 

c 'es t -à -dire lorsque le point M 0 est à l ' intersect ion des 
deux surfaces du t ro is ième ordre définies par ces deux 
équat ions . Ces deux surfaces sont tangentes tout le 
long d 'une c u b i q u e et o n t , en outre , en c o m m u n la 
droite à l ' inf ini du plan y O z qui compte trois fois , car 
c 'est u n e droi te double de la p r e m i è r e surface, et les 
deux surfaces sont tangentes , suivant el le , au p lan de 
l ' in f in i . 

L ' é l i m i n a t i o n de z0 entre les deux équat ions ( 5 ) 
donne 

et , en r e m p l a ç a n t y0 par z\ dans la p r e m i è r e , on en 
déduit 
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Le point M est donc bien indéterminé lorsque l e 

point M 0 est sur la cubique ( C ) ; 

y = a?2, z — xz. 

L'équat ion ( 3 ) étant une identité, les trois équa-
tions ( i ) se réduisent aux deux équations (2) qui 
deviennent 

( y = IXXQ — 
( " ) i ( z = 3 xx\ — ix^. 

Le point M est donc indéterminé sur la droite, repré-
sentée par les équations (2), qui est d'ail leurs la tan-
gente en M 0 à la cubique ( C ) . 

Remarquons , en passant, que les tangentes à ( C ) 
engendrent une surface développable D du quatrième 
ordre dont l 'équation est 

(z — xy)* = 4(y — x*)(xz—y*). 

Les quatre surfaces obtenues en égalant à zéro les 
numérateurs et le dénominateur de x, y et £ passent 
évidemment par la cubique ( C ) , puisque, pour tout 
point de la cubique, x , y, z doivent se présenter sous 
la forme Ces quatre surfaces sont, en outre, tan-
gentes deux à deux le long de la cubique et tangentes 
à la développable D. E n d'autres termes, la cubique ( C ) 
est une ligne asymptotique de ces quatre surfaces. 

Les formules ( 4 ) définissent une transformation bira-
tionnelle réciproque dans l 'espace. A tout point M 0 de 
l 'espace celte transformation fait correspondre, en gé-
néral , un point M et un seul et, lorsque M vient en M 0 , 
M 0 vient en M. II y a exception lorsque l 'un des points 
est sur la cubique ( C ) commune aux trois quadriques 
données ; l 'homologue est alors indéterminé sur une 
génératrice de la développable D. Réc iproquement à 
tout point de D correspond un point de la cubique ( C ) . 
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Lorsque M 0 décrit une surface d'ordre z?z, l 'hara©-

logue M décrit une surface d'ordre 3 m qui passe par la 
cubique ( G ) et a m nappes tangentes le long de cette 
cubique à la surface développable D . Si la surface 
donnée passe par la cubique ( C ) il y a décomposition. 

I I I . Pour que le point M 0 soit dans le plan des x , y 
( z 0 = o ) , il faut et il suffit que M soit sur la sur-
face ( S ) : 

( 7 ) 3 x y z — 2 y 3 — z * = o , 

qui passe, comme nous l 'avons vu, par ( C ) . 
L e cône des directions asymptotiques de la surface 

se décompose en un plan et un cône du second ordre : 

y = o , 3 xz — iy2. 

Il n 'y a pas de plan parallèle à y- = o qui coupe sui-
vant des droites, s a u f y = = o . 

Les génératrices de cette surface ( S ) , s'il y en a, sont 
donc des parallèles aux génératrices du cône 

3 xz — iy2. 

Elles ont donc des équations de la forme 

y=z \z H-

E n portant ces valeurs de y et z dans l 'équation ( 7 ) et 
écrivant qu'on obtient une identité, on trouve 

^ = P = 3 T 

Les équations d'une génératrice sont donc 
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P o u r avoir le l ieu décri t par M 0 lorsque M décr i t c e l t e 
génératr ice , remplaçons x et y par leurs valeurs p r é -
cédentes dans les expressions de x0, y0, z0 en fonct ion 
de x, y, z déduites des formules ( 4 ) . T o u s calculs fai ts , 
il vient 

_ iitezQJz — i)*  
X ° ~ ( l 6 X ^ h - 2 ) (k*z — I ) 2 ' 
V = 6 X J ( X » * - I ) « 

Zq — O. 

Ces formules m o n t r e n t que x0 et y0 sont indéterminés 

lorsque z = Ceci s 'expl ique a isément . C h a c u n e des 

génératr ices de la surface ( S ) rencontre la cubique ( C ) 

en un point tel que z = Lorsque M vient en ce 

po in t , M 0 est indéterminé sur la tangente à ( C ) . La 

surface t ransformée de ( S ) est une surface du n e u -

vième ordre qui se compose de deux fois la déve-

loppable D et du plan xOy. E n suppr imant le fac -

teur ( à 3 Z — i ) 2 qui correspond aux génératr ices de D , 

il reste 
_ 1 2 X2s _ 6Xz 

i6X3z + 16X^ + 2 ' 

L e l ieu de M 0 est donc la droite 

Vo= 2X70 
du plan des x , y. 

I V . P o u r que le point M 0 soit r e j e t é à l ' inf ini dans 
le plan des y, il faut et il suffit que les deux termes 
de z0 soient n u l s , sans que les n u m é r a t e u r s de x0 e t y 0 

le soient . L e point M doit donc ê t re sur la part ie de 
l ' intersect ion des deux surfaces 

3 xyz — 2y3 — z~ = o, 
ixz —3xy-hz =0, 
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autre que la c o u r b e ( C ) . O r , les deux surfaces sont 
tangentes tout le long de ( C ) ; e l les se coupent donc , 
en outre , suivant u n e c u b i q u e qui const i tue le l ieu 
c h e r c h é . E n é l i m i n a n t z on trouve 

(y -f- ix2) {y — x2)2 = o. 

L e fac teur (y — x2)2 donne la c u b i q u e ( C ) . L e l ieu 
c h e r c h é est donc la c u b i q u e 

y = — ix2, z= — Sx3. 

V . P o u r que le point M situé sur la généra t r i ce 

se meuve de façon que son accélérat ion soit dans le plan 
tangent , il faut et il suffit que l 'on ait 

(8) 

E n cons idérant z c o m m e fonct ion de t, on a 

dîx d2y d2z 
dt* dt2 dt2 

S" t I 

T 

3* Z~Tt2 z o 

d2x __ i 2 d2z 
~di2 ~~ 3 

d2y _ d*z 
dt2 ~~ dt* 

8 dz 4 2 

3*3' 
dz 

' dt' 

E n portant ces valeurs dans ( 8 ) , et r e t r a n c h a n t la 

seconde l igne mul t ip l iée par de la p r e m i è r e , on 

trouve 
8 dz 
3 * 7 Ï Ï 

2 dz 
~dt 

3 ^ - 3 7 ï 
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ou, en développant, 

G) . d 
t V^ — — O. dt z 

En intégrant cette équation l inéaire en i par le pro-

cédé classique, on trouve 

I = Ct-htK 
z 

La trajectoire cherchée est donc 

it2 

y: 

3 ( C Î H - * 3 ) 'M 

t 
G * + 

I 
C F - + - * 3 7 

qui se réduit à la courbe ( C ) quand on fait C = o. 
Ces résultats étaient faciles à prévoir puisque nous 

savions que la courbe ( C ) était une asymptotique 
de ( S ) . La recherche des trajectoires de M , qui sont 
les lignes asymptotiques de ( S ) , devait , d'après des 
résultats bien connus, conduire à l ' intégration d'une 
équation de Ricatt i dont 011 connaissait d'avance une 
solution. 

Déuxième composition de Mathématiques 
(Sciences I et II). 

I. Etudier la fonction 
x y = a L cos — ; 
a 

a désigne une constante primitive, L le logarithme 
népérien. Soit (C) la courbe représentative, les axes 
étant rectangulaires. 
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II. Calculer le rayon die courbure R de ( C ) en 
Vun quelconque M de ses points. Déterminer la déve-
loppée de (C). 

I I I . On suppose que M appartienne à la même 
branche de ( C ) que Vorigine O . Calculer Varc s 
de (C) limité par O et M. Exprimer R en fonction 
de s. 

I V . Par les translations parallèles à O y, on déduit 
de ( C ) une famille de courbes (T) . Déterminer une 

famille de courbes (Tr) telle que chaque courbe ( f ) 
coupe à angle droit toutes les courbes (T). [On pourra 

former d'abord une relation entre Vabscisse d un 
point quelconque d'une courbe (V) et le coefficient 
angulaire de la tangente en ce point.] 

V . Soit de même ( T J ) la famille des courbes dé-
duites de ( C ) par les translations parallèles à Ox. 
Trouver les cowbes (1^ ) coupant à angle droit les 
courbes (T,). [Former dyabord une relation entre 
l'ordonnée d'un point quelconque d'une courbe (T^) 
et le coefficient angulaire de la tangente en ce point.] 

V I . C A L C U L N U M É R I Q U E . — Soient xt1 y{ les coor-
données du point P de la courbe ( C ) tel que son 
abscisse xK soit positive, et que Varc OP de ( C ) ait 

pour longueur Déterminery avec trois chiffres 

exacts, les rapports 

I . La f o n c t i o n ^ est manifestement périodique et 
admet pour période 2arc. I l suffit donc de construire 
la courbe représentative lorsque x varie! de; - 7 * . a x 
à aiz. Gomme le changement de x en — x ne mo-
difie pas y r on obtiendra la moitié de la ¿courbe en fa i -
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sant var ier x de o à an. O r , dans cet in terval le c o s ^ 

n 'es t pos i t i f , et par suite y r ée l , que lorsque x varie 

de o à — : cos — décroit alors de i à o et y décroî t 
i a 

dé o à — oo. L a courbe représentat ive a donc la forme 
ind iquée sur la figure i . 

Fig. T. 
y < i 
y i 

• 
i i 

° \ ! . X y 

-9 

f «V ' 
1 
t 

5a7l " 
2 

I L I I I . Ca lcu lons de suite l ' a r c s pour appl iquer les 
formules de F r e n e t . O n a : 

ds* = dx2 -h dy2 = tang2 dx8 = 
dx2 

% x * 
cos1 — a 

Prenons sur la c o u r b e c o m m e sens des arcs c ro is -
sants le sens des x croissants et il vient : 

ds = dx 

d'où 

( 0 
dx T / x ic\ 

/ — = a L l a n H ^ + 4 j ; 
/ cos — ^ ' 

•A « 

o n a, ensui te , 

dx x 
a — —r = cos —> ds a 

n dv . x 
8 = - — - = — s i n - , r dx a 
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a et p é t a n t les cos inus d i r e c t e u r s de la tangente d a n s 
le sens des arcs cro issants . C e s formules prouvent , en 
passant , q u e , si l ' on désigne p a r çp l ' angle de la tangente 
en u n point M avec O x , on a 

E n di f férent !ant les formules ( 2 ) on obt ient 

da. 1 . x x 
— = sin — cos — 7 
as a a a 

ce qui d o n n e 

— c o s 2 - , 
as a a 

1 fifaî+cfpî 1 
B7 = 1 , = —r COS2-, R2 ds2 a 2 a 

ou 

( 3 ) R : 
X 

COS — 
a 

E n appelant a! et ¡3' les cosinus directeurs de la n o r -
male à la courbe , 011 a 

, d a . x 
a = K -y- = — sin —, 

as a 

p = R - 7 - = — cos — • 1 as a 

L e s coordonnées X et Y du point de contact de la 
n o r m a l e au point (x,jr) avec la développée sont alors 

\ = x-hoLr R = x — a tang —, 

i x 
Y = y + ô ' R = a L cos a. 

J r a 

P o u r e x p r i m e r R en fonct ion de nous t irons de la 

formule (1 ) 

tang — -+-1 s 
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ce qui d o n n e l ' éga l i té 

( 5 ) . . t a n g ^ ~ t a n g h y p ^ ; 

on en conc lu t 

ai i -h t a n g h y p 2 — ) ,,, D \ b J r 24/ u S 
(6 ) R = — ~ a cos hyp —• 

. - t a n g h y p » ^ 

Ceci met en évidence un fait intéressant signalé par 
M. Laisant , à savoir que l 'égal i té ( 5 ) entra îne l 'égal i té 
suivante : 

( 7 ) _ L _ = C O s h y p i 
c o s — 

a 

et aussi ce l le -c i : 

( 8 ) t a n £ — = sin l i y p — • 
' ° a • 1 a 

I V . Les courbes ( T ) ont pour équat ion 

y — a L c o s — -f- G . 
J a 

En écr ivant que, en un point c o m m u n (x,y), la 
courbe ( F ) est or thogonale à ( r ' ) , on obt ient l ' équat ion 
différentielle 

dy x 
- y - tan<r i — o 
dx a 

qui donne 

(9 ) y =: Jcot ^ dx — a L sin ^ - ^ - J C . 

Ces courbes ( T ' ) [ d o n t il ne f a u t , é v i d e m m e n t , 
prendre que la partie située dans les interval les où les 
courbes ( T ) e x i s t e n t ] se déduisent des courbes ( T ) par 
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t ranslat ion paral lè le à 0 . r , c a r l ' équat ion ( 9 ) s 'écr i t 

y = a L cos ( — rp - ) -+- C'. 

L a figure 1 m o n t r e la disposit ion des courbes ( r ) et ( H ) . 
F i g . 2. 

V 

\ . L ' équat ion des courbes ) est 

= arc cose" -+- K. 

L'équat ion différentiel le des courbes ( 1 ^ ) est alors 

dx ea 

dy 

P o u r in tégrer , posons 

L 
e«=cos<p, ^ = aLcoscp, 

et il vient 

x = ±Z a J tang2 cp d'^ — ± a(tangcp — 9 ) -h K' ; 
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on a ainsi les t ra jec to i res (T\) : 

[ x —zb a tang<j> ± a ç + K', 
( y = a L coscp. 

E n comparant ces formules avec les formules ( 4 ) , 
ou voit que les courbes ( T \ ) se déduisent de la déve-
loppée de ( C ) par u n e t rans la t ion . 

V I . Les coordonnées de P sont données par 
les formules 

- • ( S - î ) - A 
•ri . Y\ = a L cos : 

J a 
d'où 

Xj ; 
Xi 

a loge 

log cos 
r i _ « 

P o u r cela c h e r c h o n s , en grades, l ' angle à tel que 

log t a n g ^ = i loge = 0/2171 i , 

«j, = 6 5 G , 2 9 0 7 , 

d'où 

— -4- ~ = X 6 5 G , 2 Q 0 7 ; 
2 « 4 2 0 0 

— = X 13 , ^907, a ] 0 0 * J 

y j log cos( 3oG, 5814) o,o52i6 
a o,434'i9 0,43429 

U n calcul logar i thmique donne 

^ = M 8 0 4 , 
y\ 
— = — o, 1201. 
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REMARQUES SUR LA DÉTERMINATION DES MOMENTS FLÉCHIS-
SANTS PRODUITS PAR LE PASSAGE D'UN CONVOI SUR UNE 
POUTRE A DEUX APPUIS SIMPLES; 

P A R M . LUCIEN L É V Y , 

Professeur remplaçant de Géométrie descriptive 
au Conservatoire des Arts et Métiers. 

Diverses méthodes ont été proposées pour la dé ter -
minat ion des m o m e n t s fléchissants produits dans une 
poutre par un convoi mobi le . M . Maur ice L é v y , dans 
son classique Traité de Statique graphique ( t . I , 
p. 3 5 2 ) , a fait c o n n a î t r e un intéressant théorème, dû 
à M . V e n t r e , t h é o r è m e établ i par des considérat ions 
analyt iques , et en a déduit une méthode très s imple que 
nous appel lerons , pour abréger , la méthode Ventre. 
M . R o u c h é , dans ses excel lents Éléments de Statique 
graphique, a donné la préférence à u n e méthode i n -
ventée par M . Léman ( B u l l e t i n de l'Académie royale 
de Belgique, 3 e série, t. I X ) ; o u t r e que cette méthode 
purement géométr ique paraît m i e u x à sa place que cel le 
de M . V e n t r e dans un cours de G é o m é t r i e descriptive 
et est c e r t a i n e m e n t plus à la portée des auditeurs du 
Conservatoire des Arts et Mét iers , 011 verra qu 'e l le 
d o n n e des r e n s e i g n e m e n t s plus complets que la m é -
thode V e n t r e . Cette dernière s 'en dédui t d 'ai l leurs 
i m m é d i a t e m e n t , sans aucun c a l c u l , c o m m e nous le 
m o n t r e r o n s . 

R a p p e l o n s rap idement en quoi consis te la méthode 
L é m a n . S o i t A B la poutre reposant l i b r e m e n t par ses 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. V. (Juillet 1 9 0 0 . ) 19 



(
 2

9 ° ) 

extrémités sur deux appuis A et B . Soient A<, Zt2, hz 

les points de la poutre situés sous les essieux, dans une 
position quelconque du convoi mobile ( f i g . i et 2 ) : 

F i g . « . F i g . 2. 

nous supposons le train entièrement engagé sur la 
poutre, et nous avons réduit à trois le nombre des 
essieux pour simplifier la figure. 

Soit , enfin, p le pôle du polygone des forces réduit 
ici à la droite abcd\ d = pit est la distance du pôle à 
cette droi te ; X C A 4 A 2 A 3 D J K est le polygone funicu-
laire correspondant aux trois charges données ab, 
¿ c , cd\ CD est la ligne de clôture de ce polygone. O n 
sait que le moment de flexion de la poutre au point M 
(somme des moments par rapport au point M des 
forces situées à gauche de M , y compris la réaction 
de l appili A ) a pour expression 

pu x d. 

Ce moment varie à chaque instant avec le dia-
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gramme C A 4 A 2 A 3 D . Le problème consiste à trouver 
le maximum de ce moment, et aussi le point de la 
poutre pour lequel ce maximum est le plus grand pos-
sible . 

Le polygone des forces et sou pôle 11e changent pas 
pendant le mouvement du train ; nous garderons aussi G 
comme origine du polygone funiculaire . I l en résulte 
q u e le sommet A { décrira une droite X C parallèle à ap. 
De plus, Fécartement des essieux restant constant, le 
segment A<A2 garde la même grandeur et la même 
d i r e c t i o n : le point A2 décrit donc une parallèle à X C ; 
de même A3 décrit une droite parallèle à X C . On en 
déduit facilement, le train marchant de A vers B , le 
diagramme d'entrée CA^ A^D' correspondant à la posi-
tion du train pour laquelle l 'essieu de queue est au-
dessus de l'appui A , et le diagramme de sortie C A'J A£ D" 
correspondant à la position du train pour laquelle l 'es-
sieu de tète arrive en B . 

La solution très ingénieuse de M . Léman consiste à 
considérer tous ces diagrammes successifs comme les 
projections sur le plan de la figure (que nous sup-
poserons horizontale) de diagrammes respectivement 
égaux à leurs projections et situés dans des plans hori -
zontaux : la position de ces diagrammes est ent ièrement 
déterminée dans l 'espace si l 'on assujettit les sommets 
projetés en D", . . . , D, . . . , D ' à être tous sur une même 
droite, d'ailleurs arbitraire . Nous désignerons, dans ce 
qui suit, les points de l 'espace par les mêmes lettres 
que leurs projections horizontales, ce qui ne pourra 
pas produire de confusion ; D/; est supposé dans le plan 
horizontal . Dans cette nouvelle manière de concevoir 
la figure, la droite mobile de l 'espace A 3 D décrit un 
plan D " A ; D ' ; A 2 A 3 décrit le plan A ^ ' A ^ ; , A< A2 le 
plan CA'^A" A!,, enfin la droite de clôture CD décrit 



( ) 
un paraboloïde hyperbolique ( P ) ayant pour plan« 
directeurs le plan horizontal et le plan vertical D'D". 
Ces p lans , le paraboloïde ( P ) et les plans horizon-
taux des diagrammes supérieur et inférieur l imitent un 
solide plan gauche ( I I ) . 

L e plan vertical , perpendiculaire à la poutre qui a 
pour trace M P , coupe le paraboloïde ( P ) suivant une 
génératrice rectil igne l ieu du point <y; il coupe les 
autres faces du solide ( i l ) suivant des lignes droites. 
On obtient a ins i , dans ce plan vert ical , un poly-
gone P Q R S T ; le point p. décrit les côtés P Q , Q R 
( f i g . 3 ) . Ce polygone, outre ses sommets dans les 

Fig. 3. 
S R 

T P 

plans le plus haut et le plus bas, a un sommet sur 
chaque arête, telle que A^A^, du solide ( I I ) , rencon-
trée par le plan sécant. O n voit immédiatement que le 
maximum de JJLO- correspondra nécessairement à une 
position de ¡JI coïncidant avec un des sommets du poly-
gone, Q par exemple. A ce moment , le diagramme 
mobile C A i A 2 A 3 D sera placé de manière que son 
sommet A 2 soit en Q", et un des essieux du convoi sera 
en M . Ainsi , à moins que le moment maximum au 
point M ne se produise à l 'entrée ou à la sortie du 
train, pour l 'obtenir il suffira de prendre le plus grand 
des moments obtenus en M, à l ' instant du passage d'un 
essieu en ce point. 
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Cherchons maintenant Je plus grand de ces maxi-

mums. Lorsque le train a la position li{h2hz, le mo-
ulent de flexion en a pour valeur A 2 a 2 X Suivons 
le deuxième essieu pendant le déplacement du convoi. 
La droite A2a2 considérée comme étant dans l 'espace 
décrit un plan parallèle à l 'arête A'2A"2 du solide ( I I ) 
et à l 'axe du paraboloide ( P ) ; «2 décrit l ' iutersection 
de ( P ) avec ce plan, c'est-à-dire une parabole. La pro-
ject ion horizontale de cette parabole est une parabole, 
dont l 'axe est perpendiculaire à A B . 

Nous ferons ici une remarque importante. Toutes 
ces sections du paraboloide par des plans parallèles 
entre eux sont des paraboles égales, et leurs projec-
tions horizontales sont des paraboles égales entre elles. 
El les passent toutes par le point C, projection du point 
où la génératrice verticale du paraboloide hyperbolique 
est coupée par le plan sécant. Pour en construire une, 
il suffira d'en avoir trois points, savoir c, le point a'2 

fourni par le diagramme d'entrée et le point a"2 par le 
diagramme de sortie. Une de ces paraboles étant con-
struite aussi exactement que possible, ou en découpera 
un patron qui servira à construire les autres. S u r la 
figure 1, nous n'avons représenté qu'une de ces para-
boles; l 'arc en traits pleins est le seul utile. Les mo-
ments sous l'essieu sont les portions de perpendicu-
laires à la poutre comprises entre l 'arc et la droite 
initiale A'2A"2. Le moment maximum sous le second 
essieu correspondía au point pour lequel la tangente 
est parallèle à A^A'^. On trouvera ainsi pour chaque 
essieu un moment maximum, et il faut comparer ces 
moments maximums entre eux. 

A cet effet, M . Leman remplace les diagrammes 
polygonaux ou paraboliques par des diagrammes ayant 
tous pour ligne de clôture ou pour droite initiale la 
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poutre A B . Il suffit, pour cela, de faire glisser chaque 
ordonnée telle que A' 2 a 2 dans sa direction jusqu'à ce 
que son extrémité supérieure vienne sur la droite A B . 
On aura alors au-dessous de A B deux espèces de dia-
grammes. 

Aux deux diagrammes polygonaux d'entrée et de 
sortie C A ^ A g D ' , CA'JA^D" correspondront des dia-
grammes polygonaux Aa' 0a' 3B, AOL"{OL'0J$. Ces deux dia-
grammes auraient pu être obtenus directement, comme 
d'ailleurs tous les diagrammes polygonaux analogues 
déduits des diagrammes quelconques C A j A ^ A ^ D ; en 
effet, A a ^ j B , par exemple, n 'est pas autre chose qu'un 
polygone funiculaire pour la position du train dans 
laquelle l'essieu de queue est au-dessus de A , et la 
méthode de Culmann permet de construire un poly-
gone funiculaire dont trois côtés passent par trois 
points donnés (011 peut aussi employer la construction 
de M. Col l ignon) . 

A un diagramme mixtil igne tel que A2 A"^ a", a2 a'07 

correspondra un diagramme mixti l igne formé de trois 
droites /¿^a',, h'^h"^ h'2 ol"2 et d'un arc de courbe a'^a!,. 
Cette courbe sera une parabole égale à la première, 
Nous 1 aissons au lecteur le soin de démontrer ce théo-
rème facile dont voici l 'énoncé : 

Etant données une parabole et une corde} si, ci par-
tir d'une droite arbitrairement donnée, on porte sur 
les diamètres de la parabole des segments égaux aux 
portions de diamètre interceptées entre la parabole et 
sa corde, le lieu des extrémités des segments ainsi 
obtenus est une parabole égale à la prendere. 

L a réciproque du théorème est vraie : 

Etant données deux paraboles égales et à axes 
parallèles, si, à pat tir de l'une d'elles et sur les dia-
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mètres, on porte des segments égaux aux portions 
interceptées sur ces diamètres entre l'autre parabole 
et une droite donnée, le lieu des extrémités des seg-
ments ainsi obtenus est une droite. 

I l n 'est pas d'ail leurs nécessaire d'avoir construit les 
paraboles de la figure i pour construire celles de la 
ligure 4- P a r exemple la parabole correspondant au 
deuxième essieu sera déterminée par la direction de sou 
axe (perpendiculaire sur A B ) et par trois points y 2 , 
à'2, a'i tels que 

A y* = G c2, h 2 a g = a'2 A £, A\ T."2 = a'% A"2. 

Le contour A U a ' 2 m V a ' 3 B formé par des arcs de para-
boles et par deux droites Va!M Va'3 donne les moments 
fléchissants maximums en chaque point . Ainsi en M le 
moment maximum a pour valeur M m x d. O n peut 
même suivre la variation du moment fléchissant eu M ; 
en effet, son quotient par la distance polaire d com-
mence par avoir la valeur M m' au premier instant où 
le convoi est ent ièrement engagé sur la poulre, croît 
jusqu'à la valeur M m qu'il atteint au moment du 
passage du deuxième essieu (parce que m est sur 
le deuxième arc de parabole) , et décroît jusqu 'à la 
valeur M/«" qui correspond à la sortie du convoi. 

L a figure 4 donnera sans peine le moment fléchissant 
le plus grand; ici il correspond au point P et se pro-
duit au moment du passage du deuxième essieu. 

Théorème de M. Ventre. — T r a ç o n s une parabole 
quelconque égale à toutes, les paraboles précédentes, 
par exemple cel le dont l 'axe est perpendiculaire au 
mil ieu de la poutre A B , et soit A B la corde d'intersec-
tion de cette parabole avec les verticales des appuis. 
Reportons sur cette parabole le diagramme mixtil igne 
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%2h'2h"S)cf"ymoL2\im\ sait, d'après la réciproque énoncée à 
la page précédente, qu'i l suffit pour cela de porter sur 
deux diamètres, à partir de la nouvelle parabole, des 

Fig. i - o 

longueurs a2Â'2, 0L2h2 respectivement égales aux l o n -
gueurs de même nom comprises entre A B et la parabole 
du deuxième essieu. E n un point M quelconque de la 
poutre A B , le moment fléchissant sous le deuxième 
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essieu sera donné par le produit M m x rf, qui est 
égal à M m x d. D'où l 'énoncé : 

Si une poutre à deux appuis simples, portant ou 
non une charge permanente uniforme, est parcourue 
par un convoi quelconque, la valeur que prend le 
moment fléchissant sous un essieu déterminé, pendant 
la marche du train, est représentée par les ordonnées 
d'une parabole UNIQUE POUR TOUS LES ESSIEUX, ces 

ordonnées étant seulement comptées à partir de 
droites différentes pour les différents essieux. 

L e lecteur trouvera dans le traité de M. Maurice 
Lévy ( § 2 2 0 et suiv . ) la règle très pratique et très 
simple que ce savant géomètre a déduite du théorème 
de M. Ventre . 

Remarque. — P o u r simplifier notre exposé, nous 
n'avons pas parlé de la charge permanente uniforme 
portée par la poutre. On sait que les moments de flexion 
qui en résultent sont représentés par les ordonnées 
d 'une parabole orientée comme les précédentes, et 
doivent être ajoutés aux moments dont nous avons 
parlé. 11 est facile de voir que cela revient à remplacer 
les paraboles du texte par d'autres paraboles, aussi 
toutes égales entre elles, mais avec un paramètre diffé-
rent . Nous n' insisterons pas sur ce point . 

Comparaison des deux méthodes. — La méthode 
Ventre n'exige le tracé que d'une parabole. L a méthode 
Léman exige une parabole par ess ieu; mais, comme 
toutes ces paraboles sont égales, il suffit de tail ler un 
gabarit en carton sur le patron de l 'uue d'elles et de 
s'en servir pour tracer les autres. Pour la recherche du 
moment maximum maximorum, la méthode Léman 
le donne immédiatement, comme le montre la figure 4 î 
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cette recherche est plus délicate avec la méthode Ventre . 
L ' u n e et l 'autre méthodes montrent que, pour les points 
de la poutre situés entre li2 et /¿'3, le moment de flexion 
maximum n'est sans doute pas atteint pendant que le 
convoi est entièrement engagé sur la poutre ; aucun 
essieu n 'est , en effet, passé pendant cette période sur 
la section h"2h'z. Mais, tandis que le diagramme Ventre 
n'offre aucune indication, le diagramme Léman montre 
que, pendant cette période, le moment de flexion au 
point N a décru constamment de la valeur N n ' x d 
à la valeur N n" x d. La figure 5 présenterait ici l 'as-
pect suivant : 

Fig. 5. 

C'est donc très probablement avant que le train ne 
(ût ent ièrement engagé sur la poutre que s'est produit 
le moment maximum, et il s'est produit à l ' instant du 
passage du troisième essieu au-dessus du point N. On 
sait qu'au lieu de faire reculer le train, on peut avancer 
la poutre virtuel lement d'une même quantité clans le 
sens de la marche ; le même polygone des forces dans 
lequel on négligera la première charge, la même dis-
tance polaire et la plus grande partie des polygones 
funiculaires déjà dessinés pourront être utilisés. Nous 
n'insisterons pas sur ce cas qui , en somme, se rencon-
trera exceptionnellement dans la pratique. 

Mais le diagramme Léman présente un dernier avan-
tage. En effet, si l 'on envisage les sections Yh r 2 ou Yh"2 

de la poutre, le diagramme Ventre fournit pour tous les 
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points de cet te sect ion u n m o m e n t de flexion m a x i m u m . 
Au cont ra i re le d iagramme L é m a n montre n e t t e m e n t 
que cet te c o n c l u s i o n serait e r r o n é e . Par exemple , au 
point Q , le p r e m i e r d iagramme donne comme m o m e n t 
de flexion = au fac teur d près- le d e u x i è m e 
m o n t r e que le m o m e n t c o m m e n c e par avoir la valeur 
Q q ' x d et décro î t c o n s t a m m e n t , en passant par la 
valeur Q<y x d j u s q u ' à la valeur d. Ici encore l e 

moment m a x i m u m s'est produit avant que le convoi n e 
lût e n t i è r e m e n t engagé sur la poutre . L e polygone des 
moments représenté ( f i g . 6) aurai t ici l 'aspect suivant : 

F i g . 6. 

[ F 8 a ] 
MÉTHODE P A R T I C U L I È R E D'INTÉGRATION DE 

: ^ 
I \/(x— a ) ( x — — ~(){x — §)dx 

Y 

QUAND P, Y, 8 SONT R É E L L E S E T QUE « > P > . Y > 3 . 

APPLICATION A LA G É O M É T R I E ; 

PAR M. E. MATHY. 

L E M M E . — Développement des fractions ^^ JX^)'* 

en fonctions entières de s, p» p{n) • 
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Dans la théor ie des fonct ions e l l ipt iques on d é m o n t r e 

q u e les f ract ions de la forme 7 — — peuvent s ' e x -

* (pu — pv)n r 

p r i m e r en fonct ions ent ières de Ç, p et p^n). Les déve-
loppements ne sont pas f o r m é s ; c o m m e ils seront u t i -
lisés dans la quest ion à résoudre, j e me propose de les 
r e c h e r c h e r j u s q u ' à l ' exposant 3 . 

Afin d 'abréger les a n n o t a t i o n s , j e pose 

(1) <p(a, v) = î ( > -+- v) - — — '2 £(*>)• 

L a formule d'addition donne alors 

( 2 ) = 7-<p(M, pu — pv pvjy 

E n dérivant (2) par rapport à y, 011 a 

p'v P* v , N i / / 
7 = ^ - © ( t t , V) — ®v(ui 
(PU — PT>)2 p*V * P 

On en conc lut 

( 3 ) 7 RR = ^ ©(M, V) o[,(ll, V). 

O11 procède de m ê m e pour l ' exposant 3 et l 'on o b t i e n t 

( 1 / P"'v 3 P"'2ç\ / x l / = ( -£-71 ^TT- ) ©( 1 (pU-pv)* \2P'*><> 2 p'*vj ' 
<4) \ . ff 

I 2 pkV 7 2 p T 

Les valeur s de t>) et p) se déduisent 

de (1 ) 

( 5 ) •<?'„ = — P (M -+• — P ( M — v) -+- ipv, 

( 6 ) & = + + + 

Cas particuliers. — Si p p = e a , 
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et les formules sont en d é f a u t ; mais alors, on se sert de 

Oa— ep)(ea — er) 
pu —e* = P O + w a ) ~ e a . 

I l suffit de les é lever au c a r r é , puis au cube , et de 
remplacer 

pour avoir les express ions intégrables . 

M É T H O D E D ' I N T É G R A T I O N . — Soit à calculer 

J y / ( x — a ) ( a? — ? ) ( # — Y ) ( — ° ) dx 

avec 
a > P > Y > ô. 

E n posant a — x = on en déduit 

a x — 5 
r 2 

( 7 ) 

P — X = 
i 

- < * P — X = 
y 

Y — a? = -L - ( * - ï ) . Y — a? = 
y 

- ï ) . 

S — x = i - ( a - S ) . 
y 

- ( a - S ) . 

I l en résulte 

V < * — x) (p — x) (v — ./;)(§ — a?) dx 

- . V u - P) ( . - , ) ( « - ( y - ¡ ¿ ç ) ( 7 - ¿ 7 ( ) ( r - ¿ j ) p • 

L e polynôme sous le radical est du trois ième degré-, 
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pour faire disparaî tre le terme du second dégré , on fait 

<%) y = z h- \ \ —1 1 = * -h 4 A 
^ 3 \a — p a — y a — 8 / 3 

E n outre , si 

¿1 = a - p 
- 3 a , 

i 
a - T 

e3== 
i 

e3== a — 8 

<9) 

l ' express ion se change en 

(* — y) (* — ô) — — «*)(* — «s) 

E n f i n , soient 

<I0) z = pu et — = 

de ce que 

p'M = — a / ( p m — £i ) (pw — e3), 

o n pourra écr i re 

/( x — a ) ( X — p ) ( 27 — Y ) ( X — 8 ) 

i — — p'2 u du 

C o n s é q u e m n i e n t 

| ^ y / < — a > (a? — ^ ) ( x — y) ( x — 8 ) dx 

] i r n—; ^r C p'*udu 

D ' a b o r d , on peut r e m a r q u e r que de 

P M _ P"" q P'2 M 
rfa (pu — pv)3 ( p a — ( p w — p f ) 4 
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on en déduit 

/ r p'*udu 
J J 

<I2) I = 1 ( v'u \ f p"udu 

l 3 \(pw — p^)3/lim 3J (pu-pv)*' 

E n outre , de ee que 
p"u = 6p*u — 

= 6(pw — p * 0 2 - M 2 p p ( p i ¿ _ 

iJ résul te que 

L p"11 = ¿ 4p^ p"v 
3 ( p w — pvf pu — pv (pu — pvy 3 ( p u — p e ) * ' 

O n peut doue in tégrer ~ f . par j e s f o r _ 
r ° 3 J ( p u — pv)* 1 

mules ( 2 ) , ( 3 ) et ( 4 ) 

' 1 r p" u du 3 J (pu — pp)3 

2 

P' 

0 3 ) j 

\ 6p'*p 2 p'ovj J ' v ;  

i p"'2v r i P" v R 

\ 6 ^ J ^ V ) d u -

O r , de (1) , ( 5 ) et ( 6 ) , on t ire 

J Z(u,v)du =10 

I / w, r ) ¿¿a = a -h t\) -h w — y) -K2t¿pp 

' /\ ' ' ~ p'w U4) < = Çw H v-iupv, 

I pu — pv 

j ( W, P ) du = - p ( t t + e) + p ( l í - C ) + '2líJ)'c 
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E n se servant de ( i 3 ) et ( i 4 ) , on a, en groupant le» 
ternies , 

p'2 u du r 
J (pu -pvy> 

r p'u i p"v / pup'v iu p 
3 (pu — pp)3 6 p ' 3 p \ ( p a — p^)2 

\p'2P *2 pf^J\pu — pv * y J 
2 4pvp'v i pVp'V t /lo<r£[fi±f} 

pV p'3^ 6 p'4P •ip'hvl \ & 3(u — v) 

L a quest ion sera c o m p l è t e m e n t résolue si l 'on e x p r i m e 
p y , p1 v, p" v et p'" v en fonct ion de a, ¡3, y , o. 

O r 

/ „ X I / I I I \ ( ¡ 6 ) pi> = — - ¡j H • H ^ ) , 3 \ a — p a — y a — o / 

ou obt ient ainsi 

(»7) 

( l 8 ) pffp — 6p2^ — ~ 2 3a ( P -+- Y ^) 
a 0 1 ( a - P ) ( a - Y ) ( a ~ 8 ) 

En outre , on sait que 

(19) P'"" = I2PP' . 

Les l imites d ' intégrat ion sont fournies par 

pu — pv 

aux valeurs e x t r ê m e s de x correspondent cel les de u. 
D ' u n autre c ô t é , de ( 1 6 ) et (1 y ) on conc lu t q u e v est 

p u r e m e n t imagina i re et compris e n t r e o et G/. 

Valeur de Vintégrale quand les limites de l'inté-
gration sont x = y et x = ¡3. — Dans ce cas : x — y 
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donne 

a —: Y = - > p u — a = u/ ; 1 pu — pv 

x = p donne 

a — S = - > pu — et. u — to. 
v pu-pv y 

Mais alors é 

( , ' » ) • . = O, = ( l o g ^ ^ f j ) " , , = • 

Avec ces condi t ions , la formule ( i 5 ) devient 

p'2 u du 

Jt** (Plf—Pç)' 

(20) é = -iL—w'-H-f ' ) (Tj'-f- W pi>) 

3 p \p'U> p *s>J ^ ; 

f /_4 Sp^pv _ j 
I V P ' ^ P 3 p ' 5 v / " W 

Les notat ions G/et r/ peuvent être remplacées par K r 

et E ' qui ont été calculées 1 par L e g e n d r e ; les formules 
sont 

= .> ^ = K v/^i — > 
! * s/es — e% sjes — e z 

j — . , / w a\ ¿ 2 = = S111 1 ! \'2 •}/ 

II est donc possible d 'ob ten i r la valeur précise de 

• r ? 
I j v/( — cc > c — P ; c ̂  — )dx 

i v / ( a - f i ) ( a — y — ô ) 
i p"e tu' 
3 p'2t> i 

• (-77- — ^ 

Vp'2<> p'W v ' * ^ 1 
j 4 8pvpffv 1 p"vp"'v p"3*>\ / . , w' 
Vp'i' p'*v 3 p ' ^ p's*>/ P Ç i 

Ann. de Mathémat., (\* série, t. V. (Juillet 1906.) 20 
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A P P L I C A T I O N G É O M É T R I Q U E . — Volume commun à 
deux cylindres droits ci bases circulaires dont l'un 
pénètre Vautre, quand les deux axes sont perpendi-
culaires entre eux. 

Soi t a la plus courte distance des d e u x axes des 
cy l indres . O n chois i t c o m m e axe des Z l ' a x e du cyl indre 
pénét ré , et c o m m e axe des X la plus courte distance-, 
ce t te plus courte distance rencontre l ' axe des Z en O ; 
par O on m è n e u n e perpendicula i re au plan Z O X ; 
c 'es t Taxe des Y qui devient para l lè le à l ' axe dù second 
cyl indre . 

Ce la posé, il est fac i le de voir que les équat ions des 
deux cyl indres sont 

(•23) y 2 - t - ^ 2 = R 2 , 

(24) z2-^(x~ a)2 = r2. 

U n e t ranche c o m m u n e aux deux cy l indres , paral lè le 
à Z O Y et d 'épaisseur dx, a p o u r volume 

yzdz\ 

le volume total c o m m u n sera 

V = 4 f ¿y dx, 

ou 

(25) V = 4 j v/(K2 — a?2) |>2 - {a - a?)-] dx. 

Les q u a t r e rac ines du po lynome sont réel les : dans 
le cas de pénétrat ion 

o — — R, Y = ( a — v), ffi — a -f- /•, a = R ; 

dans le cas d ' a r r a c h e m e n t 

o — ~ R, v = ( a —e) , p = R, a == a -h /•. 

O n reconnaî t que les l imites d ' in tégrat ion sont y et ¡3 
et qu' i l faut appl iquer la f o r m u l e ( 2 2 ) . 
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[M4m] 

S U R L 'ÉQUATION I N T R I N S È Q U E D E S LIGNES QUI A P P A R -

T I E N N E N T A C E R T A I N E S S U R F A C E S DE RÉVOLUTION 

E T DU SECOND D E G R É ; 

PAR M . HENRI P I C C I O L I , à E m p o l i . 

L a méthode que j ' a i exposée dans un ar t ic le récent ( 4 ) 
et qui m ' a servi pour t rouver l 'équat ion in tr insèque des 
l ignes qui appar t iennent au cy l indre de révolution peut 
s 'étendre à d 'autres cas que j e crois b ien de faire c o n -
na î t re dans cette N o t e . 

J e c o m m e n c e par écr i re les deux groupes de formules 

dans le p r e m i e r desquels A , B , C représentent les 
distances des plans pr inc ipaux d 'une courbe à double 
courbure à un point fixe R , et dans le deuxième : 

( ï ) 

nu = M/i c o s — M* cosò/,, 

( 1 ) Sur Véquation intrinsèque des lignes du cylindre de révo-
lution (Nouv. Ann., 1904). 
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où i , hy k est u n e combina ison des n o m b r e s i , 2 , 3 et 
MA r eprésente le m o m e n t de la direct ion pr inc ipa le hième 

par rapport à u n e droite fixe r avec laquel le e l le f o r m e 
l 'angle 

J e rappel le enfin que les express ions 

A ! + B 2 + G2 et Mf + MI-f-M* 

m e s u r e n t le carré de la distance d 'un point de la 
c o u r b e ^ a u point R et à la droi te r r e s p e c t i v e m e n t . 

Cela posé , soit 
= o 

l ' équat ion d 'une courbe G rapportée à deux axes r e c -
tangulaires O J , O y et soit P u n des points où elle est 
rencontrée par la l igne appartenant à la surface de 
révolution engendrée par G lo rsqu 'on fait tourner son 
plan autour d 'une de ses droites , par exemple autour 
de l ' axe O x . P o s a n t l2 = x2-\-y2 ( * ) , l ' équat ion de G 
pourra s 'écr ire sous la forme 

Nous admet t rons que de cette équation on puisse 

tirer 

(O r = 

alors, c o m m e y , représentant la dis lance de P à l 'axe 

de rotat ion, est mesuré par ^/M* -4 -M* -H Mi; et l par 

s/A.2-*- B 2 -f- C - , nous pourrons subst i tuer à l ' é q u a -

tion (1) l 'autre qui lui équivaut 

s/M2 + M2 = c ^ ( A 2 B 2 - f - C2). 

Voi là la relation qui lie les distances d 'un point de i ^ à R 

( ! ) Dans ce qui va suivre nous avons supposé que R appar-

tient à r . 
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et d ' ic i , e n é levant au c a r r é et différents an t ensui te 
par rapport à Tare s de 41, t e n a n t compte des f o r -
mules ( I ) et ( I I ) , on trouvera 

<*) m 1 = — A • 

Les cas auxquels nous nous b o r n e r o n s dans cette 
Note s ' o b t i e n n e n t en supposant 

d ©2( ¿2) 
— i — — = a ( a const. reelle). 

diL 

I l en résulte 

( 3 ) <p2(^2) ~ afr-^b (b const.). 

D'ai l leurs , c o m m e 
7?ti = — a A, 

les deux premières des formules ( I I ) nous d o n n e r o n t 

m2 = — a B + (i — a) p -+- p cos26, 

= + — a — cos26i) — 3T cosÔ! cos62 

et la t ro is ième nous conduira à une relation du type 

AN cos261-I- A22 cos282-b A33 cos263-f- A12 cos 6i cosô2 

-+- A23 COS62 cosô3-h A î 3 cosOt cos63-+- A = o, 

où les A sont des fonctions connues de p, T et a . 
D e l à , suivant la méthode indiquée dans la Note p r é -

c i t ée , nous parviendrons à l ' équat ion in t r insèque W = o . 
L e s équations ( i ) et ( 3 ) nous d o n n e r o n t 

( 4 ) a&2-h(a— i)y2-hô = o 

pour équat ion de la section mér id ienne . Cette courbe 
é tant u n e c o n i q u e , o n en déduit q u e , pour i , 
l ' équat ion W = o sera l ' équat ion intr insèque des 
l ignes qui appart iennent à Vellipsoïde allongé : b doit 
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être négatif pour la réalité de la surface. Pour o < i, 
W = o sera l'équation intrinsèque d'un lxyperboloïde 

à une nappe o ) ou à deux nappes (b o ) ou 
bien d une surface conique de révolution (b = o). 
Enfin, on obtiendra l'équation intrinsèque de Xellip-
soïde aplati pour « < o et è > o ( ') . 

Lorsque a est fonction de l2, dans W = o figurent 
les quantités A, B, G ; l'équation cherchée résulterait, 
en éliminant A, B, G, entre cette équation-ci et le 
système (1). 

BIBLIOGRAPHIE. 

C O U R S D ' A N A L Y S E professé à l'École Polytechnique 
par M. G. Humbertj Membre de l'Institut. — Tome II, 
i vol. in-8° de xviii-49^ pages. Paris, Gauthier-Villars, 
1904. 

Le second V o l u m e du Cours d'Analyse de M. G. H u m b e r t 

répond, mieux que nous n'aurions osé le prévoir, aux. espé-

rances que nous avait fait concevoir le T o m e I. Nous y r e t r o u -

vons les qualités de simplicité, de clarté et de méthode qui 

caractérisaient le premier V o l u m e . La lecture de cet O u v r a g e , 

faite à titre de délassement pendant les vacances, a été pour 

nous un vrai régal. 

Le V o l u m e est divisé en trois Parties : Compléments du 

Calcul intégral, F o n c t i o n s analytiques et elliptiques, Équations 

différentielles. 

Le p r o g r a m m e de l 'enseignement des M a t h é m a t i q u e s à 

(*) Nous nous sommes bornés aux cas remarquables. Pour a —o, 
on obtiendrait le cas du cylindre de révolution, que j'ai déjà étudié. 
La forme de l'équation (3) nous montre que la sphère est exclue 
de nos considérations. 
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l 'École P o l y t e c h n i q u e est partagé en d e u x années : la p r e -

mière où Ton apprend le Calcul différentiel, l 'autre réservée au 

Calcul intégral. C e t t e division surannée et factice ne doit pas 

être sans gêner quelque peu les professeurs de l 'École obligés 

de se plier à cette règle qui devait m ê m e avoir de graves in-

convénients avant qu'on eût s a g e m e n t accru le programme 

de la classe de M a t h é m a t i q u e s spéciales des notions essen-

tielles sur ces matières. 

Le Cours de M . H u m b e r t se ressent de ces entraves dans 

son ordonnancement. Il avait bien été obl igé, malgré les pro-

grammes, de parler quelque peu du Calcul intégral dans le 

premier V o l u m e ; mais il n 'avait pu le faire que fort discrète-

ment en se c o n t e n t a n t de donner des définitions approchées 

et les règles fondamentales du calcul des quadratures. Il re-

vient donc tout d'abord sur ce sujet pour préciser les notions 

analytiques d'aire et de v o l u m e pour parler des intégrales 

multiples et des intégrales de lignes et de surfaces. L e C h a -

pitre sur le c h a n g e m e n t de variables dans une intégrale m u l -

tiple est particulièrement clair et précis. É v i t a n t toujours, et 

avec raison, de n o y e r le lecteur dans de grandes théories a b -

straites, il expose d'abord le p r o b l è m e , par voie géométrique, 

sur des exemples d' intégrales doubles, pour ensuite généra-

liser le procédé par voie purement a n a l y t i q u e . C e t t e manière 

de faire qui va du simple au compliqué est bien, en matière 

d'enseignement, généralement la meilleure. De ce que, dans 

quelques cas particuliers, la théorie générale, à cause de la 

symétrie des notations, est plus simple que l 'étude d'un 

exemple, certains auteurs ont cru devoir généraliser la m é -

thode qui consiste à embrasser t o u j o u r s une question dans 

toute son ampleur, dès le premier abord, pour n'en déduire 

qu'ensuite, à titre d'exercices, l 'examen de cas simples et 

d'usage courant. C'est une erreur, et il faut savoir discerner. 

C'est dans ce c h o i x j u d i c i e u x que se manifeste le talent d'un 

professeur, et M. H u m b e r t nous prouve qu'il possède ce 

talent au plus h a u t degré. 

Des applications intéressantes du Calcul des intégrales mul-

tiples aux aires, volumes, centres de gravité, m o m e n t d'inertie, 

courbes tautochrones et étude sommaire des fonctions e u l é -

riennes complètent heureusement la première P a r t i e . 

La théorie générale des fonctions analytiques, telle qu'elle 
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ressort des admirables t r a v a u x de C a u c h y , W e i e r s t r a s s , 

M i t t a g - L e f f l e r et tant d'au-tres, ne paraît pas, à première v u e , 

d'une nécessité absolue dans un O u v r a g e destiné à de futurs 

ingénieurs. Mais, c o m m e le fait r e m a r q u e r l 'auteur dans sa 

P r é f a c e , « l 'École P o l y t e c h n i q u e n'est ni une école de pure 

théorie, ni une école de pure appl icat ion ». On doit y donner 

a u x élèves « une instruction étendue et solide », et il serait 

p e u t - ê t r e téméraire de retrancher de l 'enseignement des 

théories qui t iennent a u j o u r d ' h u i une si grande place dans la 

S c i e n c e , sous prétexte qu'elles ne sont pas i mmédiatement 

utilisables par les praticiens. S a i t - o n d'ailleurs si elles ne 

serviront pas sous p e u ? E t du reste l 'exemple des fonctions 

elliptiques, qui pourraient être utilisées, et qu'on ne peut 

étudier sans avoir quelque peu approfondi l'a théorie des 

fonctions d'une variable imaginaire, v ient à point corroborer 

cette assertion. Non seulement nous approuvons M. H u m b e r t , 

mais nous irons même plus loin que lui dans cette v o i e ; et si 

nous osions formuler un desideratum à propos de son excel-

lent O u v r a g e , nous émettrions le regret de ne pas y voir 

quelques indications plus développées sur la théorie des 

Groupes de transformations. C e t t e théorie est actuellement 

d'une telle importance, elle s'infiltre à tel point dans toutes 

les parties des Mathématiques, qu'on ne s'explique pas p o u r -

quoi, en F r a n c e du moins, on l'écarté s y s t é m a t i q u e m e n t de 

tout enseignement. 

P o u r l 'étude des fonctions analytiques l 'auteur adopte le 

point de vue de C a u c h y . C'est le procédé le plus bref, le plus 

clair et aussi le plus complet si l'on y a j o u t e , c o m m e c'est le 

cas ici, des indications sur les théorèmes de Weierstrass et de 

M i t t a g - L e f f l e r . 

M. H u m b e r t s'est à peu près borné à l 'étude des intégrales 

de fonctions uniformes, se contentant de notions rapides, mais 

suffisantes, sur le cas où la fonction possède des points de 

b r a n c h e m e n t du t y p e de celui de \jz — a , pour z = a , et, par 

suite, il n'a pas cru devoir se servir des feuillets de Riemann. 

C'est é v i d e m m e n t raisonnable. Il a ainsi préparé le terrain 

pour une étude sommaire des fonctions elliptiques. 

Jusqu'ici on nous a trop souvent habitué ou bien à réduire 

la place accordée a u x fonctions elliptiques, dans un traité 

classique, à si peu de chose que le lecteur n'avait aucune idée 

nette sur la question, ou bien à nous présenter quelque v o l u -
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mineuse m o n o g r a p h i e propre à rebuter les plus vaillants par 

ses dimensions. M . H u m b e r t a réussi à condenser fort h a b i l e -

ment en q u a t r e - v i n g t s p a g e s t o u t ce qui est essentiel sur le 

s u j e t . P o u r exposer la théorie des fonctions elliptiques on suit 

d'ordinaire deux voies : l 'une, la grande voie royale, qui con-

siste à construire d'abord les fonctions tf, à en faire une étude 

magistrale pour passer de là à la fonction Ç puis à la fonc-

tion p a ; l 'autre, en quelque sorte historique, qui définit de 

suite pu par l 'inversion d'une intégrale d« première espèce, 

mais qui se heurte rapidement à des difficultés telles qu'on 

abandonne le plus souvent la partie, pour laisser l 'étudiant 

dans l ' ignorance. L 'auteur en a choisi une troisième fort é lé-

gante et d'une remarquable rapidité. 

Il définit d'abord Çw par une série de M i t t a g - L e f f l e r , après 

avoir succinctement établi les propriétés générales des f o n c -

tions doublement périodiques uniformes. Cette série met de 

suite en évidence les propriétés essentielles de la fonction Ç, 

qui, d'ailleurs, est rationnellement construite comme f o n c -

tion m é r o m o r p h e admettant comme pôles les points périodes 

qui entraîne 

Ainsi , en quarante pages, nous apprenons à connaître les 

principales fonctions elliptiques, leurs propriétés essentielles, 

leurs relations fondamentales, jusques y compris les f o r -

mules d'addition. Le reste n'est qu'applications et calculs 
numériques, car judicieusement Fauteur a tenu à montrer 

c o m m e n t pratiquement on pourra se servir de ces fonctions. 

u = 2 n\\ ü>i -f- *2 m2 to2. 

La dernière partie du V o l u m e traite des équations différen-

tielles et aux dérivées partielles. Nous y trouvons d'abord les 

procédés d' intégration des équations différentielles classiques 
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du premier o r d r e . C e C h a p i t r e est a c t u e l l e m e n t p r e s q u e en 

entier dans le p r o g r a m m e de la classe de M a t h é m a t i q u e s spé-

ciales, aussi les professeurs de l ' e n s e i g n e m e n t s e c o n d a i r e p o u r -

ront-i ls y puiser à loisir. 

V i e n n e n t ensuite les cas de r é d u c t i o n les plus c o u r a n t s 

d ' é q u a t i o n s d ' o r d r e q u e l c o n q u e et des i n d i c a t i o n s s o m m a i r e s 

sur les s y s t è m e s d ' é q u a t i o n s dif férentiel les . 

L ' a u t e u r a réservé d e u x l o n g s C h a p i t r e s a u x é q u a t i o n s 

l inéaires, et m ê m e il a cru d e v o i r en c o n s a c r e r un t o u t entier 

à l 'étude de la f o r m e a n a l y t i q u e de leurs i n t é g r a l e s . E t a i t - c e 

bien nécessaire ou s i m p l e m e n t utile? N ' y a - t - i l pas eu là 

q u e l q u e e n t r a î n e m e n t , q u e l q u e s u g g e s t i o n inspirée par les 

récents et superbes t r a v a u x sur les é q u a t i o n s différentiel les 

à points c r i t i q u e s f i x e s ? E n r e v a n c h e , n o u s nous é t o n n o n s 

un peu de ne pas t r o u v e r , dans une é t u d e aussi détai l lée, les 

i n d i c a t i o n s nécessaires p o u r l ' i n t é g r a t i o n des é q u a t i o n s d o n t 

les c o e f f i c i e n t s sont l inéaires en x. O n sait, en g é n é r a l , les 

i n t é g r e r , il eût p e u t - ê t r e été b o n de Je f a i r e s a v o i r à de 

f u t u r s p r a t i c i e n s . 

L e V o l u m e se t e r m i n e par l ' i n t é g r a t i o n des é q u a t i o n s a u x 

dérivées part ie l les du p r e m i e r o r d r e et de q u e l q u e s t y p e s 

simples classiques d 'ordre s u p é r i e u r au p r e m i e r . 

N o u s pensons en a v o i r assez dit p o u r a v o i r pu m o n t r e r t o u t 

l ' intérêt de ce beau Cours d}Analyse. Il e û t été bien r e g r e t -

table q u e M. H u m b e r t ne l 'ait pas p u b l i é , c a r il rendra c e r t a i -

n e m e n t de grands services à d ' a u t r e s q u ' a u x j e u n e s P o l y t e c h -

niciens. C ' e s t , par e x c e l l e n c e , l ' O u v r a g e qui c o n v i e n t a u x 

c a n d i d a t s au certi f icat de C a l c u l d i f f é r e n t i e l et i n t é g r a l de 

nos F a c u l t é s des S c i e n c e s . Ils le l i r o n t sans peine et y t r o u -

v e r o n t , sous u n e f o r m e t o u j o u r s s i m p l e et c laire, q u o i q u e f o r t 

r igoureuse et p r é c i s e , les notions d o n t on est en droit d ' e x i g e r 

d ' e u x la c o n n a i s s a n c e . CARLO BOURLET. 

L E Ç O N S SUR L ' I N T É G R A T I O N E T L A R E C H E R C H E DES F O N C -

T I O N S P R I M I T I V E S , professées au Collège de France par 
M. Henri Lebesgue, Maître de Conférences à la Faculté 
des Sciences de Rennes. — i vol. in-8° de V I I - I 3 8 pages. 
Paris, Gauthier-Villars, 1904. 

Jadis nos pères, j ' e n t e n d s p a r là les m a t h é m a t i c i e n s de 
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talent qui ont construit notre Science, attendaient que les 

difficultés se présentassent pour les résoudre. 

A u j o u r d ' h u i il est une j e u n e génération qui court a u - d e v a n t 

des écueils, d é d a i g n e les grandes routes claires, celles qui 

parfois sont les voies t r i o m p h a l e s , et se complaît à côtoyer les 

précipices, au risque d'avoir le v e r t i g e , en des chemins étroits 

et broussailleux où l'on a grand'peine à ne pas se perdre. 

A u t r e f o i s on se garait des f o n c t i o n s discontinues, comme 

un artiste se gare des difformités ; a u j o u r d ' h u i on les recherche, 

on construit à plaisir, et non sans peine, des monstres; et, 

pour peu que vous les y poussiez, nos jeunes chercheurs vous 

prouveront irréfutablement que la fonction continue, au moins 

dans leurs conceptions sinon dans la nature, n'est qu'un acci -

dent négl igeable. 

E t cependant, quelque doute que l'on puisse émettre sur la 

nécessité ou l 'utilité de tels t r a v a u x , on est forcé d'admirer 

l ' ingéniosité, la p r o f o n d e u r de vues, l ' impeccable logique de 

ceux qui s'y l ivrent et y réussissent c o m m e M. Henri L e b e s g u e . 

Ils rendent service à la P h i l o s o p h i e de notre Science, nous 

apprennent à nous défier de n o u s - m ê m e s , et nous incitent, en 

nous montrant la voie, à peser scrupuleusement nos mots et 

nos idées. 

Les définitions mathématiques, nous dit M . L e b e s g u e ( p . 99), 

appartiennent à d e u x classes. Les unes sont descriptives, 
c 'est -à-dire qu'on y énonce des propriétés caractéristiques de 

l'être qu'on veut définir; les autres sont constructives, car on 

y énonce quelles opérations il faut faire pour obtenir l'être 

que l 'on veut définir. 

La définition de la fonction primitive est descriptive puisque 

cette fonction est définie par la propriété d'avoir une fonct ion 

d o n n é e / ( ¿ r ) pour dérivée; au contraire la définition de l ' inté-

grale indéfinie, d'après Riemann, par la limite de la somme 

X 

a 

quand le m a x i m u m des intervalles partiels of- tend vers zéro, 

est évidemment constructive. 
Ces deux définitions, de nature différente, et plus généra-

lement toutes celles qu'on a pu donner de la fonction primi-

tive ou de l ' intégrale indéfinie sont-elles d ' a c c o r d ? T e l l e est 
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la q u e s t i o n q u e se p o s e M . L e b e s g u e , q u ' i l s 'est p o s é e d a n s sa 

t h è s e , qu' i l a r é s o l u e e t d o n t il a e n s e i g n é les r é s u l t a t s en u n 

c o u r s d e v i n g t l e ç o n s p e n d a n t l ' h i v e r 1902-1903 a u C o l l è g e de 

F r a n c e . 

L o r s q u ' i l s ' a g i t de f o n c t i o n s c o n t i n u e s t o u t m a r c h e à s o u -

h a i t ; c 'est lorsqu'i l y a des d i s c o n t i n u i t é s q u e la c h o s e se 

c o m p l i q u e . 

Si F ( # ) est u n e f o n c t i o n p r i m i t i v e de f ( x ) ( s u p p o s é e c o n -

t i n u e ) l ' i n t é g r a l e définie est 

( 0 J f(x) dx = F(b) — F(a). 

E t d é j à , p o u r que c e t t e déf init ion s i m p l e ait un sens, f a u t - i l 

é t a b l i r l ' e x i s t e n c e de la p r i m i t i v e F ( a ? ) . C e c i se f a i t au m o y e n 

d ' u n e aire et cela c o n d u i t C a u c h y à préciser la n o t i o n d'aire 

c o m m e l i m i t e d ' u n e s o m m e d e r e c t a n g l e s i n f i n i m e n t p e t i t s . 

L ' i n t é g r a l e é t a n t définie l o r s q u e f ( x ) est c o n t i n u e , si x = a 

est une d i s c o n t i n u i t é d e / ( x ) , C a u c h y c o n s i d è r e 

r<i-h r { i 
S = / f(x) dx -4- / f(x)dx 

J a «Ai-»-* 

e t f a i t t e n d r e h et k v e r s z é r o , s i m u l t a n é m e n t et i n d é p e n -

d a m m e n t . Si S a une l i m i t e , ce sera l ' i n t é g r a l e / f(x)dx. 
J<x 

D i r i c h l e t é t e n d le p r o c é d é de C a u c h y au cas où les d i s c o n -

t inuités de f ( x ) f o r m e n t un e n s e m b l e e d o n t le d é r i v é e' ne 

c o n t i e n t q u ' u n n o m b r e fini d e p o i n t s . 

M . L e b e s g u e r e c h e r c h e quels s o n t tous les cas où le p r o c é d é 

de C a u c h y est a p p l i c a b l e et a r r i v e à la c o n c l u s i o n qu'i l faut et 

il suff i t q u e l ' e n s e m b l e des p o i n t s de d i s c o n t i n u i t é de f ( x ) 

soit réductible, en s u p p o s a n t l ' e x i s t e n c e d e F ( x ) v é r i f i a n t 

l ' é g a l i t é (1) p o u r l e s i n t e r v a l l e s de c o n t i n u i t é . 

R i e m a n n , p o u r d é g a g e r la déf init ion de l ' i n t é g r a l e de t o u t e 

i n t e r p r é t a t i o n g é o m é t r i q u e , p r e n d c o m m e d é f i n i t i o n p r é c i s é -

m e n t celle que C a u c h y e m p l o i e p o u r l 'aire. D ' a p r è s lui o n a 

a l o r s , 

f f ( x ) d x = l im V ' 8 / / ( a ? / ) , 
b n = co 
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et P a u l du B o i s - R e y m o n d montre que, pour que le second 

membre ait une limite p o u r une f o n c t i o n bornée, il faut et il 

suffit que les points de discontinuité de f { x ) forment un 

groupe intégrable, c 'est -à-dire un ensemble de points p o u -

vant être enfermés dans un nombre fini de segments dont la 

somme des l o n g u e u r s est aussi petite que l 'on veut, ensemble 

de mesure nulle. 
C'est là une condit ion plus large que la précédente. 

C e t t e définition p u r e m e n t analyt ique de l ' intégrale définie 

peut d'ailleurs, d'après M . Jordan, être présentée sous une 

forme géométrique. Il faut alors reprendre une à une les no-

tions de courbe et d'aire. 

U n e courbe est définie par les égalités 

x = / ( 0 » 

où l'on fait varier t de t0 à £t. 

Elle est fermée si, pour t0 et i j , x et y reprennent les 

mêmes valeurs. P o u r un esprit simpliste la notion d'aire 

limitée par une telle courbe est i n t u i t i v e ; mais, hélas! les 

choses ne sont pas toujours aussi simples que l'aire d'un 

cercle ou d'une ellipse, lorsqu'on s'égare dans la forêt des 

fonctions biscornues. On a découvert des courbes qui couvrent 

toute une région du plan; telle est la courbe de P é a n o qui, 

lorsque t varie, passe par tous les points de la surface d'un 

carré! Qu'est-ce alors que l'aire limitée par une telle c o u r b e ? 

M. Jordan, ayant défini l ' i n t é r i e u r de la courbe, partage le 

plan en petits carrés; il considère d'une part la somme de 

tous ceux dont tous les points sont intérieurs à la courbe et 

d'autre part la somme de c e u x dont quelques points au moins 

sont intérieurs à la courbe. Ces d e u x sommes ont des limites, 

lorsque les petits carrés tendent vers zéro, qui sont ce qu'il 

appelle les étendues intérieure et extérieure de la courbe. 

La courbe a alors une aire si ces deux étendues sont égales; 

et, tout bien pesé, on retrouve e x a c t e m e n t l ' intégrale de 

Riemann. 

La recherche de la fonction primitive suivant la définition 

descriptive parait maintenant é g a l e m e n t résolue. Si l'on 

considère en effet l ' intégrale indéfinie de la fonction bornée 
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intégrable f(x) : 

FO) = f f(x) dx k, 
Ja 

où k est arbitraire. On a une fonction continue qui admet f(x) 
pour dérivée en tous les points oùf(x) est continue. 

Mais que se passe-t-il aux discontinuités d e L a diffi-
culté est toujours la même et, si l'on voulait trouver une fonc-
tion primitive de f { x ) qui aurait pour dérivée f ( x ) pour 
toutes les valeurs de x, le problème n'aurait généralement 
aucune solution. En effet, pour une valeur x0 de discontinuité, 
les trois nombres (supposés exister) f(x0—o), f(x0-ho) 

s, , • • F(x0-±-h) — F(x0) et f ( x o ) ne sont pas tous trois égaux. Or, - , 

d'après le théorème de la moyenne, aura pour limite f{x0 —o) 
ou f(x0-{~o) suivant que h tend vers zéro par valeurs néga-
tives ou positives, et sa limite ne sera pas comme on 
le désirerait. 

Lorsqu'un problème n'a pas, en général, de solution, le 
mathématicien d'ordinaire le transforme de façon qu'il en 
ait une. 

Ce qui précède montre que F ( : r ) a, pour x = x0l en quelque 
sorte deux dérivées, l'une à gauche, l'autre à droite, respec-
tivement égales aux deux valeurs, à gauche et à droite, 
de f(x). 

Plus généralement, si l'on considère un point de disconti-
nuité x0 d'une fonction bornçe / (a?) , soient M et m les limites 
supérieure et inférieure de f(x) dans l'intervalle a?0 — e, x0. 
Lorsque e tend vers zéro M et m ont respectivement des 
limites jVIrr et mg qui sont les limites supérieure et infé-
rieure ci gauche de f{x) pour x = x0. On définit de même 
les limites supérieure et inférieure à droite Mf/ et mf/. 

Soit alors F (a?) une fonction à variation bornée. Le rapport 

est une fonction bornée et ses quatre limites pour h — o sont 
les quatre nombres dérivés A^, X ,̂ A i n f é r i e u r et supé-
rieur, à gauche et à droite, de F (a?) pour x = x0. 

Le problème de la recherche de la fonction primitive peut 
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alors se généraliser en considérant la fonction comme déter-
minée par un de ses nombres dérivés. 

Et tout compte fait on parvient à la conclusion que : pour 
qu'une fonction integrable (sens de Riemann) soit une fonc-
tion dérivée (c'est-à-dire soit en tous ses points la dérivée 
d'une autre) il faut et il suffit quelle ait en tout point une 
valeur moyenne détermyiée et qu'elle soit partout égale 
à sa valeur moyenne. 

La valeur moyenne pour x = xQ est la limite de l'intégrale 

quand k et h tendent vers zéro. 
Il reste cependant à voir si l'on pe\it étudier les fonctions 

dérivées sans passer par l'intégrale de Riemann. 
Or, M. Lebesgue nous montre d'abord qu'on peut démontrer 

directement que toute fonction continue est une fonction 
dérivée; puis, une série uniformément convergente de fonc-
tions dérivées est encore une fonction dérivée. 

Il n'en résulte cependant pas que pratiquement on ait ainsi 
construit toutes les fonctions dérivées. 

Le fait fondamental, dû à M. Voltera, est qu'i7 existe des 
fonctions dérivées non intégrables au sens de Riemann. 

Il en résulte que l'intégrale tféfinie, comme l'ont fait Gauchy, 
Duhamel et Serret, en partant de la fonction primitive, peut 
exister sans que l'intégrale de Riemann existe et inversement. 
Il y a désaccord. 

Pour arriver à le faire disparaître, M. Lebesgue substitue à 
la définition constructive de l'intégrale définie de Riemann la 
définition descriptive suivante : 

Nous nous proposons d'attacher à toute fonction bornée 
f(x), définie dans un intervalle fini ( a , 6) , un nombre 

fini f{&) dx% que nous appelons ¿ ' INTÉGRALE de f(x) 

dans (a, b) et qui satisfait aux conditions suivantes : 

i° Quels que soient a , b, A, on a 

a 



4O Si l'on a/^O et b > a, on a aussi 

a 
f(x) dx ^o. 

5 ° On a 

o 
i x dx — i. 

6° Si fn(&) tend en croissant vers f(x), l'intégrale 
de fn{x) tend vers celle de f(x). 

Il est clair que toute fonction f(x) integrable au sens de 
Riemann est integrable au sens nouveau et l'auteur démontre 
que l'intégrale de Riemann est la seule solution du problème 
ainsi posé. Mais il y a plus, et nous apprenons que les fonc-
tions de Riemann ne sont pas les seules qui admettent une 
intégrale au nouveau sens. Ce sont ces fonctions que M. Le-
besgue appelle sommables. 

Toute fonction dérivée bornée est sommable et ses inté-
grales indéfinies sont les fonctions primitives. 

Ainsi disparaît en partie le désaccord. Il ne disparaît pas 
complètement, car il reste toujours des fonctions sommables 
bornées qui ne sont pas des dérivées et il y a des fonctions 
non bornées qui ne sont pas sommables et pour lesquelles 
cependant le procédé de Cauchy-Dirichlet fournit une inté-
grale au sens de Gauchy. 

Cette rapide analyse de l'intéressant Ouvrage de M. Le-
besgue suffira, je l'espère, pour donner une idée des problèmes 
subtils que l'auteur a étudiés, de ceux qu'il s'est posés et des 
résultats qu'il a obtenus. 

Il s'est volontairement limité aux fonctions réelles de va-
riables réelles et, le plus souvent, les a supposées bornées. 
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Il est probable que la question, déjà fort difficile, dans ce 

domaine restreint, serait d'un abord encore plus ardu dans le 
cas de variables complexes où forcément interviendrait le 
chemin d'intégration. 

Je doute que, dans ce cas, les six conditions posées en défi-
nition par M. Lebesgue, même modifiées, suffisent pour carac-
tériser l'intégration. Ainsi, des conditions ( 3) et (6 ) on déduit 
sans peine l'égalité absolument nécessaire 

f k/(x)dx = k i f(x)dx, 
J a J a 

où k est une constante réelle. Je ne vois pas que ces condi-
tions puissent suffire à l'établir dans le cas de k imaginaire. 
Jadis, dans des recherches sur des transformations additives 
vérifiant les conditions ( 3 ) et (6) , je me suis heurté à cette 
difficulté et n'ai pu la vaincre qu'en astreignant la fonction 
transformée à être régulière. 

Il est vrai qu'ici on pourra tourner la difficulté en rame-
nant le cas de la variable imaginaire à celui de la variable 
réelle,/>«r une définition. 

Quoi qu'il en soit l'Ouvrage de M. Lebesgue est de ceux que 
Jes professeurs doivent lire et méditer. IJ leur fera faire ce 
travail de derrière la tête que jadis M. Vacquant me con-
seillait de faire pour moi-même, dans l'intérêt de mon ensei-
gnement, mais qu'il me conseillait aussi de conserver par devers 
moi, pour ne présenter aux élèves que des idées simples et 
facilement assimilables. 

Je doute, d'ailleurs, que M. Lebesgue ait écrit son Livre 
pour des élèves de Mathématiques spéciales, ou même pour 
les candidats à la L i c e n c e . CARLO BOURLET. 

C O U R S DE G É O M É T R I E A N A L Y T I Q U E À l'usage des can-
didats à l'Ecole centrale des Arts et Manufactures; par 
MM. A. Tresse et A. Thjbaul. — i vol. in-8° de 
IH-549 Pages- Paris, Armand Colin, 1904. 

L'École centrale des Arts et Manufactures a été la première 
à modifier son programme d'admission dans le sens large et 
pratique dans lequel est conçu le nouveau programme de la 

Ann. de Muthéniat., 4 e série, t. V. (Juillet igoò.) 21 
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classe de Mathématiques spéciales élaboré, il y a un an, par 
une Commission interministérielle. L'Ouvrage de MM. Tresse 
et Thybaut correspond admirablement à cet esprit nouveau. 

Graduer les difficultés, élaguer les discussions purement for-
melles, multiplier les exemples numériques, éviter la multi-
plicité des méthodes pour un même sujet, telles sont les qua-
lités fondamentales de ce Livre. 

Les deux géométries (à deux et trois dimensions) sont rédi-
gées sur le même plan. Il nous suffira donc d'examiner rapi-
dement la première. 

Dans les préliminaires nous signalerons tout spécialement 
le principe d'homogénéité et la construction d'expressions 
algébriques régularisée et codifiée par une règle générale dite 
de réduction. Il est à remarquer, et l'on pourra s'en rendre 
compte sur maints exemples, que l'application de cette règle 
conduit le plus souvent aux constructions graphiques les plus 
simples et que beaucoup de constructions soi-disant simpli-
fiées ne le sont qu'au point de vue du langage et pas du tout 
au point de vue graphique, qu'on ne doit jamais perdre de 
vue, en pareil cas. 

Après l'étude de la droite et du cercle, vient immédiatement 
celle des courbes planes faite par ordre de difficulté croissante. 
On étudie d'abord les courbes dont les équations sont résolues 
en x et y, puis celles où x et y sont exprimées en fonction 
d'un paramètre pour n'aborder qu'en dernier lieu, et avec 
tempérament, les courbes données par une équation de la 
forme 

f { x , y ) = o. 

La théorie des asymptotes est, en particulier, présentée 
d'une façon fort simple, claire et rapide. 

Le Livre IV est réservé à l'étude des coniques sur leurs équa-
tions réduites, précédant ainsi le Livre V réservé à l'étude des 
courbes du second ordre sur leur équation générale. Cet 
arrangement est tfès rationnel et progressif, car il va du 
simple au compliqué et facilite aux élèves la compréhension 
des théorèmes généraux, puisqu'ils connaissent les objets par-
ticuliers auquels ils s'appliquent. 

C'est surtout dans l'étude des quadriques que cet arrange-
ment est favorable. 

Tous ceux qui, en effet, ont jadis enseigné ces matières sui-
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vant. l'ancienne coutume, savent avec quelle peine les élèves 
de première année s'assimilaient les théories générales sur les 
centres, diamètres, axes, etc., qui s'appliquaient en somme à 
des surfaces qu'ils ne connaissaient pas, dont ils ignoraient la 
forme géométrique et les propriétés essentielles. 

Sagement les auteurs ont glissé sur les longues discussions, 
sans portée, sur des équations générales; et dans les surfaces 
du second ordre ils se sont contentés indiquer la possibilité 
de la réduction des équations en axes rectangulaires sans 
même rechercher comment on trouverait les changements de 
coordonnées qui l'effectueraient. C'est bien suffisant. 

Les auteurs ont même, par un artifice fort élégant, évité 
d'avoir à démontrer que l'équation en S a toutes ses racines 
réelles, car il leur suffit qu'il y en ait une, nr»n nulle. Il est 
d'ailleurs à remarquer |ue, de leur méthode même, résulte 
cette réalité. 

L'Ouvrage, excellent à tous points de vue, n'est malheureu-
sement pas assez complet pour les candidats aux Écoles Poly-
technique et Normale. 

Il serait facile, dans un appendice ou par quelques Notes, 
de le compléter, et nous le désirons vivement, car nos élèves 
n'ont actuellement aucun Livre rédigé dans l'esprit de leur 
programme; et celui-ci s'y conforme d'une façon parfaite. 

C. B. 

M A T E M A T I K A TEIIMIJVA 11 O R A J K U E S T O M A T I O ; p a r 

M. Raoul Bricard. — i vol. petit in-8° de 09 pages. 
Paris, Hachette et Clc, 1905. Prix : 0^,70. 

Les progrès incessants de la langue auxiliaire Espéranto 
sont si rapides, que le jour où les savants l'adopteront exclu-
sivement pour la publication des grands travaux, d'un intérêt 
universel est très proche. D'ailleurs l'existence et le succès de 
YInternacia Scienca Revuo, revue mensuelle scientifique, 
rédigée tout entière en Espéranto et traitant des sujets les 
plus divers, prouve, par le fait, l'indiscutable appropriation de 
cet idiome si facile aux besoins de la Science. A vrai dire, la 
terminologie scientifique en Espéranto n'est pas encore fixée ; 
mais cette terminologie est, comme on sait, déjà par elle-
même si internationale que les auteurs de la Scienca Revuo 
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ont pu, sans craindre d'être incompris, employer des milliers 
de termes techniques puisés dans ce fonds commun et qu'ils 
proposent ainsi en attendant qu'une autorité compétente les 
sanctionne définitivement. 

Malgré tout, pour éviter les légères divergences, il y a inté-
rêt à ce que cette terminologie devienne rapidement stable, et 
c'est dans ce but que M. R. Bricard a rédigé son petit Ou-
vrage qui contient tous les termes principaux en usage dans 
les Mathématiques. 

Il n'impose pas au lecteur les termes qu'il emploie, il se 
contente de les proposer ; mais leur choix est si judicieux 
que, sans nul doute, sa terminologie, à quelques détails près, 
sera définitivement adoptée. En tous cas, il est certain que, 
dès maintenant, les mathématiciens espérantistes remploie-
ront à l'exclusion de toute autre, et aipsi, bon gré mal gré, elle 
fera loi. 

Tous ceux qui ont quelque peu étudié la question d'une 
langue artificielle et ont pratiqué l'Espéranto savent combien 
il est dangereux et téméraire de vouloir créer un dictionnaire 
technique de toutes pièces, mot par mot, en dehors de tout 
essai pratique, de tout emploi effectif dans un texte suivi. 

Les mots ainsi choisis risquent fort de ne pas cadrer avec 
Vesprit de la langue, de se contrecarrer les uns les autres et 
surtout, ce qui serait très grave pour une langue aussi souple 
que l'Espéranto, de ne pas se prêter aux nombreuses et utiles 
dérivations qu'autorise la langue. 

C'est pour éviter cet écueil qu'au lieu de poursuivre, comme 
M. Hoffbauer l'avait tenté, d'ailleurs avec succès, dans les 
suppléments de ce journal, la publication d'un dictionnaire, 
M. R. Bricard a élaboré une sorte de Chrestomathie mathé-
matique composée de définitions, d'exemples et d'énoncés, 
rédigée tout entière en Espéranto et où le contexte explique 
les termes nouveaux. Ainsi Ton voit les mots en place, on 
juge de leur degré d'appropriation à la langue, de leur 
souplesse et de là commodité de leur emploi. 

Bien plus, notre langage mathématique se compose non 
seulement de termes, mais encore d'expressions coutumières, 
de tournures consacrées qui ainsi sont rendues dans cet Ou-
vrage qui se termine par quelques textes suivis bien choisis. 

Le travail était moins facile qu'on ne pourrait le croire au 
premier abord. 
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Il fallait, en premier lieu, extraire de la langue vulgaire 

tous les termes utilisables, en fixer le sens au point de vue 
scientifique, et en choisir la forme pour une utilisation facile. 

Il fallait ensuite, non pas créer, mais choisir dans la termi-
nologie des langues européennes, suivant l'internationalité 
acquise, les termes nouveaux indispensables soit pour dési-
gner des objets qui ne figurent pas dans les dictionnaires cou-
rants, soit pour éviter les doubles sens, inacceptables dans une 
langue scientifique et logique. 

Il fallait même aller plus loin : toutes nos terminologies 
scientifiques se sont créées peu à peu, un peu au hasard, d'une 
façon souvent irrationnelle. Or, ayant à donner une termi-
nologie nouvelle dans une langue logique, on devait néces-
sairement essayer d'y introduire plus de régularité et de raison 
qu'il n'y en a dans les nôtres. 

Dans cet ordre d'idées le mieux eût donc été de faire 
presque table rase de ce qui existe et de créer, de toutes 
pièces, une belle terminologie logique et philosophique, con-
forme à la Science qu'elle énonce. 

Mais le mieux est souvent l'ennemi du bien, et, à boule-
verser ainsi toutes nos habitudes, on perdrait en internationa-
lité, en compréhension immédiate, ce que l'on gagnerait en 
régularité et en logique. 

Voici, par exemple, le mot déterminant qui est absolument 
international et qui cependant n'a rien de raisonnable, puis-
qu'un déterminant ne détermine rien. Le remplacera-t-on par 
un terme nouveau dont on imposera la connaissance aux 
mathématiciens, lorsque tous comprendront, sans plus d'ex-
plications, le mot esperanto determinanto ? Le principe de 
l'internationalité et de la compréhension immédiate oblige à 
conserver le mot determinanto, malgré qu'il ait l'air d'un 
dérivé-participe du verbe deternxini. 

Ainsi l'auteur, sans cesse ballotté entre deux principes, a dû 
bien souvent faire des sacrifices à nos habitudes acquises. Il a, 
le plus souvent, presque toujours, donné le pas au terme inter-
national, et il a eu raison. 

Cependant, grâce à d'ingénieux artifices, il a pu fréquem-
ment, tout en sauvegardant la compréhension immédiate, 
introduire plus de régularité dans la terminologie. 

L'Espéranto, comme l'Allemand, forme des mots composés 
dont la signification n'est pas douteuse dès qu'on connaît les 
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mots composants. Grâce à cette faculté précieuse il a été sou-
vent possible d'obtenir des formes régulières, sans charger 
notre mémoire, là où nos langues vivantes sont absolument 
chaotiques. 

Pour nommer les polygones nous disons en français : 
triangle, quadrilatère, pentagone, hexagone, etc. L'irrégularité 
et l'illogisme de cette terminologie barbare saute aux yeux, 
à tel point que nos géomètres modernes ont, avec raison, 
dédoublé la série en : triangle, quadrangle, pentagone, etc., 
d'une part, et trilatère, quadrilatère, pentalatère, etc., d'autre 
part. C'est logique mais ce n'est pas encore régulier. 

En Espéranto angulo signifie angle et M. Bricard choisit 
pour côté le mot nouveau latero, laissant au mot flanko de 
la langue vulgaire son sens général de coté, flanc. Alors, avec 
les mots tri (3) , kvar (4 ) , kvin (5) , ses ( 6 ) de la numéra-
tion, il obtient les deux séries régulièr es : triangulo, kva-
rangulo, kvinangulo, etc., et trilatero, kvarlatero, kvinla-
tero, etc. immédiatement compréhensibles et qui ont l'avantage 
de pouvoir se prolonger indéfiniment; et ainsi tout polygone 
d'un nombre de cotés donné aura son nom régulier en Espé-
ranto. 

Au besoin, et provisoirement, on pourra admettre des dou-
blets. Ainsi, ayant choisi le mot edro pour désigner une j'ace, 
il obtient la série normale duedro, triedro, kvaredro, okedro, 
dekduedro immédiatement compréhensible dès qu'on connaît 
les noms de nombres; mais il admet les doublets internatio-
naux diedro, letraedro, oktaedro, dodekaedro également 
compris à cause de leur internationalité. Certainement l'usage 
et la logique feront disparaître les seconds devant les premiers, 
de la même façon que les noms réguliers de la Chimie moderne 
ont étouffé les anciennes expressions de vitriol, acide muria-
tique, etc. 

Ces exemples suffiront, je pense, à faire voir dans quel 
esprit à la fois pratique et scientifique M. Bricard a conçu 
sa terminologie. Bt si j'ajoute qu'espérantiste habile, il con-
naît toutes les ressources et les nuances de cette langue si 
riche, si souple et si précise, j'espère ainsi avoir suffisamment 
piqué la curiosité de mes lecteurs pour inciter non seulement 
ceux qui Connaissent déjà l'Espéranto, mais surtout ceux qui 
ne le connaissent pas, à lire cette excellente petite brochure. 
Je ne connais pas de mathématicien qui, ayant pris la peine 
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de parcourir une grammaire Espéranto, n'ait pas été immé-
diatement séduit par cette langue si appropriée à la précision 
et à la clarté qui conviennent à sa Science. G. B. 

PRÉPARATION D'UNE ÉDITION COMPLÈTE 
DES ŒUVRES DE LEIBNIZ. 

La Commission chargée par les Académies des 
Sciences et des Sciences morales et politiques de l'In-
stitut de France de collaborer à la préparation de l'édi-
tion inter-académique des OEuvres de Leibniz prie 
Messieurs les directeurs de Bibliothèques et Messieurs 

les propriétaires de collections privées de France, Angle-
terre, Amérique, Pajs-Bas, Suisse, Italie, Russie, qui 
posséderaient des manuscrits de Leibniz ou d'écrits de 
Leibniz de vouloir bien les lui indiquer. 

Adresse : Comité Leibniz, Institut de France, Paris. 

CORRESPONDANCE. 

M. Fontené. — Dans la 2e série, Tome X, page 335, sous 
le n° 1031, on a donné la question suivante : 

Trouver la condition pour que les deux perpendicu-
laires communes aux côtés opposés d'un quadrilatère 
gauche se coupent. (A. M.) 

Dans la prétendue solution qui a été donnée (2e série, 
t. XII, p. 474)? o n n e tient aucun compte du fait que les 
droites à considérer sont des perpendiculaires communes. 
(Cf. t. XII, p. 522, et t. XIII, p. 104.) 
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AGRÉGATION DES SCIENCES MATHÉMATIQUES 
(CONCOURS DE 1 9 0 5 ) . 

Sujets des compositions. 

Mathématiques élémentaires. 

On donne un cercle G de centre O et de rayon R, un point 
fixe K à l'intérieur de ce cercle. Un rayon lumineux FK, éma-
nant d'un point F de la circonférence du cercle C, se réfléchit 
en K sur le diamètre OK et va rencontrer la circonférence 
de G en un point E. Soit M le milieu de la corde EF et soit AB 
la corde de G perpendiculaire au diamètre OK au point K. 

i° Trouver le lieu des centres des cercles inscrit et exin-
scrits au triangle MAB quand F décrit la circonférence du 
cercle G. 

i° Etudier, dans les mêmes conditions, comment varie le 
cercle passant par les centres des trois cercles exinscrits au 
triangle MAB. 

3° On prend un second point K' fixe, intérieur à G et situé 
sur le diamètre OK. Un rayon lumineux F'K', parallèle à FK, 
se réfléchit en K' sur ce diamètre et rencontre en E' la circon-
férence du cercle G. Trouver le lieu du point de rencontre 
de E F et de E ' F ' lorsque F et F' se déplacent sur la circon-
férence du cercle G. Étudier ce lieu en supposant que K et K' 
se déplacent sur un diamètre fixe et de telle sorte que le milieu 
de KK' reste fixe. 

4° Soit M'le milieu de E'F ' . La droite MM' rencontre le lieu 
de M en un nouveau point H et celui de M' en un nouveau 
point H'. Etudier le cercle circonscrit au triangle HOH' et la 
perpendiculaire au milieu de HH'. 

5° Soit L le point qui partage HH' dans un rapport donné X. 
Démontrer que le lieu du point L est en général une ellipse. 
Examiner comment varient les cercles principaux de cette 
ellipse quand le rapport A varie. 
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Mathématiques spéciales. 

i° On donne les deux droites D, D' définies respectivement 
par les équations 

( D ) y = o, z = h, 

(D') x = o, z = — A, 

les axes de coordonnées ox , o^, 02 étant supposés rectangu-
laires. Trouver l'équation ponctuelle de la surface S lieu du 
sommet d'un paraboloide variable qui passe par ces deux 
droites. Trouver l'équation tangentielle de la même sur-
face S. 

9.0 Calculer les coordonnées d'un point quelconque M de la 
surface S en fonction de l'abscisse a et de l'ordonnée ¡J des 
deux points N, N' où une droite, menée par M, rencontre res-
pectivement D et D'. Soit P le point de coordonnées a, ¡3 dans 
le plan xoy. Lieu du point M quand P décrit une droite quel-
conque du plan xoy. Étude de l'intersection de la surface S 
avec une quadrique quelconque qui passe par D et D'. Lieu 
correspondant du point P. Cas où cette intersection se décom-
pose. 

3° Démontrer que la surface S est sa propre polaire réci-
proque par rapport à une infinité de quadriques Q, dont on 
cherchera l'équation générale ponctuelle. On envisagera plus 
particulièrement parmi elles les paraboloides Qj. Trouver 
l'enveloppe des quadriques Q. 

Composition sur VAnalyse et ses applications 
géométriq ues. 

L'équation d'un plan, par rapport à trois axes de coordon-
nées rectangulaires ox, oy, oz, étant décrite sous la forme 

ux -4- vy -+- wz = h, 
les équations 

u — coscp, v = sincp, w — cot6, h = / ( ô , 

où 0 et 9 désignent deux paramètres arbitraires et / ( 0 , <p) 
une fonction donnée de ces paramètres, définissent une sur-
face S en coordonnées tangentielles. 
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i° Démontrer que, si l'on considère sur la surface S les 

deux systèmes de courbes 6 = const., cp = const., la condi-
tion nécessaire et suffisante pour que ces deux systèmes 
soient conjugués est que / ( O , <p) soit de la forme 

a étant une fonction de 6 seul et p fonction de <p seul. 
•Dans toute la suite de l'énoncé, on supposera q u e c p ) 

est de cette forme. 
Montrer que les courbes 6 = const., cp = const. sont 

alors les lignes de courbure de la surface S et qu'elles sont 
en outre des courbes planes. Calculer, en fonction de 6 et 
de f , les deux rayons de courbure principaux en un point 
quelconque de la surface S. 

3° De ces deux rayons, l'un Ri est fonction de 0 seulement; 
l'autre R2 dépend en général à la fois de 6 et de cp. Quelle 
forme doit avoir / ( 0 , cp) pour que"R2 soit aussi indépendant 
de cp? Montrer que, dans ce cas, la surface S est de révolution 
autour d'un axe parallèle à oz. 

4" Etablir que, plus particulièrement, on peut déterminer 
la fonction f(6, cp) de manière à avoir 

Ri tangO, R2 = — / c o t f t , 

Ri et R2 étant, suivant l'usage, affectés d'un signe et l dési-
gnant une longueur donnée, positive ou négative. Effectuer 
cette détermination. 

5° Trouver, dans ce cas particulier, la relation entre 6 et cp 
qui définit une ligne géodésique quelconque de la surface S 
et calculer la courbure et la torsion de cette ligne en un 
quelconque de ses points. 

Mécanique rationnelle. 

Soient oxtytZi tin trièdre trirectangle fixe et oxyz un 
trièdre trirectangle mobile de même sommet et de même 
orientation. Un corps solide S, attaché à ce second trièdre, 
est ainsi mobile autour du point fixe o. 

Former les équatioos de son mouvement, sachant : 
i° Que son ellipsoïde d'inertie relatif au point o est de 

révolution autour de oz. 



( 33 . ) 
Que le solide S, supposé non pesant, est sollicité par 

une force F appliquée en un point G de oz tel que oG = a, 
dirigée suivant PG, P désignant un point de ozx tel que 
o P = et égale à une fonction d o n n é e / ( G P ) de la distance 
des deux points G et P. 

3° Qu'au début du mouvement, l'angle zozx est droit et 
que la rotation instantanée du solide S se trouve dans le 
plan zozu avec des projections sur o s et sur oz^ égales res-
pectivement à u> et à coi. 

Application. — Le solide S est une sphère homogène, de 
centre G, de rayon a et de masse M. On a de plus 

b = a , = / ( G P ) = ^ M 
'i 3 GP 

Exprimer les angles d'Euler en fonctions explicites du 
temps. 

Déterminer et étudier successivement les trajectoires de 
l'extrémité de la rotation instantanée par rapport aux deux 
trièdres trirectangles o X Y j Z ] et 0 X Y 2 , supposés orientés 
comme le trièdre ox\yiZ\, o X étant perpendiculaire au 
plan zozt. 

Le cylindre dont la section droite est la courbe repré-
S 2 

sentée par Véquation intrinsèque p = a — (a et b étant 

des constantes positives) a la propriété CARACTÉRISTIQUE 

qu'on peut tracer, sur la suif ace, des géodésiques à cour-
bure constante. 

Ces courbes ont pour rayon de courbure géodésique \Jab, 

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES. 

1970. 
(1903, p. 192.) 

pour rayon de courbure absolue a 

( G . PLRONDINI.) 
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SOLUTION 

P a r L'AUTEUR. 

Soient 

Si, pt et l'arc, le rayon de courbure absolue et de courbure 
géodésique d'une ligne L, placée sur un cylindre dont les 
génératrices sont parallèles à l'axe des z\ 

6, l'inclinaison de L, sur les génératrices; 
5 et p, l'arc et le rayon de courbure de la section droite L du 

cylindre. 

On a 

Si donc 
?g— a> Pi = ß: 

on obtient 

s/q2— ft 
sin 0 = — 

P aß sin2 0 a 

Et comme on déduit d'ici 

cos 6 = 
s 

— > 

a 
on a 

( 0 

Si l'on pose 

s-

la comparaison des équations (i), ( 2 ) donne 

a = \J ab 

ce qui démontre le théorème énoncé. 
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2007. 
(1905, p. 96.) 

On donne dans un plan deux cercles G et C' ; on mène 
à G une tangente variable qui coupe en m et n le cercle G'; 
soit to le centre du cercle qui passe par les points m et n et 
par le centre o du cercle G : quel est le lieu du point to? 

(R. B.) 

SOLUTION 

Par M. Canon. 

Prenons les points o' et n' symétriques de o et n par rap-
port au centre i du cercle G'. Menons la corde n'o'g, elle 

est perpendiculaire à ng, comme on lui est parallèle l'angle ong 
est droit. La droite ng passe alors" par le point l diamétrale-
ment opposé à o sur le cercle de centre to. Le centre to étant sur 
la perpendiculaire abaissée de i sur mn, le point l est aussi 
sur la perpendiculaire abaissée de o' sur mn. 

Les triangles o'gl, neo sont semblables, ils donnent 

— = • on oe 
d'où 

, . o'g x on o g x o' n' 
0 ' l — —2 — —2 — const. 

oe oe 

Le segment o'l étant double du segment ia>, on voit donc 
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que i to est de grandeur constante et que le lieu de to est un 
cercle de centre i. 

Appelons R le rayon de C', r le rayon de G, et d la 
distance io. 

D'après ce qui vient d'être trouvé 

O t = r 

et alors 
R2—- ûP 

i r 

Remarques. — Supposons que les' tangentes à G, issues 
de m et n, se coupent sur G', alors elles déterminent avec mn 
un triangle inscrit à G' et circonscrit à G. On sait qu'alors 

par suite 
¿10 = R, 

on retrouve ainsi un résultat connu. 
Si I on transforme par inversion l'énoncé de la question 

proposée, en prenant le point o pour pôle, on obtient cette 
propriété : 

Un cercle D de grandeur invariable tourne autour 
d'un de ses points o, le lieu du pied de la perpendi-
culaire abaissée de ce point sur l'axe radical de D et 
d'un cercle fixe est un cercle. 

La démonstration directe est très simple, elle s'applique à 
ce théorème plus général : 

Un cercle D de grandeur invariable tourne autour 
d'un point arbitraire o, le lieu du pied de la perpen-
diculaire abaissée de ce point sur l'axe radical de D et 
d'un cercle fixe est un cercle. 

Transformé par inversion, en mettant le pôle au point o, ce 
théorème donne le suivant : 

Soient G', D deux cercles qui se coupent en m, n, et o> le 
centre du cercle qui passe par m, n et un point arbi-
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traire o : ce point w décrit un cercle lorsque D tourne 
autour de o, sans varier de grandeur. 

A u t r e s s o l u t i o n s p a r M M . ABRAMESCU, B A R I S I E N , V . MAKS, PARROD, 

RETALI e t TROIN. 

2008. 
(1895, p. 96.) 

On considère un triangle fixe ABC, une direction (A) et 
un point O. On tire AO, BO, CO. On mène par A la 
droite (a) symétrique de AO par rapport à la direc-
tion (A). On mène par B et 0* les droites (¡3) et (y ) ana-
logues à (a). 

I° (A) étant donnée, le lieu du point O tel que les 
droites (a), (¡3), (y) correspondantes concourent en O' est 
Vhyperbole équilatère circonscrite au triangle et dont (A) 
est une direction asymptotique ; 

•20 O étant Vorthocentre du triangle, O' est sur le cercle 
circonscrit ; 

3° (A) étant donnée, trouver l'enveloppe de 0 0 ' . 
( L . T R O I N . ) 

SOLUTION 

P a r M . V . R E T A L I . 

Etant donnés dans un plan un triangle fixe ABC, deux 

points fixes A, A' et un sixième point O, si les droites a, ¡3, y 
sont respectivement conjuguées harmoniques de AO, BO, CO 
par rapport aux couples du rayon A A, A A'; BA, BA'; CA, 
CA' et concourent en même point Of, les trois faisceaux 
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A(AA'OO'), B(AA'OO'), C(AA'OO') sont harmoniques et par 
suite les deux points O, O' sont conjugués harmoniques par 
rapport à AA' sur la conique (ABCAA'). Si A et A' sont à 
l'infini, orthogonales en direction, la conique est une hyper-
bole équilatère; les points O, O' sont les extrémités d'un 
diamètre variable et par suite l'enveloppe de 0 0 ' est le 
centre. 

Si le point O de l'hyperbole équilatère est l'orthocentre du 
triangle inscrit ABC, le point diamétralement opposé est sur 
le cercle (ABC) ; théorème connu qui découle d'ailleurs de 
l'égalité des angles BAC, BO'C. 

Autres solutions de M M . L E T I E R C E , PARROD et ABRAMESCU. 

2009. 
( 1905, p. 96.) 

On donne un quadrilatère ABCD inscrit dans une co-
nique, et un point arbitraire O. Sur la tangente en A à 
la conique, on prend le point E où cette droite est rencon-
trée par le côté CB ; on mène la droite OE qui coupe AB 
en M. Au moyen du côté CD on obtient de même le point N 
sur AD. Quelle est l'enveloppe de la droite MN, lorsque C 
décrit la conique? (Canon.) 

SOLUTION 

P a r M . PARROD. 

Les points E et F sont homographiques, par suite M et N; 
quand le point C est en A, M et N sont confondus en A; 
donc MN passe par un point fixe. 

Remarques. — La droite passe par un point fixe quelle que 
soit la droite donnée passant par A et que ce point soit situé 
ou non sur la conique, l'enveloppe est une conique tangente 
aux droites AD et AB. 

Autres solutions par M M . ABRAMESCU, V . M A Ë S , R E T À L Ï . 
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[ R 6 f ] 

REPRÉSENTATION DE CERCLES PAR DES POINTS; 

PAR MM. A. SAINTE-LAGUË ET J. HAAG. 

I . — D É F I N I T I O N DE LA R E P R É S E N T A T I O N . 

Nous ne voulons pas iraiter ici le problème le plus 
général de la représentation par des points des cercles 
du plan ou même des sphères de l'espace. Cette étude a 
été faite en particulier par MM. Darboux et Sophus 
Lie. Nous voulons montrer simplement, sur un cas 
particulier, comment on peut rattacher aux propriétés 
des cercles de nombreuses propriétés des points de 
l'espace ou inversement. 

Soient -iz le plan considéré et P un paraboloïde de 
révolution tangent au plan n en son sommet O. Si 
l'on prend un cercle C quelconque du plan, le cylindre 
droit ayant ce cercle pour base coupe le paraboloïde 
suivant une conique dont le plan a pour pôle c par 
rapport au paraboloïde \ nous dirons que c est le point 
représentatif du cercle C ou, plus simplement, que c 
est l'axial du cercle C. 

On obtient encore l'axial d'un cercle en portant 
sur l'axe de ce cercle, à partir de son centre, un 
segment égal au quotient de la puissance de O par 
rapport au cercle G par le double du paramètre du 
paraboloïde, ce segment étant au-dessus de T:, si la 
puissance considérée est positive, au-dessous dans le 
cas contraire. 

Ann. de Matkémat4e série, t. V. (Août 1905.) 22 
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I I . — F A M I L L E S S I M P L E S D E C E R C L E S . 

On verrait très aisément à quoi correspondent les 
familles les plus simples de cercles. Nous ne ferons 
qu'énoncer les principaux résultats. 

Les cercles-droites ont leurs axiaux à l'infini et inver-
sement. Les cercles-points ont leurs axiaux sur le para-
boloïde P et inversement. 

A des cercles concentriques correspondent les points 
de leur axe commun, les points de cet axe intérieurs au 
paraboloïde correspondant d'ailleurs à des cercles ima-
ginaires. 

Les cercles orthogonaux à un cercle fixe eu de centre O 
ont leurs axiaux sur Je plan coupant P suivant un 
cercle égal à 10, plan parallèle au plan iz. 

I I I . — C E R C L E S T A N G E N T S . 

Si deux cercles sont tangents, leurs axiaux sont sur 
une tangente à P, le point de contact de cette droite 
avec P étant projeté sur TZ au point de contact des deux 
cercles. La position relative des axiaux et du point de 
contact dans l'espace indique d'ailleurs la nature du 
contact. 

Les cercles tangents au cercle A d'axial a ont donc 
leurs points représentatifs sur le cône de sommet a 
circonscrit au paraboloïde, les points de ce cône situés 
sur P correspondant aux points de A et les points à 
l'infini aux tangentes à A. 

En particulier, les cercles passant par un point fixe 
ont leurs axiaux dans un plan tangent à P. Les réci-
proques de ces diverses propriétés sont d'ailleurs 
exactes. 
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I V . — C E R C L E S H O M O T H É T I Q U E S . 

Les axiaux des cercles homothétiques à un cercle 
donné A par rapport à un point to sont dans le plaît 
vertical contenant Taxe de A et le point Leur lieu, 
dans ce plan, est une parabole définie par la direction 
de son axe qui est vertical, par l'axial de A et par le 
point où la verticale de co coupe le paraboloïde P, point 
où elle lui est tangente. 

Prenons les deux droites auxquelles restent tangents 
tous les cercles considérés. Les axiaux des cercles tan-
gents à une droite étant sur un cylindre circonscrit au 
paraboloïde, on voit que, ici, on aura à prendre une des 
deux paraboles d'axe vertical et tangentes à P qui com-
posent l'intersection de ces cylindres. Le choix sera 
aisé en remarquant que les deux familles de cercles 
tangents aux deux droites se distinguent par le lieu de 
leurs centres. 

La définition de l'axial d'un cercle au moyen de sa 
cote montre que l'on a la propriété suivante : 

Si 9 est le cercle pour lequel la puissance de O est 
minimum (cercle dont l'axial est au sommet de la para-
bole), deux cercles de même puissance par rapport à O 
ont leurs centres équidistants de celui du cercle 6. 

V . — C E R C L E S ORTHOGONAUX. 

A deux cercles orthogonaux correspondent deux 
points conjugués par rapport au paraboloïde P {fig. i). 

Prenons, en effet, les deux cercles orthogonaux C et G 
et soient 9 et 9' les intersections avec Pdes cylindres les 
admettant pour sections droites. M et N étant les points 
communs à 9 et 9', la tangente à 9 en M coupe l'axe 
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du cylindre C; et coupe aussi la droite D conjuguée 
de MN par rapport à P. Or D passe par le pôle du plan 
de 9' par rapport à P, qui est sur l'axe de C7; on en 
déduit que la tangente en M à 9 passe par ce pôle qui 
se trouve ainsi dans le plan 9. 

Les cercles orthogonaux à un cercle C d'axial c ont 
leurs axiaux dans le plan polaire de c, et inversement. 
Ici encore on distingue immédiatement les cercles réels 
des cercles imaginaires. 

Les cercles d'un faisceau ont leurs axiaux sur une 

droite et les cercles du faisceau orthogonal ont les leurs 
sur la droite conjuguée de la première par rapport au 
paraboloïde. 

VI. — C E R C L E S C O U P A N T , sous U N A N G L E D O N N É , 

U N C E R C L E D O N N É . 

Les cercles coupant un cercle A sous un angle V ont 
leurs axiaux sur une quadrique réglée circonscrite à P 
tout le long de la conique a projetée sur le plan donné 
suivant le cercle A, 

Considérons les cercles coupant sous l'angle V au 
point M le cercle A ; leurs centres sont sur une 
droite MN faisant avec le rayon de M l'angle V et tan-

Fig. i. 
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gente, par suite, à un cercle A' indépendant du point M 
considéré (fig- 2). Ces cercles ont leurs axiaux sur la 

Fig. 2. 

tangente T au paraboloïde au point m où la verticale 
de M le coupe et située dans le plan vertical MNm, 

On obtient ainsi deux familles de génératrices pour 
la surface lieu de ces droites, suivant qu'on prend l'une 
ou l'autre des tangentes issues de M au cercle A', Nous 
allons voir que deux tangentes de familles différentes T 
et T' se coupent. Soit M'N la seconde tangente à A! 
fournissant T'; T et T7 coupent toutes deux la verticale 
du point N et, de plus, la droite conjuguée de mm'. 
Cette dernière étant le lieu des axiaux des cercles pas-
sant par M et M' coupe également cette verticale. 
Donc T et T' se coupent en un point n de cette ver-
ticale. 

On voit que, si l'on prend trois génératrices d'un 
même système, toutes les génératrices de l'autre sys-
tème les coupent. Le lieu de ces génératrices est donc 
une quadrique dont on a immédiatement les propriétés 
ci-dessus. 

Si nous considérons l'intersection de la quadrique Q 
et de iz, nous voyons que : 

Les cercles coupant le cercle A sous Vangle V et qui 

passent par un point Jixe O ont leurs centres sur une 
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conique dont un foyer est en O . Il en est de même 

plus généralement de tous les cercles ayant même 

puissance par rapport à un point fixe. 

Les cas particuliers où V est nul ou égal à un droit 
redonneraient des propriétés connues. 

Si l'on considère l'ensemble des cercles G coupant 
deux cercles donnés A et A7 sous des angles donnés V 
et V', il existe une infinité de cercles coupant tous les 
cercles C sous un angle constant, ces cercles font partie 
d'un faisceau ponctuel. 

Il suffit, pour Je voir, de remarquer que les qua-
driques passant par l'intersection des quadriques Q 
et Q', lieu des axiaux des cercles C coupant A sous 
l'angle V ou A'sous l'angle V', sont toutes circonscrites 
à P le long de coniques ayant en commun deux points 
M et N. On en déduit que les cercles correspondant à 
ces diverses quadriques et qui coupent sous des angles 
constants les cereles C ont leurs axiaux sur la droite 
conjuguée de MN par rapport à P. 

Il y a, en particulier, deux cercles tangents à tous les 
cercles C. En remarquant que l'intersection des deux 
quadriques Q et Q' se compose de deux coniques, on 
voit d'ailleurs que les cercles C se groupent en deux 
familles. Il y a un cercle orthogonal à chacune des 
deux familles. Le lieu des centres des cercles d'une 
même famille est une conique. 

V I I . C E R C L E DE RAYON D O N N É . 

Le lieu des axiaux des cercles ayant un rayon R est 
un paraboloïde de révolution déduit de P par une 
translation parallèle à l'axe de ce dernier. 

Prenons un cercle C de centre M et soit d la 
distance OM, la cote de l'axial du cercle-point M est 
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égale au quotient de d2 par le double paramètre de P 
kfië' ^ 1 011 cherche la cote de l'axial de C, on voit 

Fig. 3. 

• m 

que la différence de cote me est égale au quotient 
de R2 par le même double paramètre. 

On pourrait transformer des propriétés bien connues 
des cercles de rayons égaux pour en déduire des pro-
priétés des paraboloides. 

Considérons, par exemple, le paraboloide déduit 
de P par une translation quelconque parallèle à l'axe 
et a étant un point arbitraire de Pr remarquons que le 
cône circonscrit à P de sommet a coupe P' suivant une 
certaine conique 9' dont le plan coupe P suivant une 
conique homothétique et concentrique 9. 

La propriété bien connue de l'existence de six cercles 
de même rayon tangents à un autre cercle ayant encore 
le même rayon montre ici que les deux coniques 9 et 9' 
admettent un hexagone, circonscrit à 9 et inscrit dans 
la conique 9'. 

V I I I . — I N V E R S I O N . 

Prenons deux cercles A et B du plan TZ inverses l'un 
de l'autre par rapport au cercle d'inversion C. è, c 
étant les axiaux de ces trois cercles, ces trois points 
seront en ligne droite, et, si d désigne le point où cette 
droite coupe le plan polaire 9 de c par rapport à P, les 
segments cd et ab sont conjugués harmoniques. 
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Pour le montrer, il suffit de considérer les cercles 

A, B, C [et le cercle orthogonal à C aux points où A 
et B le coupent : M, N (fig. 4)- On n'a plus qu'à 

r r ~ f 7 

remarquer que les centres de ces quatre cercles 
forment une division harmonique sur la perpendicu-
laire à MN en son milieu. 

On voit que, dans le plan, l'inversion des cercles 
par rapport au cercle C se ramène dans l'espace à une 
homologie de centre c et de plan 9. Ceci montre, par 
exemple, que l'ensemble des cercles coupant le cercle C 
sous un angle donné se reproduit identique à lui-même 
par l'inversion, etc. 

I X . C O U R B E S ANÀLLAGMATIQUES. 

Prenons une courbe quelconque M et considérons-la 
comme un lieu de centres de cercles nuls : les. axiaux 
de ces cercles donnent une courbe m, projection cylin-
drique de M sur le paraboloïde P. Prenons de même 
la courbe M/ inverse par rapport au cercle C de la préT 

cédente et sa projection m' sur P. D'après ce qui pré-
cède, m! sera la seconde courbe d'intersection de P 
avec le cône de sommet c ayant pour base ,1a courbe m. 

Si} plus généralement, nous considérons la courbe 
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d'intersection avec P d'un cône quelconque de som-. 

met C, elle sera projetée sur le plan TI suivant, une 

courbe admettant pour cercle d'inversion le cercle C 

d'axial c, courbe qui sera donc anallagmatique. 

X . — Q U A R T I Q U E S B I C I R C U L A I R E S . 

Eu particulier, une biquadratique gauche tracée 
sur P pouvant être placée de quatre manières diffé-
rentes sur un cône du second degré, donnera, par pro-
jection, une quartique qui sera quatre fois anallagma-
tique. 

On peut remarquer l'analogie de ce procédé d'étude 
des quartiques bicirculaires avec celui qu'indique 
Duporeq dans ses Éléments de Géométrie moderne. 

JXous verrons plus loin à quoi tient ee.tte analogie. On 
retrouverait d'ailleurs aisément toutes les propriétés des 
quartiques bicirculaires (*). 

Montrons d'abord l'existence des coniques déié-

( 1 ) Les théories précédentes permettent d'avoir aisément la con-
dition pour qu'une quartique ait un point double à distance finie. 

Si l'on considère les cercles dont les axiaux sont sur une conique 
fixe 6, ces cercles sont orthogonaux au cercle fixe ayant pour axial 
le pôle du plan de 6 par rapport à P, et leur enveloppe est évi-
demment une quartique bicirculaire, projection, comme on le sait, 
d'une biquadratique gauche tracée sur P. 

Si l'on veut que cette quartique circulaire ait un point double à 
distance finie, ri faut et il suffit que la biquadratique ait un point 
double, aucune corde d'une courbe tracée sur P lie pouvant être 
verticale. Ceci exige que la conique 9 soit tangente â P, le cône 
polaire réciproque de 6 qui contient la biquadratique étant alors 
tangent au paraboloïde. Dans ce cas, la déférente est dans le plan r. 
•et tangente au cercle directeur correspondant. 

On verrait aussi qu'une quartique bicirculaire se décompose en 
deux cercles si le cercle directeur est bitangent à la déférente qui 
lui correspond et l'on retrouve alors l'ensemble des cercles tangents 
à deux cercles fixes. . . . 
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renies. Soit B la biquadratique gauche sur P. Prenons 
deux points a et b de B en ligne droite avec un des 
sommets de cône c et le point cl où ab coupe le plan po-
laire 6 de c par rapport à P ( fig. 5). Les tangentes en 

a et b à B se coupent en un point k de la tangente, au 
lieu de d, en d. Le cercle d'axial k est donc bitangent à 
la quartique projection de B sur TZ9 il est de plus ortho-
gonal au cercle d?inversion d'axial c et son centre décrit 
une conique, car le lieu de k dans 9 n'est autre que 
l'enveloppe des droites conjuguées de ab par rapport 
au paraboloïde, enveloppe qui estune conique, polaire 
réciproque du cône c. Ce mode de génération de la 
quartique montre bien qu'elle est bicirculaire, comme 
on le voit en remarquant que les quatre points de B 
situés dans le plan de l'infini sont deux à deux sur les 
génératrices de P dans ce plan, lesquelles passent, 
d'ailleurs, par les points cycliques du plan TC. 

Les quatre cercles directeurs sont orthogonaux deux 
à deux, car leurs quatre axiaux c sont dans l'espace les 
sommets d'un tétraèdre conjugué commun aux cônes et 
au paraboloïde. 

Les quatre déférentes sont bomofocales, car si nous 
prenons les quatre points communs aux cônes dans le 
plan de l'infini, leurs plans polaires sont isotropes et 
deux à deux parallèles, deux contenant une des géné-
ratrices de P et les deux autres la seconde. Donc les 
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quatre coniques d'intersection des cônes avec le plan 
de Tin fini donnent par polaires réciproques quatre 
cylindres qui sont les cylindres projetant les déférentes 
et qui admettent en commun quatre plans tangents 
isotropes. 

X I . — C O U R B E S E N G É N É R A L . 

Nous venons de considérer une courbe comme lieu 
de cercles-points. On peut associer de façons très di-
verses des cercles à une courbe quelconque. 

Si Ton considère, par exemple, les cercles passant 
par l'origine et tangents ou normaux à la courbe, 
cercles dont l'axial est confondu avec le centre, on ob-
tient des propriétés des podaires ou des antipodaires de 
la courbe. 

En cherchant quels sont les axiaux des cercles tan-
gents à la courbe M en un point donné ou orthogonaux 
en ce point, on voit que deux faisceaux de courbes 
conjuguées sur P donnent, par projection, deux fais-
ceaux de courbes orthogonales. C'est un cas particulier 
de ce fait facile à vérifier, en partant de deux faisceaux 
de cercles orthogonaux, que deux droites conjuguées 
par rapport au paraboloïde se projettent sur iz suivant 
deux droites rectangulaires. 

Si m est la projection de M sur P , l'arête de 

rebroussement R de la surface développable donnée 

par les plans tangents à P tout le long de m a pour 

projection sur le plan TZ la développée de M. 

En jcffet, le cercle de courbure en un point R de M 
est défini par la condition de passer par trois points 
infiniment voisins de cette courbe et a son axial au 
point d'intersection des trois plans tangents en trois 
points infiniment voisins du point k de la courbe m. 
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Indiquons encore la propriété suivante : 

Si un point décrit dans l'espace une courbe m quel-

conque, le cercle dont il est Vaxial a son centre qui 

décrit la courbe M projection de m et il enveloppe une 

courbe que Von a en projetant sur TZ Cintersection 

avec P de la déueloppable polaire réciproque de m 

par rapport à P . 

Soit, en effet, k un point de m; en prenant le point 
infiniment voisin, on voit que le cercle K d'axial k et le 
cercle infiniment voisin ont, en commun, deux points A 
et B, c'est-à-dire sont tangents à deux cercles-points 
qui ont pour axiaux les deux points a, b où P est coupé 
par la droite conjuguée de la corde joignant les deux 
points de m que Ton avait considérés (fig- 6). 

Fig. 6. 

Il suffit de passer à la limite pour obtenir l'énoncé 
ci-dessus. 

Nous n'insisterons pas davantage sur la théorie des 
courbes en général, car elle nous éloignerait trop de 
l'étude des cercles. 

X I I . — QUADUIQUES. 

Si l'on considère les cercles dont les axiaux décrivent 
unç quadrique quelconque Q, on voit qu'on peut les 
définir géométriquement par la condition qu'il y en ait 
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deux, et deux seulement, ayant pour centre un point 
arbitraire du plan, ou, d'une façon plus précise, que 
par deux points arbitraires du plan il en passe deux, 
et deux seulement. 

La vérification des diverses propriétés suivantes d'un 
tel ensemble, que l'on peut appeler ensemble du 
second ordre, se ferait immédiatement d'après ce qui 
précède. 

Les cercles de Vensemble coupant sous l'angle V un 

cercle donné ont leurs centres sur une quadrique. Si 

cet angle est droit, on a une conique et leur enveloppe 

est alors une quadrique bicirculaire. 

Les cercles passant par un point fixe ont leurs 

centres sur une conique. Les cercles de rayon donné 

ont leurs centres sur une quadrique. 

Les faisceaux de cercles de V ensemble qui corres-

pondent aux génératrices de la quadrique ont leur 

ligne des centres qui enveloppe 'une conique, il en est 

d'ailleurs de même de leur axe radical commun. 

La transformation par inversion par rapport à un 

cercle quelconque fait correspondre à un ensemble 

du second ordre un autre ensemble de même ordre. 

Il y a d'ailleurs quatre cercles d'inversion par rap-

port auxquels Vensemble est anallagmatique, cest-

à-dire se transforme en lui-même. Ce sont dans 

l'espace les quatre sommets conjugués communs à la 

quadrique et au paraboloide. 

On traiterait aisément la question des cercles com-
muns à deux ensembles et l'on pourrait plus générale-
ment étudier des ensembles d'un ordre quelconque, 
mais cette recherche nous entraînerait trop loin. 

Faisons encore une remarque : on voit que dans le 
cas où la quadrique est un cône l'ensemble est suscep-
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tible d'être défini simplement comme l'ensemble des 
cercles coupant un cercle fixe donné de telle façon que 
la corde commune soit tangente à une conique fixe 
donnée (voir la note de la page 345). 

X I I I . — A U T R E S MODES D E R E P R É S E N T A T I O N 

D ' U N P L A N . 

On généralise immédiatement ce qui précède en pre-
nant au lieu d'un paraboloïde de révolution une qua-
drique de révolution quelconque d'axe perpendiculaire 
au plan donné. 

Si S et S' sont les deux sommets de la quadrique, 
tout cercle du plan donne deux cônes de sommets S 
et Sf ayant ce cercle pour base ( Jig. 7). Si nous pre-

nons un de ces cônes, il coupe la quadrique suivant une 
conique 6 dont le pôle c peut être considéré comme le 
point représentatif du cercle C. D'ailleurs la droite cS 
passe par le centre de C. 

Nous dirons seulement quelques mots du cas parti-
culier où la quadrique considérée est une sphère. La 
conique 9 est ici un cercle qui a pour projection stéréo-
graphique le cercle C. Les propriétés de cette projec-
tion ont été données par exemple par Duporcq dans ses 
Eléments de Géométrie moderne 

F i g , 7 -
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X I V . — A P P L I C A T I O N AUX PROBLÈMES DE G E R G O N N E 

E T DE S T E I N E R . 

La notion d'axial dans le cas d'une sphère permet 
d'avoir des solutions peut-être un peu plus simples que 
les solutions classiques pour ces deux problèmes. 

Deux cercles tangents ayant leurs axiaux sur une tan-
gente à la sphère et deux cercles orthogonaux ayant 
leurs axiaux conjugués, la recherche des points com-
muns à trois cônes à laquelle se ramène le problème de 
Gergonne va se trouver considérablement simplifiée : 

Prenons, comme nous le ferons aussi pour le pro-
blème de Steiner, pour plan défiguré le plan équatorial 
de la sphère, le sommet de la projection stéréographique 
étant par exemple au pôle le plus bas. Précisons même 
davantage en supposant que le cercle équatorial soit le 
cercle orthogonal aux trois cercles donnés. Les axiaux 
des cercles donnés sont alors leurs centres mêmes dans 
le plan de figure. 

Ceci posé, soient L, M, N les centres des trois cercles 
donnés (fig. 8). Le cône de sommet L par exemple, 

Fig. 8. 

circonscrit à la sphère, a pour contour apparent sur le 
plan de figure les tangentes L au cercle C. Les inter-
sections deux à deux de ces cônes sont des coniques 
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dans des plans verticaux dont les traces telles que D 
sur le plan de figure sont faciles à obtenir. Les huit 
points communs aux trois cônes sont deux à deux 
symétriques par rapport au plan de figure et ojit quatre 
projections sur ce plan que l'on a en faisant couper les 
droites telles que D. 

Soit a un de ces points que nous considérerons par 
exemple comme étant la projection de deux axiaux pris 
sur le cône L. Il reste à avoir les deux cercles corres-
pondants; tous les cercles dont les axiaux sont sur la 
verticale de a ayant pour axe radical avec C la polaire A 
de a il suffira d'avoir les centres K et K/ des deux cercles 
d'axiaux k et kr sur la verticale de a ( fig. 9). On a la 

cote de k en menant mn perpendiculaire à OL par a et 
rabattant ce point k en R sur Je cercle de diamètre mn. 
Le centre K cherché partageant Oa dans le rapport de 
la cote aR au rayon de la sphère, il suffira de mener RS 
ou RS' pour avoir en K et K' les deux centres cherchés. 

On peut remarquer, comme d'ailleurs ci-dessous, dans 
le problème de Steiner ou dans tout autre problème 
analogue, que l'existence de la symétrie qu'il y a par 
rapport au plan de figure donne immédiatement une 
propriété des cercles cherchés : ils ont deux à deux 
même axe radical avec le cercle C. 

Les cercles coupant un cercle donné V sous l'angle V 

n 
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ayant leurs centres sur une quadrique circonscrite à la 
sphère, 011 va se trouver ramené pour le problème de 
Steiner à chercher les points communs à trois qua-
driques. 

Prenons toujours pour cercle équatorial le cercle C 
orthogonal aux trois cercles donnés, ayant pour axiaux 
leurs centres V, V', V". 

La quadrique relative au cercle V a pour section sur 
le plan donné une conique qu'il est inutile de tracer et 
qui est bitangente à C en A et B. Les plans des coniques 
d'intersection ont pour traces des droites telles que D 
et D' formant faisceau harmonique avec AB et Af W et 
que nous allons déterminer ( f i g. 10). Coupons les deux 

Fig. 10. 

quadriques qui nous donnent ces droites par une droite 
que nous prendrons en VV'. Si l'on connaissait les 
points MN et M'JN7 où cette droite coupe les deux 
coniques de contour apparent, d'après le théorème de 
Desargues, D et D' couperaient la droite VV' en deux 
points formant division harmonique avec MN et M'N'. 
Or, M et N se déterminent aisément en les considérant 
comme les axiaux ou les centres de deux cercles cou-
pant le cercle V sous l'angle V, de centres sur VV' et 
orthogonaux à C. Les deux cercles M et N passant alors 

Ann. de Mathémat., 4 e série, 1. V. ( Août I9O5.) 23 
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par deux points fixes qui sont les points communs aux 
cercles V et V, et coupant V sous un angle connu, 
s'obtiennent rapidement. 

On en déduirait, comme dans le problème de Ger-
gonne, la construction d'un point a et l'on achèvera la 
solution comme ci-dessus, si l'on peut avoir les points 
/?ï, 72 où la perpendiculaire en a à OV coupe la conique 
de contour apparent de la quadrique relative à V 
( Jig. II). Remarquons que cette conique étant bitan-

F i g . I I . 

gente au cercle C en A et B tout point M de cette conique 
donne un rapport constant pour sa dislance à AB et 
pour la longueur de sa tangente à G*, la distance de m 
à AB étant connue et le rapport constant dont 011 
vient de parler l'étant également puisqu'on a déjà en M 
et N deux points particuliers de cette conique, on aura 
très aisément m et et l'on achèvera sans peine la 
solution comme pour le problème de Gergonne. 

Olì peut toutes les fois que a est extérieur au cercle G 
abréger les dernières constructions en remarquant que 
les cercles cherchés passant par deux points fixes réels 
et devant couper sous l'angle V un cercle donné se 
déterminent très aisément en transformant la figure par 
inversion par rapport à un des deux points réels connus, 
qui sont, comme on l'a vu, les points où la polaire de a 
coupe C. 



( 355 ) 
Celte remarque s'applique évidemment de même au 

problème de Gergonne. 

X V . — E X T E N S I O N S D I V E R S E S . 

L'étude des cercles du plan correspond, comme on 
sait, en transformant par polaires réciproques par rap-
port à un cercle quelconque, à l'étude des coniques 
ayant un foyer commun qui est le centre du cercle par 
rapport auquel on fait la transformation. 

Mais il existe d'autres extensions immédiates. C'est 
ainsi qu'on étudierait de façon analogue les sphères en 
les représentant par des points de l'espace à quatre 
dimensions, ou plus simplement qu'on étudierait les 
segments portés par une droite en leur associant des 
points d'un plan fixe passant par la droite au moyen 
d'une conique fixe de ce plan, ayant un axe perpen-
diculaire à la droite portant les segments considérés. 
Cette étude est d'ailleurs assez intéressante, car elle 
permet d'utiliser un très grand nombre de propriétés 
des courbes planes. 

[ A l b et I I ] 
UN THÉORÈME RELATIF ALIX VALEURS moyennes; 

PAR M . T . H A Y A S H I , à T o k i o . 

Dans le Bulletin des Sciences mathématiques (2e sé-
rie, t. XXVI, p. 281-284), M. Durand a prouvé un 
théorème relatif aux valeurs moyennes et M. G. Dar-
boux en a donné une autre démonstration. 

Voici une proposition analogue. 

Soient a{, a2, . .., au n nombres positifs tous diffé-
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cents, et soit Vrn le produit de toutes les sommes de r 
quelconques de ces ri nombres. Il y a 

/•! (n — r)\ 

telles sommes. Posons 

= N,.. r 
On a alors 

Supposons, en effet, que le théorème soit vrai pour 
n nombres, de telle sorte que l'on ait 

i 

r r -+- i 

et remplaçons, dans cette inégalité, successivement a, , 
a2, . . . , a a par an + [ . Multiplions les n i inégalités 
ainsi obtenues (y compris la précédente)membres à 
membres, et nous obtenons 

JL 1 

Or, d'une part, IlP^ comprend (n i)C'„ facteurs, 
et, d'autre part, le produit contient symétriquement 
tons les facteurs de qui sont au nombre de 
On a donc 

(n + l\C r
n 

n P i = ( P j + I ) , 

et, d une façon analogue, 
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On en conclut que 

n-t-l 
r+i 

(r + i)'«-!1 

et, par suite, 
>-t-i 

r r -f- i 

lorsque rl£n — i. 
Cette inégalité est, d'ailleurs, évidente lorsque 

/• = n. 
Le théorème étant vrai pour 11=1 est, par suite, 

général. 

[M21 a] 
DÉTERMINATION D'UNE SURFACE ALGÉBRIQUE; 

PAR M. LANCELOT. 

Soit une surface algébrique de degré m. Son équa-
tion, en coordonnées homogènes, 

/O,^, z, t) = o 

a pour premier membre un polynome homogène en a:, 
y, z, comprenant un nombre de termes égal à Y™ 
(nombre des combinaisons avec répétition de quatre 
lettres m à m). Il comprend donc 

1 4 ~ 6 

paramètres homogènes ou 

(/?i + i ) ( » i + 2 ) ( / n + 3 ) _ m ( m2 - f- 6 m -f- 1 1 ) 

coefficients non homogènes. 
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i° Il faut donc, pour déterminer une surface, 

m ( m1 h - 6 m -h 11 ) 
6 

conditions simples (se traduisant par une seule relation 
en Ire les coefficients) et indépendantes les unes des 
autres. 

ta , m ( m 2 + 6 / f t + n ) Par exemple, par — g points passe, en 
générai, une surface de degré m, et une seule. 

n m ( m2 + 6 w + n ) . . /. 
2 Par —- —- — i points passent une mu-

ni té de surfaces dépendant d'un paramètre. Les équa-
tions qui expriment que la surface de degré m passe 
par les points donnés étant linéaires, l'équation géné-
rale de ces surfaces est de la forme 

/O, J , -, t) t) = O, 

et ces surfaces passent toutes par une courbe qui est, 
en général, de degré /?z2, intersection des surfaces 

/ ( ¿ r , 7 , 0 = o, cpO, y, z, t) = o. 

11 s'ensuit que la courbe algébrique de degré m2, 
intersection de deux surfaces de degré est déter-
minée par la connaissance de 

m ( m- -f- 6 m -+- 11 ) — 6 m3 + 6 m 5 + n n i — 6 
6 = 6 P ° l n t S -

Car, par tous ces points, il passe une infinité de sur-
faces de degré m ayant en commun une courbe de 
degré m'1, et une seule. 

o° Par — 2 points passent une infi-

nité de surfaces de degré m dépendant linéairement 
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de deux paramètres 

y Xcp -h ¡i<\> = O. 

Ces surfaces ont en commun m3 points : les points 
d'intersection des trois surfaces f= o, cp = o, A — o. 
On a donc le théorème suivant : 

Toute surface de degré m passant par 

m3 + 6 w 2 + n m — i-2 points 
0 

passe en plus par 

mz -i- 6 -4- i r m — 12 5 m3 — 6 /?i2 — n m + r2 
m 3 

6 b 
autres points. 

Isolons, parmi le système à deux paramètres de 
r , m ( m2 -4- 6 m 11 ) surfaces passant par les — - —i points 

donnés, un système à un seul paramètre. Toutes ces 
surfaces ont en commun une infinité de points formant 
une courbe de degré m2. Comme elles vont toutes 

i 5 mz — 6 m2 — 11 m h- iI . L ., passer par Jes - autres points, il 
s'ensuit que celte courbe de degré m2 passe également 
par ces points. 

On voit donc que : 

i° Far — - 1 — 2 points il passe une infi-
nité de courbes de degré //¿2, intersections de deux sur-
faces d'ordre ni ] toutes ces courbes ont en plus 

5 m 3 — 6 m2 — 1 1 m - H I 2 
6 

autres points fixes. 

2° Toute surface d'ordre m coupant une courbe de 
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degré m2, intersection de deux surfaces d'ordre m, en 

m(m* -+- 6 m - 4 - 1 1 ) . « 
— 2 p o i n t s f i x e s , 

la coupe en 

5 M Z — 6 M 2 — U M . + 1 2 

autres points fixes. 
Exemple. — i° 111 = 1 \ 

m ( m-H- 6 m -4- 11 ) _ 2 ( 4 - + - 1 2 H- I I ) _ 

¡r~ ~~ 6 " ~ 

Par 9 points passe, en général, une quadrique, et 
une seule. 

Par 8 points passe, en général, 1111 faisceau de qua-
driques ayant en commun une biquadratique gauche. 
Une courbe gauche du quatrième degré, intersection de 
deux quadriques, est déterminée par 8 points. 

Par 7 points passe, en général, un réseau de qua-
driques ayant 8 points communs. Toute quadrique 
passant par 7 points passe également par un huitième. 

20 m = 3 : 

m ( m 2 + 6 m + t i ) _ 3 ( 9 - h 18 - + - 1 1 ) _ 

Par 19 points passe, en général, une surface du 
troisième degré, et une seule. 

Par 18 points passe, en général, un faisceau de sur-
faces cubiques ayant en commun une courbe du neu-
vième degré. 

Par 17 points passe, en général, un réseau de sur-
faces cubiques ayant 27 points communs.Toute surface 
cubique passant par 17 points passe en outre par 
10 points fixes différents des 17 premiers. 
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Remarque. — On voit que (de même que pour la 

détermination des courbes planes) la donnée d'un 
certain nombre de points peut ne pas donner ce même 
nombre de conditions distinctes, la donnée de quelques-
uns d'entre eux pouvant résulter nécessairement de la 
donnée de quelques autres. 

Exemple de points non distincts pour la détermina-

tion d 'une surface. — On sait qu'une surface de degré m 
et une courbe de degré p se coupent en mp [joints; et 
que, par suite, si une surface de degré m passe par 
(mp -h i) poinls situés sur une courbe d'ordre elle 
la contient tout entière. 

La donnée de ces (mp -f- i) points entraîne donc celle 
d'une infinité d'autres comprenant tous les points de la 
courbe. 

Ainsi, la donnée de 3 points situés sur une même 
droite entraîne, pour une quadrique, celle de tous les 
points de la droite. 

La donnée de n points d'une cubique gauche entraîne, 
pour une quadrique, celle de tous les points de cette 
cubique. 

On a vu que, en général, une quadrique passant 
par 7 points passe par un huitième point seulement; 
011 a donc une exception à cette règle générale et l'on 
est amené à distinguer deux sortes de réseaux linéaires 
de quadriques, les unes ayant 8 points fixes et les autres 
passant par une cubique gauche. 

O11 voit en plus que, par 7 points, ne passe aucune 
cubique gauche en général. 

THÉORÈME. Si, sur les mz points d'intersection 

de trois surfaces algébriques de degré m, m2p sont 

situés sur une surface de degré p inférieur à m, les 
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m2 (m— p) autres sont situés sur une surface de 

degré m—p. 

Car, si m2 (m — p) était plus petit que 

( m — p - F - I ) ( m — p H- -2 ) ( m — p -F- 3 ) 

6 1 

(ou égal), par ces m2(m — p) points on pourrait toujours 
faire passer une infinité de surfaces de degré m — p (ou 
une seule) et le théorème serait évident. 

Si 
//i2(m — p) > £ - — i, 

prenons parmi les m2(m — p) points en question ce 
nombre de points. Ils déterminent une surface de 
degré m — p qui, avec la surface de degré p donné, 
constitue une surface de degré m, passant par 

( m— P + I ) ( M - P + 2 ) ( / N - » + 3 ) 
m 2 p — i -h — 

des m3 points donnés. 
Ce nombre est d'ailleurs supérieur à 

m( m--h 6 m -h 11) 
6 2 ' 

et la surface particulière de degré m considérée passe 
par les ms points donnés. C . Q . F . D . 

Exemple. —• Soient trois quadriques. Eiles se 
coupent, en général, en 8 points. Si, sur ces 8 points, 
m2p = 4 ( / ? i~2 , /> = i) se trouvent sur un même 
plan les 4 autres se trouvent aussi sur un 
même plan. 

Si, sur les 27 points d'intersection de trois surfaces 
cubiques, 9 se trouvent sur un même plan, les 18 autres 
se trouvent sur une quadrique. 
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Ce théorème peut être regardé comme relatif à l'inter-

section d'une surface de degré m et d'une courbe de 
degré m2, intersection de deux autres surfaces de 
degré m. 

Soient une surface de degré m et une courbe de 
degré mh qui puissent être considérées comme appar-
tenant à l'intersection d'une autre surface de degré m 
et d'une surface de degré h. Une surface de degré m — h 
constitue, avec cette dernière, une surface de degré m. 
Les trois surfaces de degré m ainsi formées ont en 
commun m3 points, dont m2 h sur la surface de degré h 
et m2(m — h) sur l'autre. 

Par les m2(m — h) derniers points et par 

( M 4 - I ) ( M - H I ) ( M -+- 3 ) — — — - — i — m2 ( m — h ) 
u 

des m2h premiers faisons passer une surface de degré m\ 
elle appartient au réseau et passe par les m3 points 
considérés. On a donc le théorème suivant : 

T H É O R È M E . — Si, par 

Li —t c — Î — ni1 (m — h) 

points d'une courbe de degré mh (h<^m), on fait 

passer une surface de degré m, elle coupe la courbe en 

(m -H Ï ) ( m -+- 2) ( m 3 ) 
— h i -h mz 

6 

autres points fixes (h est supposé plus petit que m) et 

il faut que 
( m -M ) ( m -h 2 ) ( m -+- 3 ) ms j> - i. 
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[ K 7 a ] 
SUR LES RAPPORTS HYPERANHARMONIQUES ; 

P A U M . G E O R G E S R E M O U N D O Z . 

I. Dans un article précédent (*) nous avons établi 
une extension de la notion du rapport anharmonique 
de quatre quantités au cas de 'in quantités, n étant un 
entier quelconque. 

Les nouveaux rapports (rapports hyperanharmo-
niques) sont des quotients de deux produits de n diffé-
rences ; chacune des 111 quantités ne figure qu'une fois 
dans le numérateur et le dénominateur, mais toutes y 
figurent dans chacun des tei ntes. C'est là le mécanisme 
de leur formation et le fait qui entraîne toutes les pro-
priétés de ces rapports. 

Il ne faut pas croire que les rapports hyperanharmo-
niques, tels que je les ai définis, ne sont que des pro-
duits de rapports anharnioniques de quatre quantités. 

La plupart d'entre eux sont des expressions qui ne 
sont pas du tout réductibles aux rapports anharmo-
niques usuels. 

Supposons, par exemple, que le numérateur con-
tienne la dilïérencej) , —y 2 et le dénominateur la dif-
férence y t — 7 3. 

Alors, si y3 figure dans le numérateur par la diffé-
rence y3—y k{k T2^1) 2) 3), il faut quey2 sôit combiné 
avec yx dans le dénominateur pour que l'on puisse 

(l) Voir ce Recueil, mars 1904. 
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former un rapport hyperanharmonique réductible aux 
rapports harmoniques (c'est-à-dire produit de tels rap-
ports). Autrement, le rapport obtenu est bien irréduc-
tible («). 

Ce sont ceux qui nous intéressent surtout. 
L'évaluation du nombre des rapports irréductibles 

est facile à faire; je laisse au lecteur le soin de la faire. 

IL Les propriétés des rapports liyperanharmoniques 
sont tout à fait analogues à celles des rapports harmo-
niques. 

Soit 
R / v v r x _ p -•"y* n) K (J l-y^ - • 1 2n) — TTTT. : v iyuy2, • • ',y-2n) 

un tel rapport. 
Faisons la transformation homographique 

3 
yt— (i = i, 2, 3, . . 2 / i ) . 

Y Zi -r- 0 

On aura 

l>(yi.y-2, •. -,y*n) 
, > u \„ P (^IÎ • • • . Z ) 

= ( OLO — py)'1 ¡r—; =N-; : 

Q { y \ , y * , --,ytn) 

= (OL0 - 3*0« . . . , Z I H ) 

11 eu résulte 

Les rapports bjperanharmoniques ne changent pas, 

(*) Dans le cas de n = 3, tous les rapports réductibles sont néces-
sairement des rapports harmoniques (c'est-à-dire qu'ils ne renferment 
que quatre quantités). On s'en aperçoit immédiatement. 
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quand on effectue sur tous les yi une transformation 
homographique quelconque. 

III. Si les 2/z droites OM,, OM2, OM„, . . OM2„ 
sont coupées par une sécante aux points M,, Mo, . . . , 
M„, . . . , M2/î les rapports hyperanharmoniques de 
ces in points restent les mêmes, quelle que soit cette 
sécante. 

La démonstration de ce théorème se fait au moyen 
du précédent. On passe d'une sécante à une autre par 
une transformation homographique. 

Quant à la définition du rapport hyperanharmonique 
de in points Mh M2, . . M2„ situés sur une droite, 
elle se fait ou bien au moyen de leurs abscisses relatives 
à une origine, ou bien par les segments M£-My, d'une 
façon évidente. 

Chacun des termes du rapport sera un produit de 
il segments M/My n'ayant aucune extrémité commune. 

IV. Je remarque maintenant que la formule donnée 
dans l'article précédent pour l'évaluation du nombre 
des rapports hypei anharmoniques de m quantités tient 
compte aussi des dégénérescences, c'est-à-dire-des rap-
ports ne dépendant que de inK quantités ou 
encore des rapports anharmouiques. 

Soi t i\„ le nombre fourni par cette formule, le 
nombre des rapports hypei anharmoniques de in quan-
tités, proprement dits, est égal à 1NTW— Si l'on 
retranche de ce nombre le nombre des rapports réduc-

tibles (produits de rapports anharmouiques), on obtient 
le nombre des rapports de in quantités, qui nous inté-
ressent essentiellement. 
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CONCOURS D'AGRÉGATION DES SCIENCES MATHÉMATIQUES 
EN 1 9 0 5 (MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES); 

SOLUTION PAR M . C L A P I E R . 

On donne un cercle C de centre O et de rayon R , 
un point, fixe K à Vintérieur de ce cercle. Un rayon 

lumineux F K , émanant d'un point F de la circonfé-

rence du cercle C, se réfléchit en K sur le diamètre OK 
et va rencontrer la circonférence de G en un point E . 
Soit M le milieu de la corde E F et soit A B la corde 

de C perpendiculaire au diamètre O K au point K . 
i° Trouver le lieu des centres des cercles inscrit et 

exinscrits au triangle MAB quand F décrit la circon-

férence du cercle C. 
2° Etudier, dans les mêmes conditions, comment 

varie le cercle passant par les centres des trois cercles 

exinscrits au triangle MAB. 

3° On prend un second point K/ fixe, intérieur à C 
et situé sur le diamètre O K . Un rayon lumineux F ' K ' , 
parallèle à F K , se réfléchit en YJ sur cç diamètre et 

rencontre en E ; la circonférence du cercle C. Trouver 

le lieu du point de rencontre de E F et de E ' F ' 
lorsque F et F ' se déplacent sur la circonférence du 

cercle C . Etudier ce lieu en supposant que K et K ' se 

déplacent sur un diamètre fixe et de telle sorte que le 

milieu de K K ' reste fixe. 

4° Soit M' le milieu de E ' F ' . La droite MM' ren-

contre le lieu de M en un nouveau point H et celui 

de M' en un nouveau point H/. Etudier le cercle cir-

conscrit au triangle HOH' et la perpendiculaire au 

milieu de HH'. 
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5° Soit h îe point qui partage HH' dans un rapport 

donné m. Démontrer que le lieu du point h est en 

général une ellipse. Examiner comment varient les 

cercles principaux de cette ellipse quand le rapport m 

varie. 

I. Soit EKF le trajet suivi par un rayon lumineux 
issu d'un point E de la circonférence (C) et se réflé-
chissant sur le diamètre PP'. La normale KA à ce dia-
mètre est bissectrice de ERF; par suite, le faisceau 
K(PEAF) est harmonique et la corde EF va passer par 
un point fixe P, pôle de la normale A13 (fig. i). 

F I G . I . 

zj> 

V F 

A K p 1 0 K p-

ET 
\ / k ET / k 

D 

Il en résulte que le point M, milieu de EF, décrit la 
circonférence de diamètre OP passant par A et B. 

Cherchons comment varient les centres des cercles 
qui touchent les côtés du triangle AMB dont le cercle 
circonscrit est fixe. 

Ce cercle de diamètre OP passe par les points A 

et B (fig. 2). Les bissectrices de AMB sont MP et MO 
et, si l'on désigne par I et I4, I2 et I3 les centres des 
cercles inscrits, on sait que le point P est le milieu 
de 114 et le point O est le milieu de I0I3} d'ailleurs, le 



PI = PA 

et le lieu des centres l ou lj est précisément la circon-
férence de centre P, orthogonale à la circonférence (C) ; 

Fig. 2. 

les deux autres centres I2 et I3 sont tels que Ton a 

et se meuvent sur le cercle de centre O, orthogonal 

II. Les milieux des côtés du triangle IÎ I213 formé par 
les centres des cercles exinscrits sont les points O, Q, R 
situés sur le cercle circonscrit. 

Soient À' et IV les extrémités des diamtMres de ce 
cercle issus des points A et R; le centre du cercle qui 
passe par les points I n I2, I3 est à l'intersection de RA' 
et ; l'angle formé par ces droites est constant et égal 

à AIB et le l ieu de ce centre Y est la circonférence de 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. V. (Août 1905.) 

h 

OI2 = OA = Ol; 

à (C). 



centre O passant par A7 et B7 : en effet, une rotation de 
i8o° autour du centre du cercle circonscrit amènerait 
IA, IB, ÎP sur la position l'A7, I'B', FO; de sorte que 
l'O est égal et parallèle à 1P. 

Le triangle ROQ est inscrit dans 1111 cercle fixe qui 
est le cercle des neuf points relatif au triangle I213 ; 
le rayon du cercle circonscrit à ce triangle est double 
du rayon du précédent, il est donc constant. 

Ainsi, le centrer est à une distance OP des points I,, 
ï2, I3 et la circonférence qui passe par ces trois points 
se meut de manière que son rayon soit fixe et que son 
centre décrive une circonférence. 

III. Pour construire le rayon réfléchi KF, il suffit 
de prolonger le rayon incident jusqu'au point de ren-
contre D avec la circonférence G et de mener DF per-
pendiculaire au diamètre OP (fig. 1). Si l'on fait cette 
construction pour un rayon E7K7 parallèle à EK, 
les aies EE7, DD7, FF7 sont égaux, et, par suite, les 
coi des EF, E7F' sont égales. 

La bissectrice de l'angle qu'elles forment va passer 
par le point O et leurs milieux M et M7 sont à égale 
distance de ce point. Si l'on désigne par O7 le conjugué 
harmonique du point O par rapport aux pôles P et P7, 
il est clair que le point de rencontre des rayons réflé-
chis EF, E7F7 décrit la circonférence de diamètre 0 0 ' ; 
cette circonférence est fixe, lorsqu'on suppose que les 
points K. et YJ se déplacent sur le diamètre réfléchissant 
de manière que leur milieu soit fixe ; en effet, nous avons 
la relation 

ÔP x ÔK = R2, 
OP7 x OK' = R2, 

•2 __ j _ OK - OK'. 
(3Ô7 ~~ OP OP' ~ R2 ; 
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si le milieu de KK/ est donné, OK — OK' est déterminé 
et le segment OO' est constant. 

IV. Les lieux des points M et M' sont les cercles de 
diamètre OP et OP, et, de plus, OiVI = OM' (fig. 3); 

désignons par H et H7 les points où la droite MM' coupe 
ces cercles et joignons PH, P'H7; les deux quadrilatères 
insci iptibles OPHM, OP'H'M' montrent que les angles 

OPH, OP'H' sont égaux respectivement aux angles à 
la base du triangle isoscèle OMM7; donc le triangle PSP' 
est lui-même isoscèle et le point S, intersection de PH, 
P'H', décrit la perpendiculaire au milieu 0< de PPA. Le 
cercle décrit sur OS comme diamètre passe par les 
points H, H' et Oĵ ; donc le cercle circonscrit au 
triangle OHH7 passe par un second point fixe O, ; de 

plus, puisque 0 , S est la bissectrice de fÎSH7, la per-
pendiculaire au milieu de H H' pivote autour du 
point 0 4 . 

Fig. 3. 

P 

S 
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V . Les angles P O H , F O f f compléments des angles 

à la base du tr iangle isoscèle P S P ' sont égaux e t , si 

l ' o n prend le symétr ique H< de H par rapport au dia-

mètre P P ' , les trois points O , H ' sont en l igne 

droi te . 

So i t h le point qui partage H H7 dans le rapport 

donné m ; menons hqhi perpendicula i re à P P 7 ; nous 

avons les re lat ions 

/¿H _ hilii _ 
ÂH7 ~~ Â7H7 ~ 

qh\ __ qhi _ O hx 

HH, ~ 2QHt a O H / 

hJu _ WJk 
H H , " " ~ H ' H ' 

De la première 011 déduit que le rapport est 

constant , car O et hK par tagent tous deux H ' H , dans 
un rapport constant . P a r sui te , le point hK décr i t une 
c i rconférence de diamètre O T ; les deux autres re la -

! qhi . qhi 
tions montrent que Je rapport > et par sujte ? est 

aussi constant et , par suite , le lieu du point h est la 
ligure l iomologique du l ieu du point h{ ; c 'est une 
ellipse admettant c o m m e cerc le pr incipal la c i rconfé-
rence précédente . 

Dans le cas de la f igure , c 'est -à-dire quand le point h 
est situé entre les points H et H7 , le petit axe de l ' e l -

* T P lipse est O T , é tant égal à /«; si le po in t A était situé 

en dehors des points H et H f , O T serait le grand axe de 
l 'e l l ipse. 
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CERTIFICATS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRAL. 

Caen. 

E P R E U V E É C R I T E . — I . Déterminer Vintégrale de Véqua-
tion pq = xy qui se réduit à 

y/1 -hy2 pour X = J. 

S O L U T I O N . 

- = r \/\-h y*. 

II. Déterminer une surface dont les asymptotiques se 
projettent sur le plan des xy suivant les développantes du 
cercle9 

z = o, x'2 -+- y2 — a 2 . 

S O L U T I O N . 
a-5 -+- y2 

2 = C ^ + C > + G"-h e a# 

(Juillet 1903.) 

Grenoble. 

E P R E U V E É C R I T E . — Lignes asymptotiques de la surface 
engendrée par la rotation de la courbe z = f(x) tournant 
autour de Oz. 

Application : 

, x /———- 3a. x ± \fx*-—a-
z = ± — sjx2 -a* log 

2 a 2 a 

On construira la courbe méridienne. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — On considère les surfaces 

x2 -h y2 -h z2 = icz et 

et Von demande : 
i° D'étudier la projection sur xOy de Vintersection de 

ces deux surfaces; 
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2° D'évaluer l'aire de la portion de la première surf ace 
qui est comprise à l'intérieur de la seconde. 

On considérera successivement les deux cas suivants : 

¿r > > i, a > i > b > o. 
(Juillet 1905.) 

Marseille. 

É P R E U V E É C R I T E . — Un cercle de rayon donné R a pour 
centre un point situé sur Ox à la distance x0 de l'origine O 
des coordonnées rectangulaires. Ce cercle a pour axe Ox. 

Déterminer la surface passant par ce cercle et satisfai-
sant à l'équation aux dérivées partielles 

px -t- qy — o. 

Déterminer les lignes asymptotiques de cette surface. 

S O L U T I O N . 

On trouve le conoid e 

* • • ( £ ) ' + * « = R*. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Le point z décrit dans le plan des z 
un chemin allant du point z0 = / — 1 au point 

sur une chaînette symétrique par rapport à l'axe des y. 
I^a lettre e désigne le nombre connu. 

Calculer la longueur de ce chemin à 0,001 près. 

S O L U T I O N . 

1,175 par défaut, (Juillet 1905.) 

Montpellier. 

E P R E U V E É C R I T E . — Un cylindre de révolution est repré-
senté par les équations 

x — a cos t, y — a sin t. 
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i° Déterminer une courbe G tracée sur le cylindre, telle 

que son rayon de courbure vérifie la relation 

R sin2ci = a 

sj I -f- ¿ 2 

où (p est l'angle de la tangente à la courbe avec la géné-
ratrice du cylindre et b une constante. 

Calculer le rayon de courbure, le rayon de torsion 
et le rayon de la sphère osculatrice en un point de la-
courbe C obtenue. 

3° Démontrer que le rayon de torsion T vérifie la 
relation 

T sin2cp — ia. 

4° Déterminer les courbes plus générales tracées sur le 
cylindre telles que 

T sin 2 9 = 'i a •+• G sin2cp. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — I ° Déterminer les lignes asympto-
tiques de la surface 

z == xy2. 

2° Déterminer les lignes asympto tiques de la surface 

z — xay$, 

a et ft étant des constantes. (Juillet 1905.) 

Rennes. 

E P R E U V E É C R I T E : I . C A L C U L I N T É G R A L . — On donne l'équa-
tion différentielle EA 

/r- x / d 1 } ' r/ x / \i dy 2 a - h l ( E a ) x(x - -+- [(a + 2)3? - ( a + i ) ] ^ H — y = o, 

où a désigne une constante. 
I° Montrer que ( E A ) admet deux intégrales y0 et y 1 

telles que 
y0= çp(a, x), yi = a, x) 

o{tt,x) désignant une série entière en x dont les coeffi-
cients dépendent de a. et égale à 1 pour x = o. 
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-a" Trouver la limite vers laquelle tend le rapport ^ 

quand a tend vers zéro. 

3" Calculer la transformée de E a définie par le chan-

gement de variable x = j et par le changement de 

fonction 
y — (^T, 

et comparer cette transformée à Véquation E_ a . 
4° Étudier les intégrales de l'équation E0 à laquelle se 

réduit E a , pour a = o, dans le voisinage de chacun des 
trois points 

I I . C A L C U L D I F F É R E N T I E L . — I ° Vérifier que l'équation 

z == s/x"1 -h y2 — i — arc tang ~ — arc tang y-— 1 

représente la surface développable S dont les plans tan-
gents ont pour équation 

z — x sin t -h y cos t -f 

t étant un paramètre variable. 
Trouver l'arête de rebroussement et les lignes de 

courbure de la surface S. (Juillet 1905.) 

S O L U T I O N . 

I. La série <p(a, x) s'obtient en faisant 

a — b — a H 

d.ins la série hypergéométrique 

)...(a -f- n — i 
1.2 . . . / l . c ( c - j - l ) . . . ( c - f - / l I) 

j a(a -t- i).. .(a -h n — i).b( b -h i).. .(b n — i) ^ 

n = 1 

On a 
lim -Lî 11 = çp(0î x) Ioga" -f-1 <pi(o. x) 
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et 

!

I I 1 ) 

1 3 * " 2 / I — I [ I _ Í 2 4 2 71 ! 

L'équation E a admet les deux intégrales 

Ì x | + a 

(Sï 
Les résultats précédents font connaître un système fonda-

mental d'intégrales de E0 dans le domaine de chacun des 
points x — o, x = co. 

Pour avoir un pareil système dans le domaine du point x = i , 
il suffit de remarquer que l'équation différentielle E0 ne change 
pas quand on change J en i — x . 

E0 est l'équation différentielle des périodes de l'intégrale 
elliptique normale de première espèce (k^—x). En chacun 
de ses trois points singuliers, l'équation déterminante a une 
racine double. 

Toulouse. 

E P R E U V E É C R I T E . — I . Intégrer le système d'équations 
différentielles 

d*x dx diy dy 
~y~r -F- —jl — ix - H — — -F- IO —y I I / = 0 , dt2 dt dt2 dt J 

d2 x dx d*y 
~dtï~~dt^~'2~dtï~'ly:==0-

li. a désignant une constante réelle choisie de façon que 
l'intégrale 

ait un sens, calculer la valeur de cette intégrale. 

III. On considère l'équation aux dérivées partielles du 
premier ordre , 

p2— 1 pq H- iq*— Az = o, 
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où p et q désignent les dérivées partielles de la fonction 
inconnue z par rapport aux variables indépendantes x 
et y. 

Intégrer cette équation et déterminer une surface inté-
grale passant par la parabole dont les équations sont 

x = o, £ = y-. 

É P R E U V E PRATIQUE. — Déterminer la forme générale des 
courbes représentées en coordonnées polaires (0, r) par 
l'équation 

r — o y r* — 19 r -+- io 

où a désigne une constante réelle. (Juillet 1 9 0 3 . ) 

CERTIFICATS DE MATHÉMATIQUES PRÉPARATOIRES 
AUX SCIENCES PHYSIQUES ET INDUSTRIELLES. 

Gaen. 

É P R E U V E É C R I T E . — I . Sur la surface dont l'équation, en 
coordonnées rectangulaires, estz2= iay, déterminer une 
courbe G dont les tangentes font un même angle 0 avec le 
plan des xy\ construire les projections de G. 

Lorsque tangO est la projection sur OXY est une 
cycloïde. 

II. Deux points M, M' de masse 1 se repoussent avec une 
force égale à 6MM'; en outre, chacun d'eux est attiré 
vers l'origine de deux axes rectangulaires OX, OY, pat-
une force égale à seize fois sa distance au point O. 
A l'instant initial, les deux points sont sur l'axe des x, 
M ayant une abscisse 3 a et une vitesse nulle, M' une 
abscisse —a et une vitesse 8 a parallèle à OY. Chercher, 
en fonction du temps, les coordonnées x, y, x', y' des 
deux points ; reconnaître qu'ils suivent une même trajec-
toire et déterminer cette courbe. 
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SOLUTION. 

Le mouvement a lieu dans le plan XOY et ses équations 
sont linéaires : en les combinant par addition et soustraction, 
on arrive aux intégrales 

x — ia cos-21 -+- a cos4 t, y =— a a sin 2£-f -asin4£, 
x'— —ia cosit -h a cos4 y[ — m sin21 -f- a sin 4 t. 

Trajectoire commune : hypocycloïde ; cercle de rayon a 
roulant dans un cercle de rayon 3 a . (Juin 1904.) 

EPREUVE ÉCRITE. — I . On considère deux courbes C , G' 

respectivement décrites par les points M, M' dont les coor-
données rectangulaires sont de la forme RcosB, RsinO, 
a6 pour M ; R cos6', R sinô', — a'6' pour M'. 

Montrer que, si l'on fait 6' égal à 6, les tangentes à, C 
en M et à G' en M'.se coupent en un point P dont le lieu 
est une développante de cercle orthogonale à MP et 
à M'P. 

Vangle MPM' est constant : dans le cas où il est droit, 
calculer le volume V engendré par le triangle MPM' et 
Vaire A décrite par son périmètre quand G croit de o à r.. 

SOLUTION. 

V = — — > 
•2 4 a 

_ 7i2 R \Ja2-+- R2 Tt(a-h R ) -+- 2 fa'2 -t- R2 
A — 6 a 

II. Mouvement d'un point non pesant assujetti à se mou-
voir sur un cône dont les génératrices font avec l'axe un 
angle de 3o° et attiré vers le sommet du cône par une force 
proportionnelle à la distance. 

CALCUL. — Sur une sphère de iom de rayon, on con-
sidère un triangle A B C ; on donne les longueurs des 
côtés 6, c et l'angle A : calculer les angles B, C et la 
surface en mètres carrés. (Novembre 1904.) 



( 3 8 o ) 
É P R E U V E É C R I T E . — I . Étant donné sur une sphère un 

grand cercle (G), de pôles A, A', à un point quelconque M 
de la sphère on fait correspondre : 

La projection P R F E M sur le plan du cercle ( G ) ; 

2° L'intersection Q de (G) avec le demi-cercle AMA'. 
Sur quelle courbe (T) doit se déplacer M pour que les 

points P et Q décrivent des arcs égaux? Trouver les tra-
jectoires orthogonales des courbes {T ) et rectifier l'une de 
ces trajectoires à partir du cercle (G). 

SOLUTION. 

(T) est une courbe de Yiviani; trajectoires : 

^ — ^o = cot6. 

il. On donne deux cercles (G), (C') ayant même axe 
0 0 ' ; deux points M, M' sont assujettis à rester l'un sur le 
cercle (G), de rayon R, l'autre sur (G'), de rayon ^R : ils 
ont chacun une masse i et s'attirent avec une force F I 2 M M ' . 

Trouver le mouvement des deux points en supposant leurs 
vitesses initiales nulles. 

C A L C U L . — A deux heures sidérales données, t, t', une 
certaine étoile circompolaire a des hauteurs h, h' et un 
même azimut a : calculer cet azimut ainsi que la lati-
tude, supposée boréale, du lieu de l'observation. 

(Juillet 1905.) 

Marseille. 

É P R E U V E É C R I T E : I . G É O M É T R I E ANALYTIQUE E T A N A L Y S E . — 

i° Étant donnés deux axes rectangulaires Ox, 0y et un 
cercle (G) de rayon R et de centre K, tangent à 0 y en 0 , 
montrer que le lieu des pieds des perpendiculaires abais-
sées de 0 sur les tangentes au cercle (G) est une car-
dioïde r . 

20 M et M' étant deux points de ( T ) tels que l'angle MOM' 
soit droit, trouver le lieu du milieu du segment MM'. 

3° M désignant un point quelconque de (T) et P un 
point de la droite O M tel que le produit O M . O P soit égal 
à une constante X*, montrer que le point P décrit une 
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parabole quand M décrit ( T ) ; trouver les trajectoires 
orthogonales des paraboles obtenues en faisant varier X. 

4° La cardioïde ( T ) rencontre, en dehors de l'origine, 
l'axe Ox en un point A et l'axe Oy en deux points B, B' : 
calculer l'aire de la surface (S) engendrée par la rota-
tion de l'arc AB autour de Ox\ calculer aussi le volume 
compris entre cette surface (S) et un plan mené par O 
perpendiculairement à Ox. 

5° Calculer Vaire de la partie de la surface de la sphère 
de centre O et de rayon 2R qui est comprise à l'intérieur 
d'un cylindre dont la base est la cardioïde (r) et dont les 
génératrices sont perpendiculaires au plan xO y; calculer 
de même l'aire de la surface latérale du cylindre ainsi 
limité. 

I I . M É C A N I Q U E . — Réduction d'un système de six vec-
teurs. 

Longueurs des vecteurs : 

OA = 2m, OB = im, C D = 3m, 
EF = 4m, GH = 3m, OL = 2m. 

Les positions respectives des vecteurs sont définies par 

les données suivantes : AOB = 60"; GD et EF sont perpen-
diculaires au plan AOB, les points G et E sont sur les pro-
longements de OA et OB, et l'on a 

OG — 5m, OE = 3m ; 

GH, dans le plan AOB, est perpendiculaire à la bissec-
trice OG de l'angle AOB, et Von a 

OG = 6m ; 

OL est situé dans le plan mené perpendiculairement à AOB 
par OG, et l'on a 

G O L = 45°. ( Jui l le t 1905.) 

Toulouse. 

É P R E U V E É C R I T E . — I . Un petit volant A B C D mobile au-
tour d'un axe vertical O est assimilable à un anneau très 
mince de rayon R centimètres et de poids P grammes. 
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Un ressort spiral plat d'élasticité parfaite a l'une de 
ses extrémités fixée en F et l'autre extrémité attachée en E 
à l'un des bras OA du volant, à une distance OE == p cen-
timètres de l'axe. 

On tourne le volant d'un angle a radiant dans le sens 

des aiguilles d'une montre à partir de la position d'équi-
libre. Le ressort exerce alors sur le bras du volant un 
effort perpendiculaire de f grammes. 

On abandonne alors sans choc le système à lui-même : 
in Etudier le mouvement du volant; 
•2° Prenant 

R '> TT 
R = '2em,5, 

déterminer P de manière que le volant batte la seconde. 

NOTA. — On négligera le poids des bras du volant. 

II. Une courbe a pour équation par rapport à deux axes 
rectangulaires 

y 
x — y = bea, 

a et b étant des longueurs données, dont la première est 
positive. 

i° Construire cette courbe et calculer l'aire qui, dans 
la région des y négatifs, est limitée par la courbe, l'axe 
des x et la bissectrice de Vangle xOy. 

2° Considérant ensuite b comme un paramètre variable, 



( 383 ) 
trouver les trajectoires orthogonales des courbes repré-
sentées par cette même équation. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Calculer la valeur de Vexpression 

_ 1 
« 2 , 1 5 7 l 7 

arc tang 6 ( c3 -4- a 0 iÇj> ) ' 

dans laquelle on a 

a = 26, ¿> = 7,432, c — o,245, 

0 = o,o523. 

N.-B. — S^b signifie logarithme népérien de b. 
(Novembre 1904.) 

E P R E U V E É C R I T E . — I . On donne dans un plan une cir-
conférence de centre K et de rayon a, et un point A sur 
cette circonférence. 

Trouver dans ce plan une courbe Y dont le rayon de 
courbure en un point M soit égal ci la corde du cercle K 
issue de A parallèlement à la tangente en M. 

L'axe des x étant parallèle au diamètre AK, déterminer 
les constantes d'intégration de manière que Y passe par 
l'origine 0 des coordonnées et soit normale en ce point à 
l'axe des x. 

L'arc de courbe ainsi déterminé ira couper une seconde 
fois l'axe des x en un point B dont on calculera l'abscisse. 
Trouver la longueur de l'arc de courbe OB, l'aire com-

prise entre cet arc et l'axe des x, les coordonnées du centre 
de gravité de cette aire. 

I I . Sur un axe HORIZONTAL animé d'une rotation uni-
forme 10 est monté un régulateur à force centrifuge formé 
d'un losange articulé A B B ' D . Le sommet A est fixé en 
un point de l'axe, les sommets B et B' portent des masses 
égales M, et le sommet D, qui peut glisser le long de l'axe, 
est attaché à l'extrémité d'un ressort à boudin dont l'autre 
extrémité est fixée en un point H de l'axe. Le ressort 
exerce une force de E kilogrammes pour un allongement 
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égal à l'unité de longueur. Quel sera l'allongement du 
ressort dans l'état d'équilibre relatif du régulateur ? 

On appellera l la longueur naturelle du ressort, a la 

longueur des tiges du régulateur, et ic l la dis-
tance HA. 

On négligera le poids des tiges et les frottements. 

E P R E U V E PRATIQUE. — Un pendule est formé d'une tige O A 

très mince et de poids négligeable, soudée à un disque 
circulaire, homogène, pesant, suivant le prolongement 
d'un de ses rayons GA. L'axe de suspension, qui passe 

en G, est horizontal et perpendiculaire au plan du 
disque. 

On donne : 

OA = om, 753, CA = r = om, 2 2 8 , g = om, 81. 

1" Calculer la durée d'oscillation de ce pendule. 
20 On pratique dans le disque un trou circulaire et 

concentrique. Quel doit être le rayon de ce trou, pour que 
le pendule ainsi modifié batte la seconde? 

( Juil let 190J.) 
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[ A 3 a a ] 

NOUVELLES DÉMONSTRATIONS DU THÉORÈME 
DE DALEMBERT ( ' ) ; 

P R E M I È R E DÉMONSTRATION PAR M . G . LERY. 

1 . So i t f(z) u n e équation a lgébr ique 

f(z) = a 0 s"1 -+- «i ¿ / n - 1 H - . . . 4 - = o, 

à eoeff ieienis réels ou complexes . 
Représentons respect ivement dans deux plans P et P ' 

les quant i tés imaginaires z et f(z). L a fonct ion f(z) 
est uniforme, de sorte que , si z décri t dans le plan P 
u n c o n t o u r fermé G, l 'a f i ixe de f(z) reviendra aussi à 
son point de départ dans P ; , en décr ivant un c h e m i n G' ; 
mais l ' a rgument w de f(z) qu 'on suit par cont inui té le 
long de G7 pourra avoir varié , si G7 entoure l 'o r ig ine ; 
cet te variat ion sera d 'un mult iple de s u , en supposant 
que C7 ne passe pas par l 'o r ig ine , c ' e s t - à - d i r e que C 
ne cont ient aucun p o i n t - r a c i n e de f(z). 

C o m m e f(z) est continue, en p r e n a n t pour G une 
pet i te c o u r b e tout ent ière voisine d 'un point z0, on 
aura pour G' une pet i te courbe voisine du p o i n t ^ ( ^ 0 ) , 
et aussi vois ine que l 'on veut si C a tous ses points s u f -
f i samment près de z0. E n par t i cu l ier , lorsque f(zQ) 
n'est pas nul, on peut chois i r G assez p r o c h e de ^o 

Le théorèaie de Dalembert faisant de nouveau partie du pro-
gramme de la classe de Mathématiques Spéciales, nous croyons 
rendre service à nos lecteurs en publiant de nouvelles démonstra-
tions de cette proposition. N. D. t, H. 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. V. (Septembre 1905.) 25 
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pour que G ne c o n t i e n n e pas l 'o r ig ine , e t alors w ne 

varie pas lorsque z décr i t C . 
E n f i n , si deux contours C j et C 2 ont u n e part ie com-

m u n e , soit C le contour to ta l q u ' o n o b t i e n t en la sup-
p r i m a n t . Décr ivons- les dans le sens pos i t i f ; la variation 
de co le long de C est égale à la somme des variat ions 
le long de C< et C 2 . 

2 . On peut trouver dans le plan P un contour T tel 
que, lorsque z le décrit, Vargument de f(z) varie. 

— E n effet, en posant Ç = 011 a 

/(*) = — ^1 ; 

si Ç décri t , dans le sens négat i f , u n cerc le ayant pour 
c e n t r e l 'or ig ine et de rayon assez petit , le n u m é r a t e u r 
restera voisin de a0, qu 'on suppose n o n n u l , et son 
argument reviendra à la même v a l e u r ; l ' a r g u m e n t du 
d é n o m i n a t e u r d i m i n u e r a de 2 mu, et celui de f { z ) 
augmentera de cette quant i té . O r Ç décr ira le cerc le en 
quest ion si z suit un cerc le T , de rayon suff isamment 
grand, dans le sens posit i f . 

3 . Dans le cercle T existe au moins une racine de 
f(z). — P a r les diamètres paral lè les aux axes de coor-
données , divisons en q u a t r e part ies le carré c i rconscr i t 
k T \ soient G Î , C 2 , C 3 , C 4 les contours des port ions 
de T comprises respect ivement dans ces carrés . S i l 'un 
d 'eux cont ient u n point - rac ine , le t h é o r è m e est vrai ; 
si cela n 'a pas l i eu , la variat ion de <0 le long de l ' u n au 
moins de ces contours n 'est pas n u l l e , sans quoi la 
somme des quatre variat ions , qui est la variat ion le 
long de I\ serait nul le . 
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Appelons C ( l ) c e l u i , ou l ' u n , des contours d o n n a n t 

u n e var iat ion de o>; divisons le carré c i rconscr i t en 
q u a t r e part ies égales , et ainsi de sui te . 

S i a u c u n e des l ignes de division q u ' o n emploie suc-
cess ivement n e passe par u n p o i n t - r a c i n e , on obt ient 
une suite de contours C ( i ) , C ( 2 ) , . . . , contenus les uns 
dans les autres , inscr i ts dans des carrés tels que le côté 
de c h a c u n d 'eux est moi t i é de celui du précédent . I ls 
ont pour l imi te u n point z0 i n t é r i e u r à T . 

C 'es t un p o i n t - r a c i n e , c a r , si f(z0) n 'é ta i t pas n u l , 
nous pourr ions prendre un des contours C de la suite 
assez r a p p r o c h é de z0 pour que le contour cor respon-
dant C ' soit très voisin du point f(z0) et ne c o n t i e n n e 
pas l 'or ig ine dans le plan P7 : to ne subira i t pas de va-
r ia t ion quand z décri t C , ce qui est imposs ib le . 

L a démonstrat ion précédente est une s imple ap-
pl icat ion de la méthode du quadri l lage , dont se sert 
M . P a i n l e v é pour d é m o n t r e r les théorèmes relat i fs à la 
c o n t i n u i t é des fonct ions de plusieurs variables et aux 
intégrales mul t ip les . O u peut la considérer c o m m e u n e 
ex tens ion du procédé, b ien c o n n u des élèves, au moyen 
duquel on démontre q u ' u n e équat ion a lgébr ique , à 
coeff ic ients réels et de degré i m p a i r , a au moins u n e 
r a c i n e réelle : 

i ° I l exis te uu n o m b r e G tel que l 'on ait 

/ ( £ ) / ( - G ) < o ; 

2° E n divisant le segment ( G , — G ) en 2 , 8 , 
parties égales , on définit un p o i n t - l i m i t e , qui est 
r a c i n e . 
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D E U X I È M E DÉMONSTRATION PAR M . Ë T I E N N E P O M E Y . 

T H É O R È M E P R É L I M I N A I R E . — Toute équation binôme 
a au moins une racine. 

S o i t xm = a -f- bi l 'équation b inôme considérée. 

I . Supposons d'abord m impair . 

S i b est nul , l 'équation a une racine réelle du signe 
de <2, car , x croissant d 'une manière continue de —oo 
à -f- oo, ocm croît lu i -même d'une manière cont inue 
de —oo à -f-oo et passa, en conséquence, une fois et 
une seule par la valeur a . 

Supposons maintenant b ^ o . Nous voulons montrer 
qu'il existe au moins un système de valeurs réelles d e y 
et de z satisfaisant à l 'équation (y + zi)m— a -f- bi. 

O r , cette équation envisagée par rapport aux i n c o n -
nues réelles y et z est équivalente au système 

( i) (y -4- ^ i)m — a h- bi, 

( 2 ) (y — z i)m — a — bi. 

Ce système peut s 'écrire abréviativement 

A = B , G = D . 

Ses solutions réelles en y et z satisfont au système 

A G = B D , A D = B C . 

Mais les solutions réelles de ce dernier vérifient l 'équa-
tion A 2 = B 2 , sans qu'on puisse affirmer qu'elles véri -
fient l 'équation A = o . Nous allons cependant montrer 
que, parmi les solutions réelles du second système, il y 
en a une qui vérifie A = B . 
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E n effet, les équations du second système étant expl i -

c i tées sont 

( 3 ) 

( 4 ) (a — bi)(y -h zi)m— ( a -4- bi) (y — zi)'n = o. 

S i l 'on change i en — i dans l 'équation ( 4 ) , cette 
équation ne change pas. E l le est donc indépendante de i , 
q u ' e l l e ne contient qu'en facteur . E n la divisant par i , 
on obtient une équation à coefficients réels, homogène 
en y et z. Comme d'autre part le terme du plus haut 

degré en est — ib 

zéro, cette équation est de degré impair , et par suitg 

elle a au moins une racine réelle en — : soit x cette z 
r a c i n e . 

Considérons alors le système 

j = a, (y*-t-z*)m= a*-h b*. 

E l i m i n a n t ^ entre ces deux équations, on a 

Z*™ (OL*Ï)™ — aï -+- ¿>2, 

équat ion en z qui a deux raisons réelles opposées :zA 

et z2 (z2 — — s * ) , dont la valeur absolue est le radical 
-arithmétique 

2 m/ a 2 -h b2 

A ces deux valeurs zK :et — z{ de z correspondent res-
pectivement les deux valeurs réelles 

yi = cczi et y2 =—xzl = — y1 • 

<1« r-
Cela posé, j e vais montrer que l 'un de ces systèmes 

de valeurs est une solution de l 'équation ( i ) . E n effet, 

j et que b est différent de 
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d'après une remarque faite plus haut , ces valeurs véri -
fient l 'équation A 2 = B 2 , c ' e s t -à -d i re l 'une des équa^ 
tions A = B , A = — B, en sorte que l 'on a l 'une ou 
l 'autre des égalités 

(5) + a -irbi, 

(6)
 + =

 — 

L'égali té ( 6 ) peut s 'écrire 

( — y 2 ~ i)m = —(a + bi) 

ou, puisque m est impair, 

(7) ziiy»= bi. 

Comme l 'une des deux égalités ( 5 ) , ( 7 ) est satisfaite, 
on voit enfin que l 'un des systèmes de valeurs (y< , )T 

( y 2 , z2) satisfait à l 'équation (1) . 

I I . Supposons maintenant m pair. 
On a alors 

m = ^V-p, 

{JL étant un certain entier positif et p un certain nombre 
impair . L 'équation proposée peut s 'écrire 

(8) (xP)** = a-h bi 

ou, en posant (xP)' l[K ! = //, 

u2 = a - h bi. 

Celle-c i admet les deux racines 
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S o i t M4 T u n e d 'e l les . A d o p t o n s pour u la valeur e t 
considérons l i q u a t i o n 

(xpy^^Uf 

Posons ( x P ) ^ 2 = u , l ' équat ion devient 

u1 — uj. 

Celle-c i a deux r a c i n e s ; je considère l 'une d'el les */2, et 
j ' envisage l ' équat ion 

(xp)^ = ut, 

et ainsi de sui te . O u voit qu 'on sera conduit à c o n s i -
dérer l ' équat ion 

XP — Up, 

Ujx étant u n e imaginaire de la forme a -f- ¡ 3 / . C o m m e p 
est in fér ieur , o n sait , par l 'é tude faite dans le p a r a -
graphe 1, que cette é q u a t i o n a une rac ine au m o i n s . 
E t , par conséquent , l ' équat ion ( 8 ) a une r a c i n e . 

THÉORÈME DE DALEMBERT. — Toute équation algé-

brique a une racine. 

Soi t f(z) = o l ' équat ion considérée . Posons 

z == x H- yiy 

x et y é tant réels . Nous pourrons met tre f ( & - { - y i ) 
sous la forme 

y i) = A-t-Bi, 

A et B é tant deux polynomes ent ie rs e n x ely à coeffi-
c ients rée ls . O n en déduit 

[ m o d / ( # - 4 - y ï ) ] 2 = A - h - B 2 . 

A 2 - f - B 2 est , c o m m e A et B , un polynome ent ier en x 
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et y à coeff ic ients r é e l s ; d 'a i l leurs , x et y é tant réels , 
sa valeur n 'est jamais négat ive . Il est donc l imi té i n f é -
r i e u r e m e n t et , c o m m e c 'est une fonct ion c o n t i n u e de x 
e t J i y a u n m i n i m u m qu' i l a t te int e f fect ivement au 
moins pour un système de valeurs x0, y0 de x et y. 
S o i e n t A 0 et B 0 les valeurs que p r e n n e n t A et B pour 
x = x0, y =y0. E n sorte que l 'on a 

[ mod / ( •4- yo ¿)T2 = A S -+- B J . 

J e vais d é m o n t r e r que l 'on a 

A0 = B0 = o. 

I l en résul tera que l 'on a 

/Oo-HJKoi) = o. 

Posons , en effet, p o u r abréger , x0-hy0i = z0. 
S o i e n t h un n o m b r e pos i t i f arb i t ra i re et co u n e q u a n t i t é 
que nous dé terminerons u l té r i eurement . O n a 

/ ( « O + w A ) = / ( * „ ) - + - ^f'(Zo) 

+ — / ' ( * o ) • — ¡ ¿ r / ( m , ( * o ) , 

en désignant par m le degré de f(z)* 
En posant , d ' u n e m a n i è r e généra le , 

fik)(* o) A R / 
—¿î— = A*B kl, 

l ' ident i té précédente peut s 'écr i re sous la forme 

f(z0 -t- w h ) = A0 -+- B0 i -h O) h ( At -h B t i) 

L e polynome f(z) é tant de degré ///, le coef f i c ient 
A m - f - B m i de ( ù m h m n ' es t pas nul , e t , par suite, les 
coeff ic ients A|-f -B« i , A 2 + B 2 i , . . . A m - f - Bmi ne sont 
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pas tous nuls : soit A ^ - j - Bpi le premier d 'èntre e u x 
qui n 'es t pas n u l . L e déve loppement de f(z0 - i- m h) se 
réduit alors à 

/ ( ^ o + w / i ) 

= A 0 H - B 0 I - + - 0>PhP( A P - H B pi) - H . . . -h W » ^ ( A , „ + B M I ) . 

Cela posé , toute é q u a t i o n b i n ô m e ayant u n e rac ine 
d 'après le t h é o r è m e p r é l i m i n a i r e , il exis te une valeur ) 
de (o sat isfaisant à l ' é q u a t i o n t o P — e, où £ est dz i . E t 
l 'on a en c o n s é q u e n c e 

f(Zo^-lh) 
= A 0 4 - B 0 Ï - H zhP(Ap-h Bpi) - H . . . - 4 - X ' * A ' " ( A W - < - B M I ) . 

C o m m e X est u n e imagina i re de la forme a + ^ i , 
le second m e m b r e est une imaginaire de cet te m ê m e 
f o r m e , et en met tant en évidence seu lement les deux 
termes du plus bas degré en h dans la part ie rée l le et 
dans la part ie imaginaire , on aura 

f(z0-^\h) — A0-fr ..-+- i(B0 -4- £ Bphi> -4-.. .). 

On en déduit success ivement 

[mod f(z0-h\h)¥ 
= ( AQ -h £ AY> flP -(- . . . )2 -f- ( BQ -4- £ Bp flP -4- . . . )2, 

l [mod -4- X)]2 — ( Aj -H B^ ) 
( = 2 £ ( A 0 A p - 4 - B 0 B / , ) ^ - h . . . , 

les termes non écr i t s au second m e m b r e é tant de degré 

supér ieur en h . 
D e m ê m e , en chois issant pour to la valeur ¡JI d 'une 

rac ine de l ' équat ion b i n ô m e tùPz=-z !i, dans laquel le e' 
désigne rh i , on t rouve , par un ca lcul analogue, 

• : | [ m o d / ( ^ 0 - f - > A ) ] » - ( A î - H B î ) 
( = — ?.e'(A0Bp— B0kp)hP + ..;. 
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O r , s i , dans les seconds m e m b r e s de ( i ) et ( 2 ) , l es 

coef f i c ients de liP sont différents de zéro, o n p e u t 
chois i r le n o m b r e posi t i f h de façon que ces seconds 
m e m b r e s a ient c h a c u n le signe de l e u r p r e m i e r t e r m e , 
e t , en p r e n a n t c o n v e n a b l e m e n t e et e', on peut faire e n 
sor te que ce signe soit le signe moins , mais alors on a 

[ mod f(z0 H- X h)]» < A 2 -+- B J 
et 

[ m o d / ( * < H - f * A ) ] * < A J h - B J „ 

ce qui est impossible , puisque B 2 est le m i n i m u m 
du c a r i é du module de f(z). O n a donc 

A0 A p - + - B 0 B p = o et A 0 B P — B 0 A p = o . 

O r Ap -f- iBp n 'es t pas n u l , par hypothèse , donc 
A ^ + B ^ est différent de zéro, et , par suite , ces deux 
re la t ions ex igent qu 'on ait 

A 0 = B 0 = O. C. O- F- B-

[ 0 3 j a ] 
NOTE SUR LES COURBES GAUCHES; 

P A R M . SOLON C H A S S I O N S . 

1 . S o i t à t rouver les courbes gauches C , ayant m ê m e 
représentat ion sphér ique des t a n g e n t e s q u ' u n e courbe 
arb i t ra i re C7 ( q u i n 'es t pas une droite n i u n e h é l i c e ) et 
qui satisfont en outre à la relation 

(1) F ( R , T ) = o, 

R et T étant les rayons de c o u r b u r e et de tors ion dé C . 
Nous supposerons que R et T peuvent être expr imées 

à l 'a ide d 'un paramètre u et q u e F n ' e s t pas h o m o g è n e 
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e n R e t T , m n u l n i inf ini pour toutes les valeurs 
de ii . 

S i C ' est u n e courbe q u e l c o n q u e , on passera d'un 
point z') de G à un autre M ( ; r , y , z) de G , 
par u n e t ransforma lion de Combeseure : 

, . dx dy dz ds R T 
( 2 ) w = ^ = = = ñ = ? = 

cet te t ransformat ion n 'es t définie qu'à la fonc t ion cp(a) 
près : on aura , en p r e n a n t u n e deuxième c o u r b e ( J 
analogue à G de rapports analogues aux précédents et 
si G ' est définie par les formules de S e r r e t ( v o i r Note 
de S e r r e t dans MOJVGE, Applications de VAlgebre à 
la Géométrie, 5e édi t . ) , 

dx __ dy _ dz ds 
sin m — c o s a i-f-

I = J » J Y 
I i i - t - y } ï n -4 ,2 -4 -4 /2 

c o m m e CP< (M) est a r b i t r a i r e , on peut se proposer de la 
dé terminer de m a n i è r e que la courbe G satisfasse à la 
re lat ion ( i ) . O n aura 

\ ( i H - ^ H - f 2 ) 2 » t - ï - t - f 

équat ion qui dé termine l'a fonct ion cpi. D e s formules (4 ) 
nous déduisons 

| x — Jçpi ( u) sin u du, 

(c) { y =—J*fi(u) cosudu, 

! * = . J^{u)^{u)du. 
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Cé sont les coordonnées du point M d'une des courbes 
cherchées . O n remarquera que x et y sont les parties 
réelles de l ' imaginaire 

— y i x = Jcpi(u) eiu du. 

En sorte que les quadratures ( c ) se réduisent tou-
jours à deux : 

Çc?i(u)eiu du, J*cpi(u) <J>(u) du. 

O n peut même signaler le cas très étendu où ces qua-
dratures se réduisent à une seule, lorsque 

Dans ce cas, satisfait à l 'équation 

(4 bis) f ( V - y - f r ^ E 

et l 'on a 

z = 

Q u a n t à x et j , ils sont donnés par la quadrature 

ix—y = J eiu ty'(u) du. 

Si ^(m ) est un polynome satisfaisant à l ' é q u a -
tion (4 ¿/J) , Ja quadrature précédente pourra s 'effec-
tuer complètement . 

Remarques. — I . Les équations ( 3 ) ont été e m -
ployées par M . Bioclie pour la démonstration d 'une 
propriété des courbes de J . Bertrand ( B u l l e t i n de la 
Soc. mathém. de France, 1889, p. 109) . 
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I I . I l ex is te u n autre p r o c é d é , dû à M . D a r b o u x , 

p o u r t rouver toutes les courbes satisfaisant à l ' é q u a -
tion ( I ) ( v o i r G . D A R B O U X , Théorie des surfaces, t . I , 
p . 4 3 ) . L e s quadratures qui f igurent dans les formules 
de M . D a r b o u x peuvent aussi se réduire à une seule, 
p a r des c h a n g e m e n t s convenables de variables et des 
fonc t ions , dans des cas très é tendus . 

2 . Nous a l lons , à t i tre d 'appl icat ion , t ra i te r deux 
e x e m p l e s , dont le p r e m i e r nous fera conna î t re un 
e x e m p l e de courbe gauche algébrique à c o u r b u r e c o n -
s tante . 

E X E M P L E 1 : Courbes gauches à rayon de courbure 
constant ( c o u r b e s de M o n g e ) . — Ces courbes satisfont 
à la re la t ion 

R = a ; 
011 a 

x = a j 
. / (1 

—5 sin u du, 

* = a , 3 

(i-f- ¿ 2 ) 2 

I 1 J—cosi 
( I + 4 , 2 ) 2 

y = — a ! 1 :—1——^—cos u du 

J + 

dans le cas où ) = tangw, les quadratures précé -

dentes dev iennent 

x = a J* sin u cos + cos2 u du, 

y = — a J cos2 u y/1 -h cos2 u du, 

z =• a J* sin u y/1 H- cos2 u du, 

et e l les peuvent s 'effectuer c o m p l è t e m e n t en prenant 



4 \ / I K / U \ 3 \pi X — 34— a cos5 ( - ) -4- • J 

Y/'I / 3 U \ 4 - a cos { — -

( 3
9
8 ) 

~ t c o m m e var iable i n d é p e n d a n t e ; là courbe c o r r e s -

pondante 

/ u \ 3 1 / 2 î u \ 
0 0 8 ( ? ) 

4 / 2 . [u\ [u\ 
„ ~ —~ , , 7— a sin4 { - cos ( — > 

\ 2 / 5 \ij \ 2 / 

2 i /2 . B / l i \ 3 l / 2 . / M \ 

. / 3 M \ 6 1 / 2 , / u\ . / U \ 
a sin — ;— a cos^ — sin — , 

\ 2 / D \1 J \lj 

4 / 2 ^ _ - a cos3 ( — 
3 \ 2 / 

est a lgébr ique . 

E X E M P L E I I : Courbes de M. Mannheim. — 
normales principales de ces courbes sont binormales 
d'une autre courbe (voir E . G O U R S A T , Analyse, t . I , 

p. 5 5 p , p o u r la b ib l iographie de ces c o u r b e s ) . 
G o m m e 011 a ici 

1 1 _ a 
i P ^ T ^ - R ' 

il vient 

<?l(M) - (j ^2)3 ( I ^ 2 ^ ,|/2) + -H 

par suite , les coordonnées d 'un point de ces courbes 
seront déterminées par les quadratures 

/
(l -H f (I -4- ̂  -4- sin u du 

/
(i-t- (1 t)/2) 7 cosu du 

+ f 4- f 2 ) -h (4̂  )2 ' 
= f + + f + f 
~ a J (I-i- + 2 y ( 1 + f 2 ) - h " 
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S i , p a r e x e m p l e , o n a 

<K«0 -

les formules précédentes deviennent 

r r sin u x— a\fi I —- -d 

r C cos u, _ / u 
r = — as/i I — ~d  

J VA2-+ 

2 = a\fi j * ^—~-—-d( U 

[M 3 la ] 
DÉTERMINATION DUNE COURBE ALGEBRIQUE GAUCHE; 

PAR M. LANCELOT. 

1 . C h e r c h o n s le degré m i n i m u m d 'une surface pas-
sant par u n e courbe a lgébr ique gauche de degré m . 

S o i t une surface de degré p. E n généra l , e l le coupe 
la c o u r b e donnée en mp po ints , e t , si e l le cont ient 
(mp -4- i ) points de cette courbe , el le la c o n t i e n t tout 
en t i è re , si el le n 'est pas indécomposable . 

La condi t ion nécessaire et suffisante pour que la sur-
face passe par la courbe est donc qu 'e l le c o n t i e n n e 
(mp + i ) de ses points . 

D ' a u t r e par t , on sait que , en généra l , 

p ( p 2 - h 6/? H-ii ) . , —£ — points 

d é t e r m i n e n t u n e surface de degré p , et q u e , par 
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n e passe, en g é n é r a l , aucune surface de degré p. I l 
faudra donc , en généra l , q u e 

mp -f-1 < — J r 6 1 , 

ou que 
J D 3 H - 6 J O 2 - 4 - I I Y ? - F - 6 > 6 / 7 2 / ? -F- 6 , 

p3-t- 6p2— ( 6 m — ii )p > o, 
ou 

p2+-Ç>p — (6m — 11) > o. 

C e t r inôme en p a ses rac ines de signes contra i res si 
6 m > i i ou , m é tant f o r c é m e n t e n t i e r , si \ p 
é tant d 'a i l leurs e n t i e r et posit if , il faut donc que p soit 
plus grand que la rac ine posit ive, ou que 

p > — 3 -f- \/2(3 m — i). 

L e degré m i n i m u m c h e r c h é est donc supér ieur ou 

au moins égal à la part ie ent ière de — 3 + ^ 2 ( 3 / » — i ) , 

à la partie entie 

E [ y 2 ( 3 m — i) ] 

a u g m e n t é e de i , ou à la partie ent ière de y/2(3m — i ) , 
d i m i n u é e de 2 . So i t 

ce t t e part ie e n t i e r e : 
P D E — 2 . 

Ains i , le degré m i n i m u m d 'une surface passant par 
u n e courbe du d e u x i è m e degré , est 

— 2 -f - E ( y/ 2 X 5 ) OU — 2 - f - E ( v / 7 o ) - , 

— 2 + E ( y / i o ) est n u l . D o n c , quel que soit l ' e n t i e r /?, 
on pourra , par une courbe du deuxième degré, faire 
passer u n e surface de degré p . 

Exemples. — i ° E n par t icul ier , par u n e courbe 
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du deuxième degré indécomposable passe toujours un 
plan : toute c o u r b e du deuxième degré est plane. 

L a d o n n é e d 'une c o n i q u e s i tuée sur une surface de 
degré p équivaut d 'a i l leurs , au po int de vue de la dé -
terminat ion de ce t te surface , à + i condit ions . 

2° S o i t u n e c o u r b e du trois ième degré 

E [ / î ( 3 m - i ) ] = E{s/ ' i x 8 ) = E ( / Ï 6 . ) = 4-

Donc. 
/? ^ 2. 

D o n c , u n e courbe du trois ième degré n 'es t , en gé -
n é r a l , pas plane . P a r u n e telle courbe passe tou jours 
u n e surface du deuxième degré . 

L a donnée d 'une tel le courbe équivaut d 'a i l leurs , 
pour la dé terminat ion de la quadr ique , à la donnée de 

mp -1-1 = 2 X 3 - 1 - 1 = 7 points. 

D o n c , par une c u b i q u e gauche , il passe toujours u n e 
inf in i té de quadr iques dépendant de deux paramètres . 
O n retrouve ainsi la d is t inct ion des cubiques en deux 
classes : 

C u b i q u e s g a u c h e s ; 

Cubiques planes . 

3° S o i t u n e c o u r b e du q u a t r i è m e degré : 

E[
V

/

2 ( 3 / ?i — I ) ] = E ( V / 2 X II ) = E ( V / M ) = 4-

Donc pl 4 — 2, p ï i . 

O n voit donc que , par u n e c o u r b e du quatr ième 
degré, i l passe u n e q u a d r i q u e . 

La donnée d ' u n e telle c o u r b e é q u i v a u t , pour la 
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déterminat ion de la q u a d r i q u e , à la d o n n é e de 

2 x 4 + 1 = 9 points 

et dé termine e n t i è r e m e n t eette surface . 
D o n c , en généra l , par une courbe gauche du qua-

trième degré, il passe une quadj'ique et une seule : 
quat tique de Steiner. 

O n sait d 'a i l leurs q u e , si les 9 points sont si tués sur 
la courbe d ' intersect ion de deux quadriques , il passe 
par ces 9 points un réseau de quadriques , se coupant 
suivant u n e courbe gauche du quat r ième degré. D o n c 
il existe une seconde classe de quartiques gauches, 
intersection de deux quadriques : biquadratiques 
gauches. 

E n f i n la q u a r t i q u e peut ê tre p lane . 
O n retrouve ainsi les trois classes de courbes du 

q u a t r i è m e degré , et l 'on voit de plus que toute courbe 
du quat r ième degré appar t ient à l 'une de ces t ro is 
classes. 

4° So i t u n e courbe du c i n q u i è m e degré : 

E [ v / 2 ( 3 » * — ] ) ] = E ( v / 2 x 14) = E ( v / â 8 ) = 5. 

D o n c 

D o n c , par u n e courbe du c i n q u i è m e degré, n e passe, 
en g é n é r a l , aucune q u a d r i q u e . 

P a r u n e tel le c o u r b e passent des surfaces du troi-
s ième degré . L a donnée de cette courbe équivaut , pour 
la dé terminat ion de ce t te surface , à 

3 x 5 -h 1 = 16 points, 

et , c o m m e il faut 19 points pour dé terminer u n e s u r -
face c u b i q u e , par u n e courbe du c i n q u i è m e degré 
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p a s s e , en g é n é r a l , un réseau à trois paramètres de 
surfaces du trois ième degré . 

L a c o u r b e la plus générale du c i n q u i è m e degré fajt 
donc part ie de l ' in tersec t ion de deux surfaces cub iques , 
se coupant en outre suivant une courbe du quatr ième 

degré (4 + 5 = 9 ) . 
I l peut arr iver q u e , par la c o u r b e , passe une q u a -

dr ique : il passera en outre une infini lé de surfaces 
c u b i q u e s dépendant d'au moins trois paramètres , et 
l 'on a une seconde classe de courbes du c i n q u i è m e 
degré , faisant part ie de l ' intersect ion d 'une quadrique 
e t d ' u n e surface c u b i q u e ayant en plus une droite com-
m u n e . 

E n f i n la courbe peut être plane. 

D ' o ù trois famil les de courbes du c inquième degré. 

5° So i t encore une courbe du s ix ième degré : 

E [ v A ( 3 M — I)] = E(V/iTx77) = E ( / 3 4 ) - 5. 

D o n c 
pl 3 . 

P a r une courbe du s ix ième degré passe, en général , 
une surface de trois ième degré, et pas de surface de 
degré moindre . 

L a donnée d 'une tel le courbe équivaut d 'a i l leurs , 
pour la déterminat ion d 'une surface c u b i q u e , à 

6 x 3 + 1 = 19 points. 

C o m m e , en g é n é r a l , par 19 points , il passe une sur-
face c u b i q u e et u n e seule , il s ' ensui t que , en général , 
par une c o u r b e du s ixième degré , il passe u n e surface 
cub ique et une seule . Il passera d 'a i l leurs par cette 
c o u r b e u n e inf in i té de surfaces du q u a t r i è m e degré, e t 
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Fa courbe sera l ' intersect ion de deux surfaces, une du 
troisième et une du quatr ième degré ; cette intersec-
tion étant du degré 3 X 4 = 1 2 comprendra donc deux 
courbes du sixième degré. 

I l peut arriver cjue les 19 points ne soient pas tous 
dist incts , au point de vue de la détermination d 'une 
surface du troisième degré. Alors 18 au plus seront dis-
t incts , et il passerait par la courbe un faisceau de sur-
faces cubiques : ces surfaces cubiques ayant en commun 
une courbe du neuvième degré, il s 'ensuit que le 
nombre maximum de points distincts sera même i n f é -
rieur à 18. L a courbe est alors l ' intersection de deux 
surfaces cubiques, ayant en outre en commun une 
courbe du troisième degré. 

E n lin, la courbe du sixième degré peut être située 
sur une quadrique : el le sera son intersection par une 
surface cubique. Ou encore la courbe peut être plane. 

D o n c , on a ainsi quatre sortes de courbes du sixième 
degré. 

Remarque. — On voit que : 

Toutes les courbes du premier degré (droi te ) ou du 
deuxième degré sont planes; 

Toutes les courbes du troisième et du quatrième 
degrés sout tracées sur des quadriques; 

Toutes les courbes du c inquième et du sixième degrés 
sont tracées sur des surfaces cubiques. 

La loi très s imple, qui semble en évidence sur ces 
premiers exemples : 

Toutes les courbes de degré 2 n — 1 et 111 sont tra-

cées sur des surfaces de degré n, 

se vérifie encore pour les courbes du septième et du 
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h u i t i è m e d e g r é s , et p o u r cel les , du n e u v i è m e et du 
d i x i è m e d e g r é s ; à par t i r de ce point , e l le cesse d 'ê t re 
e x a c t e : toutes les courbes de degrés 11, 1.2, i 3 sont 
t racées sur des surfaces du s ix ième degré . 

O n a, en effet , 

p l E ( 3 m — 1 )] — 2, 

\ 7 . # . . . . / ? ^ E ( / 4 ° ) — 1 o u =4» 
m — l 

I 8 pl E ( / 4 6 ) — 2 ou 

m 
^ 9 pl E ( v / 5 2 ) ~ 2 OU 15, 
s 
/ 10 / ? ^ E ( / 5 8 ) — 2 ou 15, 

^ 11 p l E ( s / 6 i { ) — 2 ou 

m = < p> E ( V / t o ) — 2 ou 16, 

\ i3 p l E ( ^ ) — 1 ou >6 . 

2 . Nombre des paramètres dont dépend une courbe 
gauche unieursale de degré m. — U n e c o u r b e a lgé-
br ique de degré m , C,w , coupe le plan de l ' inf ini en 
m points . O n peut tou jours , en faisant au besoin u n e 
t ransformat ion homographique , supposer l 'un d 'eux 
s imple . So i t A la d i rec t ion dans laquel le ce point se 
trouve r e j e t é à l ' in f in i . 

Considérons le cy l indre k ayant pour directr ice la 
courbe C , et dont les génératr ices sont paral lè les à la 
direct ion A. C e cyl indre est de degré m— 1; car un 
plan paral lè le à ses génératr ices coupe la c o u r b e C en 
un point à l ' inf ini , et eu m— 1 autres p o i n t s ; donc il 
coupe le cy l indre k suivant m— 1 générat r i ces . 

D e plus, sur toute génératr ice s imple du cyl indre k 
se trouve 1111 point et un seul de la courbe C . E u effet, 
le cy l indre k ayant la courbe C pour d irec t r ice , sur 
c h a c u u e de ses génératr ices se trouve au moins un point 
de là c o u r b e . 
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Supposons que sur une génératrice simple D se 
trouvent deux points de la courbe C. T o u t plan P 
passant par cette génératrice coupe le cylindre sui-
vant m — i autres droites, contenant chacune au moins 
un point de la courbe : d'où au moins m — 2 points 
communs à la courbe C et au plan P . A ces points il faut 
a jouter un point à l ' infini et les deux points de la géné-
ratrice, ce qui ferait m -f- 1 points : ce qui ne se peut. 

Cherchons à déterminer la courbe C sur le cylindre k. 
O n pourra pour cela se donner l'abscisse x du point de 
la courbe situé sur chaque génératrice du cylindre k . 

Supposons que le cylindre k soit déterminé par la 
direction de ses génératrices, et sa base dans 1111 plan 
fixe* P. Supposons, en outre, que l'on ait pu exprimer 
les coordonnées courantes de cette base en fonction 
d'un paramètre, au moyen d'une représentation para-
métrique algébrique parfaite : c 'est-à-dire telle qii'à 
toute valeur du paramètre A corresponde un point et un 
seul de la base, et que, réc iproquement , à tout point 
simple de la base corresponde une valeur et une seule 
du paramètre Ces conditions sont remplies pour une 
courbe unicursale : nous 11e considérerons, dans ce qui 
suit, que des courbes telles que le cylindre À que l 'on con-
sidère soit unicursa l ; la position d'une de ses généra-
trices est alors déterminée par la valeur de \ correspon-
dant au point où elle rencontre sa base dans le plan P . 

Comme la courbe n 'a qu'un point sur chaque géné-
ratrice du cylindre Zr, l 'abscisse x du point qu'el le 
possède sur ûne génératrice X sera liée à À par une 
relation l inéaire en x , qui, résolue par rapport à x , 
sera de la forme 

f et © étant deux polynomes : la courbe C est alors 
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elle-même unicursale. L\r d'un point de la courbe est , 
par exemple, la longueur de la génératrice qui le com-
prend, comprise entre ce point et le plan de la base. 
Donc , les points d ' intersect ion de la courbe et d'un 
plan parallèle au plan de base sont donnés par l 'équa-
tion 

où \ est regardée comme l ' inconnue. La courbe étant de 
degré m, il y a m points répondant à la quest ion. 
L 'équation en \ est donc de degré m, et par suite les 
polynomes / e t cp sont de degré m. 

Ent in , un point de la courbe G peut s 'éloigner à l ' in-
fini de deux manières : 

i ° S u r une des (m—2) génératrices du cylindre 
situées dans le plan de l ' inf ini . S u r chacune d'elles se 
trouve un point el un seul de la courbe. Soient , 

les paramètres de ces génératrices : ce 
sont des quantités parfaitement déterminées. 

20 Un point et un seul de la courbe se trouve à l ' in-
fini dans la direction des génératrices du cylindre k. 

L'asymptote correspondante de la courbe est alors une 
génératrice du cylindre, qui peut d'ailleurs être quel -
conque. Soit À0 son paramètre. 

O r x ne peut devenir infini, et le polynoine cp ( x ) ne 
peut devenir nul que si le point M s'éloigne de l ' infini •, 
cp ( x ) a donc pour racines \K, . . . , qui sont des 
nombres déterminés dès que l 'on connaît le cylindre k 
et la représentation choisie pour la base du cylindre k : 
le cl ioix de cette représentation n'influe d'ail leurs pas 
sur la courbe G et, en faisant varier cette représentation, 
011 ne fait pas varier la courbe C . Dans ces conditions, 
le polynome cpÇk) ne comprend, à un facteur constant 
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près, que l 'on peut faire rentrer dans le p o l y n o m c / ( X ) , 
qu 'une seule arbi t ra ire , X0 : 

<p(X) = (X —X0) (X - X, ) . . . (X - X « - ! ) . 

D'ai l leurs le polynome / ( X ) est un polynoine arb i -

traire et contient ( m - H i ) arbi tra ires ; donc l 'expres-

sion x = ^ y j contient m 2 paramètres arbitraires . 

Inversement , une courbe quelconque définie par le 
procédé ainsi indiqué est une unicursale de degré m. 
Car prenons pour axe des x une parallèle aux généra-
trices du cylindre À", et pour plan des yz le plan de 
base de ce cy l indre ; soient 

y = W 0 , * = 6(X) 

les coordonnées courantes de sa base en fonction d'un 
paramètre : la base étant unicursale de degré (m — 1 ), 

et 6 sont des fonctions rat ionnelles de X, de 
degré m — 1. Comme X i ? X 2 , . X m _ , sont les para-
mètres des points à l ' infini de la courbe?, les dénomina-
teurs sont identiques à ( X — X , ) . . . ( X — X7W_i), et l 'on 
peut écrire 

__ fr(x)(x-x0) _ e ( X ) ( X - X o ) 
<P(X) ' cp(X) 

avec en plus 

La courbe est donc bien unicursale et du degré m. 
A i n s i , étant donné un cylindre unicursal quel -

conque de degré m — 1, il existe, sur ce cyl indre, une 
infinité de courbes unicursales de degré m, dépendant 
de m H- 2 paramètres. 

Reste à chercher de combien de paramètres dépend 
un tel cyl indre. O11 peut le déterminer par la direction 
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de ses généra t r i ces , d 'où deux p a r a m è t r e s , et par sa 
base dans un plan d o n n é . 

O r , ce t te base est u n e c o u r b e de degré m — i , ayant 
le n o m b r e m a x i m u m de points doubles que comporte 

J ' » . ' J - ( M — 1 ) ( M — 3 ) ^ , 
sou degre : c est-a-dire — O r , la connais-O 2 7 

sance d 'une courbe de degré ni— i ( p l a n e ) dépend 
j (m — i)(/n-4-2) , T ... , ,, 
de - paramétrés . L e lait qu e l le doit avoir 

un po in t double équivaut à dire q u e , f(xyz) = o é tant 
son équat ion h o m o g è n e , les t ro is équat ions 

/ ¿ = o» fy = fz=° 

o n t un système de so lut ions ; ce qui équivaut à u n e 
c o n d i t i o n . L e fait qu 'e l le est unicursale vaut donc 

(m — i) (m — 3 ) . . . 
conditions : i 

et il reste 

(m — I ) ( m -H 2 ) — (m — 2 ) ( m — 3 ) i ^ 7 — 3/71 — 4 paramétrés. 

U n e courbe unicursa le plane de degré m — i dépend 
donc de ?>m — 4 paramètres . 

E x e m p l e : 

m = 2 . . . la droite dépend dans le plan de 2 paramètres 
m = 3 . . . une conique dépend de 5 paramètres 
m — 4 • • • u n c cubique à point double dépend de 8 paramètres 

U n c y l i n d r e unicursa l de degré m — i dépend donc 
de 3 m — 2 paramètres . 

E n i i n , c o m m e sur u n tel cy l indre se trouve u n e infi-
n i té de courbes unicursales gauches de degré m , dépen-
dant de m -4- 2 paramètres , on voit que : 

L a déterminat ion d 'une courbe un icursa le gauche de 
degré m dépend de 

3 m — 2 + W + 2 = 4 » I p a r a m è t r e s . 
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Remarque. — La démonstrat ion ne s 'applique pas à 

la ligne droite. Cependant la formule doune, en y 
faisant m — i , le nombre des paramètres dont dépend 
une droite : /¡. 

O n sait que toute courbe du deuxième degré est uni-
cursa le , et qu'il en est de même de toute cubique 
gauche. La formule peut donc s 'appliquer pour toutes 
les courbes du deuxième degré ; une conique dépend 
de 4 X 2 = 8 paramètres : 3 pour son plan, 5 pour la 
déterminer dans son plan. 

El le s 'applique aussi à toutes les cubiques gauches : 
une cubique gauche dépend de 4 X 3 = 12 paramètres. 
Comme un point équivaut, pour la connaissance d'une 
courbe, à deux conditions, on voit que par 6 points 
passent un nombre fini de cubiques gauches. On peut 
voir d'ailleurs qu'il n y en a q u ' u n e ; car le cône de 
degré 2 qui a pour sommet l 'un des 6 points et qui 
passe par la courbe est parfaitement déterminé, et l 'on 
a 6 cônes du deuxième degré passant par la courbe . 

E n f i n , 011 sait que les quartiques se décomposent en 
trois familles : quartiques de Ste iner par lesquelles ne 
passe qu'une seule quadrique ; biquadratiques gauches et 
quartiques planes. Les quartiques de Ste iner sont un i -
eursales. Donc une quartique de S te iner dépend de 
4 x 4 = 16 paramètres. 

Comme 011 sait cjue par 8 points passe une b iqua-
dra tique gauche et une seule, la biquadratique gauche 
dépend aussi de 16 paramètres. 

Le problème du nombre de paramètres dont dépend 
une courbe gauche est donc complètement résolu pour 
le quatrième degré. 
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[ I / l O a ] 
SUR l M PROPRIÉTÉ DE LA PARABOLE; 

PAR M. V. JAMET. 

Dans l ' A r t i c l e que j 'ai publ ié au mois de ju in ( c o n -
cours de l ' E c o l e P o l y t e c h n i q u e , so lut ion g é o m é t r i q u e ) , 
je suppose c o n n u e , ou tout au moins a isément d é m o n -
t r a b l e , la proposition suivante : 

Dans la strophoïde, les cordes dont les extrémités 
sont sur deux rayons vecteurs issus du point double 
et également inclinés sur les tangentes en ce point, 
enveloppent une parabole. 

Cel te proposit ion intervient seulement à la fin de 
l ' A r t i c l e , et le l ec teur en aura c e r t a i n e m e n t fait une 
véri f icat ion a n a l y t i q u e . La démonstrat ion géométr ique 
eu est p e u t - ê t r e moins immédia te , et voici la f o r m e , 
ou tout au m o i n s u n e des formes , qu'on peut lui 
d o n n e r . 

R a p p e l o n s d 'abord que toute strophoïde est , par r a p -
port à une parabole , la podaire d'un point situé sur la 
d i rec t r ice de cet te parabole , et que ce point est le point 
double de la s trophoïde. So ient donc O le point double 
d 'une s t rophoïde , O H la d i rec t r i ce de la parabole c o r -
respondante , F le foyer de cet te parabole , B C une 
droite qui lui est tangente . S u r cette droite se t rouvent 
trois points de la s t rophoïde ; l 'un d 'eux est la p r o j e c -
tion du point O sur B C . Nous désignons les deux autres 
par B et C , et nous aurons démontré not re théorème si 
nous faisons voir que les deux droites O B , O C sont 
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également inclinées sur les tangentes menées du point O 
à la parabole . 

A cet effet, cherchons à déterminer les deux t a n -
gentes à la parabole autres que B C , issues, Tune de B , 
l 'autre de C . El les forment avec B C un triangle ABC 
dont l 'orthocentre H se trouve sur la directr ice de la 
parabole donnée ; et comme O B et O C sont respective-
ment perpendiculaires à A B et AC, la figure O B H C est 
un parallélogramme et le point de rencontre D de ses 
diagonales est au milieu de BC. Donc le centre E du 
cercle circonscrit au triangle A B C se trouve sur la 

droite menée de D perpendiculairement à B C , et l'on 
observera que cette droite D E est tangente à la para-
bole . Ce même cercle c irconscr i t passe par le point F ; 
j e dis qu' i l passe aussi par le point O . E n effet, B C est 
la tangente au sommet d'une parabole de foyer O et 
tangente aux deux droites A C , AB, puisque cel les-ci 
sont perpendiculaires à OC et à O B , respectivement. 
Donc le centre , du cercle circonscrit au triangle A B C 
est sur la droite menée du milieu M de la droite O F , 
perpendiculairement à O F . Cette droite est encore une 
tangente à la parabole : le point où elle coupe D E est 
le centre cherché , et la détermination des points B C 
n'offre plus de difficulté ( E C = E B = E F ) . 
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C h e r c h o n s e n c o r e à d é t e r m i n e r les points I , J , où la 

droi te B C est coupée par les tangentes menées du 
point O à la parabole . A cet effet, observons que ces 
deux droites 0 1 , O J sont rectangulaires et que , dans 
toute c o n i q u e , la portion d 'une tangente comprise entre 
deux tangentes rec tangula ires est vue du foyer sous un 
angle droit . D o n c l ' a n g l e 1 F J doit ê t re droi t , et les 
quatre points O , I , J , F doivent être sur une c i r c o n f é -
rence ayant pour diamètre I J . S o n cent re G est donc 
sur la droi te EM-, de là la dé terminat ion immédiate des 
points I , J . 

J e dis e n c o r e q u e ces deux points sont c o n j u g u é s 
harmoniques par rappor t à B, C , c ' e s t - à - d i r e que 
l 'on a 

GB.GG = GÏ\ 
ou b i e n 

GB.GG = GÔ\ 

ou b i e n encore q u e l l e s deux cercles E , G , que nous 
avons déterminés , se coupent à angle droit , ou enfin 
que les deux droi tes E O , O G sont rectangulaires . 
Mais ces deux droi tes f o r m e n t u n e figure symétr ique de 
l 'angle E F G par rapport à la droite E G , et cet angle E F G 
est droit , parce que E G est e n c o r e une port ion de tan-
gente à la parabole , comprise entre deux tangentes rec-
tangulaires . 

D o n c enfin les quatre droites O B , O C , 0 1 , O J 
f o r m e n t u n faisceau h a r m o n i q u e dont deux rayons 
c o n j u g u é s sont rec tangula i res . C e sont d o n c les bissec-
tr ices des angles formés par les deux autres rayons . 

c . Q. F . n . 
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correspondance. 

M. G. — Dans le Volume des Nouvelles Annales pour 1902 
(p. 286), M. Mannheim a donné ce théorème : 

Les pieds des perpendiculaires abaissées d'un point m 
d'une conique E sur les côtés d'un triangle inscrit dans 
cette courbe appartiennent ci un cercle qui passe par un 
point fixe, quel que soit le triangle. Ce point est sur le 
diamètre de E qui passe par le point de Frégier g relatif 
à m, l'harmonique conjuguée de g par rapport aux extré-
mités de ce diamètre. 

Lorsque la conique est une hyperbole écjuilatère, le point 
fixe obtenu est donc le centre de l'hyperbole. On arrive ainsi 
à la propriété dont s'est servi récemment M. Fontené (Î9o3, 
p. 260) pour démontrer le théorème de Feuerbach. Une dé-
monstration élémentaire de la propriété en question avait un 
certain intérêt. 

Pour construire un triangle donné par les points remar-
quables O, I, H, on doit construire d'abord (1906, p. ? 4 0 la 
formule suivante : 

2 T = R — 2ÛI. 
2 421 

Prolongeons HI de sa longueur jusqu'à S; nous aurons 

R X OS = Ô7\ 2 r ~ R — O S. 

Le cercle tangent en I à 01 , et qui passe en S, coupe OS au 
point T, et l'on a 

R = OT, ir ~ ST. 

M. P a r r o d . — La solution de la cinquième question du 
problème d'Agrégation, parue dans le dernier numéro des 
Nouvelles Annales, me paraît incomplète. 
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Quand le point h est entre H et H', le grand axe n'est 

pas OT; qh est maximum en même temps de QH, les 
angles POH et P 'OH' sont alors de 45° et la droite HH' 
passe par le centre de similitude des cercles OP et OP'. On 
voit ainsi que les sommets non situés sur PP' décrivent deux 
droites passant par le centre de similitude et que le cercle 
principal correspondant est tangent aux tangentes communes 

OP 
des deux cercles. Quand m est égal à zt^-jy^ l'ellipse se 

réduit à un segment de droite. 

CERTIFICATS DE PHYSIQUE MATHÉMATIQUE. 

Paris. 

É P R E U V E É C R I T E . — Théorie de l'absorption de la lumière 
par les cristaux translucides possédant trois plans rectan-
gulaires de symétrie de contexture. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Dans une certaine tourmaline, 
Vellipsoïde inverse d'absorption, pour une certaine cou-
leur du spectre, a son axe de révolution triple de son axe 
équatorial {représentatif, par l'inverse de son carré, du 
coefficient d'absorption des vibrations du rayon ordi-
naire); et de plus, sur un trajet de imm, dans une plaque 
taillée parallèlement à Vaxe optique, se trouve réduite 
de moitié, dans la même tourmaline, l'intensité lumi-
neuse d'un rayon extraordinaire de la couleur dont il 
s'agit, entré sous l'incidence normale. 

On demande quelle épaisseur de cette plaque sera 
nécessaire pour y réduire l'intensité lumineuse du rayon 
ordinaire au centième de celle du rayon extraordinaire, 
l'un et l'autre étant censés avoir même intensité au départ, 
ou provenir d'un pinceau de lumière naturelle entré nor-
malement dans la plaque. (Juillet 1903.) 

E P R E U V E É C R I T E . — Lois des ondes lumineuses planes 
dans un corps transparent homogène, mais hétérotrope, 
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quand on néglige la dispersion et la polarisation rota-
toire. 

É P R E U V E PRATIQUE. — Dans un cristal transparent, rap-
porté à ses axes principaux et où se propage un système 
d'ondes planes, les angles a, p, -y de la normale à ces 
ondes avec les x, y, z positifs et les angles analogues a', 
p', y' de la vibration avec les mêmes x, y, z positifs véri-
fient la relation 

cosa cosa' cosScosB' C O S Y C O S V ' 
j — — r I— == O. a2 bl cl 

Cela posé, l'on donne 

b c 
— = I , — — ( ) , < > , COS 0 = O, a a ' 

et l'on demande quelles sont les deux inclinaisons pos-
sibles de la vibration sur le plan de l'onde, cfuand Vaxe 
des z ou axe optique est lui-même incliné à 45° (c'est-ci-dire 
dyun demi-angle droit) sur ce plan. 

(Octobre igo3.) 

E P R E U V E É C R I T E . — P o u v o i r refroidissant d'un fluide sur 
un plateau. 

E P R E U V E PRATIQUE. — Comparaison des pouvoirs refroi-
dissants d'un cylindre et d'une sphère. 

(Juillet 1904.) 

CERTIFICATS D'ANALYSE ET DE GÉOMÉTRIE INFINITÉSIMALE. 

Bordeaux. 

É P R E U V E É C R I T E . — I . Une surface variable 2 est seulement 
assujettie à limiter, avec le carré P Q R S du plan xOy, un 
volume donné V. 

Calculer l'intégrale de surface suivante, étendue à 
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l'une quelconque des surfaces 

J ^ (^o e.y -f- ez -f- mx -h ny - 4 - pz -+- q j dy dz 

— ( 7Ù eX~h m'X n ^ ^Z cl' ) dx 

~ ( â F ^ m ' x + n " y p " z ̂  f) d x d y ' 

où o désigne une fonction continue de x; 6 une fonction 
continue de x et de y ; et m, ny . . . , p", con-
stantes. 

Les. coordonnées x et y des points P, Q, R, S sont res-
pectivement : 

Pour P x — — i y = — i 
» Q x =-{-1 y = -f-1 
» R x =-h I y = -h I 
» S x = -h i y — — i 

II. Par chaque point M d'une courbe C on mène une 
droite MN de longueur donnée et constante et faisant avec 
la tangente, la normale principale et la binormale à la 
courbe G des angles donnés et constants. 

Lorsque le point M décrit la courbe C, le point N décrit 
une courbe v. 

Trouver la condition que doivent remplir les données 
pour que le plan normal à la courbe y, en chacun de ses 
points N, passe par le centre de courbure ( centre du cercle 
oscillateur) de la courbe G relatif au point correspon-
dant M. 

Interpréter les résultats. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Exposer brièvement la méthode de 
Cotes pour le calcul approché des intégrales définies. 

Calculer les quatre coefficients K lorsque le nombre 
des points de division (en y comprenant les deux points 
extrêmes) est égal à 4-

On se servira de ces résultats numériques pour calculer 
Ami. de Mathémat., 4e série, t. V. (Septembre i<)o5.) 



( 4i8. ) 
une valeur approchée de Vintégrale définie 

s 
(x — 5)(x — 6)_(x — 7 ) 

x(x — 8 )
 a x

' 

(Juillet 1904.) 

É P R E U V E É C R I T E . — I . Trouver la surface enveloppe E de 
la famille de cônes représentés par l'équation 

( d x -h x -hy -h z — i) (6y -h z) — dx(x -i-y -f- z — 1 ) = 0 , 

où 0 désigne le paramètre. 

II. Montrer que la surface du quatrième degré E peut 
être engendrée par une droite s'appuyant sur les deux 
droites 

A ¡ - = 0 . 

I y = o, 

( x y -h z — 1 = 0 . 

On fera voir, en passant, que A et A' sont des droites 
doubles de la surface et Von écrira les équations des deux 
plans tangents ci la suif ace E en chaque point de A. 

III. La droite 

G \ x = °> 
I x -h y -4- z — 1 = 0 

est aussi une droite double de la surface; écrire l'équation 
du plan tangent à la surface E en chaque point de G et 
étudier rapidement la variation de ce plan tangent 
lorsque le point se déplace sur la droite G. 

IV. Les coordonnées des divers points de E étant expri-
mées, d'après les résultats de la deuxième question, en 

fonctions de deux paramètres, on déterminera les lignes 
asymptotiques de cette surface. 

É P R E U V E PRATIQUE. — Les candidats traceront sur leur 
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copie une courbe située dans le plan zOx et analogue à 
celle de la figure ci-contre. 

On prendra 

OA = ora,io, 

OB = om , i2. 

Calculer, en employant la méthode de Simpson, quelques 

valeurs approchées du volume engendré par l'aire OAMB 
tournant autour de Oz. 

Les candidats emploieront les deux heures qui leur sont 
données de manière à obtenir le plus grand nombre pos-
sible de valeurs approchées. On divisera l'intervalle OB 
successivement en 2, 4» 6, . . . parties égales. 

(Novembre 1904.) 

Lyon. 

É P R E U V E É C R I T E . — I . Les génératrices rectilignes d'une 
surface réglée S rencontrent toutes l'axe des z. S admet 
pour courbe asymptotique la cubique 

y = x2, z — x3. 

Construire : i° la surface S; i° les courbes asympto-
tiques M de S; 3° les trajectoires orthogonales N sur S 
des courbes M. 

Les coordonnées sont rectangulaires. 
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SOLUTION. 

S est le conoïde 

zxz = y3. 

Les courbes M sont les cubiques 

y = z = a3x3 (a = param. arb.). 

Les courbes N sont découpées sur S par les ellipsoïdes 

x* -l- 2y2-h 3z2 = p ( ¡3 = param. arb.). 
II. Calculer Vintégrale 

>Jz . , / ———c/3, ou z = x y y—i, 

prise, dans le sens direct, le long du cercle x2-hy2= R2. 
(Novembre 1904.) 

CERTIFICATS DE MÉCANIQUE RATIONNELLE. 

Besançon. 

É P R E U V E É C R I T E . — I ° Mouvements réels d'un solide indé-
fini dont chaque point décrit une trajectoire sphérique. 

2° A quelle variété se réduit un pareil mouvement quand 
un point du solide décrit un cercle? 

É P R E U V E PRATIQUE. — Un pendule dont le centre de gra-
vité est à 2,n au-dessous de l'arête du couteau de suspension 
est pressé sur un cylindre de omm,25 de rayon par une 
force égale à son poids. 

Après six oscillations simples, la demi-amplitude a 
subi une diminution de 3o*. 

/ 
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Calculer le coefficient de frottement entre le petit 

cylindre et le contact frottant. 

On néglige la résistance de l'air et le frottement de 
roulement sur l'arête du couteau. (Juillet 1904.) 

Bordeaux. 

E P R E U V E ÉCRITE. — I ° Etude cinématique du mouvement 
d'un système invariable qui a un point fixe. 

Un point matériel, de masse m, est soumis à l'action 

de la force centrale et attractive — R désignant une 

constante et r la distance du point au centre d'attraction. 
A un certain instant, il est en un point donné A. et a une 
vitesse connue v. 

Déterminer la direction de cette vitesse, sachant que la 
trajectoire passe par un second point donné B. 

Discussion. 
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É P R E U V E PRATIQUE. — Déterminer le centre de gravité 

d'un onglet sphérique homogène : 

Rayon de la sphère 0,237 
Angle d'ouverture de l 'onglet. . . 63°2i'35" 

(Juillet 1904.) 

É P R E U V E É C R I T E . — I ° Mouvement relatif d'un point 
matériel ; forces apparentes, leur expression analytique. 

2° Appliquer le principe des vitesses virtuelles à la 
détermination de la position d'équilibre de deux sphères 
homogènes pesantes appuyées l'une contre l'autre et contre 
deux plans dont l'intersection est horizontale. 

On néglige les frottements. 

É P R E U V E PRATIQUE. — On considère un trièdre trirec-
tangle O xyz\ un point A sur Ox, un point B sur Oy, un 
point G sur Oz-, enfin, la perpendiculaire CD abaissée 
de C sur AB. 

On demande de déterminer les éléments de la réduction 
canonique du système de vecteurs 

ÔÂ, ÔB, CD, 
sachant que 

OA = 1, OB = 2, ÔG = 1. 

On calculera les angles de l'axe central avec les axes 
Ox, O y, O z et les coordonnées du point où il coupe le 
plan xOy. (Novembre 1904.) 

Gaen. 

É P R E U V E É C R I T E . — I . Un ellipsoïde représenté, en coor-
données rectangulaires, par l'équation 

Y * - H 4 Z 2 = 4 

est rempli d'une masse homogène S douée d'un pouvoir 
attractif suivant la loi de Newton : calculer Vattraction Z 
subie par un point M situé sur l'axe des z à l'intérieur de 
l1 ellipsoïde. Mouvement que prendrait ce point, d'abord 
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en repos, si la masse S était fluide, n'opposant au mou-
vement de M qu'une faible résistance proportionnelle à la 
vitesse. 

SOLUTION. 

II. Une plaque très mince, homogène, de poids img, a 
la forme d'un triangle équilatéral OPQ, de côté ia 
dont le sommet O est fixe, tandis que le sommet P est 
assujetti à se mouvoir sur une circonférence horizontale 
ayant son centre en O. Equations générales du mouve-
ment de la plaque; conditions pour que l'angle de la 
plaque avec Vhorizon soit constant. Etudier le mouvement 
quand les vitesses initiales sont nulles; cas des petites 
oscillations. 

SOLUTION. 

Prenant comme axes mobiles les axes principaux en O, on 
détermine la position de la plaque à l'aide des trois angles 

7C 
d'Euler, cp restant égal à on écrira les équations de La-

grange, où 

2T = ma"\3 0'*-+- (7 + 3 cos20) <]/» — 4 sjz 6 ' f sin6]. 

On trouve que, pour que 6 soit constant, il faut que <j/ le 

soit lui-même avec la valeur 4 / — t—^—k* Quand la plaque 
y 3 a s i n 0 r 4 

part du repos, l'équation relative à et celle des forces vives 
donnent sinô 4 g 7 + 3cos26 • 
4> = — 0 , 0 ' 2 = - 2 . l (sinOn— sm6). Y 7 -4-3 cos2 0 ' 3 a 3 -h 7 cos2tt 0 } 

C A L C U L . — Un point pesant, assujetti à se mouvoir sur 
une sphère de im de rayon, a été lancé dans des conditions 
telles que sa trajectoire reste comprise entre le plan hori-
zontal qui passe par le centre et le plan parallèle situé 
à im au-dessous. Calculer, à o8,oooi près, le temps néces-
saire au mobile pour passer du point le plus haut au point 
le plus bas de cette trajectoire en supposant g égal à ir2. 
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S O L U T I O N . 

Jo V^ 

sfô, dz 
= o", 6674. 

rz(l — z)(4-i-Z) 

Grenoble. 

É P R E U V E É C R I T E . — Une circonférence homogène, pesante r 

de masse m, de rayon a, est assujettie, par des liaisons 
sans frottement, à toucher un plan fixe xt Oyi en un 
point fixe Ü. 

i" Former les équations différentielles du mouvement 
par la méthode de Lagrange. 

2° Retrouver les intégrales premières de ces équations 
par l'emploi direct des théorèmes généraux. 

3° Montrer que ces équations s'intègrent par des qua-
dratures. 

4" A un instant donné, on introduit brusquement de 
nouvelles liaisons sans frottement et persistantes, qui 
fixent le plan de la circonférence ; l'état des vitesses étant 
connu immédiatement avant l'introduction des liaisonsy 

trouver l'état ultérieur des vitesses. 

E P R E U V E PRATIQUE- — Sur une cuvette hémisphérique 
fixe T, de rayon H, et dont la concavité est tournée vers 
le haut, on place une petite bille homogène pesante, de 
rayon r, et on l'abandonne SANS V I T E S S E . 

I. Étudier le mouvement de la bille. 

II. Trouver la durée des oscillations infiniment petites 
de la bille lorsque sa position est initiale et très voisine 
du point le plus bas de T. 

III. La position initiale étant quelconque, déterminer 
la réaction de T lorsque la bille est aussi bas que pos-

Pour chacune des trois questions qui précèdent, on envi-
sage successivement les deux hypothèses suivantes : 

i° La bille peut glisser et rouler; il n'y a pas de frot-
tements ; 

sible. 
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2° La bille ne peut que rouler; il n'y a pas de frotte-

ment de roulement. 
Applications numériques (unités C.G.S.) : 

R = IOO, / = i, ^ = 981, m = 3o. 

En appelant 0 l'angle de la normale commune exté-
rieure aux deux sphères limitant la cuvette et la bille 
avec la verticale descendante, pour la question III, on 
supposera la valeur initiale de 6 égale à 6o°. 

Lyon. 

E P R E U V E É C R I T E . — I. Une barre AB pesante, homogène, 
solide, de longueur il, est attachée par son extrémité A à 
un fil flexible, inextensible, sans masse, de longueur L, 
avec un bout fixe O. 

Au début du mouvement, la figure OAB est dans un 
plan vertical P, et le fil est tendu. On lance la barre 
dans le plan P d'une façon quelconque, mais telle toute-
fois que le fil reste d'abord, tendu. 

Etudier le mouvement. 

II. Un point M décrit une trajectoire G, dont les équa-
tions par rapport au trièdre trirectangle Oxyz des coor-
données sont (t est le temps) : 

n n n 

(71 = O, I, . ..,00). 

Soient 

p2 = y2 ^ ; 

A = xy -h yz -+- xz ; 
MV le vecteur vitesse; 
MF le vecteur accélération; 
R le rayon de courbure ; 
T le rayon de torsion. 

Calculer : les longueurs MV et MT; les cosinus des 

angles OMV, ÔMF, V M F ; les accélérations normale et 
tangentielle; les rayons R e / T. 
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Montrer notamment que 

2 2 /Cp6 or .rv = ^ = - 4 T 

et que les quantités à calculer sont toutes exprimables 
en A et p. (Novembre 1904.) 

Marseille. 

É P R E U V E É C R I T E . — Dans un plan vertical, on place une 
cheville horizontale O qui est dépolie. 

Un disque circulaire G, pesant et homogène, est aban-
donné sans vitesse initiale et vient heurter contre la 

cheville O après une chute d'une hauteur h égale à 
quatre fois son diamètre. 

Trouver le mouvement de ce disque après le choc, 
sachant que les corps choqués sont mous et que, au 
moment du choc, le rayon qui passe par la cheville fait 
un angle de 3o degrés avec Vhorizontale. Le coefficient 
de frottement entre le disque et la cheville est égal ci 

Trouver au préalable quelle doit être la hauteur h de la 
chute initiale du disque pour que, après le choc, le disque 
ne reste pas appuyé sur la cheville et ne la rencontre pas 
encore une fois. 

S O L U T I O N . 

Le disque, dont le moment d'inertie par rapport à son 
centre est ^MR2, commence par tomber verticalement d'un 
mouvement de translation dont la vitesse au moment du choc 
est v0 = f igh. 

Mettons l'indice o pour désigner le commencement du choc 
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et l'indice 1 pour en désigner la fin, nous aurons, en prenant 
la verticale Oy vers le haut, 

Soit S la composante normale de la percussion qui se pro-
duit en O pendant le choc; la composante tangentielle en 

sera Ŝ  tant qu'il y aura glissement. Soit a l'intégrale / S dt 
Jfo 

qui mesure la percussion en quantité de mouvement. Appli-
quons le théorème du mouvement du centre de gravité et 
celui des moments des quantités de mouvement par rapport 
au centre de gravité. Soit a> la vitesse angulaire de la rota-

tion positive de gauche à droite. Soient a?, y les coordonnées 
du centre de gravité. Nous aurons 

M 

M 

( S ^ ' i c o s a - Z s i n a ) , 

( " ¿ i ) = <*(sina - b / c o s a ) , 

j MR2o>! = /ŒR. 

A la fin du choc, la vitesse du point O du disque, estimée 
suivant la normale OC, doit être nulle. Gomme la vitesse de 
ce point résulte de la translation du centre G et de la rota-
tion 10, on a, pour cette composante normale, 

l dx\ 
U ] / 

dy 
dt 

TK ô sin CL — O. 
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On a donc, après le choc, 

[ ( ^ ï ? ) == ^ o s i n a ( c o s a — / s i n a ) , 

^ ^ 1 = — c o s a ( c o s a — / s i n a ) , 

R a ) i = w 0 / s i n a . 

Mais ce n'est vrai que s'il y a eu glissement pendant tout le 
choc en sens contraire de S .̂ Autrement dit, la vitesse de 0 , 
estimée suivant S*, doit être négative pendant toute la durée 
du choc. 

A la fin du choc, elle est 

— (^ïï") c o s a = = — ^o(cosa — 3 / s i n a ) . 

On doit donc avoir 

cosa — 3 / s i n a > o, 

c'est ce qui arrive avec les données du problème. 
On verrait, du reste, que cette quantité est négative pen-

dant tout le choc, en remarquant que, pendant la durée du 
choc, la valeur de a est zv0 sina, 011 s est compris entre o et 1. 

Connaissant par les formules ( A ) le mouvement à la fin du 
choc, il s'agit de trouver le mouvement qui suivra. Mais ce 
mouvement ne sera pas le même si le disque reste appuyé 
sur O ou s'il se sépare de O. 

Si le disque se sépare du point O, son mouvement sera le 
suivant : le centre de gravité se mouvra comme un point 
pesant et décrira une parabole avec une vitesse de rotation 
constante égale à toj. 

Examinons s'il peut en être ainsi. La parabole décrite par le 

d'où 

et 

d'*x _ d'zy _ 
~dtï ~ ~dF- ~~ 

dx ^ idx\ dy _ Idy 
dt dt) 1 ' dt \ dt ) 1 gt 

x — sina ( c o s a — y sina) t -+- R cosa, 
y = — p0 cosa (cosa — / s i n a ) t — \gt*-\- R sina. 
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La distance de ce point à l'origine donne 

x 2 - 4 - ^ 1 = R 2 - h ^ [ p 2 ( c o s a i n a ) 2 _ R ^ s i n a ] 

-H^o^T cosa(cosa — /sina)i 3 -+- xg*tk . 

Cette quantité est plus grande que R2 sf i 'o n a 

e|(cosa — / s i n a ) 2 — R ^ sin a 

-h Vog cos a (cos a — / s i n a) t - 4 - \gt2 > o. 

Le discriminant de ce trinôme en t est 

g2 sina [R^- — p2 sin a (cos a — / s i n a ) 2 ] . 

Si l'on a 
, . R h > : J - . - , 

'2 sin a( cos a — J sin a)2 

on aura d'autre part 
v0 = '2 g h 

et l'on verra que le discriminant est positif. 
L'inégalité est vérifiée pour h — 4 R. 
On voit ainsi que x2-\-y- est toujours plus grand que R2 

et, par suite, le disque se sépare du point O et ne rencontre 
plus ce point. C'est donc le mouvement que l'on vient d'in-
diquer. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — A deux points fixes A et R, situés 
sur une même horizontale et distants de 4m, on suspend 
un fil de 8m de long, pesant et homogène, qui pèse ikg par 
mètre courant; ce fil prend la forme d'une chaînette. 

On coupe le fil en deux points C et D situés sur une 
même horizontale et distants de in\ puis on attache en C 
et D une barre pesante et homogène. 

Quel doit être le poids de cette barre pour que les 
points C et D conservent la position qu'ils occupaient 
précédemment ? 

S O L U T I O N . 

( J u i l l e t ÎQO5.) 
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Montpellier. 

É P R H T V E É C R I T E . — Un disque circulaire, de rayon R et 
de masse M, infiniment mince, homogène et pesant, est 
traversé suivant un diamètre par une tige rigide, recti-
ligne, infiniment mince et sans masse, à laquelle il est 
invariablement lié. La tige est terminée, d'un côté, en un 
point O de la circonférence du disque, de Vautre en un 
point A situé hors du disque. Le point O est fixe; la tige 
est assujettie à glisser sans frottement sur un cercle hori-
zontal fixe dont le centre est placé sur la verticale 
ascendante du point O. 

i° Établir les équations du mouvement de ce système, 
les conditions initiales étant quelconques. 

Examiner le cas particulier suivant : 

R = 2, M == I, 

le rayon du cercle fixe est égal à la distance de son 
centre au point O; à Vépoque initiale, le plan du disque 
est vertical, le système est animé d'une rotation instan-
tanée de vitesse angulaire égale à fZ autour d'un axe 0 1 
mené dans le plan du disque et faisant avec la verticale 
ascendante, du côté de OA, un angle dont la tangente est 
égale à 3. 

E P R E U V E PRATIQUE. — Soit A un axe fixe. Soit D une 
droite qui rencontre A et ne lui est pas perpendiculaire. 
D est animé d'un mouvement de rotation uniforme autour 
de A. Un point matériel M est assujetti à rester sur D et 
est attiré par l'axe A avec une force proportionnelle à la 
distance de M à A. Trouver le mouvement du point M. 

(Juillet igo5.) 

Rennes. 

É P R E U V E É C R I T E . — I . Mouvement d'un point pesant sur 
une surface polie. Cas spécial des petits mouvements ; 
expression des périodes en fonction des rayons de courbure 
principaux. 
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II. Directions invariantes dans une déformation homo-

gène. Déformation pure. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Une plaque homogène très mince 
ayant la forme d'un triangle rectangle est mobile autour 
d'un des côtés de l'angle droit. Déterminer le centre de 
percussion correspondant. 

Dimensions : 

Côté de l'axe a = 2m 

Côté perpendiculaire b = 3m 

La plaque étant supposée au repos vient et être frappée 
normalement à son plan au centre de percussion, par un 
projectile qui s'y incruste. 

Trouver la vitesse initiale de rotation du système. 
Poids du projectile : y*. 
Vitesse du projectile au moment du choc : i o o m : sec. 
Poids spécifique de la plaque par décimètre carré : 20*. 

(Juillet 1905.) 

Toulouse. 

É P R E U V E É C R I T E . — I . Une barre prismatique homogène 
pesante OA, dont la section est très petite, peut tourner 

autour d'un point O, dans un plan vertical. Elle s'appuie 
par son extrémité A sur un plan incliné BCD situé dans 
le même plan vertical et ce plan peut glisser sans frotte-
ment le long d'un plan horizontal passant par O. Étu-
dier le mouvement du système. 

II. Une sphère homogène pesante est assujettie à se 
mouvoir sur un plan horizontal dépoli de façon qu'il y 
ait roulement sans glissement. Chacun des points M de la 
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sphère est attiré par un point fixe O du plan horizontal 
proportionnellement à la distance OM et à sa masse. On 
demande d'étudier le mouvement de la sphère et de déter-
miner la réaction du plan. 

EPREUVE PRATIQUE.— Un triangle isoscèle ABC rectangle 
en A est tracé dans un plan P qui glisse sur un plan 
fixe Q. 

Le mouvement de ce plan est à chaque instant la 
résultante de trois rotations u>i, w2? w3 qui se font respec-
tivement autour des points A, B, G ((*>!, o)2, w3 sont des 
fonctions données du temps). 

Déterminer à chaque instant le centre instantané et 
trouver les deux courbes dont le roulement peut servir à 
définir le mouvement du plan P. 

On prendra les droites AB, A G pour axes mobiles des x 
et des y ; on supposera que, à l'origine du temps, les axes 
mobiles coïncident avec les axes fixes, et Von achèvera les 
calculs dans Vhypothèse où Von aurait 

coi = i -+- 2 tang t — tang2£, 
w2 = — a tangt, 
to3 = tang2£. 

Vérifier que, dans ce cas, le point G décrit une chaînette. 
( Jui l le t 1903.) 

K It It A T A . 

Page 274» ligne 10 en descendant, au lieu de : M, lire : m. 
» ligne i5 en descendant, au lieu de : M, lire : P. 

» ligne iG en descendant, au lieu de : N, lire : Q. 

Nous avons omis de signaler les Solutions suivantes reçues : 

2002, M. VALi:RE MAËS. 
N° 2007, M. H. LEZ. 
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[ M ^ h ] 

DÉCOMPOSITION D'UNE CORRESPONDANCE TANGENTIELLE 
ENTRE DEUX COURBES UNICURSALES; 

PAR M. G. FONTENÉ. 

C e M é m o i r e est indépendant de celui qui a paru 
ail leurs ( { ) pour le cas de deux courbes de genres p 
et p \ l ' h y p o t h è s e que les deux courbes sont unicursales 
conduit n a t u r e l l e m e n t à des résultats plus nets , qui 
s ' o b t i e n n e n t par u n t r a i t e m e n t plus s imple . J e signa-
lerai en par t i cu l ier le théorème donné au n° 12 . 

I . 

1 . So ient deux variables t et t ' l i é e s par une relat ion 
a lgébr ique F ( i , t ' ) = o , du degré n en f , du degré m' 
en //; u n e valeur de t' donne n valeurs pour une 
valeur de t donne m ' valeurs pour f', et l 'on dit que les 
deux var iables o n t u n e correspondance algébrique 
( n , m')\ on peut représenter la re la t ion F = o par une 
courbe F , qui est d 'ordre n -f- mr, avec u n point m u l -
t iple d'ordre m' à l ' inf ini sur l ' axe des i , un point 
m u l t i p l e d 'ordre n à l ' in f in i sur l ' axe des t'.. L o r s q u e , 
pour une cer ta ine valeur de l 'une des variables , deux 
des valeurs de l ' au t re variable sont égales , on dit qu'il 
v a pour ce l le -c i u n e coïncidence. L e n o m b r e des coïn-
cidences de deux valeurs de t ( t angentes parallèles à 

(1 ) Bulletin de la Société Mathématique, t. XXV. 

Ann. de Mathémat., 4e série, t . V. (Octobre 190J.) 
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m' x i ( n — i), 

comme on peut le voir en appliquant le principe de 
correspondance de Chasles à la correspondance qui lie 
deux valeurs de t répondant à une même valeur de t' \ 
le nombre des coïncidences de deux valeurs de tr est de 
même 

n x ¿{ni'— i); 

lorsque simultanément, pour une solution (i , /'), tf 

donne deux t coïncidents et inversement, auquel cas 
nous dirons qu'il y a coïncidence simultanée, la 
courbe F a un point double correspondant. 

Pour qu une correspondance ni') se décom-
pose en deux correspondances ( a , a ' ) et (¡3, ¡3'), avec 

a = 77, oc'-T- p ' = m', 

il faut des conditions en nombre 

(i) c = 

le nombre des paramètres dont dépend la correspon-
dance (/i, m!) la plus générale est en effet 

( / i + i ) ( / / i ' + i) — i ou nm'-f- n -+- m\ 

et il suit de là que le nombre des conditions pour la 
décomposition est 

{ nm' -h n m') — (aa'+a + a')- (PP'-H P -+-
ou 

(a + P) (a ' + £') — aa' — 
ou 

fia'. 

Quelles sont ces conditions? 
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Le fait de coïncidences S I M U L T A N É E S signalé au n° 1 

doit se produire un nombre de fois égal à aj3'-f- (3a' 

ou c. 

En effet, cela revient à dire que la courbe F doit 
avoir à distance finie ce nombre de points doubles; or, 
les deux courbes qui doivent la composer auront à 
distance finie des points d'intersection dont le nombre 
est 

(a-f-a')(p-+-pr) —«P — a 'p' ou 

En ce qui concerne les coïncidences pour la variable 
par exemple, il y a naturellement a ' x 2 ( a — i) coïnci-
dences où les deux valeurs de t qui coïncident appar-
tiennent à la correspondance (a, a'), il y en a [3'x 2 (¡3 — i ) 
où les deux valeurs de t qui coïncident appartiennent h 
la correspondance (¡3, (3'), et les coïncidences restantes 
(qui doivent être comptées deux fois) sont celles où 
l'une des deux "valeurs coïncidentes de t appartient 
à la correspondance ( a , a ' ) , tandis que Vautre appar-
tient à la correspondance (¡3, ¡3'); on peut suivre ces 
faits sur la courbe F décomposée; on a l'égalité 

a ' X 2 ( a - i ) + P ' X 2 ( P - i ) + 2 ( a f ' + p a ' ) = m ' X 2 ( / i - i ) . 

Pour a = i , le nombre a ' X 2 ( a — i) est nul, une 
correspondance ( i , a ; ) ne pouvant donner lieu à une 
coïncidence de deux valeurs de t ; pour ¡3 = i , on a 
un fait analogue. Nous reviendrons plus loin sur le 
cas 7 1 = 2 , a = i, ¡3 = i . 

On obtient directement comme il suit le nombre 
a{3'-f- ¡3a;, qui s'est présenté ci-dessus comme le résultat 
d'un calcul. A une valeur t{ de t répondent, dans la 
correspondance (a, a'), a valeur de tf, dont chacune 
fournit, dans la correspondance ([3, ¡3'), [3 valeurs t2 

de t\ une valeur de i, donne ainsi a'¡3 valeurs de t2, et 
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inversement une valeur de t2 donne ¡3'a valeurs de tK ~ 
la correspondance entre ts et t2 est donc une corres-
pondance (a'¡3, ¡3'a) admettant des coïncidences en 
nombre ajS'-i-¡3a', et ces coïncidences sont bien celles 
que l'on a en vue. 

Mais Vexistence de coïncidences simultanées en 
nombre c = aj3' + ¡3a' ne suffit pas en général pour 
assurer la décomposition, bien que c soit le nombre 
des conditions requises pour cette décomposition. 

Voici un cas où la décomposition est'assurée. Soit 
une courbe d'ordre m = p H- q ; elle se décompose à 
coup sûr si elle a des points doubles en nombre 

(P + Ç— — 

'2 
ou 

(p — l)(p — <:>.) (q — \){(J- <2) 
2 '2 

c'est-à-dire si le nombre de ses points doubles est égal 
au nombre maximum des points doubles de deux 
courbes de degré p et q ( p q étant égal à m), aug-
menté du nombre de leurs points d'intersection ( ' ) . 
Dans le cas qui nous occupe, la courbe F a par hypo^ 
thèse : 

A riniini sur l'axe des t\ l'équivalent de points 
doubles en nombre 

— - OU — -h T- ap, 
•2 '2 '2  r  

à l'infini sur l'axe des l'équivalent de points doubles 

( ! ) L'introduction des nombres p et q a pour but d'obtenir un 
Galcul simple ; elle n'est nullement essentielle, la somme p q 
fonctionnant seule. 
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<?u nombre 

( . ' - t - P ' H , ' ^ ' - , ) o u « ' ( • ' - , ) + , 

2 2 2 r ' 

à distance finie des points doubles en nombre 

a ^ ' + P a ' ; à cause de 

ap-x-a'-p'+ap'-fr- pa' = (a + a ' ) ( P + [3'), 

la décomposition est assurée si 

g ( « - Q ; a'(g' T) e t P ( P - i ) ] p ' ( p ' - i ) 
2 2 2 2 

sur les nombres maximum de points doubles de deux 
courbes d'ordre a -f- a' et 3 -f- ¡3', c'est-à-dire si l'on a 

a(a — i) h- a ' (V — i) = (a -f- a — i) (a -4- a' — 2), 

O U 

( a - i ) ( a ' - i ) = o, (P — i ) ( P ' — 1 ) = 0. 

On peut avoir a = 1, ¡3' = 1, de sorte que la décom-
position 

(n, m') = (1, m'—i) H- (n — 1, 1) 

e^/ assurée par des coïncidences simultanées en 
nombre 

1 -4- (/*- — 1) (m'— 1). 

On peut avoir a = 1, ¡3 = 1, de sorte que la décom-
position 

(2, m ) = ( i , a') -4- (1, 

assurée par des coïncidences simultanées en 
nombre m!, mais a ' et ¡3', simplement astreints à 
avoir pour somme m!, ne sont déterminés que dans 
les deux cas m' = 2, m == 3. 
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Voici la remarque annoncée plus haut relativement 

à ce cas. Comme 011 a a = 1, ¡3 = 1, les seules coïnci-
dences possibles, en ce qui concerne la variable £, sont 
ici des coïncidences où l'une des valeurs de t appartient 
à la correspondance (1, a'), tandis que l'autre appar-
tient à la correspondance (1, ¡3')-, la formule écrite plus 
haut se réduit alors à 

ic — -im' ou c — m'. 

Ainsi, pour a = i , ¡ 3 ' = i , le résultat est bien net. 
Pour a =r 1, ¡3 = 1, les c coïncidences simultanées 
assurent la décomposition, mais elles peuvent avoir lieu 
de diverses façons auxquelles correspondent des décom-
positions différentes. En général, les c coïncidences 
simultanées 11'assurent la décomposition, et telle ou 
telle décomposition, que si elles ont lieu d'une certaine 
façon : le sens de cette expression est précisé par 
l'exemple suivant. 

3. Pour le cas particulier où l'une des deux corres-
pondances composantes doit etre doublement linéaire, 
on a ce théorème ; 

T H É O R È M E . — Pour qu'une correspondance (ZZ, ni!) 
entre deux variables t et t' se décompose en deux 
correspondances dont l'une soit une correspondance 
doublement linéaire 

(/i, /w') = (i, i)-+-(n — i)(m'— 1), 

il doit exister, en nombre 

( 2 ) Cx = n - h m'— 2 , 

des coïncidences simultanées de deux valeurs de t et 
de deux valeurs de tf. Si n ou m! a la valeur 1, cela 
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suffit. Si L'on a 
/15 3, m' 5 3, 

les n + m' — 2 couples de valeurs doubles de t <et tT 

doivent satisfaire à une même relation homogra-
phique, ou encore le rapport anharmonique de quatre 
quelconques des valeurs doubles de t doit être égal à 
celui des quatre valeurs doubles correspondantes 
de t! ; cela n'augmente d'ailleurs pas le nombre des 
conditions si Von appelle C O N D I T I O N N O U V E L L E une 
égalité nouvelle qui doit avoir lieu, et non une égalité 
qui se trouve résulter d'égalités précédentes en vertu 
d'un choix fait entre divers cas possibles. 

Pour n ~ i on m! = 2, Je théorème résulte de ce 
qu'on a vu plus haut. Pour m'y 3, les conditions 
indiquées sont certainement nécessaires, puisque les 
n -f- m'— 2 points doubles accidentels de la courbe F 
doivent appartenir à une courbe F 4 i = o. Elles sont 
suffisantes ; supposons en effet que la courbe F ait à 
distance finie n-\-ml— 2 (au moins 4) points doubles 
appartenant à une courbe F n = o; si celle-ci ne faisait 
pas partie de la courbe F , elle la couperait à distance 
finie en des points au nombre de i{n-^-m!—2); or 
elle ne peut la couper qu'en n -f- ml points, nombre 
inférieur au précédent, puisque la différence 

i(n-hm'—2) — (n -h m') ou n h- m'—4 

est au moins égale à 2. Le théorème est donc démontré. 
[On peut observer que, pour n - \ - m ' = 5, la courbe F n 

qui passe par les trois points doubles est encore déter-
minée. Pour n -b ml — 4, il n ? J a p ' u s <ïlie deux points 
doubles à distance finie; la quartique F 2 2 = o se 
décompose en deux hyperboles F n = o, F;4 i = o, qui 
se coupent à distance finie aux deux points doubles.] 
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II. 

Lorsqu'une eourbe est représentée paramétrique-
ment, comme il arrivera dans ce qui suit, une valeur du 
paramètre ne détermine pas seulement un point si l'on 
Se sert de coordonnées ponctuelles, une tangente si 
l'on se sert de coordonnées tangentielles, mais bien 
l'ensemble d'un point de la courbe et de la tangente 
en ce point, ensemble que l'on peut appeler un élé-
ment de la courbe. Si la courbe est donnée par les 
coordonnées de ses points, fonctions d'un paramètre, 
un point nodal donne lieu à deux valeurs du paramètre 
attachées aux deux éléments correspondants; mais un 
point de rebroussement donne lieu à une valeur unique 
du paramètre , et nne droite passant par un point de 
rebroussement se présente alors comme une tangente 
parasite de la courbe ; si l'on complète la courbe par 
des points (classe i) placés aux points de rebrousse-
ment, la classe de la courbe complétée est 

N = + — i), 

p étant le genre de la courbe, et la simplicité de l 'ex-
pression 2 (m H- p — i) est un fait digne de remarque. 
Si la courbe est donnée par les coordonnées de ses 
tangentes, fonctions d'un paramètre, une bitangente 
donne lieu à deux valeurs du paramètre attachées aux 
deux éléments correspondants; mais une tangente d'in-
Jlexion donne lieu à une valeur unique du paramètre, 
et un point situé sur une tangente d'inflexion se pré-
sente alors comme un point parasite de la courbe; 
si l'on complète la courbe par des droites (ordre i ) 
placées sur les tangentes d'inflexion, l'ordre de la 
courbe complétée est 

M = M -H I = I ( N - + - P — I ) . 
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o. Soient deux courbes unicursales, Tune X dont on 

considérera les tangentes a et qui sera de classe nr 

l'autre X ' dont on considérera les points A! et qui sera 
d'ordre m'. Pour la première, les coordonnées M, P, w 
d une tangente a sont égales à des polynomes entiers 
en t de degré n ; pour la seconde, les coordonnées 
y\ z! d'un point A'sont égales à des polynomes entiers 
en // de degré m'. La courbe X sera complétée au point 
de vue ponctuel (droites, ordre i , sur les tangentes 
d'inflexion), la courbe X ' sera complétée au point de 

vue tangentiel (points, classe i , aux points de rebrous-
sement) ; l'ordre de X complétée, la classe de X ' com-
plétée sont respectivement 

M = M -H I = 'J.(N — I ) , N ' = NR Y.'== I ( M ' — I ) . 

Nous ferons correspondre les éléments ( a , A ) de la 
courbe X et les éléments (A' , a!) de la courbe X ' par 
la condition que la tangente a passe au point h! : 
cette correspondance tangentielle est une correspon-
dance (72, m'), exprimée par la relation 

ux'-±- vy'wzf — o ou F ( i , t') = o. 

Les points A' de la courbe X ' qui donnent lieu à 
une coïncidence de deux éléments ( a , A) sur la 
courbe X sont les points communs à X ' et à X corn-
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plétée (si A; est un point d'intersection de X ' avec une 
tangente d'inflexion de X , et si A, est un point de X ' 
infiniment voisin de A', deux des tangentes menées 
de A, à X sont infiniment voisines et ont leurs points 
de contact infiniment voisins); le nombre de ces points 
est 

m x M ou m' x i( n — i), 

et ce résultat est conforme à ce qu'on a vu au n° 1. De 
même, les tangentes a à la courbe X qui donnent lieu 
à une coïncidence de deux éléments (A7, a') sur la 
courbe X ' sont les tangentes communes à X et à X ' 
complétée; leur nombre est 

?i x N' ou n x — i ) . 

Un contact des deux courbes complétées donne deux 
coïncidences simultanées, c'est-à-dire donne simulta-
nément deux éléments (a , A) coïncidents si l'on part 
de A7, deux éléments (A7, a') coïncidents si l'on part 
de a-, on dira que le contact est singulier si une tan-
gente d'inflexion de X touche X7 , si un point de re-
broussement de X7 est sur X , si une tangente d'inflexion 
de X passe par un point de rebroussement de X7 . 

6. Pour que la correspondance tangentielle (/2, ni') 
se décompose en deux correspondances (a, a7) et (¡3, ¡3'), 
il faut, diaprés ce qu'on a vu, que les deux courbes 
complétées aient des contacts en nombre 

\ c — a8'-b ¡3a'; 

mais cela ne suffit pas, bien que ce nombre soit celui 
des conditions requises pour la décomposition; les 
contacts doivent avoir lieu d'une certaine façon, si 
l'on peut ainsi parler, et les exemples que l'on trouvera 
plus loin éclaireront ce point délicat. 
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Si A' est un point d'intersection des deux courbes 

complétées, les deux éléments (a, A) qui coïncident 
appartiennent tous deux à la correspondance (a, a ') 
ou tous deux à la correspondance (¡3, ¡3'); le nombre 
de ces points est 

De même, si a est une tangente commune aux deux 
courbes complétées, etc. Pour chacun des contacts en 
nombre 

c = pa', 

A' étant le point de tangence, l'une des deux tangentes a 
coïncidentes appartient à la correspondance (a, a ' ) , 
tandis que l'autre appartient à la correspondance (¡3, 3'), 
et, simultanément, a étant la tangente de contact, deux 
points A' coïncident dans des conditions analogues. 

Pour a = i , un point A' d'intersection des deux 
courbes complétées doune deux tangentes a coïnci-
dentes qui ne peuvent appartenir à la même corres-
pondance ( i , a ;), mais seulement à la même correspon-
dance (a', ¡3'); pour ¡3—1, etc. Nous reviendrons sur 
le cas où, la courbe X étant une conique, ou aurait 

a = i, ¡3 = 1. 

En ce qui concerne la nature des contacts capables 
d'assurer la décomposition, voici une remarque : 

Pour a = i , si X a des tangentes d'inflexion, cha-
cune d'elles doit toucher en a' points la courbe X ' 
complétée, ces contacts singuliers étant au nombre de 
ceux qu'exige la décomposition; l'examen de la figure 
montre en effet qu'une tangente d'inflexion de X ne peut 
être traversée par X ' en l'un des points A' qui corres-
pondent à cette tangente dans la correspondance ( i , a'), 
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puisque, en faisant mouvoir la tangente a dans le 
voisinage de la tangente d'inflexion, on aurait deux 
tangentes a pour un même point A'; cette tangente 
d'inflexion doit toucher en A' la courbe X ' , le point h! 
pouvant être toutefois un point de rebroussement de X7 . 
Pour OL — i , un point de rebroussement de X ' doit être 
de même un point multiple d'ordre a de X complétée. Il 
V a là des contacts singuliers qui sont du nombre de 
ceux qu'exige la décomposition. 

7. Si la courbe X est une conique, la courbe X1 

étant toujours d'ordre m!, la décomposition de la cor-
respondance tangentielle (2, m') peut seulement donner 
deux correspondances (1, a') et (1, ¡S7). La conique X 
doit, alors avoir avec la courbe X' des contacts en 
nombre m' y qui assurent, comme on Va vu, la décom-
position; mais a! n'est pas déterminé, sauf pour m' — 2 

ou m ' ~ 3, et l'on verra plus loin ce qui se passe pour 
m' = 4 • 

Comme on a ici a = 1, [3 = 1, les deux courbes sont 
nécessairement tangentes en tous les points qui leur 
sont communs, l'une des deux valeurs de t qui coïn-
cident appartenant à la correspondance (1, a'), tandis 
que l'autre appartient à la correspondance (1, ¡3'). 

O11 aurait un fait corrélatif avec une conique X' , les 
2 n tangentes communes à la courbe X et à cette conique 
étant confondues deux à deux par le fait que les deux 
courbes ont des contacts en nombre n. 

8. Si l'une des correspondances doit être uniforme, 
011 a ce théorème : 

T H É O R È M E . — Pour (pie la correspondance tangen-
tielle entre les deux courbes unicursales X et X ; , la 
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première de classe n, la seconde d'ordre m\ se dé-
compose en deux correspondances dont l'une soit une 
correspondance uniforme, il faut et il suffit que les 
deux courbes complétées aient des contacts en nombre 

n H- m'— '_>., 

les rapports anharmoniques des éléments de contact 
pris quatre à quatre (Vest-à-dire les rapports anhar-
moniques des t de ces éléments) étant les mêmes sur 
les deux courbes; cela forme d'ailleurs seulement 
n -1- m'— 2 conditions distinctes. 

Les tangentes d'inflexion de X doivent toucher X' , 
les points de rebroussement de X ' doivent être sur X , 
une tangente d'inflexion de X pouvant toutefois passer 
par un point de rebroussement de X ' . 

On pourrait énoncer des conditions moins surabon-
dantes; l'énoncé, tel qu'il est, veut dire ceci : parmi 
les façons d'être de deux courbes unicursales X et X ' 
qui ont n -f- m ' — 2 contacts, il en peut exister une 
pour laquelle les rapports anharmoniques indiqués 
soient égaux, et, alors, la décomposition demandée a 
lieu. 

III. 

9. L'exemple le plus simple est celui de deux co-
niques bitangentes qui est bien connu. 

La décomposition de la correspondance tangeu-
tielie (2, 2) en deux correspondances honiographiques 
intervient dans la construction de la droite qui est la 
transformée d'un point dans une corrélation générale 
déterminée par ses deux coniques doubles (coniques 
bitangentes). Elle donne lieu à ce théorème : 

Étant données deux coniques bitangentes, il existe 
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une infinité de quadrilatères A B C D , tels que A B est 
tangent en A. à la première conique, B G est tangent 
en B ci la seconde conique, . . . , les deux couples A B 
et C D n appartenant pas ci la même homographie, . . . . 

10. Pour une conique X et une cubique nodale X ' , 
trois contacts assurent la décomposition 

( 2 , 3 ) = ( I > I ) - T - ( I , A ) ; 

le fait corrélatif est donné par une conique X ' et une 
courbe X de troisième classe ayant une tangente double 
(quartique tricuspidale, hypocycloïde à trois rehausse-
ments, cardioide). Ce qui concerne les contacts singu-
liers, pour a ' = i ou a = 1, est mis en relief par le fait 
suivant : soit une courbe de troisième ordre et de troi-
sième classe, ayant par suite un point de rebrousse-
ment et une tangente d'inflexion; si on la prend comme 
courbe X ; , la conique X doit passer par le point de 
rebroussement (à cause de a' = i ) et être doublement 
tangente à la courbe; si on la prend comme courbe X , 
la conique X ' doit toucher la tangente d'inflexion (à 
cause de a = i) et être doublement tangente à la 
courbe. 

11. Soit une quartique trinodale X ' et une conique X 
quadruplement tangente à cette courbe : la décompo-
sition de la correspondance tangentielle est assurée, 
mais on peut avoir 

(a, 4) = 0 , a)-H (1 ,2 ) , 
ou 

( a , 4 ) = ( i , i ) - h ( i , 3 ) ; 

il s'agit de distinguer ces deux cas. 

(a) . Pour éclairer ce qu'il y a à dire ici, nous ferons 
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une courte incursion dans le domaine des quartiques 
de genre un. Etant donnée une quartique binodale X ' , 
dont les points doubles sont les sommets A et G du 
triangle de référence, l'équation de cette courbe peut 
se mettre sous la forme 

(ky 2 H - P yZ + + j 2 X — O, 

le polynome X étant du second degré, de sorte qu'elle 
est l'enveloppe des coniques 

-H 2 l ( k y 2 . . ) + X = o ; 

X est l'une quelconque de ces coniques, comme on le 
voit en changeant k en k + La conique X est ainsi 
quadruplement tangente à la quartique X7, et le sys-
tème de coniques quadruplement tangentes dont elle fait 
partie (* ) est celui qui contient la droite double AC, 
obtenue pour k infini \ les quatre points de contact d'une 
telle conique avec la quartique sont sur une conique 
passant aux points doubles, et dont les tangentes en 
ces points sont conjuguées de AC par rapport aux deux 
tangentes de la courbe. Dans ces conditions très pré-
cises, la correspondance tangentielle entre la conique X 
et la quartique X7 se décompose en deux correspon-
dances ( i , 2). 

En effet, considérons la conique X qni est l'enve-
loppe de la droite 

x t2 n- iy t z = o, 

et dont l'équation est 
yî — XZ = O 

( l ) Il y en a douze autres, formant trois familles. Cf. Bulletin 
cle la Société mathématique, t. XXVII : Sur les dégénérescences 
des 63 systèmes de coniques quadruplement tangentes à une 
quartique. 
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ôu 
x t -h y Y — x (x t--h zy t -h z ) = o ; 

l'équation 

ou 
[(xt+-y)* — x{xt*+*yt-+-z)]f\ - f \ = o 

représente une quartique binodale X ' , les points 
doubles étant à la rencontre de la droite f\ — o avec 
la conique f2 = o, et cette quartique est quadruple-
inent tangente à la conique de la manière indiquée, 
les points de contact et les points doubles étant sur 
la conique f2 = o] elle est d'ailleurs la plus géné-
rale de son espèce, car elle doit dépendre de 8 para-
mètres (i/\ — 2 — 4)? e t e'est bien ce qui a lieu. En cou-
pant cette courbe par la tangente variable xt2-f- ... 
on a 4 points qui se séparent en deux groupes de 
2 points, attendu que l'on a, avec e = ± i , 

= o; 

on a aussi bien 

le fait annoncé est établi. 
On peut remarquer que chacune des correspon-

dances ( i , 2) ainsi obtenues entre les deux courbes X 
et X7 fait partie d'une correspondance dans le plan; 
car, si l'on élimine JK entre les deux équations ci-dessus, 
on a 

les coordonnées z/, y, w de la tangente à la conique 
étant i 2 , 2£, 1, on peut écrire 

u.xfi-i- ev.f2 — w./i = o; 

on a d'ailleurs 
ux -h vy wz = o; 
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ces deux équations, dont aucune ne renferme i, éta-
blissant une correspondance dans le plan entre la 
droite* (M, y, w) et le point (.r, y, z). 

Je renverrai, pour une autre démonstration, au Mé-
moire dont il a été parlé au début; cette démonstration 
fait bien ressortir le rôle des contacts des deux courbes. 

Si A est un point de rebroussement de la quartique, 
c'est que, dans l'équation 

le polynome X ne renferme pas de ternie en x2 : la 
conique X passe alors en A, et est triplement tangente 
à la quartique; si A et G sont des points de rebrousse-
ment, la conique X passe en A et G, et est doublement 
tangente à la quartique : par exemple, si la quartique 
est une cartésienne, la conique X est un cercle double-
ment tangent à cette courbe, et ayant un centre sur 
l'axe. 

Soit alors nne quarLique trinodaîe X' dont les points 
doubles sont A, 13, G. Un premier système a de coniques 
cjuadruplement tangentes à la quartique comprend une 
conique formée de la droite double BG ; si H ou G est 
euspidal, ces coniques passent en B ou G (bien qu'on 
n'ait pas a ' = i), mais il n'en est pas de môme pour le 
point A. On a deux systèmes analogues ¡3 et y. Si la 
conique X fait partit? de l'un de ces systèmes, la corres-
pondance tangenlielle se décompose en deux, corres-
pondances ( i , 2 ) . La quartique peut être par exemple 
un limaçon de Pascal, pour lequel les points cycliques 
sont des points de rebroussement ; les coniques X pour-
ront être les cercles bitangents qui ont leurs centres 
sur l'axe. 

(b). Une quartique trinodaîe X.'admet un quatrième 
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système de coniques X quadruplement tangentes, pour 
lequel le rapport anharmonique des quatre points de 
contact est le même sur X et sur X ' , de sorte que la 
correspondance tangentielle (2 , 4 ) se décompose en 
deux correspondances (1, 1) et (1, 3 ) . L'équation de X ' , 
rapportée au triangle des points doubles, est en effet 

a 2 f 
—T -+-. . - H - - + - . . . = O, 
00 yz 

et la transformation unidéterminative 

ux vy wz 
= = ( À + UL -f- V = O ) 

A \x v 

donne une conique X ; le point ( x , y , z ) de la quar-
tique, et la tangente correspondante (w, v , w ) à la 
conique, vérifient la condition 

ux -f- vy -h wz = 0, 

de sorte qu'il y a bien correspondance tangentielle 
uniforme; si l'on pose A = bc— F =gh—af \ 
l'équation ponctuelle de la conique est 

A X2. x2 -f-. . . -f- 2 F ;jt v. yz -h . . . = o, 

et l'enveloppe de cette courbe, quand X, ¡JL, V varient 
sous la condition \ -f- p. -f- v = o, est la quartique X ' . 
Si la quartique a x' points de rebroussement, comme 
on a a' = 1, les coniques X passent par ces points et 
ont avec la quartique des contacts véritables en nombre 
4 — } avec un limaçon de Pascal, ces coniques sont 
les cercles bilangents qui ont leurs centres sur le cercle 
dont le limaçon est une conchoïde, et ils sont l iés au 
pôle d'anallagmasie situé sur Taxe; pour une cardioïde, 
ces cercles passent par le point de rebroussement réel 
(ce sont alors en même temps les cercles qui ont pour 
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diamètres les cordes menées par le point de rehausse-
ment daus le cercle dont la cardioïde est une podaire. 

Voici une remarque : si, de deux points M et N d'uu 
limaçon de Pascal, on mène à un cercle bitangent, du 
système de ceux qui n'ont pas leurs centres sur l'axe, 
deux tangentes m et n convenablement choisies, et 
dont aucune n'est arbitraire, leur angle est constant, 
quel que soit ce cercle} en effet, le rapport aijharmo-
nique des points M, N, I, J sur le limaçon est égal au 
rapport anharmonique des tangentes /?i, /i, ¿, j au 
cercle; il en résulte ce fait connu qu'un limaçon de 
Pascal est lieu du sommet d'un angle constant circons-
crit à deux cercles doublement tangents à cette courbe, 
sans avoir leurs centres sur l'axe; l?uii des cercles peut 
se réduire à un point, qui est le point double de la 
courbe, de sorte que le limaçon est la podaire oblique 
de son point double par rapport à un cercle bitangent 
do l'espèce indiquée : cette dernière propriété entraîne 
la précédente, et, d'ailleurs, (die rend compte de la cor-
respondance tangentielle uniiorme entre le limaçon et 
le cercle bitangent. 

On aurait des faits corrélatifs. On considérerait d'a-
bord une conique X ' et une courbe de quatrième classe 
ayant deux tangentes doubles, etc. 

Si l'on considère une courbe pour laquelle ou a 

m = 1, 0 = 1, x = 2, 

et, par suile, 
n = 4, T = i, i = 2, 

par exemple un limaçon de Pascal, on pourra la prendre 
comme courbe X ' ou comme courbe X , et l'on aura des 
remarques analogues à celles faites à la fin du n° 10 : 
si on la prend comme courbe X , l'une des correspon-
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dances tangentielles sera mie correspondance ( i , i) si 
la conique X/ touche les deux tangentes d'inflexion et 
est bitangente à la courbe. 

12. Le cas = m!= 3 fera bien comprendre com-
ment les contacts en nombre c (et en général les c coïn-
cidences simultanées pour t et t') doivent avoir lieu 
d'une certaine façon pour qu'il y ait décomposition 
de la correspondance. Il faudra quatre contacts ; comme 
une courbe unicursale de troisième ordre ou de troi-
sième classe dépend de huit paramètres, on peut la 
déterminer par quatre points et leurs tangentes; on a 
alors ce théorème : 

T H É O R È M E . — Il existe quatre courbes unie ur s aies 
du troisième ordre touchant quatre droites données 
en quatre points donnés, et quatre unicursales de troi-
sième classe touchant les mêmes droites aux mêmes 
points : CES C O U R B E S SE C O R R E S P O N D E N T U N E A U N E , le 
rapport anharmonique des quatre points de contact 
étant le même sur les deux courbes, et, si Von prend 
deux courbes qui se correspondent, la correspondance 
langent ¿elle se décompose en deux correspondances 
dont Vune est une correspondance (i, i). 

En elï'ei, les quatre points étant désignés par les 
indices i , 3, 4> 0 , 1 a d'abord pour toute unicursale 
du troisième ordre passant par ces points 

AJ V A i 

pour / = a on a le point d'indice i , etc. Les quatre 
paramètres restants sont A< : A 2 l A 3 I A4, et la valeur 
du rapport anharmonique (ajâyS). 

Soit uK x -{-vsy-\-w{z = o la droite, passant au 
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point d'indice i , à laquelle la courbe doit être tangente 
en ce point. Cette droite rencontre la courbe ci-dessus 
en trois points dont les t sont donnés par l'équation 

Ai 
t — a 

xx-

l'un de ces points est le point d'indice i , les deux 
autres correspondent aux deux valeurs de t données 
par l'équation 

«i A S 

t — S : 
T Y 

et la droite est tangente si l'une de ces deux valeurs 
de t est égale à a, c'est-à-dire si l'on a 

UAT.2-I-VI WTZ2 I¿IX3-
Ao F T- A 3 

a - p a — y 

ou, avec une notation abrégée, 

a — p a — y a — o 

Cette relation et les trois relations analogues déter-
minent les rapports A, : A2 : A3 : A4, et la valeur du 
rapport aiiliarmonique ' (a43yo). L'élimination des A 
donne 

1 , 2 i , 3 T, 4 
x — ¡3 a — Y a — ° 

2, 3 2, 4 i 0 
p - - a 

0 

3. i 3, 2 

7 - - a Y - P 
4, i 4, 2 

8 - - a 8 - p 

\J — ( 

o 

p - 0 

3, 4 

4 , 3 

en divisant les trois premières lignes respectivement 
par p — y, y — a, a — ¡3, et les trois premières colonnes 
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par les mêmes quantités, en désignant par P le produit 
de ces quantités, 011 a 

\ 

V " _ p 

2, I 
0 

2 , 3 a. -i 
ZTp 0 

1 o)(Y — a ) 

3, 1 3, 2 3, 4 
P 

4, 1 
— P 

4, • >. 
(V — o)(a — ffi) 

o 
— a ) ( fi — Y ) < } __ ¡± ; ( 7 __ a , ( 3 _ Y ) ( a — ¡2 ) 

le signe — s'introduisant là où il y avait y — a — y, 
¡3 — a au lieu de ¡3 — y, . . . . Ou peut alors multiplier 
les trois premières lignes par P et supprimer le fac-
teur P dans la dernière colonne, ce qui revient à rem-
placer P par 1 dans l'écriture ci-dessus; en posant 

( a ~ o ) ( ? — 7 ) _ ( ft — o , ) ( 7 — a ) _ ( y — 8 ) ( a — 3 ) 
• k k — 1 

c'est-à-dire en désignant par A le rapport anharmo-
nique (ajïyo), 011 a l'équation du quatrième degré en k 

\ O (1 ,2 ) — ( 1 , 3 ) (1 ,4 ) 

(••>, i ) 
- U 

( 3 . 1 ) 

--(4.1) k 
- ( 4 , 3 ) 
k — 1 

(3,4) 
k - 1 

O11 aura la même équation dans le cas de l'uiiicur-
sale de troisième classe, car il faudra échanger (/, j ) 
et (y, i), ce qui revient à échanger les lignes et les 
colonnes en changeant les signes de tous les ternies» 
D'après ce qu'on a vu au n° 8, le théorème est démontré. 
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[ M ^ e i , M l 6 c , M 2 4 ] 

QUADRILATÈRES DE STEINER DANS CERTAINES COURBES 
ET SURFACES ALGÉBRIQUES; 

PAR M. STUYVAERT. 

Le théorème célèbre énoncé par Steiner et relatif aux 
conditions de fermeture de certains polygones inscrits 
dans une cubique plane ou dans une quartique binodale 
a été démontré bien des fois, soit par des considérations 
de Géométrie synthétique, soit par l'emploi des fonc-
tions elliptiques. D'habitude on passe de la cubique à 
la quartique par une transformation birationnelle et 
I on n'expose guère plus que la démonstration même du 
théorème. 

Nous nous proposons d'étudier, au moyen de l'Ana-
lyse algébrique, les quartiques binodales quadrillées, 
c'est-à-dire, douées de quadrilatères de Steiner. On sait 
que, s'il existe un quadrilatère pareil, il en existe une 
infinité et nous montrerons que cette proposition est 
au fond identique à la suivante : une courbe rationnelle 
plane du second ordre ne peut dégénérer qu'en deux 
droites coïncidentes. 

Ge sera le point de départ d une série de propriétés 
des courbes ou systèmes quadrillés à deux, trois ou 
quatre nœuds. 

Cette théorie peut être étendue aux deux courbes 
gauches du quatrième ordre. Enfin, dans certaines sur-
faces du quatrième ordre, on peut chercher les sections 
planes quadrillées. 
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C O U R B E P L A N E R A T I O N N E L L E D U S E C O N D O R D R E . 

1. Les relations paramétriques 

Ox¿ = a¿t2-I- 2b¿t -4- c¿ (i = 1,^,3) 

définissent une conique dans le plan des x J ? 

Elles donnent, en employant une notation qui s'explique 
d'elle-même, 

t2 : 2 £ : i = (xbc)'.(axc) :(abx), 

d'où l'équation ponctuelle de la courbe 
( acrc)2~ .\(xbc ) (abx). 

Les points d'intersection de la conique avec la droite 
ux~ o sont déterminés par l'équation 

t- U.a -4- 2 tUb -r-Uc— o. 

Pour que la courbe dégénère, il faut qu'une cer-
taine droite u la rencontre en une infinité de points; 
alors l'équation précédente est indéterminée, tous ses 
coefficients sont nuls, donc les relations en u¿ 

ua — o, o, uc = o 

sont compatibles et l'on a 

A — (abc) = o. 

Or, lorsque ce déterminant est nul, sans que tous ses 
premiers mineurs s'évanouissent, il existe une seule 
relation linéaire entre les éléments de ses lignes, donc 
une seule droite u rencontrant la courbe en une infi-
nité de points. Et si tous les premiers mineurs de A 
sont nuls, les quantités a^ b¿, c¿ sont proportionnelles, 
les équations paramétriques déterminent les rapports 
de x>2l x 3 et ne représentent plus qu'un seul point. 
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D o n c , quand, la courbe rationnelle dégénère, ce ne 

peut être qu'en deux droites coïncidentes ou en un 
seul point. 

Dans le premier cas, chaque point de la droite trouvée 
répond à deux valeurs t! et t." du paramètre /, et Ton a 

ai t'2 -h 2 b^' -h Ci _ a21'2 -h 'x b.21' ~ ct a:i t'2 h- t. h31' -h c:i 

«11"2 -t- 2 b! t" -h C! «2 t"2 -h •). b2t" -T- c2 ~~ «3 t"2 -h 2 C'a " 

L'égalité des deux premiers rapports donne, eu elï'ec-
tuant les calculs et divisant par t!—t!\ généralement 
non nul, 

2 tt'(ai b2 — «2 -+- (t -h t')(ax c2 — a2 ct) -f- i (b { c 2 — b.2Ci) = o, 

ou, en appelant A/, B/, C/ les premiers mineurs de A, 

2 C z t l '— B 3 ( / -h t') + 2A3 = o. 

En égalant le troisième rapport à l'un des deux pre-
miers, on obtient les équations 

2 G cytt' ~ B 2 ( I -t- t') -f- ' ¿ A 2 = O, 

iC^tt'— Bi(t -f- t') h- aAt == o, 

qui sont identiques à la précédente, puisque, par hypo-
thèse, A est nul et que ses mineurs A/, B/, Q sont pro-
portionnels. 

Quand les équations paramétriques représentent 
une droite, les couples de valeurs du paramètre qui 
donnent un même point de la droite sont en involution. 

Q U A D R I L A T È R E S DE S T E I N E R DANS L A Q U A R T I Q U E P L A N E 

B I N O D A L E . 

3. Voici, précisé et complété, le cas particulier du 
théorème de Steiner, que nous nous proposons d'éta-
blir : 

Une quartique plane binodale n'est pas, en général, 
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circonscrite h un quadrangle ayant, deux points dia-
gonaux aux nœuds; mais, lorsqu'il existe un qua-
drangle pareil, il y en ci une infinité. Dans ce cas, le 
troisième point, diagonal décrit une conique et les 
côtés du quadrangle qui ne passent j?as par les nœuds 
enveloppent une courbe de quatrième classe. 

Supposons les nœuds aux sommets xKx2 et xxx% du 
triangle de référence. L'équation de la quartique est de 
la forme 

<p == x\(axx\ -h 2 bx x2Xi -4- c,\x\ ) 

-T- 2 X3 Xi ( a2 x\ -+- 2 h.I X•> Xt - h C-2 x\ ) 
-I- x\ ( a:i x\ H- 2 ¿>3 x-i Xi -f- c3 x'\ ) = o, 

ou, en posant x2 — , = 

<p — '2 bj \ -f- C] ) 

-f- 2 Yt ( a2 £2 -h 2 ¿>2 £ C2 ) 4- ( a3 £2 2 ¿3 ; -h c3 ) = o.-

Pour qu'il existe un quadrangle inscrit dont deux 
points diagonaux soient aux nœuds, il faut que, pour 
deux valeurs, E, et £2, de on ait les mêmes valeurs 
de '/) ; il faut donc que les relations ci-après soient com-
patibles en et q2 : 

rtlijf-f- Cj _ + , « 3 S Î + -4-C3 
*2 \ï -+- aï %2 2 b -H c2 «a 2 ¿>3 £2 -H c* 

Considérons, dans un autre plan, trois coordonnées 
homogènes X , , X 2 , X 3 , liées à un paramètre Ç par les 
égalités 

p X / = 4- c/ (i = 1, 2 , 3). 

Elles définissent une courbe rationnelle du second 
ordre qui, d'après les conditions précédentes, doit avoir 
un point double, donc dégénérer. Celte circonstance se 
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réalise quand ou a 
A == (abc) — o. 

Alors la conique a une infini Lé de points doubles et 
les couples de valeurs de ij qui donnent un même point 
double forment une involution, représentée par une 
des trois égalités suivantes, équivalentes entre elles, 

2 A,- — B / ( £ t -H ) -T- 2 Q £1 £2 — O ( ¿ = I , 2 , 3 ) . 

Par suite, si la quartique binodale possède un qua-
drangle inscrit, 011 a l = o; elle possède donc une infi-
nité de quadrangics inscrits dont les couples de côtés 
passant par le nœud xK x2 sont en involution; et cette 
involution est représentée'par une des égalités ci-dessus 
ou par 

•>. A / x \ x\ — B i ( x \ x\ - h x'2 x\ ) - h 2 G , x ' 2 x\ — o ( i — 1, 2 , 3 ) . 

De même les couples de côtés passant par X\X$ for-
ment une involution représentée par une des équations 
suivantes, équivalentes entre elles : 

2 A i x\ x\ — A 2 (X', X\ -H x\ ) -h 2 A 3 3/3 x\ — o, 
2 B J . R I x\ — I > 2 ( x \ x"3 4 - x'z x\ ) -H 2 B 3 x'-à x\ — O, 

2 G ! x\ x\ — \ <T:j H- ) -+- 2 C 3 x'à x"3 — O. 

4. Avant de poursuivre la démonstration du théo-
rème du numéro précédent, faisons quelques remarques. 

Le déterminant A étant nul, il existe une relation 
linéaire entre les polynômes 

aLx| -+- 2 b,x2X\ -4- c/x'j ( ¿ = 1,2, 3 ) 

tigurant dans l'équation <p=.o. L'évanouissement de 
ces poly nomes représente donc trois couples de la pre-
mière involution trouvée ci-dessus. De même on peut 
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ordonner o par rapport à x2 et l 'on trouve que 

a{x\ -h ia-2-+- azx\ — o, 

bi x'I 4- 7.b2x3xl -f- b3 x\ = o, 

CJ X\ -h 2 <?2 -H C3 X] = O 

représentent trois couples de la seconde involution. 
P o u r la simplicité nous dirons que la courbe & est 

quadrillée quand elle est c irconscrite à des quadrangles 
ayant deux points diagonaux aux nœuds. La remarque 
précédente donne alors r e n o n c é que voici : 

Soient une quartique binodale o, la première po-
laire d'un de ses nœuds et le couple de tangentes en 
ce nœud ; ces trois figures sont coupées par une droite 
quelconquey issue du second point double, en trois 
couples de points (autres que les nœuds). Si ces trois 
couples de points sont en involution, il en est de même 
des trois couples de points analogues obtenus en inter-
vertissant les rôles des points doubles. Dans ce cas, et 
dans ce cas seulement, la courbe o est quadrillée. 

Voici encore un corollaire évident : 

Si la courbe ç> est quadrillée, toutes les droites 
issues d'un nœud la coupent en des couples de points 
qui sont projetés de Vautre nœud suivant des couples 
de rayons en involution. Réciproquement, si trois 
couples de rayons pareils, issus d'un même nœud, 
sont en involution, tous le sont,, aussi bien pour l'un 
que pour Vautrée nœud, et la courbe est quadrillée. 

L u élément double d'une involution correspond à 
des tangentes issues de l 'autre nœud et donne un qua -
drangle réduit à un segment de droite. Ainsi , pour 
qu' une courbe <p soit quadrillée, il faut et il suffit que 
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les contacts de deux tangentes issues de l'un des 
nœuds soient alignés sur Vautre. 

Soit, pour fixer les idées, 

a-^x\ ibzx2x{ c:ix| . 
== l(axxl H- ib\X2X\ -4- cix\) -H [J.(a2xl 4- -2b2x2xx 4- c2x\) 

la relation identique qui lie trois couples de Finvolution 
en .r2, x{. L'équation de la courbe peut s'écrire 

ç ( axx\ H- <?.b[x2xi 4- cxx\) (x\ 4- \x\) 

4 - ( A 2 X \ 4 - 2 X2X i 4 - C2X\) ( 2 X\ 4 - [ I X F ) 

axx| 4 - •2b1xzXi 4 - ctxF a2x\ 4 - ib2x2xx 4 - C 2 ^ { 

— ('2XsXi 4- ¡XX'l ) x\ 

Réciproquement, l'évanouissemeut d'un déterminant 

fi{xux2) f2(x,, x2) 

où les f et les <p sont des formes quadratiques, repré-
sente une quartique binodale quadrillée. Car les quatre 
points communs aux deux couples de droites 

f\ 4— kfï — o, ©i 4- k ®2 — O 

vérifient l'équation de la courbe et, quel que soitÂ, ce 
sont les sommets d'un quadrangie avant deux points 
diagonaux aux nœuds. Donc, pour qu'une quartique 
binodale soit quadrillée, il faut et il suffit que le pre-
mier membre de son équation puisse se mettre sous 
foi'me d'un déterminant de quatre fonctions quadra-
tiques, où ,r3 manque dans une ligne et x2 dans l'autre. 
Il en résul te aussi que les deux involutions sont pro-
jectiles. 

o. Passons à la recherche du lieu du troisième point 
diagonal des quadrangles inscrits : nous venons de voir 
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que les couples de côtés opposés d'un quadrangle sont 

/ 1 - h £ / 2 = 0 , Çpi H- = O. 

Un des côtés du triangle diagonal est x { = o\ les 
autres sont respectivement les droites polaires du 
nœud x , j 3 par rapport au couple de droites fK -f- kf> 
et du nœud xKx2^ par rapport au couple de droites 

-f- k'p2 ; les équations de ces polaires sont 

dfl 
dx 2 dx 2 

dv i 
dx 3 

A: = o, 
dx 3 

(it leur intersection (troisième point diagonal ) décrit la 
conique 

'ML dj_\ 
dx 2 dx-i _ d '2 ? 
d<?i dv-i dxi dx à 

dxà dx 3 

Le lieu du troisième point diagonal des quadrangles 
inscrits dans la quartique quadrillée cc est la conique 
polaire de Vun des nœuds par rapport ci la cubique 
polaire de Vautre. 

Cette conique a pour équation développée 

ai X3x2 -f- bix^x^ -4- a2x.2xi -h b2x\ = o. 

Si l'on calcule son discriminant, on trouve 

— —b\ ) ou — a x C3. 

La courbe dégénère si Ton a 

'ai — ° ou C3 = o. 

Dans le premier cas, la quartique <p se décompose en 
une droite xK et une cubique. Ecartons provisoirement 

cette hypothèse. La propriété de la conique dx2 dxi de 
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se réduire à deux droites est indépendante du choix du 
triangle fondamental; mais l'équation cp = o ne con-
serve la même forme que si deux des sommets de ce 
triangle sont aux nœuds. La quantité C3 est donc inva-
riante pour les transformations de coordonnées qui 
déplacent le sommet x2xs. Nous supposerons d'abord C3 

non nul} le cas de C3 = o sera examiné plus tard. 

6. Avant d'étudier l'enveloppe des côtés des qua-
drangles qui ne passent pas par les nœuds (dans l'hy-
pothèse C 3 < o ) , il convient d'examiner la correspon-
dance entre les sommets opposés des quadrangles. 

Les équations des involutions en x2, x{ et .r3, xK 

peuvent s'écrire, par exemple, sous la forme suivante, 
trouvée au n° 3 : 

i A3a?i x\ — B3 ( x\ x\ H- xf2 x\ ) -+- '.>. Csxi2 x\ — o, 

i Ci x\ x\ — C2 (x[ x\ -h x\ x\ ) -h 2 C3#3 X\ — o. 

De ces relations on peut tirer les coordonnées du 
sommet x' proportionnelles à des fonctions quadra-
tiques des coordonnées du sommet opposé x" ou inver-
sement . D o n c , les sommets opposés des quadrangles 
se correspondent dans une transformation biration-
nelle quadratique. 

Puisque C3 n'est pas nul, les équations précédentes 
définiront une simple inversion si l'on déplace le som-
met x2x3 du triangle de référence de manière à annu-
ler B3 et C2 , ce qui revient à prendre pour côtés x2 

et x 3 du triangle de référence les rayons conjugués 
de x t dans les deux involutions. 

Supposons que cette transformation ait été faite et 
que les deux involutions soient désormais représentées 
par 

Xf2 x\ = cx\ x\, x'.àx\ = a x\ x\ . 
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Leurs rayons doubles ont pour équations 

et Ton voit facilement que les couples de ces involu-
tions se représentent par les équations suivantes où A 
et JJL sont des paramètres variables : 

x\-h cx\ — \x2xx — o, #3 -+- — ¡¿&3&1 — o. 

Ces deux involutions étant projectives, 011 a, par 
exemple, 

Xfji 4- 2 wX H- 2 m {jl 4- 4 & = 0. 

L ' é l i m i n a t i o n de et JJL donne l ' équat ion de la c o u r b e 
rappor tée au tr iangle fondamenta l de l ' invers ion 

<p (x\ 4- cx\ ) (xl 4- ax'] ) -h 2 m(x \ 4- cx\)x3x{ 

4- im(x\-+~ a x\ ) x2 Xi 4- 4 b xï x î = o 
ou 

C5 = ¿F̂  (x'i 4- imXvXi-T- cx\ ) 

4- 2x3xi(nx\ 4- ibx-ixi 4- ncx\ ) 
4- xj ( a x\ 4- 2 ma x2 xv 4- acx\ ) = o. 

Dans une quartique binodale quadrillée, les SOJII-

mets opposés d'un quadrangle sont des points homo-
logues d'une inversion trilinéaire dont les points fon-
damentaux sont les points diagonaux du quadrangle 
déterminé par les intersections des rayons doubles 
des deux involutions. 

7. Pour obtenir l'enveloppe des cotés des quadrangles 
inscrits nous allpns résoudre d'abord ce problème d'al-
gèbre : éliminer A entre les relations 

<*i4-&|X a24-62X b3X 
ci 4- di X — c2 4- d2 X c3 4- dz X 

Représentons chacun de ces rapports par — p, il 
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faut donc que les trois relations 

a i -+- b i \ - + - a p -H d i \ p = o ( I = I , 2 , 3 ) 

soient compatibles en A et p; multiplions-les par p : 
nous aurons six équations non lioinogcncs en A, p, Xp, 
p2, Ap2, et l'élimination de ces cinq quantités conduit à 
l'évanouissement du déterminant 

bi et di . 
at bt Ci di ( ¿ = 1 , 2 , 3 ) . 

Pour que les deux relations proposées en A aient 
deux racines communes, il faut que les équations 

a i - 4 - b i \ H- c/p -+- d i \ o = o 

soient vérifiées par deux systèmes de valeurs de \ et p. 
En coordonnées cartésiennes X, p, elles représentent 
trois hyperboles ayant les mêmes directions asympto-
liques; pour qu'elles aient encore deux points com-
muns, ils faut qu'elles fassent partie d'un même faisceau 
ou que l'on ait 

|| at bj Ci di || = o (i = i, 2, 3). 

Ces problèmes préliminaires étant résolus, revenons 
à la courbe quadrillée <p rapportée aux trois points fon-
damentaux de l'inversion. Son équaiion est 

-h (axf -h imax^xx 4- acx\) = o, 

et l'on a supposé que le mineur du déterminant A re-
latif au dernier élément, donc ici b — nui, n'était pas 
nul. L'équation peut encore s'écrire 

= o ; 
x\-+-ax\ —ixzxi 

ixl ibXiXi -H ncx'j x\ -H imx^xi H- C 
Ann. de Mathémat4e série, t. Y. ( O c t o b r e 1905.) 3 o 
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elle montre que les involutions projectives peuvent 
s'écrire 

x\ 4- cix\ — i\xzxx — o, 

x\ ( n 4- X ) -4- 2 x2 xi ( b 4- m X ) -i- cx\ ( n -h X ) = o, 

une même valeur de \ donnant des couples correspon-
dants des involutions. 

Lue droite u donnée par l'équation 

coupe la première involution en des couples de points 
qui, projetés du nœud donnent cette troisième 

u\x\ 4- '.>.X2Xi ( U2 III 4- X M2 «3 ) 4-^*1 ( ll\ 4- dll\ 4- 2 X UA Uz) — O. 

Pour que la droite u soit diagonale d'un quadrangle 
inscrit, il faut que la seconde et la troisième involution 
aient un couple commun, correspondant à une même 
valeur de A, donc que l'on ait 

u\ U\ u2 4- X u2 uti u\ 4- au\ 4- 9.X ux u3 

n h- X ~ b -4 m X ~~ c(n 4- X ) 

L'élimination de X, comme nous venons de l'effectuer, 
donne ce résultat 

x3 = 
U2x2 4- U\ Xi 

involution 

it o n 
U\U 3 UtU* 

u \-r-au \ 2 Ui 

b m 
ne c 

o n 
UiU-y U2U3 b m 

u\ au\ 2Uxiiz ne c 

En développant par le théorème de Laplace, et sup-
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primant le facteur ( b — mn)u2uz, il vient 

u\ — i u \ n u z ) -4-4bu\ u2 «3 
-4- U\ ( cu\ — au\ ) ( mu.2 — nuz ) — {cu\ — au\) -= o, 

équation tangentielle d'une courbe de quatrième 
classe. 

Pour que la droite u soit diagonale de deux qua-
drangles, il faut que les deux équations en X écrites en 
dernier lieu aient deux racines communes; donc, d'a-
près le problème préliminaire, il faut que l'on ait 

|| u \ ° n f ; | 
M //] ¿¿2 l( 2 ll .i b fil h — o. 
¡1 u'j-hau% .ïUiUz ne c ¡1 

En omettant la seconde ou la première colonne on a 
respectivement 

cu\ — au\ — u\ — o, x ux u-i(b — mn) — o. 

Par hypothèse, b — mn n'est pas nul} on a supposé u% 

différent de zéro, puisque l'on a, ci-dessus, divisé par 
donc 

o, cu\—au\ — o 

représentent deux droites qui sont à la fois diagonales 
de deux quadrangles inscrits, et, par suite, tangentes 
doubles à l'enveloppe. 

Pour une de ces droites, les seconde et troisième in-
volutions considérées précédemment ont deux couples 
communs, par suite tous leurs couples communs, et aussi 
mêmes éléments doubles. Ceci explique pourquoi cha-
cune des tangentes singulières, 

Ui — o , u2 : zi3 = zb s/a ; y/c, 

est diagonale du quadrilatère formé par les rayons 
doubles de la première et de la seconde involution. 
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L'enveloppe des côtés des quadrangles inscrits qui 
ne passent pas par les nœuds est une courbe de qua-
trième classe ayant pour tangentes doubles les diago-
nales du quadrilatère formé par les rayons doubles 
des involutions des côtés opposés des quadrangles 
inscrits. 

Toutefois, bien qne, pour l'une des tangentes singu-
lières, la seconde et la troisième involution ont tous 
leurs couples communs, elles n'ont que deux couples 
communs correspondant à la même valeur de A; ces 
valeurs de A s'obtiennent en faisant 

ux = o, ¿¿21 u3 = ± s/a : s/ c 

dans l'une des relations 

U | UX U 2 -h A U2 W;j II] 4~ ail\ -h L\ U\ UI 

n -1- A 6 -h /H X c ( n 4 - X ) ' 

par exemple dans la première : on obtient successive-
ment 

a ( b 4 - ni X ) = dz sj ac ( n 4 - X )X, 

db X2 s/ c 4- X (=±z n \f c — m f a ) — b f a — o. 

Les deux valeurs de A coïncident, pour l'une ou 

l'autre des tangentes singulières, si l'on a 

(± n \fc — m f a)1 zt. \ b f ac 

— am2 4- cn% zt 2 fac{ib — mn) = o. 

Pour que les valeurs de \ coïncident pour les deux 
tangentes singulières, c'est-à-dire pour qu'elles soient 
toutes deux inilexionnelles, il faut que 

am2 4- en- = o et 2 b — mn = o. 

Quand une courbe de quatrième classe a deux tan-
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gentes doubles, elle est eu général du huitième ordre. 
Cet ordre s'abaisse d'une ou de deux unités quand une 
ou deux tangentes doubles deviennent inflexionnelles; 
comme on vient de le voir, cette circonstance peut se 
réaliser sans que l'on renonce à l'hypothèse b ^ m n . 

L'enveloppe des côtés des quadr angles inscrits dans 
la quartique quadrillée est une courbe du huitième 
ordre qui peut s'abaisser au septième ou au sixième 
ordre. 

8. Reprenons la première équation de la quartique 
quadrillée 

o == x'I (a\x\ -r- xbix^xi -r- Ci x* ) 

-h '2 XS X | ( a 2 X | 4- '>< b» X2 x ] -r- C2X\ ) 

4- x\ ( azx\ 4- '2 bzxt x\ 4- c^x'l ) — o. 

JNOUS supposons encore mais, par contre, le 
mineur 0 3 de A = (abc) ou as b2 — a2bK est à présent 
nul. 

Nous pouvons toujours, et d'une seule manière, dé-
placer le sommet x 2 x^ du triangle de référence de telle 
sorte que les coefficients a2 et bK s'annulent, car la 
transformation des coordonnées remplace ces coeffi-
cients a> et b{ par des fonctions linéaires des para-
mètres de la transformation. Ayant donc 

axb2— «2 bi — az — bx = o et ai \ o, 

on doit avoir aussi 
b2 = o, 

et le déterminant A se réduit à 

— bibdc2. 
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Par suite, pour que la courbe <p soit quadrillée, il faut 
que c2 ou ¿ 3 soit nul. L'équation se réduit à l'une des 
formes 

YSXU ^2) + X2) = O, 

x \ */j xz) H- <\>i(xuxz) = o. 

Dans le premier de ces cas, chacune des droites 
y = o coupe; la courbe en quatre points con-
fondus au sommet 5 et ce sommet est alors un 
point double d'inflexion; dans le second cas, c'est le 
second sommet qui présente cette singularité. Il suffit 
évidemment de considérer un de ces cas.* 

Nous nous bornerons à énoncer les résultats que l'on 
obtient en appliquant les méthodes des numéros pré-
cédents. 

Lorsque, dans une quartique binodale quad rillée, 
un des nœuds est, un point, double d'inflexion, le troi-
sième point diagonal des quadrang/es inscrits décrit 
une droite, les sommets opposés de ces quadr an g les se 
correspondent; dans une semi-inversion trilinéaire, et 
leurs diagonales enveloppent une courbe de troisième 
classe. 

I le m arquons que, si V une des branches de la courbe 
passant par un point double y présente une inflexion 
et si la courbe est quadrillée, la seconde branche a 
aussi une inflexion en ce point ; car les quatre tan-
gentes issues du nœud considéré ont leurs contacts ali-
gnés deux à deux sur l'autre nœud; si donc un de ces 
contacts s'approche indéfiniment du premier nœud, il 
en est de même d'un autre de ces contacts. 

(A suivre.) 
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[ L 1 1 7 a ] 
SUR UN LIEU CONNU; 

P A R UN A B O N N É . 

Par deux points fixes A et B pris sur une conique 
donnéey on fait passer une circonférence variable, 
puis Von mène à ces deux courbes deux tangentes 
communes, telles que les cordes de contact passent 
par le point de rencontre de A B avec la sécante com-
mune associée (*); trouver le lieu du point de ren-
contre de ces tangentes? ( C H A S L E S . ) 

Le cas particulier où les points A et B sont confondus 
n été proposé au Concours général en 1844 (Nouv. 

inn., 1844? p- 43 i , 489). 
Gérono, après avoir donné une solution géométrique 

(Ibidp. 495), a ramené géométriquement le cas gé-
néral au cas particulier en montrant que le lieu reste 
le même si la corde AB se déplace parallèlement à elle-
même (Ibid., 1851, p. 4o8). Breton (de Champ) a 
résolu la question en considérant le point dont, on 
cherche le lieu comme un centre d'homologie; il a 
remarqué que le problème peut s'étendre à l'espace, en 
remplaçant la conique et le couple de points par une 

(1 ) La restriction essentielle indiquée ici est souvent omise dans 
l'énonce; si on ne la fait pas, le lieu se compose d'une conique et 
d'une courbe du quatrième ordre (Nouv. Ann., 1880, p. 122). Si ia 
circonférence variable est remplacée par une conique variable pas-
sant par quatre points fixes quelconques, le lieu est une courbe 
du sixième ordre {Nouv. Ann., 1880, p. 184, Note de M. Darboux). 
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quadrique et une section circulaire (fbid., 185a, p. 62 
et 

Plusieurs solutions analytiques ont été données ( 1 863, 
]>. /¡S1 ; 1864, p. 4.9î 1873, p. ¿3; 1S80, p. 91). Elles 
ne diffèrent pas essentiellement les unes des autres, et 
celle qu'on va lire est empruntée au même fond d'idées 
que ses devancières. 

Soit la conique S, dont l'équation est f(x,y) = o, 
les axes de coordonnées étant parallèles aux axes de 
la conique S*, soit la conique T doublement tangente à 
la première, et qui sera formée par la suite des deux 
tangentes communes considérées dans l'énoncé 

h'f-Çkx^- o; 

soit le cercle C, doublement tangent à la conique T , 

kf — ( X a? -h py -+- v )2 + 

avec deux conditions dont nous n'écrirons pour le mo-
ment que la première, 

(1) pq = 

les cordes communes à la conique S et au cercle C qui 
passent au point de rencontre des cordes de contact 
avec T sont 

(pr qy -h R)* — ^JKH-V)2 = O, 

et leurs coefficients angulaires seront m et — m si 
l'on a 

( 2 ) (p^-qm)~ — (X -+- Ht-/»)2 — o, 

le terme du premier degré en m disparaissant a priori 
en vertu de (1). 

Les relations (1) et ( 2 ) déterminent p et q ; il suffit 
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de prendre 

p - b qm — A - h ¡j. m, 
/> X qm — X x ¡¿m ; 

laissant de côté la solution illusoire p = A, q = ¡x, ou /n 
n'entre pas, on a la solution 

p = [A/n, gwï — X. 

Si l'on achève d'écrire cjue la coni(|ue C est un cercle 
en supposant 

/ ( * > r ) = G J 2 + . 

on a la condition 

/• ( A — G ) — ( X2 — jj.2 ) 4- (>* — (f-) = o, 

ou, d'après les expressions trouvées p o u r / ? et 

( 3 ) — k ( A — G ) — ( X2 — \x- m- ) = o. 
m2 + i 

Si maintenant la conique T est formée des deux tan-
gentes menées à la conique S par un point J de coor-
données a, ¡3, on a 

et le lieu du point 1 est la conique représentée par 
réquai ion 

( 4 ) ' C) A*, y) - m*f* ) = o ; 

cetle conique passe; aux quatre points de la conique S 
dont les tangentes ont pour coefficients angulaires m 
et — m. 

Si l'on prend l'équation de la conique S sous la 
forme 

^ . .r2 . . 



x- y2 _ c2 

a2 m2 b- a2 m1 — b-' 

où l 'on r e c o n n a î t une c o n i q u e homofocale à la conique 
d o n n é e . 

L e l ieu ne dépend que de la direction d e l à corde; A B , * 
et non de sa pos i t ion . 

E P I I K I VE É C R I T E . — Détermination de la latitude : 
i" Par la distance zénithale (Vune étoile connue obser-

vée dans un angle horaire également connu : 
•Àn Par la distance zénithale méridienne d'une étoile 

connue. Conventions nécessaires pour que la formule soit 
générale ; 

3° Par la distance zénithale minimum d'un astre de 
déclinaison lentement -variable, comme le Soleil ; 

4° Par la méthode de Summer ou des cercles de hauteur 
{exposé géométrique de la méthode). 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Calculer pour des valeurs de t dis-
tantes de j jours et égales ci 68 jours, jours, .... les 
racines de l'équation de Kepler 

CERTIFICATS D'ASTRONOMIE. 

Bordeaux. 

u — e sin u = nt. 
On prendra 

Excentricité 
Moyen mouvement 

e =o,-> 3 8 3279 
n = 782" . 6o7() 

S O L U T I O N . 

La première racine est voisine de 19° 18'; la seconde racine 
est voisine de .>o"2(V. (Novembre 190 
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Grenoble. 

E P R E U V E É C R I T E . — I . Expression de la longueur d'un arc 
de méridien elliptique en fonction des latitudes extrêmes. 

II. Mesure d'un arc de méridien et détermination de 
son amplitude. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Calcul de l'azimut du lever d'une 
étoile et de la durée de la présence de cette étoile au-dessus 
de l'horizon, soit en négligeant la réfraction, soit en en 
tenant compte. 

Données numériques : 
O f ,, 

Déclinaison de l'étoile (i) = 38.4 i -4^ 
Latitude du lieu A = 45. I I . 
Réfraction à l'horizon 0 = 33.47 

(Novembre 1904.) 
E P R E U V E É C R I T E . — Aberration. 
Aberration annuelle. Corrections : 
1" De l'ascension droite et de la déclinaison ; 
-2° De la longitude et de la latitude. 
Description du déplacement apparent d'une étoile sup-

posée fixe, résultant de l'aberration annuelle. 
Aberration diurne : 
Correction de l'ascension et de la déclinaison ; 
Cas particulier du passage au méridien. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — On a mesuré les ordonnées y y2, 
y3, y>+ de quatre points dont les abscisses sont x 1, x3, x^. 
Ces peints étant supposés en ligne droite, trouver les 
valeurs les plus probables des coefficients a, [3 de l'équa-
tion 

Y = A X - h ¡Î 

de cette droite. 
Déterminer les erreurs à craindre sur a et ¡3. 
Application numérique : 

— o, y t = 7, 

«^2= 44, 7 2 = 1 1 , 4 , 
9 1 , 7 3 = »6,4, 

x,,= i3y, 74 = 2 0,6. 
(Juillet 1905.) 
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Toulouse. 

E P R E I V E ÉCRITE. — I . Définit ion du temps sidéral, du 
temps vrai, du temps moyen. Rapport du jour solaire moyen 
au jour sidéral, sachant que la durée de Vannée tropique 
moyenne est égale à 3G6, ->4'2^17 jours sidéraux. 

11. On considère un plan tangent à la sphère céleste, en 
un point 0 de distance polaire pQ et d'ascension droite a0. 
Du centre O de la sphère, on fait la perspective de cette 
sphère sur ce plan tangent. {C'est ce que réalise un cliché 
astrophot ograp h iq ue.) 

On suppose que les points du plan tangent soient déter-
minés par leurs coordonnées rectangulaires x,y, Vy étant 
mesuré parallèlement à la tangente en G au cercle horaire 
de ce point, dirigée vers le Nord, et l'x suivant une direc-
tion perpendiculaire à celle-là dirigée vers VOuest. 

Démontrer que les formules qui permettent de passer 
des coordonnées célestes p et a d une étoile aux coordon-
nées x, y de son image sur le plan tangent sont 

avec 

(q étant un angle auxiliaire). 
On rappelle la, formule suivante cle la Trigonométrie 

sphérique qui pourra être utilisée 

c o t a s ine = eusc cosl> -h s i n B c o t A . 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Calculer le diamètre apparent i\ 
du Soleil, le i5 avril i88:>, connaissant sa déclinaison 

O = - R - 1 8 " 3 8 ' ( ) " , 

le temps sidéral 2mj4s,4'2 qu'il met à franchir le méridien 
et la variation^*, 886 en temps moyen de Vascension droite 
du Soleil pendant une heure moyenne. 

On utilisera pour le rapport du jour sidéral au jour 
moyen la valeur 0,997269. (Juillet 1903.) 

t a n g ( / j 0 — q), y 
t a n g ( a — y.{) ) sin q 

cos ( p — q ) 

tang/? cos( a — x 0 ) = tanggr 
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Montpellier. 

E P R E U V E É C R I T E . — Lunette méridienne ; usage ; ses erreurs 
et leurs corrections. Détermination des constantes instru-
mentales figurant dans les formules de correction. 

Détermination des ascensions droites des étoiles ; 
i° Par rapport à une étoile fixe prise arbitrairement 

pour origine; 
2" Par rapport au point vernal. 

É P R E U V E É C R I T E . — Le ie i juillet 1905 à oh temps moyen 
de Paris, les coordonnées écliptiques de la Lune sont 

L = 83° 49'46", 4, £ = — 4 ° 4 3 ' I O \ 

Le 8 juillet à la même heure elles seront 

V = 1790 io' io", 5, ¡ i '= -h 2°25'56", 3. 

Déduire de là la longitude 0 du nœud ascendant de 
Vorbite et Vinclinaison i de celle-ci. 

On fera et Von utilisera cette remarque que le calcul 
de l'inclinaison contient tout naturellement un procédé 
de vérification quant au calcul cle 0. (Juillet 1905.) 

Marseille. 

COMPOSITION É C R I T E . — Théorie de la réfraction astrono-
mique. 

I^oi relative au cas des faibles distances zénithales. 
Formule de Laplace pour le cas ou la distance zénithale 

n excède pas 8o°. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Connaissant l'ascension droite A 

d'un astre, sa déclinaison o et Vinclinaison de l 'cclip-
tique e, on demande de calculer : 

I° La longitude X et la, latitude ¡3 de cet astre; 
2° Les changements AX et A ¡3 qu'éprouvent la longitude 

et la latitude lorsque, s restant invariable, l'ascension 
droite et la déclinaison sont augmentées respectivement 
de AA et de A S . 
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Données numériques : 

0 / // 
a = 54 . 8 . IO,o, 
o = -25 » 1 6 . 2 0 , 0 , 

£ = 2 3 . 2 7 . 0 , 0 , 

a8 = 10,0 . 
(Juillet 1905.) 

SOLUTION. 

Formules et calculs. 

tangN = coto sin a, 

. tan g a sin(N -4- e ) 
tangX = 5 , 

® sir» N 

tang ¡3 = c o t ( X -h e) sin X, 

cosX et cosa ont le même signe. 

AN _ ^ _ Ao 

sin^N 2 sin 20 ' 
AX Aa sin s AN 

sin 2X sin 2 a 2 sin N sin( IN - r £ j 

Aii. cotX AX AN 

si 11 2 ¡i 2 sill 2( N -f- £) 

ou mieux 
. __ s inecosA 

sin M = ^— 

(cosM a le même signe que coss — sino sin£ ). 

A ¡3 1= cosM Ao — sin M cos8 Aa, 

cosM AX = sin M Ao cosM coso Aa. 

a 5 \. 8 . 1 0 , 0 s 23.27. 0 50 

0 2 5 . 1 6 . 2 0 , 0 N 59 .46.37 ,46 

N - B £ 8 3 . 1 3 . 3 ; , 4 6 

Résultats : 
J X . . . 5 7 . 4 9 . 4 1 , 6 9 AX . . . -H 1 1 , 1 8 

( 5 .44 .25 ,98 Aji. . . -+- 7 , 6 0 
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Log. Log. Log. 

c o t o . . . 0 , 3239616 tanga 0 ,1409102 c o t ( N - h e ) . ï , 0 7 4 6 8 3 3 
si n a . . . T,9087054 s i n ( N - t - e ) 1 ,9969586 sinX ï . 9 2 7 6 0 4 2 
tHng \ . 0 ,2346670 tanga sin(NH-e). 0 ,1378688 tang¡3 1 ,0022875 

sinN 1 ,9365507 
tangX O,2OI3I8I 

Log. Log. 

sin £ 7 , 0 9 9 8 » TVA?  » 0 , 7 6 o r 

cus ) 1 ,7263 » -fó-cosQ AX. . 0,0466 1, 113 3 
eos 0 sin M . . T,326I 0,21[9 eos [J  "i"'997^ » 
coso  1 ,9563 » 0 , 0488 1 , 1 1 8 

sin M 1,3698 0,2343 
eos M ' ,98J7 0,9720 

ros 8 eos M . . 1,944o 0 , 8 7 9 0 

questions. 

2019. Par l'un des axes d'une conique \V on mène un plan c 
perpendiculaire au plan de cette conique; un segment de 
longueur constante l se déplace sous les conditions suivantes : 
l'une de ses extrémités décrit la conique W , il reste constam-
ment normal à cette conique, et son autre extrémité est dans 
le plan v; démontrer que cette seconde extrémité décrit une 
conique V ( à laquelle le segment est d'ailleurs constamment 
normal). 

Avec l'autre axe de la conique \V, et une autre longueur 
constante m, on aura une nouvelle conique U. Démontrer 
qu'un certain segment de longueur constante n peut se 
déplacer en ayant ses extrémités sur les coniques U et V, et 
en restant normal à ces deux coniques. 

( G . F O N T E N É . ) 

2020. On considère tous les triangles MPQ inscrits dans 
un cercle et tels que MF et MQ aient des directions données. 
Le lieu des centres des cercles tritangents au triangle MPQ 
se compose de quatre cercles. ( E . - N . B A R I S I E N . ) 
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2021. Soit un triangle ABC, et soient M, N, P les milieux 

des côtés. Considérons les projections D, E , F d'un même 
point sur ces côtés. Si a, b, c sont respectivement les inter-
sections des droites NP et E F , PM et FD, MN et DE, le 
triangle abc est conjugué par rapport au cercle D E F ( 1 ) . 

( G . F O N T E N É . ) 

2022. Soient a, b, c trois coefficients consécutifs quel-
conques d'une équation algébrique à coefficients réels, dont 
toutes les racines sont réelles; on demande de démontrer 
qu'il est impossible d'avoir 

( 2 b*—'Sac)*<a*( 4 C3 — 3 a.b* ). 

( S O L O N C l l A S S l O T l S . ) 

2023. C7/,, désignant le nombre des combinaisons de m ob-
jets p à p, démontrer l'inégalité 

< i [( c>„r1 )2 - c;;, c ; -* ] [ ( c ) » - c;;+< |, 

m et r étant quelconques (/* S. m ) . 
( S O L O N C l I A S S I O T I S . ) 

2024?. Soient C une cubique gauche, aa\ bbcc' trois cordes 
de cette courbe, génératrices d'une quadrique qui la contient 
tout entière. 

Démontrer que les quatre plans (abc), (ab'c'), {abc'), 
{a'b'c) passent par un même point d. De même les quatre 
plans ( a ' b' c'), ( a ' bc), (ab'c), (abc') passent par un même 
point d'. La droite dd' est une corde de la cubique C, et les 
points d et d' sont conjugués harmoniques par rapport aux 
extrémités de cette corde. ( H . B R I C A H D . ) 

( ' ) Si D, E, F sont les points de contact du cercle inscrit, le 
centre d'homologie des triangles abc, DEF c*t le point de contact 
de ce cercle avec le cercle des neuf points, l'axe d'homologie des 
triangles abc, ABC est la tangente en ce point ( W . - R . HAMILTON; 

cf. Nouv. Ann., i()o3, p. i83). 
Le cas ou D, E, F sont les pieds des hauteurs correspond à une 

question posée par M. Brocard (Aouv. Ann., 1874, p. 208). 
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[Ml5eè, M ^ c , M 2 4 ] 

QUADRILATÈRES DE STEINER DANS CERTAINES COURBES 
ET SURFACES ALGÉBRIQUES; 

PAR M. STUYVAERT. 

( Suite et fin. ) 

F I G U R E S DU Q U A T R I È M E D E G R É A T K O I S 

E T Q U A T R E N O E U D S . 

9. Tout le paragraphe précédent serait inexact si la 
condition A — o équivalait à Texistence d'un troisième 
point double, car alors la propriété d'être quadrillée 
n'appartiendrait jamais à une quartique binodale. Mais 
il n'en est rien : admettons en effet que la courbe o ait 
un troisième nœud au sommet ce qui revient à 
supposer 

C 3 = C-2 = ¿ 3 = O. 

Le déterminant A se réduit à —a^b 2 c s et n'est pas 
identiquement nul. 

Réservons toujours les cas où l'on a, soit a3 = o, 
soit = o, et où la courbe <p dégénère en une cubique 
et une droite x2 ou Nous devons admettre b2 = o, 
et les tangentes 

Ci x\ -h ox$ x2 -+- a3x\ — o 

au troisième nœud x2x3 sont alors séparées harmoni-
quemeiit par les deux autres points doubles. Ainsi, 
pour qu'une quai'tique trinodale possède des qua-
drangles inscrits ayant deux points diagonaux en 
deux des nœuds, il faut et il sujfit que ceux-ci soient 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. V. (Novembre igo5.) 3i 
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séparés harmoniq uement par les tangentes au troi-
sième nœud. 

Comme 011 le vérifie sans peine, la correspondance 
des sommets opposés des quadrangles est donnée par 
les relations 

x\ : x\ : x\ — aîbl(7.a^x'z H- a3 x[) (ibixl2-h cix\) 
: —a2b\ Cix'2 (ia^x'z -+- a3x\ ) 
I — a2a3bix'z (-ibix'z -+- C\x\). 

C'est une inversion, dont les points fondamentaux sont 
les nœuds xhx<i, x { x 2 et le point commun aux droites 

ia2x3 -f- a3xi — o, xbi x2 = o. 

Le troisième point diagonal des quadrangles décrit la 
conique 

aix3x2 -+- bix3xi -+- a2xix2 = o ; 

elle ne dégénère que si l'un de ses coefficients s'annule, 
hypothèse que nous pouvons exclure provisoirement. 

L'équation de la courbe peut s'écrire 

x'I —'±a2xzxi — azx\ 
— 0 ; x\ aix\ -+- ibxx2xi -+- C\x\ 

elle montre les involutions projectives 

\x\ — 'ia2xsxi — a3x f = o, 
x\(ai + ^.) -+• 2biX2Xi -f- t'i x\ = o, 

dont la première, combinée avec l'équation d'une 
droite w, donne cette troisième involution 

x\ X u\ -R- 2X2 Xx ( À ll2 Ui -F- a2 U2 II2 ) 
-H x\ ( X uI H- a2 u3 Ui — az u\ ) = o. 

La seconde et la troisième involution ont un couple 
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commun si l'on a 

À u\ __ \ U2 U\ -H « 2 A W| -4- >. a% /¿3 U\ — « S 

ai-

L'élimination de \ donne, après simplification par 
Ut, 1/3, une équation cubique en a. Les conditions 
pour que les équations précédentes aient deux racines 
communes en donnent les tangentes doubles de l'en-
veloppe; elles conduisent à 

U\ O l rtj 
u.2ui a^UiU* o b t 

u\ ia2u3iii—«3I/J o Ci 
= o; 

en simplifiant p a r « 4 M 3 , 011 obtient 

Cette tangente double joint deux points représentés 
respectivement par ces deux dernières relations5 ils 
sont situés sur les côtés ¿r3 et x2 du triangle de réfé-
rence et sur les droites respectives 

C\X 1 -\-bxx2~ o, « 3 ^ 1 + = O, 

c'est-à-dire sur les polaires de chacun des nœuds x i y x* 
et xj, x2 relativement aux tangentes à l'autre. 

Dans une (juadrique trinodale quadrillée, le troi-
sième point diagonal des quadr angles inscrits décrit 
une conique et les diagonales de ces quadr angles en-
veloppent une courbe de troisième classe possédant une 
tangente double. 

Dans les cas, exclus plus haut, où l'on a, soit bK = o, 
soit a2 = o, les résultats, faciles «à établir, se résument 
comme suit : 

Un des nœuds est un point double d'inflexion; la 
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courbe a deux séries de quadrangles inscrits ayant 
des points diagonaux en deux couples de nœuds ; pour 
chaque série de quadr angles, les sommets opposés se 
correspondent dans une semi-inversion trilinéaire, le 
troisième point diagonal décrit une droite et les 
diagonales enveloppent une conique. 

Si l 'on a simultanément i , = o e t = o , il y a une 
série de quadr angles inscrits ayant leurs trois points 
diagonaux aux trois nœuds de la courbe ; les sommets 
opposés de ces rectangles se correspondent dans une 
collinéation; les trois nœuds sont des points doubles 
d'inflexion. Et, chaque fois qu'une quartique a trois 
points doubles d* inflexion, elle est ainsi triplement 
quadrillée. 

1 0 . Nous avons toujours exclu le cas où la courbe cp 
dégénère en une droite et une cubique. Examinons à 
présent cette hypothèse ; choisissons la droite en ques-
tion pour ( ôté xt du triangle de référence , ce qui re-
vient à faire aK = o dans l 'équation » . Les raisonne-
ments précédents font découvrir, pour la cubique 

x\ (•ib-ix2 + c^jj-i- 'ix3(a2x\ -+- ib2x2xx -f- c2x\ ) 
-f- Xi( a3x\ -h rib3x)xl -h c3x% ) = o, 

un certain nombre de propriétés, la plupart connues. 
Il nous suffira d'énoncer les résultats. 

La cubique possède des quadr angles inscrits ayant 
deux points diagonaux en deux points M et N de la 
courbe, choisis pour sommets xKx2 et x{x$ si Von a 

o b 2 c i 
A = « 2 ¿>2 C2 

a 3 b 3 c3 

En écartant d'abord le cas où bt = o ou a2 = o, on 
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voit qu'on peut faire évanouir cK et a 3 , car il suffit 
de prendre pour côtés du triangle de référence les 
tangentes en M et N. Alors, pour que A soit nul, il faut 
que c3 le soit, donc que la courbe passe par le point.P 
de rencontre des tangentes en M et N; ainsi les deux 
points M et N o n t même tangentiel et, par raison de 
symétrie, il en est de même de deux sommets opposés 
quelconques d'un quadrangle steinérien. Le troi-
sième point diagonal des quadrangles parcourt une 
droite; leurs diagonales enveloppent une courbe de 
troisième classe; leurs sommets opposés se corres-
pondent dans une inversion ayant M, N, P pour points 
fondamentaux. . 

L'hypothèse b{ = o ou a 2 = o correspond au cas où 
l'un des points M, N est un point d'inflexion; elle en-
traine quelques modifications faciles à énoncer. 

11. Si, au lieu d'une quartique, 011 a un système de 
deux coniques circonscrites au triangle de référence, 

(A #3-+- Q X$X\ —F— PX^XI-H = °J 

les raisonnements du n° 9 s'appliquent : pour qu'il y 
ait des quadrangles inscrits à deux points diagonaux 
aux noeuds x i x2 et X\ i l faut que le terme en 
x\x2x3 manque dans l'équation ci-dessus, ou que l'on 
ait 

P Y ' + P ' T = = 0 ou £ = -

et les tangentes aux deux coniques en leur troisième 
point commun C ( x 2 = o, x3 = o) doivent être séparées 
harmoniquement par les deux premiers points A et B. 
Evidemment la même propriété doit exister pour les 
tangentes au quatrième point commun D. 
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D'après cela, les coniques données F2 et appar-
tenant au faisceau de coniques de base ABCD, y sont 
séparées harmoniquement par les couples de droites 
AC, BD et AD, BC. Par suite les tangentes à r 2 et F'2 

en A (ou B) sont séparées harmoniquement par C et D 
donc il y a un second système de quadrangles inscrits 
ayant deux points diagonaux en C et D. 

Le pôle de AB par rapport à la conique T2 a pour 
coordonnées 

PI Y-

Sa polaire relative à est 

— a( j i ' r 3+Y'^ 2 ) y'.ri ) -h y(a'a?2-h X\) = o 

ou, à cause de ¡3y'-f- ¡3'y = o, 

x2(a'y — ay' ) -+- ( a' ¡2 — o. 

Celte droite n'est autre que CD, car son équation 
s'obtient aussi en éliminant le terme en x2x% des équa-
tions des deux coniques. 

Il y a donc un point M ( — a , ¡3, y) qui est à la fois 
pôle de AB pour F2 et pôle de CD pour Y'2 ; et pareille-
ment un point analogue ]N(—a', ¡3', y'), pôle de AB 
pour F'2 et de CD pour F, . 

Le troisième point diagonal des quadrangles inscrits 
à points diagonaux en A et B décrit la conique 

' l i a x 2 x z - + - a ' ¡3 )x^x^— o. 

Elle passe par A, B, C, donc aussi par D; elle passe 
par M et N, et, dans le faisceau des coniques ayant 
pour base ABCD, elle est harmoniquement séparée du 
couple de droites AB, CD par les coniques proposées r 2 

et H,. Elle est aussi le lieu du troisième point diagonal 
des quadrangles inscrits ayant deux points diagonaux 
en C et D. 
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Deux sommets opposés d'un quadrangle inscrit, de la 

première série par exemple, sont toujours sur une même 
conique r 2 ou r'2. Ceux qui sont sur V2 sont projetés 
de A suivant une involution dont AC et AD sont les 
rayons doubles; donc ces couples de sommets sont en 
involution sur la conique et sont alignés sur le pôle N 
de CD. Ainsi l'enveloppe des diagonales des quadrangles 
se réduit aux deux points M et N. 

Les deux coniques se correspondent à elles-mêmes 
dans une inversion dont les points fondamentaux sont 
A et B et un troisième point E défini par les relations 

p p ' a - j = 

Yï '^i H- (*7 f + 7)^3 = o. 

On vérifie très facilement que ce point est situé sur 
les droites CD et MN. 

Pareillement les deux coniques se conservent dans 
une inversion ayant pour points fondamentaux C, D et 
l'intersection F de AB et MN. 

De ces deux transformations, la première fait corres-
pondre, sur r 2 , deux sommets opposés d'un quadrangle 
de la première série, donc deux points x et y alignés 
sur N. Soit alors G l'intersection de AB et de CD et 
soient y et 5 deux points de T2 alignés sur G ; sur la 
conique T2 , les points x et z sont des éléments corres-
pondants d'une involution, puisque N et G sont conju-
gués par rapport à la conique; le pôle de cette invo-
lution est le pôle de NG ou E-, dans le plan, ces 
points x et z se correspondent dans une transforma-
tion bi rationnel le quadratique; celle-ci est le produit 
de l'inversion ayant E, A, 13 pour points fondamentaux 
et de l'homologie ayant pour pôle G et pour axe MN 
ou EF . Dans cette transformation composée, les points 
fondamentaux de l'un des systèmes sont E, A, B et 
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leurs homologues dans l'autre E , B, A ; c'est donc une 
transformation de Hirst. 

Il est facile d écrire l'invariant simultané de deux 
coniques qui doit s'annuler quand ces courbes forment 
un système quadrillé; mais nous ne traiterons pas cette 
question ici. 

12. Appliquons les résultats du numéro précédent à 
deux cercles se coupant en A et B. Pour qu'ils forment 
un système quadrillé, il faut que leurs tangentes en A 
(ou B) soient séparées harmoniquement par les points 
cycliques, ou soient rectangulaires. 

Ainsi , deux cercles C, et C 2 se coupant ci angle 
droit ont des quadrangles inscrits ayant deux points 
diagonaux aux points cycliques. 

Pour former un tel quadrangle, il faut prendre un 
point P de le joindre aux points cycliques; on 
obtient deux droites imaginaires (isotropes) coupant le 
cercle C2 en deux points imaginaires I et Y situés sur 
l'axe radical du cercle C2 et du cercle nul P. Les 
points Y et I, joints à leur tour aux points cycliques, 
donnent deux autres droites imaginaires se coupant en 
un point réel Q de C l t Les cercles nuls P et Q ont, 
avec C2 , même axe radical et sont alignés sur le centre 
de ce cercle. L'étude actuelle conduit donc à cette pro-
priété connue : tout cercle C 4 passant par les points 
limites P et Q d'un faisceau de cercles coupe orthogO-
nalement tous les cercles de ce faisceau. 

En interprétant la transformation de Hirst rencontrée 
ci-dessus, 011 trouve ce théorème de Géométrie élémen-
taire : 

Soient deux cercles se coupant à angle droit, 
P et Q deux points de l'une des circonférences ali-
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gnés sur le centre de l'autre, P ' le symétrique de P 
par rapport à la ligne des centres ; P ' et Q se corres-
pondent dans une transformation par vecteurs réci-
proques ayant pour pôle le milieu de la corde com-
mune. 

Les deux cercles C4 et C2 ont aussi des quadrangles 
inscrits à deux points diagonaux eu A et B, ce qui 
conduit à cette autre propriété : 

Dans deux cercles se coupant à angle droit, on 
peut inscrire une infinité de quadrangles ayant, deux 
points diagonaux aux points communs A et B des 
cercles ; les sommets opposés de chaque quadrangle 
sont aux extrémités d'un diamètre d'un cercle; le 
troisième point diagonal des quadrangles décrit la 
circonférence passant par A , B et par les centres des 
cercles donnés. 

Ici se termine ce que nous voulions exposer des 
quartiques planes quadrillées; nous espérons consacrer 
un autre travail aux intersections mutuelles de courbes 
pareilles et aux propriétés de leurs tangentes en des 
couples de sommets opposés des quadrangles inscrits. 

B L Q U A D R A T I Q U E G A U C H E D E P R E M I E R E E S P E C E . 

13. Soit c4 une biquadratique gauche, intersection 
de deux quadriques, dans le cas le plus général. Cette 
courbe est projetée d'un point extérieur A, suivant un 
cône du quatrième ordre à deux génératrices doubles; 
la trace de ce cône sur un plan quelconque est une 
quartique binodale qui, moyennant une seule condi-
tion, est quadrillée; dans ce cas le cône perspectif à la 
courbe sera dit aussi quadrillé. Donc, il existe une 
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double infinité de cônes quadrillés perspectifs à la 
biq uadratiq ue. 

Considérons le CÔIHÎ quadrillé de sommet A : il 
existe, sur c 4 , une infinité simple de quadrangles tels 
que deux côtés opposés rencontrent une bisécante AO 
issue de A, tandis que les deux autres côtés rencontrent 
la seconde bisécante AO' ; mais AO et AO' sont deux 
génératrices de la quadrique F passant par A et par c4 ; 
donc les couples de côtés opposés de ces quadrangles 
sont aussi des génératrices de l'un et de l'autre système 
de F . Or, cette propriété est connue; la surface F est 
alors une des six quadriques de Voss du faisceau ayant 
pour base ch . 

Le lieu des sommets des cônes quadrillés perspectif s 
à une biq uadratiq ue gauche de la première espèce se 
compose des six quadriques de Voss du faisceau ayant 
pour base la courbe donnée. 

En appliquant la méthode des projections centrales 
aux propriétés exposées antérieurement pour les quar-
tiques et les cubiques quadrillées, nous aurions pu 
retrouver le nombre de ces quartiques et leurs princi-
pales propriétés, notamment celle-ci, qui est connue 
et a été établie par l'emploi des fonctions elliptiques : 

Dans le faisceau F + ^F' ayant pour base la 
courbe il y a quatre cônes définis par une forme 
du quatrième ordre en A ; les six quadriques de Foss 
sont définies par le covariant sextique de cette forme. 

On remarquera l'analogie de cette propriété avec 
celle de deux coniques formant un système quadrillé, 
d'être séparées harmoniquement par deux courbes 
dégénérées du faisceau qu'elles déterminent. 

JNous n'insistons pas sur la théorie des quadriques 
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de Voss, qui est trop connue. Énonçons seulement 
quelques résultats qui se déduisent très facilement de 
nos paragraphes antérieurs. 

Les droites issues d'un point quelconque d'une 
quadrique de Voss et s'appuyant sur les couples de 
diagonales des quadrangles inscrits correspondants 
engendrent un cône du second degré. 

Les diagonales de ces quadrangles engendrent une 
surface réglée de quatrième classe et de quatrième 
ordre ayant une développai le bitangenie de seconde 
classe. 

Les sommets opposés de ces quadrangles se cor-
respondent dans une collinéation. 

B I Q U A D R A T 1 Q U E G A U C H E R A T I O N N E L L E . 

14. On sait que tout cône perspectif à cette courbe 
est du quatrième ordre et possède trois génératrices 
doubles. 

Soit AB une bisécante de la courbe et, s'il est 
possible, sur cette bisécante, un point P qui soit le 
sommet d'un cône quadrillé, de manière que deux 
côtés opposés de chaque quadrangle inscrit rencontrent 
PAB, les deux autres s'appuyant sur une autre bisé-
cante PCD. 

Les propriétés des quartiques quadrillées donnent., 
par projection, la condition pour que le point P réponde 
à la question : les plans tangents au cône (P) issus de 
PAB doivent toucher ce cône suivant deux génératrices 
situées dans un plan contenant PCD. Ou encore : si M 
et N son ties contacts des tangentes à qui rencontrent 
PAß, il faut et il suffit que Ml\ rencontre CD. Mais 
les bisécantes qui rencontrent MN engendrent une 
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surface du troisième ordre contenant la courbe y4 et 
coupant PAB en un seul point P. 

Soit ensuite Q un point de AB tel que le cône de 
sommet Q perspectif à la quartique soit quadrillé, mais 
de façon que les couples de côtés opposés des qua-
drangles inscrits 'rencontrent les deux autres bise-
cantes Q E F , QGH issues de Q. 

D'après un théorème établi plus haut, les plans tan-
gents au cône ( Q ) le long de la génératrice double AB 
doivent séparer harmoniquement les plans (AB, E F ) et 
(AB, GH). Or, ces plans tangents sont déterminés par 
AB et par les tangentes «à y4 respectivement en A et B; 
les couples de plans séparés harmoniquement par ces 
deux plans tangents sont eu involution quadratique. 
D'autre part, les plans déterminés par AB et par 
les seconde et troisième bisécantes issues d'un point 
variable de AB sont aussi des couples d'une involution 
quadratique ayant pour éléments doubles les plans qui 
contiennent les trisecantes issues de A et de B. Deux 
involulions ont un seul couple commun; il y a donc, 
sur AB, un seul point Q répondant à la question. 

Toutefois, si la tangente en A à y4 rencontre encore 
la courbe, les deux involutions ont un élément double 
commun et n'en ont point d'autre; alors Q coïncide 
avec A. Et, si les tangentes en A et en B à y4 ren-
contrent encore la courbe, les deux involutions ont les 
mêmes éléments doubles et coïncident; alors, tous les 
points de AB sont des points Q. 

En résumé, sur une bisécante (¡uelconque il y a, en 
général; deux points P et Q , sommets de cônes cir-
conscrits quadrillés. 

Le lieu des sommets des cônes quadrillés est donc une 
certaine surface S qui peut contenir la quartique comme 
courbe multiple d'ordre x. Une bisécante coupe S en 
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deux points simples et deux points xu p l e s ; par suite, le 
degré de la surface est 2 x -+- 2. Une trisécante à trois 
appuis distincts ne peut pas rencontrer S en dehors 
de y4, d'où il résulte que le degré de la surface est 
aussi 3x. Finalement x est égal à 2 et la surface S est 
du sixième ordre. 

La courbe y4 possède, comme ou sait, quatre tan-
gentes qui la rencontrent encore; les six droites joignant 
deux à deux les contacts de ces tangentes sont tout 
entières sur S. Si A est un de ces contacts, une bisé-
cante quelconque par A 11e perce plus la surface qu'en 
un seul point P, car on a vu que le point Q coïncide 
avec A. Donc, ces quatre contacts sont des points triples 
de S. Les tangentes en ces points rencontrent la surface 
en un point double, un point triple et encore un point 
double infiniment voisin du point triple, ce qui équi-
vaut à sept intersections; ces tangentes sont donc tout 
entières sur S. 

Le lieu des sommets des cônes quadrilles perspectifs 
à une biq uadratiq ue gauche rationnelle est une sur-

face du sixième ordre ayant la biquadratique comme 
courbe double, possédant quatre points triples aux 
contacts des tangentes qui rencontrent encore la 
courbe, et passant par ces tangentes et par les six 
droites qui joignent, deux ¿1 deux, les contacts de ces 
tangentes. 

O11 sait (jue la biquadratique rationnelle possède 
trois cordes, les cordes principales de Bertini, qui sont 
chacune l'intersection des plans osculateurs à la courbe 
en leurs extrémités; ces cordes se coupent en un même 
point R . Le point Pi est le sommet d'un cône triple-
ment quadrillé perspectif à la courbe. C'est un point 
double de la surface S. 
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SURFACE DU QUATRIEME ORDRE A CUBIQUE GAUCHE 

DOUBLE. 

15. Le problème se pose tout naturellement de 
chercher, pour les surfaces du quatrième ordre, quelles 
sections planes sont des courbes quadrillées à deux ou 
trois nœuds. Si l'on considère la surface quartique la 
plus générale, la question est probablement fort diffi-
cile; mais elle se simplifie beaucoup et donne quelques 
résultats intéressants si l'on considère les surfaces 
douées de lignes singulières, par exemple la surface 
de Sleinei'y la quartique à deux droites doubles, etc. 

A titre d'exemple, nous donnons ici quelques détails 
sur la surface du quatrième ordre S4 ayant pour courbe 
double une cubique gauche représentée par les rela-
tions paramétriques 

Xi : xt : x3: xk= o® : o» : o : i. 

Si l'on pose 

Xi — x2xk— x\, \2—XiX3—XiX^ \3 — XiX3— x\, 

on sait que la surface considérée, la plus générale, a 
pour équation 

al = S a ^ X / X * ^ O ( ai/c = aki\ i, k = i , 3). 

Les oc:* sections planes sont des quarliques trinodalcs 
parmi lesquelles oo2 sont quadrillées. Les plans de ces 
dernières enveloppent une surface. 

Pour trouver l'équation de cette surface, nous appli-
quons le principe de translation de Clebsch, un peu 
modifié. U11 plan u sera défini par les trois points où il 
coupe la cubique double; soient 02, les para-
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mètres de ces points généralement distincts. Un point 
quelconque du plan u a pour coordonnées 

pari == X6® fjL0| -+- vO», 

p a ^ X e î - h f i O î - t - v O l , 

p XO j -f. (-t02 -f- v03, 

ç>xk=\ -t- JJi -H v, 

et X,, [JL, v sont, dans le plan les coordonnées du 
point x rapporté au triangle dont les sommets sont 

Portons les valeurs de d'abord dans les formes X : 

P t X 1 = ( XO? + [i0| -h vO* ) (X -f- fi-h v ) 
— (XOt-f- JJLO,-+-VO,)« 

= S X ! I . ( 0 1 - - 0 1 ) * , 

p * X 2 = (X0J-T- jxo; -4-v0|)(X0t-+- jjl02-4-v03) 

( X O } - H JI.05 ) ( X -I- |X -+- V) 

p » X 3 = ( X 0 J - 4 - {JL0| - H V 0 ^ ) ( X 0 1 - H X 0 2 - H V 0 3 ) 

— (XOf-t- fx0| -+- v0| )* 
= EX-jiOjO^O,— 02)2. 

La substitution dans l'équation a£ = o donne le ré-
sultat symbolique suivant : 

| S ( 0 j — 02)2X{i.[a! — a 2 ( 0 i -f- ô2 ) -f- a 3 0 j 02 J j2 = o. 

Pour que la section soit quadrillée avec des qua-
drangles ayant deux points diagonaux en et G2, nous 
avons vu que le ternie en AJJLV2 de l'équation précédente 
doit s'annuler; donc, si l'on fait abstraction du facteur 
étranger, généralement non nul, (0 2—f) 3 ) 2 ( 0 3 — O,)2, 
011 doit avoir 

[ai — a 2 (ô 2 - t - 6 3 ) 4- a 3 ô 2 0 3 ] [« i — a 3 ( 0 3 - h ôi ) -h a®636ij = o. 
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Développons, sous forme non symbolique, 

a 1 1 - a l î ( £ 0 1 + e 8 ) -+-ai3(e,2 :e 1 — e » ) 
-h a M ( s ot e, -h e| ) — a „ ( et ôj e8 + e3 s 6i e, ) 

ou encore 

a,\ \ — ai2 £ 6j -r- a 2 2 £ 6 j 6 2 — 

— 6 3 (a 1 2 — a 1 8 S0i- t - a 2 3SO ie 2 — «33616363) 
-H 6 § ( a 2 2 — a 1 3 ) = o, 

en abrégé 
m6| -h /i63-4-p = o, 

n et p étant des fonctions symétriques de 9| 6263• 
11 est facile d'introduire les coordonnées du plan w, 

car on a 

ux : u2 : « 3 : a 4 = 1 : — XGj : xo 1 6 2 : — e16263 ; 

appelons M, N", P ce que deviennent //•/, zz, p quand 011 
fait les substitutions; il vient 

M = m — « 2 2 — a 1 3 , 

N« 1 = - ( a 1 . 2 i / . i + « 1 3 w2-f- a2 3M34- a 3 3w 4) , 

P a i : = an ux — a1 2a2-+- «22**3-1- a2Zuk. 

L'équation m0¡¡ -f- / i6 3 - b p = o devient alors 

M6§ -H N63H- P = o. 

Elle exprime une certaine liaison entre un plan u et un 
point 83 de la cubique; si, en outre, ce point est dans 
le plan u ou si l'on a 

U\§\-V- ô| -v- w303-f- UW — o, 

le plan u est une section quadrillée. L'enveloppe de 
ces plans u se trouve un éliminant simplement 63 entre 
les deux dernières égalités. Le résultant est un déter-
minant à cinq lignes; mais les formes N et P con-
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tiennent u en dénominateur; pourchasser ce dénomi-
nateur, on multiplie les trois premières lignes du 
déterminant par uK et Ton divise ensuite la première 
colonne par u{ ; 011 obtient 

M M, (Nu, ) ( P a t ) 
M«, ' (N u{) ( P a t ) 

M (N m) (P u%) 
I UT U-I 

Ui m2 u3 

C'est l'équation tangentielle d'une surface de qua-
trième classe. Elle est vérifiée pour u/t — ( P ^ i ) = o, et 
ces deux relations représentent deux points; la droite 
qui les joint est donc tout entière sur F 4 . Mais uk = o 
représente le sommet ( i , 2, 3) du tétraèdre de référence 
ou le point de paramètre nul de la cubique gauche. Ce 
point peut être évidemment un point quelconque de la 
courbe. Donc F 4 est une surface réglée, et, par suite, 
elle est du quatrième ordre. 

On pouvait prévoir que l'enveloppe cherchée serait 
une surface réglée en se reportant à l'équation 

m 01 -+- n 0g p — o 

qui, pour chaque valeur de 93, donne une involution 
de points ^ et &2. Les droites qui joignent ces couples 
de points engendrent un système réglé et sont projetées 
du point 63 suivant un faisceau de plans; l'axe de ce 
faisceau est une génératrice reetiligne de l'enveloppe 
cherchée F 4 . 

Nous pouvons obtenir les plans tangents doubles 
de F 4 ou les plans des sections doublement quadrillées 
de la surface initiale donnée S 4 . Si u est un de ces 
plans, il présente la liaison 

M6| + N03 + P = o 
Ann. de Mathémat., 4e série, t. V. (Novembre 1905.) 3 2 
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avec deux des points où il coupe la cubique; donc cette 
équation et la suivante, 

M i 0 § - f " - f - U 3 0 3 - I - u k = o , 

ont deux racines communes, ce qui s'exprime par l'éva-
nouissement d'une matrice à quatre colonnes et trois 
lignes-, en chassant, comme précédemment, le dénomi-
nateur iii, on obtient 

M Ui ( N M , ) ( P ui) 
M ( N ut) ( P M I ) 

I ¿¿-2 W3 M4 

Ceci représente la développable circonscrite partielle à 
deux surfaces de seconde classe 

M M, 

M ( N / ¿ I . ) 

1 Wi 

( N Î Î I ) 

iH 
= o, M 

M MI ( P M J ) 

( N I * , ) 

U 2 M -4 

qui ont encore en commun le faisceau de plans tan-

M 1 
M ML ( N ML) MO 

La développable des plans bitangents de F 4 est donc 
de troisième classe; c'est la développable osculatrice 
d'une cubique gauche. 

Ainsi , l'enveloppe des sections quadrillées d'une 
surface S 4 de quatrième ordre à cubique double est 
une surface de quatrième classe F,, ayant une déve-
loppable bitangente de troisième classe. 

16. Quand une surface réglée de quatrième classe a 
une développable bitangente de troisième classe, elle a, 
soit une cubique double, soit une droite triple. Il faut 
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examiner lequel de ces deux cas se présente ici : la 
théorie de l'élimination va nous fournir encore la ré-
ponse à cette question. 

Remarquons que, si Q3 désigne un point fixe de la 
cubique gauche, double sur S 4 , l'équation 

MM1e2 + ( N i i 1 ) 6 3 + ( P i i , ) = o 
ou 

(a22 — a13 )u1^l — (ai2iil-ha13u2-h «331*4)63 
-h an Ui -h al2 u2 •+• «22 ^3 H- «23 = o 

est celle d'un point y\ tout plan u qui passe par ce 
point et par le point 63 est tangent à la surface F 4 ; la 
droite qui joint ce point y au point 03 de la cubique 
gauche est une génératrice de F 4 . Un point x quel-
conque de cette génératrice est donné par les relations 

yt = Xa-v-f. f^ei"'' ( i = 1, a, 3, 4), 

ou, en développant, 

( « 2 2 — « 1 3 ) 6 3 — « 1 2 6 3 - + • « i i = X ^ - t - [ i - G - J , 

— « 1 3 6 3 - h « 1 2 — 

— « 2 3 6 3 - i - « 2 2 = X - f - ¡ ¿ 6 3 , 

— « 3 3 6 3 - f " « 2 3 = X # 4 - H ¡1. 

En éliminant X, ¡A, 03, on a l'équation ponctuelle 
de F 4 . Éliminons d'abord pi : multiplions chacune des 
trois dernières relations par 93 et retranchons chaque 
fois de la précédente 

« 2 2 6 3 — " ¿ « 1 2 6 3 + « 1 1 = ^ 1 — X 6 3 T 2 , 

« 2 3 6 3 — ( « 1 3 • + • « 2 2 ) 6 3 - + - « 1 2 = X ^ 2 — X 6 3 a ? 3 , 

« 3 3 6 ! — 2 « 2 3 6 3 - H « 2 2 = X « r 3 X 6 3 ^ 4 . 

Il faudrait encore éliminer X et ô3 j mais ce calcul est 
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superflu : nous ne cherchons que les points triples 
de F 4 , s'il y en a; à cet effet, nous devons écrire les 
conditions pour que les trois dernières égalités soient 
satisfaites par trois systèmes de valeurs déterminées 
de \ et 93. 

Or ces égalités sont, dans un plan rapporté à des 
axes cartésiens X et 93, les équations de trois hyper-
boles ayant l'axe des 93 comme direction asymptotique 
commune. 

Pour que ces courbes aient trois points communs 
à distance finie, il faut qu'elles forment faisceau ou 
(jue l'on ait 

« 2 2 « 1 2 « 1 1 ^ 2 

« 2 3 
« 13 ' « 2 2 

« 1 2 

« 3 3 « 2 3 « 2 2 xk 

En général, ces relations sont incompatibles. Mais 
elles représentent une droite quand o M a 

« 1 1 « 1 2 « 2 2 

« 1 2 
« 1 3 « 2 2 

91 
« 2 3 

« 2 2 « 2 3 « 3 3 

Telle est donc la condition pour que la surface F 4 ait 
une droite triple. Elle exprime, entre la surface don-
née S.4 et sa cubique double, une relation invariante 
qu'il faut interpréter. 

L'équation de S4 étant, symboliquement, 

a* == ( a x X i -+- a 2 X 2 4- «3X3y- = o, 

un quelconque de ses points, x , est aligné sur deux 
points 9 et 9' de la cubique double, et l'on a successive-
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m e n t 

a?/ = (t = I , 2 , 3, 4), 

X J = ( A O 2 - B A O ' 2 ) ( A - B A ) — ( / I 0 4 - A O ' ) 2 

= A A ( 0 _ G ' ) 2 , 

X J = ( A 0 2 - B A O ' 2 ) ( A O -4- A O ' ) — ( A O 3 - 4 - A O ' 3 ) ( / I -H A ) 

= _ _ A A ( 0 — 0 ' ) * ( 0 - 4 - 0 ' ) , 

X 3 = ( A O 3 -H A O ' 3 ) ( A O H- A 6 ' ) — ( / T 6 2 - F - A O ' 2 ) 2  

= / ¿ A ( 0 — 0 ' ) 2 6 0 ' , 

a 2 = [ a i — a 2 (0 -4 -0 ' ) -+-a 3 00 ' ] 2 = o, 

ou, en ordonnant par rapport à 0, sous tonne non sym-
bolique, 

0 2 ( a 2 2 — 2« 2 3 0 ' -ba 3 3 0 ' 2 ) — aO (« 2 2 -H«i 3 )0 ' -ba 2 3 0' ] 

( « 1 1 — 2«120'-4- a2 20'2) = o. 

Telle est la relation entre deux points 9 et ô' de la 
eubique double situés sur une même génératrice de S 4 . 
Elle fait correspondre, à tout point 6, deux points 0'; 
à l'un de ces points 9' répond, outre le point de dé-
part 6, un nouveau point S"} à celui-ci un quatrième 
point etc. 

Si le quatrième point de cette série coïncide avec le 
premier, la surface S4 est spéciale, en ce sens que ses 
génératrices s'appuient toutes sur une même droite; 
alors il y a oc4 triangles de Poncelet inscrits au cône 
qui projette la cubique d'un de ses points et circonscrits 
au cône de même sommet et tangent à S4 ; on sait que 
ces deux cônes sont quadratiques. 

Mais, pour que ces deux cônes présentent, non des 
triangles, mais des quadrilatères de Poncelet, en 
d'autres termes, pour que le cinquième point de la 
série 0, 0', 0'', . . . coïncide avec le premier, ou en-
core que les génératrices de S4 s'arrangent en quadri-
latères inscrits à la cubique gauche, il faut que la der-
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nière relation écrite donne, pour deux valeurs ( 0 et 9") 
attribuées à 9, le même couple de valeurs de 9'(9'et 9W). 

Nous sommes donc ramené au problème d'algèbre 
qui résout la question des quadrangles de Steiner 
dans la quartique plane binodale, avec cette particu-
larité que la relation entre 9 et 9' est symétrique. Le 
raisonnement fait, au début de notre étude, montre 
que ces quadrilatères de Poncelet existent si l'on a 

a n « 1 2 « 2 2 

« 1 3 - H « 2 2 
« 1 2 « 2 3 

2 

« 2 2 « 2 3 « 3 3 

C'est précisément la condition trouvée ci-dessus pour 
l'existence d'une droite triple sur la surface F.%. 

Dans toute surface du quatrième ordre à cubique 
double, les plans des sections quadrillées enveloppent 
une autre surface du quatrième ordre douée, en gé-
néral, d'une cubique gauche double, et exceptionnel-
lement d'une droite triple. Ce dernier cas se réalise 
quand les génératrices de la surface donnée sont les 
côtés d'une infinité simple de quadrilatères gauches 
inscrits dans la cubique donnée. 

Observons que le raisonnement précéde nt ramène 
toujours le problème des polygones de Poncelet de 
m côtés pour deux coniques à un cas particulier du 
problème des polygones de Steiner de m côtés pour 
une quartique plane binodale. 

17. Si I on demande une section plane de S4 qui soit 
triplement quadrillée, il faut trouver un plan u qui 
possède la relation 

M&»-hN6-+-P = o 
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avec trois points 8 de la cubique; cette équation du se-
cond degré ayant trois racines, tous ses coefficients sont 
nuls, 

M = « 2 2 — « 1 3 = o , 

N i * ! = ( « 1 2 « 1 - h « 1 3 ^ 2 - H « 2 3 ^ 3 "+" « 3 3 = O, 

P i i j = « u U t - f - a n - h « 2 2 « 3 H - « 2 3 U w = O . 

La- première relation est indépendante de u. Elle 
n'est vérifiée que si le cône circonscrit à S* et de som-
met (1 ,2 , 3) est harmoniquement inscrit au cône de 
jnème sommet perspectif à la cubique double. Car les 
équations tangentielles de ces cônes s'écrivent facile-
ment 

al == ( «1 vx -h «2 2̂ H- «3 3̂ )2 = o, v\ — 4 t'i = o, 

et leur invariant simultané contenant au premier de-
gré les coefficients du premier est 

2 ( « 2 2 — « 1 3 )• 

L'évanouissement de cet invariant est incompatible 
avec la condition d'une droite triple sur F 4 , car si, 
dans cette condition (voir numéro précédent), on rem-
place a22 par <z13, on trouve que le discriminant de la 
forme a\ s'annule, et alors la surface donnée S4 dégé-
nère en deux quadriques. 

Quand donc la condition a 2 2 = a { S est vérifiée, la 
surface F 4 a un faisceau de plans tangents triples et 
c'est une surface du quatrième ordre à cubique double, 
mais spéciale. 

Lorsque le cône circonscrit à la surface donnée S4 

et ayant son sommet sur la cubique double est har-
moniquement inscrit au cône de même sommet pers-
pectif à cette cubique, Venveloppe des sections planes 
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quadrillées de S 4 est une surface F 4 engendrée par les 
cordes d'une seconde cubique gauche qui s'appuient 
sur une droite fixe. Les plans passant par cette 
droite sont les sections triplement quadrillées de S 4 . 

[ K 2 c ] 
EXTENSION DU THÉORÈME DE FEUERBACH; 

PAR M. G. FONTENÉ. 

1. Soit un triangle ABC. Le cercle circonscrit au 
triangle pédal d'un point D, ou, comme nous dirons, le 
cercle pédal d'un point 1) passe au centre P de l'hyper-
bole é(juilatère ABCD. Deux points inverses D et D'ont 
même cercle pédal ; celui-ci rencontre le cercle des neuf 
points du triangle ABC en deux points P et P', qui sont 
les centres des deux hyperboles équilatères ABCD, 
ABCD'. Si la droite DD' passe au point O, centre du 
cercle circonscrit au triangle ABC, les points D' et D 
sont sur la conique circonscrite au triangle ABC qui 
est l'inverse de cette droite, conique qui est une hyper-
bole écjuilatère puisqu'elle renferme l'orthocentre H, 
inverse du point O ; les deux hyperboles équilatères 
ABCD et ABCD' sont alors confondues, les points P 
et P' sont confondus, et le cercle pédal est tangent au 
cercle des neuf points. Ainsi : 

Etant donné UIL triangle A B C , si deux points in-
verses D et D ' sont en ligne droite avec le centre O du 
cercle circonscrity le cercle pédal auquel ils donnent 
lieu est langent au cercle des neuf points. 

Ce théorème a été donné sous une autre forme par 
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M. Weil l , en considérant la conique de foyers D et D' 
inscrite au triangle, et en employant des relations mé-
triques (Nouvel les jinnales, 1880, p. 259 , th . X V I ) . 

2. Si le point D décrit une droite passant en O, le 
point D' décrit une hyperbole équilatère passant en A, 
B, C, et le cercle pédal du point D passe par un point 
iixe P', centre de cette hyperbole, point situé sur le 
cercle des neuf points du triangle ABC. 

Pour déterminer simplement le point P' qui eorres-
pond à une droite passant par O, considérons les points 
d'intersection D, et I)2 de cette droite avec le cercle ABC. 
Le cercle pédal du point est remplacé par une droite, 
droite de Simson, que l'on peut construire comme il 
suit (le lecteur est prié de faire la figure) : on mène D{ E j 
perpendiculaire à BC, 011 prolonge celte droite jusqu'à 
sa rencontre en avec le cercle O, 011 trace AF4 , et 
l'on mène par E< une parallèle à cette droite; on opère 
de même pour le point D2$ les deux droites de Simson, 
rectangulaires, se coupent en P'. Observons que le 
point M, milieu de BC, est milieu du segment E i E 2 , de 
sorte que la droite MP' est médiane du triangle E< P 'E 2 . 

Supposons maintenant que la droite OD tourne au-
tour de O d'un angle a; D, parcourt un arc 
F , parcourt un arc F h f\ égal et de sens contraire, la 

droite AFi tourne de Vangle — il en est de même 
D 2 

de la droite de Simson E, P', et la médiane MP' tourne 
de l'angle — a . Si 0 est le centre du cercle des neuf 
points, le rayon QP7 tourne de l'angle — 20c. Ainsi : 

Etant donné un triangle ABC, si un point D décrit 
une droite passant au centre O du cercle circonscrit, 
le cercle pédal du point D passe par un point fixe P', 
point situé sur le cercle des neuf points du triangle 
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A B C . Si celte droite tourne d'un certain angle autour 
du point O, le rayon QP' du cercle des neuf points 
tourne en sens contraire d'un angle double. 

On a cette conséquence immédiate : 

Si D et Dr sont deux points inverses, le cercle pédal 
commun rencontre le cercle des neuf points en deux 
points P et P ' , et l'on a en grandeur et en signe 

OD'), 

l'angle (OD, OD') étant déterminé à un multiple près 
de deux angles droits. 

[ D 2 a [ 3 ] 
SUR LES SÉRIES SEMI CONVERGENTES; 

PAR M. PAUL L É V Y , 

Elève de l'Ecole Polytechnique. 

On sait que la somme d'une série semi-convergente 
à termes imaginaires peut prendre une infinité de va-
leurs lorsque l'on change l'ordre des termes. Mais la 
démonstration classique de cette proposition ne ren-
seigne pas sur la question de savoir si elle peut prendre 
une valeur quelconque. On y distingue les termes à 
partie réelle positive u.p et l'es ternies à partie réelle 
négative vq. Posons 

Ui -H- u2 H- ... H- up — -+- ¿Zp. 

En même temps que q termes à partie réelle négative, 
on en considère p de l'autre série, p étant une certaine 
fonction de q telle que la partie réelle de la somme ait 
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une limite donnée. Cette condition ne définit pas com-
plètement p; si p{ et p2 en sont deux déterminations, 
on sait seulement que l'on a 

]im ( Sfh— S/}J = o. 
q — oc 

On en déduira souvent, la partie réelle et la partie 
imaginaire de up étant du même ordre de grandeur, 

l i m ^ ^ — = o. 

Dans ce cas, la partie imaginaire de la somme de la 
série proposée apparaît comme une fonetionde sa partie 
réelle. Mais ce n'est pas le cas général, et d'ailleurs ce 
résultat tient essentiellement à la condition qu'on s'est 
imposée de respecter l'ordre des termes dans deux séries 
partielles. Si, au lieu de deux pareilles séries, on en 
constitue trois, on aura évidemment une plus grande 
indétermination sur la somme, et peut-être sera-t-il 
possible de répondre complètement à la question posée 
au début. 

Considérons d'abord un cas en apparence très parti-
culier, celui où tous les termes de la série sont repré-
sentés dans le plan par des vecteurs parallèles à l'une 
ou l'autre de trois demi-droites O x , Oz \ de plus, 
ces trois demi-droites partagent le plan autour du 
point O en trois angles dont aucun n'atteint deux 
droits, et enfin chaque série partielle est divergente, 
son terme général tendant vers zéro. Je dis qu'en res-
pectant l'ordre des termes dans chaque série partielle, 
on peut donner à la somme de la série étudiée une va-
leur quelconque. Autrement dit, on peut porter bout 
à bout les vecteurs représentant ces termes, de manière 
à atteindre à la limite un point S donné arbitrairement. 
Par S, menons les demi-droites S X , SY , SZ parallèles 
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à O.r, O y , Oz, qui partagent le plan en trois régions 
Ej., E r , E z , et imposons-nous la condition de prendre 
un vecteur parailèje à Ox chaque fois que le dernier 
sommet de la ligne brisée formée sera dans E e t opé-
rons de même pour les deux autres séries partielles 
( S X pourra être indifféremment regardé comme appar-
tenant à E r ou E z ) . Il résulte d'abord de la divergence 
de chaque série partielle que le dernier sommet de la 
ligne brisée sera une infinité de fois dans chacune des 
trois régions distinguées, et, par suite, que Ton 11e 

négligera, en opérant comme il vient d'être indiqué, 
aucun terme de la série proposée. A l'instant où l'on 
considère le sommet S„, soient a, Z>, c des limites 
supérieures des modules des termes restant dans 
chaque série ; portons sur S X , SY, SZ des longueurs 
SA = a, SB = è, SC = c, puis, par A, B, C, menons 
des parallèles à SY et SZ, à SZ et SX , à S X et SY. On 
aura ainsi un hexagone H. Soit maintenant S„+/> un 
sommet tel qu'entre Sn et SAi+/>, il y ait au moins un 
sommet dans chacune des régions E^, E r , E~. Ou vé-
rifie facilement que S/i+p et tous les sommets suivants 
sont intérieurs à l'hexagone H. Or a, b et c tendent 
vers o; on en déduit la proposition annoncée. 

Considérons maintenant une série 

( l ) tti+lij + . . . + MB + . . . 

satisfaisant à la seule condition que un tende vers zéro; 
u/t est représenté par un vecteur OA„ qui coupe en an 

un cercle de centre O et de rayon arbitraire et con-
stant, an étant par rapport à O du même côté que A„ ; 
soit sur ce cercle un arc bc. Il peut arriver que les va-
leurs de n pour lesquelles an est intérieur à cet arc 
soient en nombre infini et que les modules des termes 
correspondants aient une somme infinie. Si cette double 
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condition n'est pas réalisée, il est évident que le rang 
de ces termes est sans influence sur la somme de la 
série. Dans le cas où elle l'est, il existe certainement 
sur bc un point a tel que tout arc è V , si petit qu'il 
soit, qui comprend a à son intérieur, jouit de ia même 
propriété que bc\ en particulier, si la série donnée 
n'est pas absolument convergente, il existe au moins 
un tel point sur le cercle. Nous dirons que a est un 
point d'indétermination pour la série ( i ) . Si l'on veut 
distinguer, selon que cette propriété appartient à ad ou 
à ab}, 011 dira que a est un point d'indétermination du 
côté de l'arc ac ou du côté de l'arc ab. Il est encore 
nécessaire d'établir une autre distinction; décompo-
sons tous les vecteurs OArt pour lesquels an est inté-
rieur à ab' suivant Oa et la direction perpendicu-
laire O a s . Si les composantes suivant OaK ont une 
somme infinie, quelque petit que soit ab\ le point a 
sera dit de première espèce du côté de l'arc ab ; sinon 
il sera dit de deuxième espèce. Tous les points d'indé-
termination pour la série ( i ) forment sur le cercle un 
ensemble E ; si une infinité de points de cet ensemble 
ont pour limite un point a et sont d'un même côté de 
ce point, on voit facilement que, de ce côté, le point a 
est un point d'indétermination de première espèce; à 
cette condition près, on peut choisir arbitrairement 
l'ensemble E et assujettir ses points à être d'un côté 
ou de l'autre d'une espèce ou de l'autre, il existera 
toujours une série satisfaisant à ces conditions. 

Considérons un arc ab inférieur à un demi-cercle et 
contenant des points de l'ensemble E, et choisissons 
deux axes, O x intérieur à cet angle et tel que, dans 
chacun des angles a O.r et b O x , il y ait des points de 
l'ensemble E, et Ox7 extérieur à cet angle. Décompo-
sons suivant ces deux directions tous les vecteurs cor-
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respondant à des points de Tare ab\ les composantes 
suivant Ox formeront une série divergente à termes 
tons de même signe; les composantes dirigées suivant 
O x ' formeront une série semi-convergente, dont on 
pourra annuler la somme en déterminant convenable-
ment Tordre des termes. A condition de ne plus changer 
cet ordre dans la suite des opérations, 011 pourra né-
gliger ces composantes sans que cela ait d'influence sur 
la somme de la série (1). Remarquons de plus que, si 
l'arc ab est égal à un demi-cercle, si les seuls points de 
l'ensemble Ë situés sur cet arc sont a et b, et si l'un 
des deux au moins est de première espèce du côté de 
l'arc considéré; on peut encore opérer de la même ma-
nière en prenant Ox quelconque et Ox' confondu avec 
ab et le résultat sera le même. 

E11 général, on pourra diviser le cercle en trois arcs 
et opérer la même réduction, en choisissant les trois 
directions O x , O) ' , Oz comme il a été dit plus haut. 
On sera alors ramené au cas particulier déjà étudié. La 
somme de la série est donc complètement arbitraire. 
Cette manière d'opérer est en défaut dans les deux cas 
suivants : 

i° Tous les points de l'ensemble E sont intérieurs à 
un arc ab au plus égal à un demi-cercle et qui peut être 
nul } s'il est égal à un demi-cercle, les points a et b 
doivent être de seconde espèce du côté du demi-cercle 
complémentaire. Dans ce cas, la série (1) est toujours 
divergente, le point qui représente la somme des termes 
s'éloignant à l'infini dans une direction arbitraire inté-
rieure à l'angle aOb. 

2° L'ensemble E se réduit à deux points a et b dia-
métralement opposés et tous les deux de seconde 
espèce. Dans ce cas, les composantes des vecteurs OA« 
perpendiculaires à ab ont une somme indépendante de 
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l'ordre des termes, et la somme des composantes paral-
lèles à ab peut prendre la valeur que l'on veut. La 
somme de la série sera alors représentée par un point 
choisi arbitrairement sur une droite. 

Ce résultat peut d'ailleurs se généraliser; au lieu de 
raisonner dans le plan, raisonnons dans l'espace à 
n dimensions. Nous appellerons alors plan le lieu de 
points dont les coordonnées satisfont à un certain 
nombre de relations linéaires, ce nombre pouvant être 
égal comme valeurs extrêmes à o, n — i, ou auxquels 
cas le plan se réduit à tout l'espace, une droite ou un 
point. Soit une suite infinie de vecteurs tels qu'il n'y en 
ait qu'un nombre fini dont la longueur soit supérieure 
à un nombre donné, quel que soit ce nombre. Eu por-
tant ces vecteurs bout à bout, on obtient un point Sw 

qui tend à la limite vers un certain point S. En chan-
geant l'ordre des vecteurs, le point S peut varier et son 
lieu est un plan; le plan peut d'ailleurs comprendre 
tout l'espace ou se réduire à un point; dans ce dernier 
cas, c'est que les n séries partielles formées par les 
composantes sont toutes absolument convergentes; 
ajoutons que, si l'on range les vecteurs dans un ordre 
quelconque, Sn n'a pas en général de limite, à moins 
que les 11 séries partielles ne soient absolument con-
vergentes. Ce que nous venons de dire est en défaut 
dans un cas où S,¿ s'éloigne nécessairement à l'infini, 

y dans une direction qui, si elle est déterminée, est seu-
lement assujettie à être à l'intérieur d'un certain cône 
convexe. Ces différentes propositions se démontrent 
par un procédé analogue à celui que nous avons em-
ployé dans le cas du plan; le principe consiste dans 
la décomposition de la suite étudiée en n + i suites 
partielles. 
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[ A 3 b ] 
SUR LES SOMMES DES PUISSANCES SEMBLABLES DES RACINES; 

FORMULES DE NEWTON; 
PAR M. G . - A . LAISANT. 

Los formules classiques de Newton, relatives aux 
sommes des puissances semblables des racines d'une 
équation algébrique, peuvent être établies par une 
méthode qui évite, pour ainsi dire, tout calcul, et qui 
mériterait de passer dans renseignement, car elle 
dispense de tout effort de mémoire. Nous nous propo-
sons de l'indiquer ici. 

Si 

f{x) = A0xm -h At x"l~l •+• Aja?™-*-*-. . . -4- An-iX-t- Am = o 

est une équation algébrique ayant pour racines a, . . . , 
/, nous désignerons, comme d'habitude, par S t , S2 , . . . 
la somme des racines, la somme de leurs carrés, etc. 

Par substitution des racines, et addition, il est évi-
dent que l'on a 

( i ) A0 S,n -h Ai S m _i - h . . . -H Am_i S i -+• m Am— o. 

D'autre part, on a, en vertu des relations entre les 
racines et les coefficients, 

A 0 S ! - h Ai = o, 

c'est-à-dire que S< ne dépend que de A et A4 . Si l'on 

veut trouver S 2 , en se rappelant que = 011 a 
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d'où 

A 0 S2 -+- A T Si -+- i A 2 = o, 

si bien que S2 ne dépend que de A0, A n A2. 
D'une manière générale, la somme Sjp, étant une 

fonction de degré ne pourra jamais dépendre que 
de A0 , A4, . . . , A et non des coefficients suivants, qui 
sont des fonctions des racines de degrés supérieurs à p. 
Par conséquent, toutes les équations qui ont pour 
coefficients de leurs p -f- i premiers termes 

A J , . . . , A p 

auront mêmes valeurs pour S4 , S2 , Sp. Parmi 
toutes ces équations, prenons celle de degré p, 

A0xf'-^r A i X P - i - h . . .-h Ap-icc -h A;, = o, 

et appliquons-lui la formule ( i) ci-dessus. Nous aurons 

AoSp-h At . .-h Ap-i Si —r-pAp = o, 

c'est-à-dire la formule générale de Newton. Naturelle-
ment ceci s'applique à toutes les valeurs entières de 
jusqu'à p = m. 

Pour plus de clarté, l'équation f(Kx) — o aura 
même S< que l'équation 

A0a?H-A, = o, 

qui a une racine unique. 
Elle aura mêmes et S2 que 

A0 x2 •+• Ai x -h A2 = o. 

Elle aura mêmes S», S2 et S3 que 

A A i X l - \ - A%x + Â 3 = o ; 

et ainsi de suite. 

Il nous paraît difficile qu'un élève ayant appris, et 
Ann. de Mathemat., 4e série, t. V. (Novembre 190^.) 33 
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compris, cette démonstration si simple, puisse jamais 
l'oublier. 

Remarque. — On reprochera peut-être à fcette démon-
stration un défaut de rigueur, en alléguant que S^ pour-

p 
rait prendre une forme telle que ^ par exemple, P et Q 
étant de certaines fonctions des coefficients A0 , A4, . . . . 
A cette objection il est possible, ce me semble, de ré-
pondre que les relations en jeu ne sont pas*des égalités 
arithmétiques, mais bien des identités algébriques; si 
bien que dans chacune de ces relations il faut supposer 
que les S et les A sont remplacées par les fonctions des 
racines que ces lettres représentent. Si donc on avait 

P S^ = q y c'est que les deux fonctions P et Q présente-
P raient un facteur commun; et la fraction^? devenue 

irréductible, devrait prendre simplement la forme d'un 
polynome homogène de degré p, par rapport aux ra-
cines. Les vérifications directes faites sur les cas p — i , 
p = 2, p = 3 sont, d'ailleurs, de nature à faire dispa-
raître toute obscurité. 

[B12a] 
RESOLUTION GRAPHIQUE UE 1/ÉQUATION 

X2 — p X q — o. 

P ET q ÉTANT QUELCONQUES; 
PAR M. A. AURIC. 

JNous n'avons trouvé nulle part la solution de cette 
question, très simple, posée sous sa forme la plus géné-
rale, et nous pensons que la solution ci-dessous sera de 
nature à intéresser peut-être les lecteurs de ce journal. 
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Soit O X la direction des quantités réelles positives 

= ÔB = — ? 2 p 

de telle sorte que 
OÂ.ÔB = q. 

Il est très facile, de déterminer OB graphiquement. 

N 

Soient le vecteur OH = q et 0 1 une longueur égale à 
l'unité. On fera l'angle 

HOB = AOX. 

On portera OA en OG et il suffira de faire passer une 
.circonférence quelconque par H, 1, G qui passera éga-
lement par B. 

Soit o> la circonférence passant par O, A, B. 
Prenons D milieu de l'arc AB, G milieu de l'arc OB 

et décrivons de C comme centre une circonférence qui 
passe par O et B. Prolongeons OD jusqu'en E ; je dis 
tout d'abord que A, C7 E sont en ligne droite. 



( 5.3 ) 
En effet : 

BGE = 2BOE = 2BOD = ÈOA, 

BGA = i8o°—BOA. 

Menons MN perpendiculaire en À sur ACE. Les 
deux racines cherchées sont OM et ON. 

En eiï'et, A étant le milieu de MN, 011 a en premier 
lieu 

ÔM -h ON = 2ÔÂ = p . 

D'autre part, le quadrilatère AFBE est inscriptible 
dans un cercle de centre D. 

En elï'et, 
DB = DA 

par construction, et comme l'angle A est droit 

DA = DF. 

D'ailleurs 

BDO = DBE-+-BEJ^ 

et 
BDC) = BGO == 2 BEO = 2 BED, 

donc 

DBE = BED et DB = DE. 

Comme le diamètre OFDE est la bissectrice com-

mune des angles BOA, HOX, MON, la circonférence 

dont nous parlons coupera OB en un point G tel que 

OG = OA. 

On aura donc par application du théorème sur la 
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OM.ON = O F . O E = OG.OB = OA.OB, 

et avec les vecteurs 

ÔM.ÔN = Ô Â . Ô B = q. 
c. Q . F . D . 

Il est aisé de se rendre compte que ACE est la bis-
sectrice extérieure de l'angle ÔAB et que, par suite, 
MAN est la bissectrice intérieure de ce même angle. 

La solution se trouve donc ainsi détinie : 

Prendre sur la circonférence to passant par O, A, B 
le point C milieu de l'arc OAB, décrire de ce point 
une circonférence passant par O et mener la bissectrice 

intérieure de l'angle OAB dont l'intersection avec la 
circonférence C donne les racines OM et ON. 

La solution est toujours possible, sauf le cas parti-
culier où les points O, A, B sont en ligne droite. 

Deux cas sont alors à distinguer : 

( a ) . A se trouve sur le vecteur OB. Dans ce cas la 
solution ci-dessus reste applicable. 

Les racines OM, ON ont même module et il est aisé 
de voir que c'est le seul cas où celte circonstance peut 
se présenter. 

(è ) . A se trouve à l'extérieur du vecteur OB. Dans 
ce cas les racines ont même argument ou des arguments 
différents de n, selon que OA et OB ont même argu-
ment ou des arguments différents de TZ. 

La solution ci-dessus n'est plus applicable, mais on 
voit immédiatement que pour avoir les racines il suffit 
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de déerire une circonférence sur OB comme diamètre, 
de lui mener une tangente AT et de rabattre celle-ci 
sur la droite OBA suivant 

AM == AN = AT; 

les vecteurs OM, ON sont alors les racines demandées. 

SOLUTIONS RE QUESTIONS PROPOSÉES. 

1987. 
(1903, p. :>"6,) 

Si les segments aa\ 66', cc sont en involution, ainsi 
que les segments aa", 66", cc", les points a , 6, c auront 
le même conjugué dans les trois involutions respective-
ment déterminées par les segments b'c" et c' b", c' a!' et a c 
a'b" et b'a". ( A . T I S S O T . ) 

S O L U T I O N 

Par M. R. B. 

On peut supposer que les points a, b, c, a', b', c\ a", 6", c" 
appartiennent à une conique G. Il résulte de l'énoncé que les 
droites ««' , 66', cc' concourent en un certain point w, et que 
les droites aa!\ 66", cc" concourent en un autre point wj. 
Désignons par p, q les points d'intersection de WW[ avec li. 

Le théorème de Pascal, appliqué à l'hexagone bb'c"cc'b", 
montre que les couples de droites (6 ' c " , c '6" ) , (c"c, 6"6) , 
(cc', 66') se coupent respectivement en trois points en ligne 
droite. Le deuxième et te troisième d^ ces points sont respec-
tivement u)! et u). Par conséquent, l'involution déterminée par 
les couples (6', c") et (c', bn) contient les points d'intersec-
tion de a)coj avec C, c'est-à-dire les points p et q, comme 
points conjugués. 

Soit m le conjugué de a dans cette involution. On ai 'éga-
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lité entre rapports an harmoniques 

(me' pq) = (ab"qp). 

Mais les points a, b", <7, P o n t pour conjugués respectifs, 
dans l'involution de centre Wj, a", ¿>, /?, <7. Donc 

( ab"qp) = (a"bpq), 

et, par suite, 

(me'pq) = (a" bpq) — (ba" qp). 

Cela montre que //i et 6 sont conjugués dans l'involution 
déterminée par les couples (V, a") et (p, q). Mais cette invo-
lution contient le couple (« f , c" ). La proposition en vue est 
donc établie. 

2005. 
(1905, p. 48.) 

On considère en un point M d'une ellipse les deux nor-
males obliques sous l'angle a. 

i° Les produits des distances des foyers à chacune de ces 
normales sont les mêmes. 

•i" La somme de ces produits en deux points conjugués M 
et M ' de Vellipse est constante. ( E . - N . B A R I S I E N . ) . 

SOLUTION 

Par M. PAR HOD. 

Désignons par d 1, d\ les distances des foyers F et F' à 
l'une des normales et par ¿/2, d'.2 les distances à l'autre nor-
male. 

i° La similitude des triangles donne 

di_ _ M F d2 _ M F 

d^ ~~ M F ' ' d\ ~~ M F ' ' 

donc 
di d\ = d2d'2. 

i° Désignons par D, D' les distances des foyers à la bissec-
trice des normales et par A, A' leurs distances à la tangente 
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à l'ellipse au point M. On a facilement 

dx -h di = 2D cosa, — rfi = aA sin a, 

d\ -4- d\ — 1D' cos a, d\ — d\ = 1 A' sin a. 

Multiplions membre à membre les deux premières relations 
puis les deux autres et retranchons 

dxd\ — DD' cos2 a — AA'sin2a, 

or, 
AA' = b* et DD' = c2 sin2cp, 

cp étant l'anomalie excentrique du point M. 
En M', on a 

== c2 cos2 o cos2a — b2 sin2 a ; 

donc 

d\ d\ -T- Si 8'i = c2 cos2a — ib'1 sin2a. 

Remarque. — On aperçoit d'autres relations telles que 

(dî — di )(d\ — d\) = \ b2 sin^a, 

dtd\ -4- d\ 4- 858', -+- 8 ,8 ; = -2 c2 cos2 a 4b2 sin2 a. 

2013. 
( 1905, p. if)î.l 

Un cercle a pour centre le sommet de Vangle droit 
d'un triangle rectangle donné et il est tangent à l'hypo-
ténuse de ce triangle ; les coniques qui ont pour foyers les 
extrémités de cette hypoténuse, et qui touchent le cercle, 
ont pour points de contact les sommets d'un triangle équi-
latéral. ( M A N N H K I M . ) 

SOLUTION 

Par M. H. B 
Soient 

AOB le triangle donné, rectangle en O; 
OH sa hauteur; 
( C ) le cercle de centre O et de rayon OH; 



( ) 
M le point de contact de (G) et d'une conique ayant pour 

foyers A et B; 
a le point de rencontre de MO et de AB; 
I Je milieu de AB ; 
T le point de rencontre de AB et de la tangente à (G) en M. 

MO est une bissectrice de l'angle AMB (intérieure dans le 

M 

cas de la figure); les quatre points T, A, a, B forment donc 
une division harmonique et l'on a 

l a . I T = IA = 10 — 10 
10 
IT ' 

Il en résulte que les triangles IaO, 10T sont semblables. 
On a donc 

et, par suite, 

¿ N IOH 10 a = - y - • 

«OH 
2 ' 

La droite 0 a se construira donc par trisection de l'angle IOH. 
Mais ce dernier problème a trois solutions, les droites corres-
pondantes Oaj, Oa2, Oa3 faisant deux à deux des angles 
de ]3o°. De là résulte la propriété énoncée. 

Remarque. — Le lieu du pied des normales abaissées du 
point O sur les coniques ayant pour foyers A et B est une 
strophoïde, dont le point double est O et dont le sommet 
est H. On peut donc énoncer la proposition suivante, dont la 
démonstration directe est d'ailleurs bien simple : 

Le cercle qui a pour centre le point double d'une stro-
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phoïde et qui passe par le sommet de cette courbe la 
rencontre en trois autres points qui sont les sommets d'un 
triangle equilateral. 

AUTRE SOLUTION 

Par M. C.-A. L. 
Soient 

CFF' le triangle rectangle; 
0 le milieu de F F ' ; 
CP la hauteur, rayon du cercle; 
a l'angle XOC que forme OCA avec PC; 

M l'un des points de contact du cercle avec l'une des coniques. 

Il s'agit de trouver un point M tel que CM = PC, et que CM 

soit bissectrice de FMF'. Prenons pour unité la longueur 

OC = OF = OF'. 

Celle de PC = CM est alors cosa. Si 6 est l'angle ZCM de CM 
avec PC, on a les équipollences 

F'M = £ a-h $ cos a — i, 
FM = £ a + s 6 cos a -4- ¿, 
CM = cosa. 
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La condition à laquelle il faut satisfaire est que F'M .FM soit 

parallèle à CM2, ou 

(6« H- £Ûcosa)2-*-i || e0? 

c'est-à-dire 
e2a -h i -4- 2 cos a 11 s20. 

Mais 
, _ £a(ea_|_ e~a) = 2£a cosa. 

Il vient donc 

I H_£ô||£26-a o u 2 c o s _ e2 N £20-a. 
i 

On satisfait à cette condition, soit par 

COS - = O, 6 = 7T, 
i 

ce qui donne pour le point de contact P, correspondant à la 
conique dégénérée FF', soit par l'égalité 

26 — a = - -h A" 71, 
2 

d'où 
a 2 ùf 2 '2TC a» 2 471 

On voit donc que les trois points M forment un triangle 
équilatéral. 

On constate en même temps qu'en formant l'angle 

A C M = | A C Z , 

on obtient l'une des solutions. 

2016. 
(1905, p. 240.) 

Si l'on considère toutes les loxodromies passant en ua 
point M d'une sphère et si, pour chacune d'elles, on prend 
le centre de courbure correspondant au point M, le lieu de 
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ces centres de courbure est un cercle situé dans le méri-
dien perpendiculaire à celui du point M. 

( M . D ' O C A G N E . ) 

SOLUTION 

P a r UN ANONYME. 

Soit M un point de la sphère, M' un point voisin sur une 
loxodromie. On peut faire coïncider les deux méridiens et sur 
ces méridiens les points M et M' par deux rotations, autour 
de OG, et de OB (perpendiculaire au méridien). Il est clair 

que les tangentes en M et M' viendront ainsi en coïncidence, 
et par suite les plans normaux. 

Je veux démontrer que la caractéristique du plan normal 
est dans le plan GOB. 

Les deux rotations se réduisent à une seule autour d'un 
axe Oi2 situé dans le plan BOG. Cet axe étant perpendiculaire 
à MM' et passant par 0 est contenu dans le plan normal. Il 
en est donc la caractéristique. 

Le centre de courbure se trouve sur le cercle décrit sur OP 
comme diamètre, P» étant la projection de M, Olî étant la 
trace du plan normal est perpendiculaire à la projection delà 
tangente en M. Cette projection est donc QP. Le cercle oscu-
lateur est le cercle de section de la sphère par le plan Pli M. 
„ La réciproque de la proposition est vraie. Toute famille de 
courbes jouissant de la propriété est du genre loxodromie 
dans le voisinage du point M. 



( 5.3 ) 

On peut rattacher le problème à une question de Géométrie 
plane. Prenons la figure inverse par rapport au point C. Les 
loxodromies demeurent des spirales logarithmiques. Le cercle 
osculateur à ces spirales est la transformée du cercle de 
centre 12 dont le plan est perpendiculaire au plan GOB. Il a 
donc son centre dans ce plan, et l'on voit que toutes les spi-
rales passant par un point du plan ont leur centre de cour-
bure en ligne droite, à 90° du rayon vecteur. 

Il était d'ailleurs facile de le voir directement et de remonter 
à la propriété des loxodromies. 

En général, à une famille de courbes passant par M corres-
pond une courbe tracée sur la sphère de diamètre OM qui est 
le lieu du cercle osculateur. Il n'y a que pour les loxodromies 
que cette courbe soit plane. Il suffit pour le voir de changer 
les pôles de la sphère; le point P restant toujours la projec-
tion de M sur le plan, et la ligne des pôles passant par P. 

Autre solution de M. PARROD. 

2017. 
( 1905, p. 240.) ' 

Si une cubique gauche et une quadrique admettent un 
tétraèdre inscrit à la cubique et conjugué à la quadrique, 
on sait qu elles en admettent une infinité. Démontrer que 
le lieu des centres de gravité de ces tétraèdres est une 
cubique gauche. ( G . F O N T E N É . ) 

S O L U T I O N 

P a r UN ANONYME. 

Supposons la cubique représentée en coordonnées carté-
siennes par les formules 

_ A ( X ) 

( X ) ' 

7 D ( À ) 

C ( X ) 

* = D(X) ' 

les polynomes en X étant du troisième degré. Soit D un point 
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de la cubique; son plan polaire par rapport à la quadrique 
coupe la cubique en trois points A, B, G, qui forment avec D 
un tétraèdre de l'espèce indiquée. Les valeurs de X aux 
points A, B, G, D étant a, ft, y, 8, on a entre a et 8 une 
relation de la forme 

a3 / ( 0 ) H- a* cp(ô ) -f-. . . = o, 

les polynomes/ , cp, . . . étant du troisième degré, et, si o est 
donné, on a une équation en a dont les racines sont a, (3, y. 

Les coordonnées des points A, B , G étant (x', y', z'), 
O", y\ . . . . on a 

• x'" — 
A ( A ) A( ft) A ( Y ) 

D O ) ! D ( P ) + D ( Y ) 

A ( A ) D ( P ) G ( T ) + . . . 

D ( a t ) D ( P ) D ( Y ) 

iun 

F et 4» étant du neuvième degré. On en conclut pour les 
coordonnées du centre de gravité G 

O x — V ( 8 ) ' =" V - T , ' 

les polynomes en 8 étant du douzième degré. Les points G 
situés dans un plan donné correspondent donc à des points D 
en nombre égal à 12, à des tétraèdres en nombre égal à 3, de 
sorte qu'il y a trois points G dans un plan quelconque ; le lieu 
du point G est dès lors une cubique gauche. 

[Si A est un paramètre qui correspond uniformément au 
point G sur la cubique qu'il décrit, les valeurs de X aux 
points A, B, G, D sont données par une équation de la forme 

M(X) -h A- N(X) = o, 

M et N étant du quatrième degré. Gomme on a pour les 
coordonnées du point G 
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les polynomes en k étant du troisième degré, on voit que Ton 
obtiendrait les formules (i), avec X au lieu de 8, en substituant 
à k son expression en X.] 

2018. 

( 1905, p. a4<>.) 

Soit P ( m ) une parabole générale d'ordre m 

y + + am xm. 

Si, sur la parabole on prend les points A0, AH . . ., 
A 2n dont les abscisses croissent en progression arithmétique 
et si Von fait passer par ces points une P(*«-H> quelconque, 
l'aire comprise entre ces deux courbes depuis le point A0 

jusquaupoint A2/i est algébriquement nulle. 
( M . D ' O C A G N E . ) 

SOLUTION 

P a r M . LETIERCK. 

Si l'on désigne par h l'abscisse du point A0, l'équation géné-
rale des paraboles P!2«-m>5 satisfaisant aux conditions de 
l'énoncé, est 

Y = y -+- a{x — h) (x — oJi).. .[x — (v.n + i ) / i ] , 

a étant un paramètre et y = o l'équation de la parabole P 
considérée. 

Il faut donc démontrer que l'intégrale définie 

J
r (2/1 -4-1) h 

' (Y-y)dx 
h 

(2/H-h 
I (x — h) {x — ih).. .[x — ( m -+- r) h] dx 
h 

est nulle. 
Posons 

x = h[ (n -+-1) -h z], 

z étant une nouvelle variable, I s'écrit 
r-hn 

l^=ah*'n+v / z(z*— i)(z2 — $)...(z*— n'2)dz. 
J—n 



Pour des valeurs de x égales et de signe contraire, le poly-

norne sous le signe prenant des valeurs égales et de signes 

contraires, on en conclut que l'intégrale I est nulle. Ce qui 
démontre la proposition. 

Autre solution par M. P A R R O D . 

2025. On donne quatre points quelconques sur un plan. On 
prend deux triangles ayant pour côté commun le segment 
compris entre deux de ces points et respectivement pour 
sommet opposé à ce côté l'un des autres points donnés. 
Chacun de ces triangles donne lieu à une droite qui joint les 
pieds des hauteurs issues des extrémités du côté commun. 
Par le point de rencontre des deux droites ainsi obtenues 
et par le milieu du côté commun, on mène une droite : les 
six droites, qu'on construit ainsi en changeant le côté com-
mun, passent par un même point. ( Canon.) 

202G. Considérons une courbe plane du quatrième ordre 
avec un seul point double D : on sait que les six points de 
contact des tangentes menées à la courbe par le point double 
tombent sur une conique, et les points de contact A, B de 
cette conique avec ses tangentes issues de L) appartiennent à 
la quartique. 

Cela posé, démontrer que, si l'on mène par les deux 
points A, B une conique arbitraire qui coupera la quar-
tique en six autres points, les droites qui unissent ces points 
à D coupent ultérieurement la quartique en six points d'une 
conique. (V. R E T A L I . ; 

QUESTIONS. 
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[ K 2 c ] 
SUR LES POINTS DE CONTACT DU CERCLE DES 

NEUF POINTS D'UN TRIANGLE AVEC LES CERCLES 
TANGENTS AUX TROIS COTÉS; 

PAR M. G. FONTENÉ. 

1. Considérons {fig. i) un triangle ABC et son 

Fig. i. 

cercle des neuf points (centre Q) passant par les mi-
lieux M, N, P des côtés. Soient K, K', K", K'" les 
points de contact de ce cercle avec les cercles tangents 
aux trois côtés du triangle (centres I, F, F , F ') . Le 
point K, par exemple, est le point commun aux cercles 
des neuf points des triangles IBC, ICA, IAB; ce fait, 
qui résulte de la démonstration du théorème de Feuer-
bach donnée à la page 260 de ce Volume, a été signalé 
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d'abord par M. Ch. Michel (Bulletin des Sciences 
mathématiques et physiques, 9E a n n é e , p. 2 0 8 ) , en 
partant d'une construction du point K donnée par 
M. Mannheim. Considérons le point K comme le second 
point d'intersection du cercle Q avec le cercle des neuf 
points du triangle IBC, et cherchons le diamètre MU 
de ce dernier cercle. La tangente en M est parallèle à 
la tangente en I du cercle IBC, laquelle fait avec BC 

ç g 

un angle ayant pour valeur —-—> de sorte que le dia-
mètre MU lait avec la hauteur du triangle ABC un angle 
ayant cette même valeur; ce diamètre est parallèle 
à F I et est, par suite, dirigé suivant la bissectrice de 
Tangle NMP. Il est d'ailleurs égal à la moitié de F L 

Des faits analogues ayant lieu pour les cercles ex-
inscrits, on a ce théorème : 

Si, siw les bissectrices M X et M x des angles inté-
rieur et extérieur en M du triangle MJNP, on prend 

II' I r 
M U = M U ' = — , M U " = M U ' " = — , 

'.>, 'À 

on a les diamètres de quatre circonférences qui ren-
contrent encore la circonférence Q aux points K, K7, 
K", K'". 

Le milieu de 1F étant sur la perpendiculaire à BC 
menée en M , les directions J U , I ' U ' sont perpendi-
culaires à BC; le cercle de diamètre MU, par exemple, 
passe bien au pied de la hauteur issue de I dans le 
triangle IBC. Une remarque analogue s'applique à F'I'". 

2 . On a, en outre, dans le quadrangle ortho-
gonal 1 1 W , 

ïï^2-rr2 = 
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R4 étant le rayon du cercle l ' F F ' , par exemple; on a 
donc, en divisant par 4, 

M Û 2 -T- M U " * = 4 

R étant le rayon du cercle ABC, ou enfin 

(i) U U " = 2 R = id, 

d étant le diamètre du cercle Ci. 
Or, sur le cercle des neuf points d'un triangle ABC, 

les points de contact K, K', K", K!" de ce cercle avec 
les cercles tangents aux trois côtés ne sont pas quel-
conques : ils sont liés par une relation , puisque la 
figure formée par quatre points sur un cercle dépend de 
sept paramètres qui doivent ici se réduire aux six para-
mètres du triangle. Comme la figure formée par un 

U U " 

losange UtFU'U'" et un cercle Q de diamètre —— > pas-
sant au point de rencontre M des diagonales, dépend 
de six paramètres, on a ce théorème : 

Etant donné un losange dont les diagonales IJU' 
et U " U '"se coupent en M , on mène par M un cercle Ù 
dont le diamètre est égal à la moitié du côté du 
losange; les cercles décrits sur M U , MU7 , . . , comme 
diamètres rencontrent le premier cercle en des points 
K , K ' , K/', K w qui sont les points de contact de ce 
cercley considéré comme cercle des neuf points d'un 
certain triangle A B C , avec les cercles tangents aux 
trois côtés de ce triangle. 

On peut construire le triangle ABC. En premier lieu, 
les droites MX, M.r qui portent les diagonales du 
losange sont les bissectrices en M pour le triangle LYIJN P ; 

si donc X 0 et x0 sont les seconds points où ces droites 
rencontrent la circonférence Cî, le diamètre X0^t'o du 
cercle Q est perpendiculaire à jNP, par suile à BC; 011 
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peut alors tracer la droite BC par le point M ; le second 
point de rencontre de cette droite avec la circonférence Q 
est le pied D de la hauteur AD du triangle ABC, et Ton 
peut tracer par D la droite qui porte cette hauteur : 
c'est un premier lieu du point A. D'autre part, les 
côtés de l'angle A du triangle sont perpendiculaires aux 
côtés du losange, en vertu de la relation 

Al T 1 " T I M U A tangM U U = ^ = ^ = = t a n S I A B -

Les directions des côtés du triangle ABC étant connues, 
celle de la médiane MA l'est également, et l'on peut 
tracer par M la droite qui porte celte médiane : c'est 
un second lieu du point A. On obtient donc le point A 
et, par suite, le triangle. 

3. Considérons une circonférence Q, un point M de 
cette circonférence et une droite M.x passant en M; 
prenons sur cette droite les segments égaux MU'7, MUW, 
et sur ces segments, comme diamètres, décrivons deux 
circonférences qui déterminent sur la première les 
points K" et K/". Si l'on fait varier la longueur MU", 
il y a involution entre les droites MK", MK/", et les 
rayons doubles sont la tangente en M au cercle Q 
et la perpendiculaire MX à M x . On a donc ce théo-
rème : 

Les points de contact du cercle des neuf points d'un 
triangle avec les cercles tangents aux trois côtés étant 
K , K/, K " , si M , N, P sont les milieux des côtés, 
la tangente en M à ce cercle a pour conjuguée par 
rapport aux droites M K * , MK/" la bissectrice M X de 
l'angle M du triangle M N P , et pour conjuguées par 
rapport aux droites M K , MK/ la bissectrice M x de 
l'angle extérieur en M de ce même triangle. 
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Si X 0 et x{) sont les points où les bissectrices eir 

question rencontrent encore le cercle Q, les points K/' 
et Kw forment avec les points M et X 0 une division har-
monique sur le cercle des neuf points ; de même, les 
points K et K' forment avec les points M et .x0 une 
division harmonique. Les cordes K."K.W et MX0 sont 
donc conjuguées par rapport à ce cercle, ainsi que les 
cordes KKr et M x 0 . On a ce théorème : 

Si T ' , T " , T '" , t', t", t!n sont les sommets du quadri-
latère complet formé par les tangentes au cercle U, 
aux points K , K ' , K" , K;//, le point T ; , pôle de la 
corcle K/'K/", et le point t\ pôle de la corde jvK', sont 
siw les bissectrices M X et M x fies angles intérieur et 
extérieur en M du triangle MNP. 

On remarquera l'angle droit T'M//. 

i . Soit ABGH un quadrangle orthogonal, c'est-à-dire 
un quadrangle dans lequel les côtés opposés HA et 
BC, . . . sont rectangulaires. Si D, E, F sont les points 
d'intersection des côtés opposés, le cercle DEF passe 
par les milieux des six côtés du quadrangle. Ce cercle Q 
est le cercle des neuf points de chacun des quatre 
triangles ABC, HBC, HCA, HAB; il est donc tangent 
aux seize cercles qui touchent les trois côtés de l'un ou 
l'autre de ces triangles. 

Le quadrilatère ^\EHF étant inscriptible, les bissec-
trices en A pour le triangle ABC, et les bissectrices en H 
pour le triangle HBC, sont parallèles; si M, N, P, M', 
N' P' sont les milieux des segments BC, CA, AB, HA, 
HB, HC, les bissectrices en M sont donc les mêmes 
pour les deux triangles MNP et MN'P', comme on le 
verrait d'ailleurs en considérant les seconds points de 
rencontre X 0 et xQ de ces bissectrices avec le cercle Q. 
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Si donc on désigne par K h K',, , K" les points 
de contact du centre Q avec les cercles tangents aux 
trois côtés du triangle HBC, les droites MX et M i , qui 
contiennent déjà les points T7 et t'r contiennent égale-
ment les points analogues T , et t\. Les six points 
milieux M , N, P , M7 , N7, P7 donnent lieu à douze bis-
sectrices dont chacune contient deux des vingt-quatre 
.sommets des quatre quadrilatères complets ( T , £) , 

( T „ r , ) , . . . . 

o. Prenons comme axes de coordonnées les droites 
A 

M x et MX. Le demi-angle en U'7 du losange étant — 

ou a, 011 a, pour les équations des cercles décrits sur MU 
et MU' comme diamètres, 

x2 -h y2 — 'x d sin a .y = o, 

x2 -t- y2 -+- 2 d sin a .y = o ; 

Q g 

si I on désigne par 9 l'angle — - — ? le cercle des neuf 
points a pour équation 

x2-+-y2— d sin 0.x — d cosQ.y = o. 

Les équations des cordes communes MK., MK7 sont 
donc 

x sinÔ -h y cosô == -iy sina, 

x sin0 - h y cosô = — ty sinoL ; 

les coefficients angulaires de ces droites sont 

sin G , — sin 0 
m = — : £ 9 m — — . 5 

1 sin a — cosu \\ sin a -+- cosf) 

et l'on a 

tangi MK, MK') = m ' ~ ~ m  
& ' 7 1 -+- mm' 

_ — 4 sin a sin 8 1 sina sin6 

4s in 2 a — 1 cos2a — -i-
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On a un calcul analogue pour R " et R"'; il faut 

échanger x et y, remplacer a et 8 par leurs complé-
ments, et regarder m et mf comme des coefficients angu-
laires relatifs au système d'axes Oy , Ox , de sorte que 
le signe de l'angle (MR", MR7//) est changé; en prenant 
ce signe dans le système d'axes O x , O j o n a donc 

, „ „ „ a cos a cos G 
tang(MK , MK ) = 

° COS '?, OL -+- * 

Ainsi, le plan étant orienté dans le sens ABC, si S 
est un point quelconque de la circonférence des neuf 
points, on a 

sin B — sinC sinB-+-sinG 
tançkSK = — — , t a n g K ' S K = —= T—> 

& 1 — * & X H- cos A 

TrOT.„ o... ^ ... T^/d'f sinG-4-sinA tangKSR = — ; — , tansK w SK' = 

J cos A 

sin C — sin A 
i cos B 

sin A — sin B 

( i ) 1 b i — c o s B & 1 ^ - c o s B 

TrOTr.,, . u . i i - . m u I / ( c I / / ; s inA-hsinB 
tangRSK = — ; -^ - j tangK bK = — -r— 

b — cos G ° i -i- cos G 
À + B + G = IR; 

les six premières relations forment seulement trois 
relations distinctes. 

Si , au lieu de se régler sur le point R , on se règle 
sur le point R ' en désignant les points R' , R , R"', R" 
par les lettres k, V, A", kf", et en posant 

urQLim sinB -+- sin G tansrA: SA: = — rr~> 
b l -h cos A 

2 

sin G'-H sin A' 

A, B' = B 

sin B'-— sin G' 
1 
2 

cos A' 

sinC'-— sin A' 
1 
2 

cosB' 

sin A' — sinB' 
( a ) { ' = T — s B ' ' 

. . ~ .„ sin A'-h sin B' 
tangX: S A : = — I 777—> » i cos G 

A'-h B'-f- G' = 3TT. 



( 5 3 6 ) 

Réciproquement, quatre points K , K/7, K777 situés 

sur un cercle sont les points de contact de ce cercle, 

considéré comme cercle des neuf points d'un triangle, 

avec les cercles tangents aux trois côtés du triangle, 

si l'on peut trouver trois angles A, B, C vérifiant, par 

exemple, les trois premières des relations {i), ou entre 

le point K, et satisfaisant à la condition 

A + B + C = ( 'i k -i- i ) t. 

(k Soient deux droites infinies -jî et y ( fig. 2) qui 

Fig. 2. 

se coupent en A sous des angles de 6o° et de 120°. Si 

une troisième droite détermine avec les deux premières 

un triangle ABC, dont V angle A peut avoir 6o° ou 120°, 
le cercle des neuf points de ce triangle a son centre Q 

sur la bissectrice de l'angle de 6o° (angle intérieur 

ou angle extérieur) ). 

( 1 ) Si les hauteurs BE, CF se coupent en H, on a aussi en H un 
angle de 60® dont la bissectrice contient le point Q. 
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Les deux cercles tangents aux trois côtés du triangle, 

qui ont leurs centres sur cette bissectrice, touchent le 
cercle des neuf points aux extrémités K, K' ou K", K/7/ 

du diamètre de ce cercle porté par cette bissectrice, et 
ce fait est d'accord avec les formules (T) qui donnent 
alors pour tangK.SK/ ou tangK/'SK/" une valeur infinie. 

Si l'on se donne le cercle Q, avec le diamètre K K ' 
(ou K"K/;/), en prenant un point quelconque A sur la 
droite qui porte ce diamètre et en menant par ce point 
deux droites ¡3 et y faisant avec la droite KK' des angles 
de 3o°, il suffit de prendre sur jâ et y deux segments AB 
et AC qui aient leurs milieux sur le cercle Q sans être 
égaux, pour former un triangle ABC admettant le 
cercle Q comme cercle des neuf points. Selon que le 
point A est pris en dehors du segment KK' ou à l'inté-
rieur de ce segment, l'angle en A qui a pour bissectrice 
la droite KK' est l'angle intérieur ou l'angle extérieur 
en A du triangle ABC. Les points K, K' (ou K", K'") 
sont les points de contact du cercle des neuf points 
avec les cercles tangents aux trois côtés du triangle 
et qui ont leurs centres sur la bissectrice A K K ' ; 
restent deux autres points de contact que nous appel-
lerons K", Kw , même dans le cas où il conviendrait de 
les nommer K, K'. Si l'on pose 

tangKMK"= x , tangKMK"' = y , 

les formules ( i ) donnent 

xy /3 — i(x — y) — y/% — o; 

si l'on fait x=y, on a 
x —y = ± r, 

on a encore la solution 

X — — s/l, 7 = v/3. 
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L'enveloppe de la corde K/'K/" est une ellipse dou-

blement tangente au cercle Q ; la corde des contacts 
est le diamètre de ce cercle perpendiculaire à KK/ : 
c'est un axe de la conique; Vautre axe est la moitié 
du premier. 

7. Ce qui précède conduit à chercher l'angle (Ai, Ail); 
on trouve 

tang( AI, A Q) A — 60 A-4-60 
H - G — tang - tang 

tang 

[ D l b ] 

SUR DEUX SUITES REMARQUABLES DE POLYNOMES 
ET DE COURBES; 

P A R M . MAURICE F R É C H E T . 

Weierstrass a démontré que toute fonction f(x) 
continue entre o et 1 peut être considérée comme la 
limite uniforme d'une suite infinie de polynomes de 
degrés, croissants : 

/ O ) = lim ( a j - h . . .M- aga?»). 
n= x> 

O11 peut, si Ton veut, s'arranger pour que les coeffi-
cients de ces polynomes soient des nombres rationnels. 

a" En effet, remplaçons en général a1lp a^ étant 

la partie entière du nombre n.iP.anp. L'erreur com-
mise sur le poly nome de rang n sera moindre en 
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v a l e u r a b s o l u e q u e 

i + i f A / f v 
N N '_>. TT \ 25 / 7* \ 2 / 

< i H — ( S T H - S x 

2 / 

Et, comme a: est compris entre o et i , Terreur est plus 

petite que Par suite, cette erreur tend vers zéro 

quand n croît indéfiniment, et l'on peut écrire : 

f(x) = lim -+-..,-{- xn) 
' , , = OO \ /L 7 1 2 » / 

= lim 
o« , w// , Po 1 • • • i ^ Il * 

= lim Rw(.r), 

la convergence étant uniforme. 
On voit qu'à chaque fonction continue / ( x ) , on 

peut faire correspondre une certaine suite de poly-
nômes R { , Ro, . . . . Je dis qu'on peut tirer tous ces poly-
nômes R/2 d'une même suite de polynomes S 4 , S 2 , . . . 
indépendante de la fonction f(x). Cela est évident 
d'après la théorie des ensembles dénombrables, mais il 
est bien facile de le démontrer directement. En effet, 
prenons d'abord tous les polynomes qui corres-
pondent à la même valeur de n. Chacun d'eux est dé-
terminé par les n nombres entiers . . . , ¡3JJ, et il y 
en a seulement un nombre fini qui soient tels que la 
somme 

soit inférieure à un nombre donné quelconque. Nous 
pourrons alors numéroter (dans un ordre quelconque) 
tous les polynomes R„ tels que l'on ait s = i , puis nu-
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méroter à la suite ceux pour lesquels s = 2, . . . . Ou: 
arrivera ainsi à ranger tous les polynomes R« corres-
pondant à la même valeur de n en une suite : 

QA, Qî QJ2, . . . . 

Mais, maintenant, numérotons avec un seul indice 
tous les polynomes tels que n - h p soit inférieur 
à 2, 3, . . . . On arrivera finalement à une suite de 
polynomes à coefficients rationnels 

S I (A?) , S 2 ( ^ ) , . . . , S 7 0 ) , . . . 

qui comprend tous les polynomes possibles. 
Ains i , il existe une suite ènumérable ( 2 ) de poly-

nomes S i , S 2 , . . . qui jouit de la propriété suivante : 

Toute jonction f ( x ) continue entre o et 1 est la 
limite uniforme d'ime suite de polynomes convena-
blement extraite de la suite ( 2 ) . 

Autrement dit, 011 peut écrire : 

f(x) — lim Sqn(x), 
ri — 00 

en désignant par qK, q2, . . ., qfi) . . . une suite [variant 
avec f ( x ) ] de nombres entiers croissants ( ' ) . 

On peut énoncer la m«ème proposition sous une autre 
forme. Posons 

P i ( * ) = Si(tf) , 

et considérons la série 

( T ) P i ^ - t - P ^ a r j H - P s i ^ - f - . . . 

(*) On a ainsi une preuve effective de ce fait connu que toute 
fonction continue peut être définie par une suite infinie de nombres 
entiers. 
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Si l'on groupe ainsi 

-H ( P 7 „ + . . . + P I J + . . . 

îes termes de la série T , on obtient précisément une 
série dont la somme des n premiers termes est Sqn quel 
«que soit n. 

Donc, il existe une série T dont tous les termes sont 
ides polynomes choisis une fois pour toutes et qu'on 
peut faire converger uniformément vers n'importe 
quelle fonction continue entre o et i , en groupant à 
chaque fois de façon convenable les termes de cette 
série. 

Application aux courbes continues. — Une courbe 
continue est une courbe C qui peut être représentée 
par des formules telles que 

y , g, h étant trois fonctions continues de o à i . 
On dit qu'une courbe continue Cn 

#=/«(')> y=:gn(t), Z = hn(t) 

tend vers la courbe C quand n croit indéfiniment si 

I f - f n l I ë gn ! i I h-hn\ 

tendent uniformément vers zéro avec n 
Ceci étant,considérons les courbes unicursales CP f Ç i r : 

x = SJJ(t). y = Sq(t), z = Sr(t): 

les fonctions S^, Sr étant trois quelconques des 
pofynomes définis plus baut. 
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Quelle que soit la courbe G, ou peut écrire des 
égalités de la forme 

f(t) = lim S / ) n ( t ) , 
n -- » 

g(t) = lim S t f H (t) , 
n — x> 

fi(t) = lim S,.# l(/). 
r i - r oc 

Autrement dit, la courbe G est la limite d'une suite 
infinie de courbes 

Mais, en employant la même méthode que pour les 
polynomesQ^, on peut ranger toutes les courbes CPiq i r 

en une seule suite 

r», r 2 , . . . , r / n . . . . 

Donc : 

On peut former une suite infinie de courbes uni-
cursales F1? F2, . . T,n . . . jouissant de la propriété 
suivante : 

Toute courbe continue est la limite d'une suite 
infinie de courbes 

• 1 I • • • 1 

convenablement extraite de la suite primitive 
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[ L ' l e ] 
SUR LA PROJECTION ORTHOGONALE D'UN CERCLE; 

PAU M. J. JUHEL-RÉNOY. 

Nous nous proposons d'établir que la démonstration, 
si simple et si élégante de M. Courcelles, relative à la 
projection orthogonale d'un cercle et reproduite dans 
tous les Traités de Géométrie, met en évidence, et avec 
la même facilité, non seulement les foyers, ainsi que 
l'a montré M. Courcelles, mais encore les directrices 
de l'ellipse et leur propriété caractéristique de polaires 
des foyers. 

Soit O le centre du cercle qui se projette orthogo-

nalement suivant l'ellipse ayant pour foyers F et F ' et 
pour grand axe AA'. Menons l'ordonnée FC du point F 
et la tangente en G à la circonférence qui coupe AA7 

en D ; par le point D, dans le plan de l'ellipse, tra-
çons DZ perpendiculaire à A A' et, par le point D' symé-
trique de E par rapport à O, D'TJ parallèle à DZ. 
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Soient 

M un point de la circonférence; 
m sa projection orthogonale; 
mP perpendiculaire sur A A7; 
H7 m H parallèle à AA7; 
M7 symétrique de M par rapport à O ; 
F I perpendiculaire sur MM7. 

On sait que 

/nF = MI et m F ' = M'I. 

Ceci dit, on a 

ÖMf = O G * = OF x OD, 
d'où 

Or 

OM _ OF __ c 
ÖD ~ ÏÏM ~ a * 

OF _ 0 1 
OM "" O P ' 

c _ OM _ (M _ OM — 0 1 _ MI 
ä ~ OD ~~ OP ~ OD — OP ~~ PD 

_ m F _ OM 0 1 _ M'I _ m F' 
~ ^TÏÏ ~ OD OP ~ PD ~ m H' 

et, par suite, 
m F m F' c 
m H mil ' a 

Les droites DZ et D7Z'sont les directrices de l'ellipse. 
11 existe donc un rapport constant, plus petit que i , 

entre les distances d'un point quelconque de l'ellipse au 
foyer et à la directrice correspondante. 

On voit de plus que, CF étant la polaire du point D, 
la directrice est la polaire du foyer. 
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[ M * 5 g « ] 

SUR UNE PROPRIÉTÉ DE L i STROPHOIDE; 

PAR M. V. RETALI. 

La proposition relative à la slrophoïde que M. V. 
Jamet a démontrée géométriquement dans un numéro 
récent de ce Journal (190D, p. 4 1 I ~ 4 i 3 ) , en considé-
rant la slrophoïde comme podaire de parabole, est sus-
ceptible d'une démonstration géométrique immédiate et 
très simple si l'on prend pour définition de la stropboïde 
sa propriété caractéristique d'avoir les points circu-
laires à l'infini pour un couple de points conjugués, 
c'est-à-dire tels que les tangentes en ces points vont se 
couper sur la courbe. En effet, les couples de rayons 
issus du point double et également inclinés sur les tan-
gentes en ce point marquent sur la cubique une involu-
tion quadratique de points dont les points doubles sont 
les points consécutifs (Naclibarpunkte des Allemands) 
du point double de la cubique. Cette involution est donc 
Vinvolution de points conjugués ( involution quadra-
tique absolue) et l'enveloppe des droites qui unissent 
deux points conjugués est, d'après un théorème bien 
connu, une conique (cayleyenne de la cubique) qui 
touche la cubique aux trois points où elle est touchée par 
les taugentes issues des points d'inflexion, et qui est aussi 
tangente aux tangentes de la cubique en son point 
double. Dans le cas particulier de la strophoïde, comme 
les points circulaires à l'infini forment sur elle un couple 
de points conjugués, la cayleyenne est une parabole, 
dont la directrice passe par le point double, et qui est 

Ann. de Maihémat., 46 série, t. V. (Décembre 1905.) 3 5 
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tangente à la s trophoïde en trois points , dont u n , rée l , 
est le sommet ( foyer d o u b l e ) de la courbe et les deux 
autres , imagina i res con jugués , ont pour tangent ie ls les 
deux points d ' inf lexion imaginaires . 

SOLUTION DE LA QUESTION D'ANALYSE DU CONCOURS 
D'AGRÉGATION DE 1 9 0 5 ; 

P A R M . P I E R R E S I C A R D , 

Lieutenant au 35® d'Artillerie. 

IJ équation dyun plan, par rapport à trois axes de 
coordonnées rectangulaires O x , Oy, O z . étant écrite 
sous la forme 

u x -h s? y -4- w z = h 

et les équations 

u = cosep, v — sincp, w — cotô, h = f(B, ç) , 

où § et désignent deux paramètres arbitraires et 
/(ô, <p) une fonction donnée de ces paramètres, défi-
nissent. une surface S en coordonnées tangentielles. 

I. Démontrer que, si l'on considère sur la surface S 
les deux systèmes de courbes 6 = cons t . , <p = e o n s t . , 
la condition nécessaire et suffisante pour que ces deux 
systèmes soient conjugués est que y ( Ô , 'f ) soit de la 
forme 

a étant fonction de 8 seul et ¡3 fonction de <p seul. Dans 
toute la suite de l'énoncé on supposera que /*(Q, <p) 
est de cette forme. 

II. Montrer que les courbes 9 == c o n s t . , <p = cons t . 
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sont alors les lignes de courbure de la surface S et 
qu elles sont en outre des courbes planes. Calculer, 
en fonction de § et de <p, les deux rayons de courbure 
principaux en un point quelconque de la surface S. 

III. De ces deux rayons, Vun R< est fonction de 9 
seulement ; V autre R 2 dépend en général à la fois 
de 0 et de cp. Quelle forme doit avoir f ) pour 
que R 2 soit aussi indépendant de o? Montrer que, 
dans ce cas, la surface S est de révolution autour d'un 
axe parallèle ci Oz. 

I V . Etablir que, plus particulièrement, on peut 
déterminer la fonction <p) de manière à avoir 

Ri=/tangô , R2 = — /cot6, 

R , et R 2 étant, suivant l'usage, affectés d'un signe, 
et l désignant une longueur donnée, positive ou néga-
tive. Effectuer cette détermination. 

Y. Trouver, dans ce cas particulier, la relation 
entre 6 et o qui définit une ligne géodésique quel-
conque de la surface S et calculer la courbure et la 
torsion de cette ligne en un quelconque de ces points. 

1. La condition nécessaire et suffisante pour que Je 
système des courbes cp = const . , 9 = const . soit con-
jugué est, comme l 'on sait, que les coordonnées tangen-
tielles a , e, w, h satisfassent à une même équation aux 
dérivées partielles de la forme 

Dans le cas actuel, les trois coordonnées v, w satis-
font visiblement à l 'équation 

d*H __ 
dcp àd ~~ ° ' 
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h devant y satisfaire également est nécessairement de la 
forme a + {i, h = a -f- t3, a étant fonction de 8 seul 
et p étant fonction de © seul. c. q. f . d. 

2. Les coordonnées .r, jk, z d'un point de la sur-
face ( S ) sont définies par l'équation 

(i) coswx -+- sincpjK -H cot6z = a -f- ¡3 

et par les deux équations 

( i ) — sincp̂ r -h cosvy — 
m _ ^ 

1 ; sin20 ¿ 8 ' 

obtenues en dérivant successivement l'équation ( i ) par 
rapport aux paramètres cp et 6 qui entrent dans les 
coefficients. Nous lisons immédiatement sur les équa-
tions ( 2 ) et ( 3 ) que les courbes <p = const. et 9 = const. 
sont respectivement les premières dans des plans paral-
lèles à O5 , les secondes dans des plans perpendiculaires 
à O z . Ces courbes, conjuguées et orthogonales à la fois, 
sont nécessairement des lignes de courbure de la sur-
face S. Ce résultat aurait pu aussi être mis en évidence 
en remarquant que \Ju1 -f- 1/2-}- w2 satisfait également à 
la même équation réduite que u, y, et h à l'équation 

à2 H 
= o. >àQ 

3. Les rayons de courbure R, et R 2 se calculent très 
simplement par les formules dites d'Otinde Rodrigues. 
En désignant par (c, c\ c") les cosinus directeurs de la 
normale à la surface S au point (cp, 6), nous avons 

àz — de" 
(4) - + 
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et 
/ r . dx _ de 

Or la direction (c, c', c") perpendiculaire au plan tan-
gent ( i ) est telle que 

cosq s<p sincp cote /TTcôï îë 

J'en déduis, en prenant le signe -f- devant le radical, 

( 6 ) c = coscpsinG, 
( 7 ) c' = sincp sinô, 
( 8 ) c" = cos6. 

Dès lors l'équation (4) peut s'écrire, eri remplaçant ^ 
de" 

et -̂ g- par leurs expressions tirées des équations (3 ) 

et ( 8 ) dérivées, 

/ t \ . a d* a d<x (A) sin 6 -4- 2 cos 6 -=: + Rj = o. au2 ao 

L'équation (A) nous montre que R4 est fonction 
de 0 ¿eu/. Calculons R 2 . A cet effet, en résolvant les 
systèmes des équations (1), (2) , (3) , je tire 

x — ( a -4- p) cos f — ^ sin cp - 4 - cos<p cosG sin 6 ~ • 

J'en déduis 

^ = - sin 9 ^ + sin 6 cose ^ p + ^ j • 

D'autre part, en dérivant par rapport à <f l'équation (6) , 

de . 
= — sincp sinfl dy r 

En portaut dans l'équation (5) ces expressions de ~ 
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et de ~ j'obtiens pour déterminer R 2 l'équation 

(a sin8 cosG ̂  -h p -+- sin6 = o. 

Pour que R 2 soit indépendant, de cp, il faut et il suffit 
• . R, d1^ . visiblement que p -f- soit une constante c0 : 

d* 3 

ou, en intégrant et en désignant par c, et c2 deux autres 
constantes, 

P - c 0 + c j c o s Ç + C Ï s i n cp. 

Dans ces conditions, les équations ( i ) , (2) , (3) , qui 
définissent les coordonnées d'un point de la surface S, 
peuvent s'écrire 

(V) ( x — c, ) coscp -+- (y — c-2 ) sin cp — a -f- cQ — z cot8, 

(•/) — (x — C\ ) sin cp -f- (y — c 2 ) coscp = o, 

.w -s d% 
( } = de' 

j 'en déduis immédiatement que 

( x c 1 )2 -4- (y — ) ̂  
= (a -4- Cq — z cotÔ)2 

= ^a -f- c0-f- cotô ~ sin26^ = fonction de 8, 

di 
-¡¡r sin2 6 = fonction de 8. 
at) 

• z et — c,)2-|- ( j — c2)2 étant fonctions d'une va-
! riable 6, leur jacobien est nul, et par conséquent 

* = F [ / < * - c , ) * ] . 
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Relation qui caractérise une surface de révolution autour 
de l'axe x = y = c2 parallèle à Oz. 

c. Q . F . n. 

4. Pour que Ri soit égal à /tangô et R 2 à —/cotO, 
il faut que la fonction a satisfasse à la fois aux deux 
équations suivantes (A') et (B') , obtenues en rempla-
çant, dans les équations (A) et (B) , R, , R 2 et ¡3 par 
leurs expressions : 

d2 a dy. 
(A') sin6 —n— -i- 2cos6 -J- -h / tang6 = o, 7 dO9- dQ 

dx 
( B ' ) — sinO cosO-f-a-h c 0 — / c o s O = o. 

Remarquons tout de suite que ces deux équations ne 
sont pas incompatibles. Car, si nous dérivons l'équa-
tion (.B'), nous allons retrouver l'équation (A7). Or 
l'équation (A') peut s'écrire 

¿6 \ d e / cosO 

J'en déduis, en intégrant et en désignant par — c3 la 
constante d'intégration, 

( C ) = / s i n 6 - / f ——-y- — C3. 
dQ J cosO 

En éliminant ^ entre (IV) et (C7) j 'ai une équation 

simple qui fournit l'expression de a en fonction de 6 

= 1 j c o i ë ) C O t 6 C°" 

La fonction h est donc déterminée puisque a et ¡3 sont 
calculés 

Cl COS'F - c 2 sin ç -f- ^ c - h i j j C0l6. 
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5. L'équation du plan tangent à la surface particu-
lière S que nous envisageons est dès lors 

(x — c ^ c o s c p - f - ^ — c 2) sincp 4 - ( . 3 — c 3 ) c o t ô = / cotô j* 
affi 

cos6 

Nous voyons que nous pouvons faire dans cetle équa-
tion 

c, = Ci = c3 == o, 

car cela revient à transporter les axes de coordonnées 
au point (<?*, c2 , c3) . Soit alors par rapport à la nou-
velle origine 

/
3M 

r . cosB 

Les coordonnées x^y, z d'un point de la surface véri-
fient cette équation ei les deux suivantes : 

— x sincp - h y coscp = o, 

z l C àÛ ' . cot f t 
• l • 

i_ r S) • 
sin86 J costì sin*6 sin80 j costì costì 

J'en déduis très simplement, en résolvant ce système, 

x — l co?cp costì, 

y = / sincp sintì, 

J'en déduis 

i ax = 

( D ) = 

dx = / ( — sincp costì dcp — coscp sintì ¿/tì), 

dy = - / ( c o s o costì rfcp — sincp sintì ¿/tì), 

| dz = l(' ( 1 c o s Q ) d e = t^d6. 
v costì 

En sorte que l'élément linéaire est donné par la formule 

ds2 = / 2 ( cos*e tang*tì dO»). 
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Formule qui peut également s'écrire 

£k» = / * c o s * e / d e* ( i -+- df 
I cos2 0 T 

\ tang2 6 

Sous cette forme nous voyons que l'élément considéré 
est de la forme de l'élément dit de Liouville. L'élément 
de Liouville est, lorsque les paramètres sont u et v, 
donné par l'équation 

où U et U4 sont fonctions de u seul et V et fonctions 
de v seul. Toutes les lois que l'élément se présente sous 
cette forme, la recherche des géodésiques est simple. 
La relation entre u et v tjui définit une géodésique est 
( D A R B O U X , Géométrie supérieure, Cours de la Faculté, 
1904-1905), en désignant par a et b deux constantes : 

b = r d * ± r # * 
J y / U , ( U - a ) J / V j ( V — a) 

Dans le cas actuel, cette relation est 

sin b db r dy r sintì db f dy 
J cos2 6 v//* cos2 6 — a J / a 

. j r sin 6 db r . , . , La quadrature / se tait très simple-
J J cos2tì v//2 cos2e — a _ 

r 11 I / / 2 c o s 2 t ì — a ment en posant costi = t. Llle est egale a — -—^ ^ 

La relation demandée est donc 

a costì yT̂  

Telle est la relation qui définit une géodésique quel-
conque. Remarquons d'ailleurs que les méridiens de la 
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surface ( S ) sont aussi des géodésiques planes. Leur 
rayon de courbure, et par conséquent leur courbure, 
ont été calculés. 

Calculons la courbure et la torsion d'une géodésique 
quelconque et, pour fixer les idées, de la géodésique 
qui correspond à la relation (R) , obtenue en prenant 
le signe — dans le second membre de la relation (R) , 
en sorte que 

dy sfa sin 0 

d { ) cos2 0 sjl- cos2 6 — a 

Le calcul est identique avec le signe -f-. 
Adressons-nous aux formules connues en Analyse 

sous le nom de formules de Frenet-Serret ; en, ¡3 el y 
désignant les cosinus des angles que font respectivement 
avec O x la tangente, la normale principale et la binor-
male en un point d'une courbe gauche, et p et T le 
rayon de courbure et la torsion, nous avons les rela-
tions 

— - Ê - (È 
ds p ds z 

Dans le cas actuel, la courbe en question étant une 
géodésique, son plan osculateur en un point passe 
par la normale en ce point à la surface S. En sorte 
que ¡3 = c == coscp sin9 [équation (6)]. D'autre part 

_ dx 
~~ ds 

De sorte que la première des formules de Frenet peut 
s'écrire 

i i d%x 
p ~~ p dS 2 " 

Or dx est donné par la première des équations (D). 
D'autre part, en remplaçant dans l'expression de l'élé-
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dip 

l- sin 8 db 

ment ds, en fonelion de 0, nous trouvons 

ds = 
v//- cos2 e — a 

Par conséquent 

dx — Jn cos2 6 — a i . A dee £ = — / cinm NR\C H L 
ds /sin 8 

^sincp cos8 ~ -+- coscp sin 8^ 

= — 7 ( c o s <P V 2̂ cos2 8 — a -+- ^ sin cp). 

J'en déduis 

(
du J— tt l2 sin 8 cos 8 db 

— sin ET 1(r- cos28 — a — COSCP — — — 
' d s 4 s/1* cos2 8 — a ds 

\fâ dv \Ja . _ . db 
H jr cos cp H — sin b sin co 

v cos 8 T ds cos2 8 • ds et, en remplaçant — par son expression trouvée ci-dessus 
dv . J a , . , , 

et — par son expression ^ cog2Q? J obtiens après réduc-
tions 

d*x coscp 
~ WcôsH ~ 

j 1 d2 jt 
La courbure cherchée C = - est donc égale à - j-r : 

p 0 p ds* 

( 9 ) 
/2 cosv8 — a 

G = /3 cos3 sin 8 

Le calcul de la torsion n'est pas plus compliqué. La 
binormale étant normale à la fois à la tangente et à la 
normale principale, droites elles-mêmes orthogonales, 

c'dz — c"dy 
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En remplaçant d et d' par leurs expressions tirées des 
éijuations ( 6 ) et ( 7 ) (11° 3), et dy et dz par leurs 
expressions tirées de I), nous obtenons 

/ sin2 6 
sin cp sin 0 r— db — / cos 6 ( cos cp cos b d® — sin cp sin 6 db ) 

1 cosu ' 1 * 
T = 2 J 

ou, après réductions, 

t / • fc d h * a <*? \ Y = / ( sincp tangt) ~ — coscp cos 2 8 j 

, , db do . ou encore, après avoir remplace et ^ par leurs 

expressions, 

= 7 1 S m A \/1* cos2 6 — a — J a coscp ). 
I \cos6 T / Y 

J 'en déduis 

do Jl2 cos 20 — a 
cos œ 5 T ds cos 6 

/ 2sin6 cos6 cos 8 H- ( / 2 cos2 6 — a)s in8 db . dy 
, = -r- -H V<*sincp -J-

cos26 y/72 cos28 — a d s d s 

ou, finalement, 

dy J a J l'2 cos2 6 — a 
rfF = c o s ? Z w è ' 

et la torsion, donnée par la formule de Frenet, est telle 
que 

(10) l / a ( / » c o s * 6 — a) 
/3 cos30 sin b 

Comme vérification, la courbure et la torsion, données 
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p a r l e s f o r m u l e s ( 9 ) e t ( 1 0 ) , d o i v e n t s a t i s f a i r e à u n e 
t r o i s i è m e f o r m u l e d e S e r r e t 

_ a _ y _ d$ 
p z ds 

C e t t e vérification s e f a i t a s s e z s i m p l e m e n t . 

CERTIFICATS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRAL. 

Besançon. 

E P R E U V E É C R I T E . — Soit C an cercle fixe dont le centre 
est à l'origine et f{u) une fonction analytique uniforme 
ne présentant que des singularités isolées dont aucune ne 
se trouve sur la circonférence C. 

i° Démontrer que 

F ( * ) = f e u z f ( u ) du, 

l'intégrale étant prise sur le cercle G dans le sens positif, 
est une fonction entière de z. 

•20 Montrer qu'on peut, sans changer FÇs), remplacer f(u) 
par une fonction de même nature mais n'ayant, à distance 
finie, aucune singularité à Vextérieur du cercle G. 

3° Supposant f{u) dans ces conditions et supposant 
connu le développement 

. . .-+- A.—2 m2-h A - i u -+- A0-b Aj u~~* -f- A2 . . , 

qui représente f(u) dans le domaine du point à l'infini, 
former la série des puissances P (z) qui représente F (-s) 

dans tout le plan. ^On utilisera la transformation u = 

4° Q O ) étant un polynome entier donné, de degré q, 
et dont tous les zéros sont à l'intérieur du cercle C, on 
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considère toutes les fonctions 

K J J c Q ( " ) ' 

où P(W) est un polynome entier quelconque. Montrer que, 
sans restreindre la généralité de ces fonctions, on peut 
supposer P(M) de degré q — I au plus. Montrer que ces 
fonctions F(<s) vérifient une même équation différentielle 
linéaire à coefficients constants d'ordre q. 

5° Par Vapplication du théorème des résidus, trouver 
Vexpression générale explicite des fonctions F(z) qui 
correspondent au polynome donné Q(W). 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Intégrer Véquation 

( x* — 1 ) — ( 5 a ? 3 - h x - 4 - i ) dx- dx 
H- 3 X ( 3 X1* 4 - X* H - X2 -F- X -+- l ) = 0 . 

Trouver la courbe intégrale passant par l'origine et 
admettant ce point comme point d'inflexion. 

(Juin 1905.) 

Bordeaux. 

E P R E U V E É C R I T E . — I ° Expliquer, avec démonstration, 
la marche à suivre pour obtenir une intégrale complète 
de Véquation 

f(x,y, z,p, q) = o. 

Appliquer à l 'exemple suivant : 

2 ° a désignant un nombre réel et positif, déduire de 

l'intégrale de variable complexe f - ^ prise le long 
J I + 21 

d'un contour convenablement choisi, la valeur de l'inté-
grale de variable réelle 

i cos a x2 — si n a x2 . . dx. 
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É P R E U V E PRATIQUE. — Une fonction de variable réelle f(x) 
est définie dans Vintervalle de o à nz par les conditions 
suivantes : 

Pour o < ¿r < ^ f(x) — x 

71 
» - < X < 7T F(X)=ZXI 

371 » n < x < — /( x ) = x3 

37T 
» — <#<2t: f(x) = x!> 

Calculer les coefficients du développement de f{x) en 
série trigonométrique 

f ( x ) = ( a j cos^r h- s in#) - h . . . 

-h ( a m cos m # -h sin m x ) h- .... • 
(Juillet 190).) 

E P R E U V E É C R I T E . — I . Une surface S est définie par les 
équations 

x = a( 1 -h cos6) cotcp, 

y = a(i -+- cosO ), 

a sin b z — —^ sincp 

Calculer en fonction de 6 et <p les cosinus directeurs de 
la normale en un point de la surface S. Déterminer les 
lignes asympto tiques de cette surf ace. 

II. On considère Vintégrale de variable complexe 

dz 
(z — 2) y z2 ( 1 — zf h 

i° Calculer cette intégrale le long d'un cercle ayant 
pour centre Vorigine et un rayon supérieur à 2. 

20 Calculer cette intégrale le long d'une couronne 
circulaire ayant pour centre l'origine et ayant un rayon 
supérieur à 2, l'autre compris entre 1 et 2. 
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3° Déduire du résultat la valeur de l'intégrale réelle, 

r dx 
J 0 {X — L)\X2(\ — XF 

É P R E U V E PRATIQUE. — Les deux équations différentielles 
suivantes : 

( I ) g + g : = 

| -+- ( 2 x- -h 5 x — \) y — o 

ont une solution commune. 
Déterminer cette solution et intégrer complètement cha-

cune des équations. (Novembre 1905.) 

Gaen. 

É P R E U V E É C R I T E . — I . Soient M un point de l'espace, 
P, Q, R ses projections sur trois plans coordonnés rectan-
gulaires OYZ, OZX, OXY; OP' la droite symétrique de OP 
par rapport à OY et à OZ, OQ' la symétrique de OQ par 
rapport à OZ et OX, OR' la symétrique de OR par rapport 
à OX et OY. Montrer que les droites OP', OQ', OR' sont 
dans un plan II ; trouver la surface que doit décrire M 
pour que son plan tangent en M soit parallèle au plan N. 

R É P O N S E : xyz = G 3 . 

II. On donne dans un plan une famille de cercles ayant 
un même rayon R et passant par un point O ; déterminer 
leurs trajectoires orthogonales. 

^Soient G le centre d'un cercle, M l'un de ses points; la 

tangente à la trajectoire qui y passe, dirigée suivant CM, fait 

avec OM un angle dont le cosinus est ^ = ~ • ) 
ds 4R / 
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É P R E U V E PRATIQUE. — Intégrer le système d'équations 

u -+- v -f- w = 2 cosa :— sin x -v-'^x. 
dx 

—, 2 U — 2 V 2 W — — 2 COS.T — 3 s i n — FIX2, 
dx 

— u — P + 3 Î V = — cosa?— sina? — 2 X 2 — 
dx 

[On aura avantage à prendre u-\- w comme inconnue auxi 
liaire et l'on trouvera des intégrales de la forme 

r Intégrer cette équation par diverses méthodes et vé-
rifier l 'équivalence des résultats ; 

2 ° Former l'équation différentielle des polaires réci-
proques des courbes intégrales de l'équation proposée par 
rapport à la parabole x2 = iy et intégrer cette nouvelle 
équation ; 

3° Vérifier que lesy courbes ainsi obtenues sont bien les 
polaires réciproques des premières, par rapport à la pa-
rabole considérée. 

É P R E U V E PRATIQUE. — Calcul de l'aire de la portion de 
la nappe du cône z2 = x2 — y2 située au-dessus du plan 
xOy qui se projette à l'intérieur de la courbe 

u = ( Xx2—B x G ) e2x -h sin x -f~ x-, 
v = ( B — 2 A — 2 \ x)e2x-h cosx -h x2, 
w = ( 2 A — C + B a ; - Ax2)e2 x->r x. ] 

( Novembre 1905. ) 

Grenoble. 

É P R E U V E ÉCRITE. — On donne l'équation 

(x2-hy2)2 — 2c*xyi 

dans l'angle xOy formé par les directions positives des 
axes.i (Novembre 1905.) 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. V. ( Décembre 1 9 0 6 . ) 36 
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Lille. 

É P R E U V E ÉCRITE. — I ° Définir ce qu'on entend par un 
théorème d1addition algébrique : 

Déterminer et classer les fonctions d'une seule variable, 
uniformes, qui admettent un théorème d'addition. 

2" Étant donnés trois axes rectangulaires 0x1 Oy, O z 
et un cylindre de révolution autour de O z, trouver sur ce 
cylindre une courbe (T) dont les tangentes rencontrent un 
cercle de centre O, situé dans le plan xOy. 

3" Rectifier un arc de la courbe (T). 
4° Calculer l'aire de la portion de surface conique ba-

layée par le rayon vecteur OM quand le point M décrit 
un arc de la courbe (T). 

5° Déterminer une surface passant par la courbe (T) et 
coupant orthogonalement les sphères tangentes en O au 
plan xOy. (Novembre 1905.) 

Marseille. 

É P R E U V E ÉCRITE. — 1® Vérifier que l'équation différen-
tielle 

est satisfaite identiquement quand on pose 

Y = 3 

Etablir une relation entre x et t et trouver l'intégrale 
' générale de l'équation proposée. 

20 Peut-on ou ne peut-on pas développer iogz en série 
de Laurent dans une couronne ayant pour centre l'ori-
gine? 

SOLUTION DE LA PREMIÈRE QUESTION. 

( Voir le Cours d'Analyse, de GOURSAT, t. Il, p. 324.) 
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É P R E U V E P R A T I Q U E . — Calculer l'intégrale indéfinie 

/
i + 

(Novembre 1905.) 

Montpellier. 

É P R E U V E É C R I T E . — Une surface étant représentée, par 
rapport à des axés rectangulaires, par l'équation 

z — f{xy). 

i° Former l'équation différentielle des lignes asympto-
tiques et ramener leur recherche à des quadratures. 

i° Appliquer les formules générales et effectuer les 
quadratures pour la surface 

logs = a / x y. 

Déterminer la fonction f de façon que l'un des sys-
tèmes de lignes asymptotiques se projette sur le plan xOy 
suivant les courbes 

y — c x n , 

où c est un paramètre variable, et déterminer le second 
système de lignes asymptotiques. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Un cylindre est représenté par 
l'équation 

y*-= ¿px. 

Calculer la surface de la portion de ce cylindre qui est 
intérieure à Vellipsoïde 

(çt •• 
¿a2 -h — J • 

(Novembre Ï9O5.) 

Toulouse. 

É P R E U V E É C R I T E . — I . On considère l'équation aux dé-
rivées partielles ' 

[y iy h- O4 - 1 ] â£ -+- f (y -+-'0* ^ -f- 2 * = o. 
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i° Trouver son intégrale générale. 
2° Déterminer la surface S qui, rapportée à trois axes 

de coordonnées Ox, Oy. Oz, vérifie cette équation aux 
dérivées partielles et passe par la parabole définie par les 
équations 

3° Déterminer les lignes asymptotiques de cette surface'è, 
ainsi que la forme générale des projections de ces lignes 
sur le plan Oxy. 

II. Déterminer les différents développements suivant les 
puissances de z, en séries de Maclaurin et de Laurent, dont 
est susceptible la fonction 

selon la valeur de z. 

K P R K U V E P R A T I Q U E . — Calculer le volume du solide com-
mun aux deux paraboloides représentés en coordonnées 
rectangulaires par les équations 

y = X*— 2-3 = 0. 

y2 
-+- h 2(Z — 2) = O. 12 

(Novembre i9o5.) 

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES. 

1246. 
11877, p. :>>:'.:>.) 

a , c, . . . , k étant des quantités inégales, on a 

( A ) 

( C A T A L A N . ) 
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SOLUTION 

Far M. R. B. 
Soit 

f(x) = o 
- - J 

l'équation dont les racines sont a , 6, . . k . On a 

f_(jr) _ 1 , i i 
f(x) x—a x — b ''' x — k* 

d'où 
^ + [ = (x — a)f'(x)—f(x) ^ 

x—b x—k {x — a)f(x) 

Si l'on fait x — a, le second membre prend la forme — • En 

appliquant deux fois la règle de L'Hospital, on trouve 

i i f(a) 
h. . .H = — — • a — b a — k i f'{ a ) 

D'autre part, 

(a-b)...(a-k)=f'(a). 

La relation à démontrer peut donc s'écrire 
/ " ( « ) 

(o ¿*\f'(a)\3 

Pour l'établir, considérons la fraction rationnelle î 
F T ô n P ' 

Son développement en somme de fractions simples est de la 
forme 

i k ! K K' 

[/(*)]* ~~ (x —a)* x—a'*''"^ (x — k)*^ x — k' 

Par l'application de la méthode classique, on trouve 

A - 1 

- [ / ' ( « ) ] » ' 

y - - / ' ( « ) , 

[/'(«)]• 

et de« valeurs analogues pour B, B', . . . , K, K'. 
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Gela posé, on tire de l'identité ( i ) 

[ = A [ / ( * ) J2 

'(a? — a ) 2 

+ K + A ' L i l £ 2 Z + . . . + K - L Î W . 
(jr — A:)2 x — a x — k 

En écrivant que le terme de plus haut degré, dans le second 
membre, .a un coefficient nul, il vient 

A' - h . . . -+- K' = o, 

ce qui établit la relation (i) et, par suite, l'identité ( A ) de 
.Ténòncé. 

1355. 
( 1880. p. ;>66.) 

Le volume du tétraèdre A J B I C J D J , qui a pour sommets 
les pieds des hauteurs d'un tétraèdre donné A B C D , a pour 
expression 

V x 

o COST; COSE cosa 
COST) o coso cos ¡i 

cose coso o cos v 
cosa co^§ cosy o 

en appelant V le volume du tétraèdre donné et a, ¡3, Y? E 
eti\ les angles dièdres de ce tétraèdre, le long des arêtes BG, 
C A , A B , D A , D B et D G respectivement. ( G E N T Y . ) 

SOLUTION 

Par M. H. B. 

La méthode de Grassmann donne une démonstration rapide 
de la proposition énoncée. 

Désignons par a, 6, c, d les aires respectives des triangles 
BCD, CDA, DAB, ABG. Le point At est le barycentre des 
points B, C, D, affectés respectivement de masses propor-
tionnelles aux aires At CD, AjDB, A t B G (en tenant compte 
des signes de- ces aires, déterminés d'après les conventions 
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ordinaires). Or on a, en grandeur et en signe, 

À t CD = b cos7), Aj DB = c cose, A,BC = <icosa, 

A, CD + A,DB + A, BC = a. 

On peut donc écrire 

* b n c ~ d ~ 
Aj = — cos 7] B H cossC H cosaD ; 

a a a 
de même, 

B , = % COSTI A -+- % coso C -h ^ cos 3 D, 
b b b 1 

~ a . b "s t» d CI = — cose AH cosò B H cos YD, 
c c c 4 

~ a b 0 p. c „ 
D, = cosa A -4- —zcos B B -F- — C O S Y C . 

a a a 

On obtient le volume A t B t Q D i en effectuant le produit 
progressif des quatre expressions précédentes; on a, en vertu 
d'un résultat bien connu : 

A I B ! C I D J = A B C D 

b c d 
o — COS T] — cose — cosa 

a COS T] a a 
a c d 
b COS 7} O b 

coso b cos p 

a b d 
— cose — cos 8 o — cosy c c c 
a b 

cos ¡3 
c 

d 
cosa 

d cos ¡3 d cos y o 

ce qui se réduit bien à l'expression indiquée. 

1371. 
(1881, p. 383.) 

Soient A T B I , A 2 B 2 , A 3 B 3 trois diamètres quelconquet de 
trois circonférences ayant O pour centre radical; un 
point quelconque du plan; O B j D j , O B 2 D 2 , O B 3 D 3 trois 
triangles symétriquement semblables à O M A I , O M A 2 , 

O M A 3 respectivement : démontrer que les trois points D T , 

( D 2 , D 3 sont en ligne droite. ( L A I S A N T . ) 
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SOLUTION 

P a r M . T H I K . 

Ce problème se traite aisément par la méthode des équipol-
lences. 

Désignons par a l 5 bu . . . , m les affixes des points Aj, 
Bj, M, le point O étant pris pour origine. 

Soit, en général, x' l'imaginaire conjugué de x. Les condi-
tions de l'énoncé se traduisent, comme il est bien connu, par 
les relations 

% 

ai b\ -+- bx a\ = a%b\ -h 62a2 = + b3a'à. 

On a, d'autre part, 

a, 
b, 

£ 1 
m' m 

et de même 

d-2 = 
b2 a't 

On en conclut immédiatement que les trois points, dont les 
affixes sont mdx> md2l md$, satisfont aux relations 

mdi •+• ( mdi )' — md2 -4- ( md2 )' = md$ -+- ( md$ )'. 

Ces trois points sont donc sur une même droite, perpendi-
culaire à 0 ; r . Les trois points Dj, D2, D3, qui forment une 
figure semblable à celle que forment les trois points md^ 
mdi, M Û I 3 , sont donc aussi en ligne droite. c. Q. F . D. 

1416. 

Soient 

( 1882, p. 384.) 

a\n 

• • • &nn 

<% 11 
= H 

et dik le coefficient de aa- dans R. Si Von désigne par D 
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le déterminant suivant 

«ii±«u atî d= a2i ... aXll±.an{ 

a2i =i= «12 a 2 2 zha 2 2 . . . atn±ia[ri 

ani±ain ani±z atn ... ann±za,in 

et par A le déterminant qu'on obtient en remplaçant dans 
D les quantités a M par a,-*, oh aura 

A = 
( E . H U N Y A D Y . ) 

SOLUTION 

P a r u n ABONNÉ. 

J'ai corrigé une erreur évidente dans la première colonne 
du déterminant D. 

Si l'on désigne par p le déterminant des a// , , on a 

R" 1 = p; 

la relation à démontrer devient 

RA •= pD. 

Faisons, pour abréger l'écriture, n = 3. Nous devons dé-
montrer l'égalité des deux produits 

a 6 c a ± a P dza' Y ± a * 
a' ¿/ c' X a ± P 
„1! a b" c" a" rfc Y D R Y ' Y"±; Y" 

a Y a ± a b ± a' c d= 
a' Y' X a'± b ' zh 6/ c' ± b" 
a" Y" a" zh c 6"± : c c" ± d' 

Le premier produit, effectué en combinant les lignes des 
deux déterminants pour former celles du déterminant produit, 
est 

R = t ( a a-+-b a ' + c a") ± ( a (3-bb f ' + c p") ± ( a y-t-6 f + c y*) 
± ( A ' A + 6 ' A ' + c ' A ' ) R ± ( « ' ( I - b FI'-H c ' [¿") ± I A ' Y H- b' Y ' - f - c ' . 

±(affa + é'a'+ c"a") ± (a" (3 -h b"p1'-+- c " R ± { a " c " f ) 
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Ce second produit, effectué en combinant les colonnes des 
deux déterminants pour former celles du déterminant produit, 
est identique au premier. 

1632. 
(1892, p. H \ ) 

Démontrer qu'il n'est pas possible de trouver une ligne 
plane dont les cercles osculateurs soient vus sous un angle 
constant d'un point du plan. ( E . C E S À R O . ) 

SOLUTION 

P a r M . T H I É . 

Soit C une courbe telle que tous ses cercles osculateurs 
soient vus d'un point O sous un angle constant. Si m est un 
point quelconque de C, fi le centre de courbure en ce point, 
on doit avoir 

( i ) —— = const. m\x 

Mais m\x est égal à lare de la courbe T, développée de C, 
compté à partir d'une origine convenable. La courbe T jouit 
donc de cette propriété que l'arc de cette courbe, compris 
entre un certain point fixe et le point variable fx, est propor-
tionnel à Ofi.. 

On en conclut facilement que F est une spirale logarithmique 
de pôle O. La courbe C, développante de T, est aussi une 
spirale logarithmique de pôle O. Mais la constante qui figure 
dans le premier membre de l'égalité (i) est nécessairement in-
férieure à l'unité; autrement dit, le point O est intérieur à 
tous les cercles osculateurs de C : l'angle, sous lequel on 
voit de ce point lés cercles en question, est bien constant, 
mais il est imaginaire. 

1662. 
(1894, p. a* . ) 

Démontrer que la clothoïde est la seule courbe 

( ' ) Ligne dont la courbure varie proportionnellement à l'arc. 
Voir Nouvelles Annales, 1886, p. 5i5. 
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jouissant de la propriété suivante •: le bar y centre d'un 
arc quelconque est en ligne droite avec les centres de 
courbure aux points extrêmes. ( C E S À R O . ) 

SOLUTION 

Par M. R. B. 

Soient C une courbe satisfaisante, M et M' deux points 
quelconques de cette courbe, G le barycentre de l'aire MM', 
u) et u>' les centres de courbure en M et en M'. Soient encore 
Mw un point (non représenté sur la figure) infiniment voisin 
de M', Gi le centre de gravité de l'arc MM',, tu', le centre de 
courbure en M',. 

Appelons S et S' les arcs OM et OM', O étant une origine 

quelconque sur C, R et R' les rayons de courbure Ma>, M'u>', 
dS' l'arc infiniment petit M'M". 

Gi est le barycentre de deux masses, l'une, S, appliquée 
en G, l'autre, dS, appliquée en M'. Gi est donc sur GM', 
et l'on a 

G,G _ _ dS' 
Gt M' ~~ S ' — S ' 

est sur o/iVl', et l'on a 

to', tu' ¿/R' dK' 
uT^vï7 = R'-i-dK' = ~ I T ' 

en négligeant un infiniment petit d'ordre supérieur. Cela posé, 
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les trois points u>, a>J, G sont en ligne droite; de même, les 
trois points u>, coi , Gi. 

On a donc, par le théorème des transversales, 

Gi G cDj M' coco' 
Gj M' toj co' wG 

ou 

dS' R' _ co G 
<fR' S ' — S cou/ (V 

INous avons obtenu cette relation en supposant que l'on fait 
varier le point M, le point M' restant fixe. Faisons maintenant 
le contraire. 

On formera d'une manière toute semblable la relation 

, v dS R to'G to'G 
(2) 

¿ ¿ R S — S ' to ' CO toco' 

On tire des relations (i) et ( 2 ) 

¿ S R d S' R' 

ou enfin 

d R S S' d R' S ' — S 

• S - » - • « • S - * -

Le premier membre est fonction de S seulement, le deuxième 
de S' seulement. Leur valeur commune est, par suite, une 
constante a. 

Soit donc 

on 
R ( S — a) = K. 

On reconnaît là l'équation intrinsèque de la clothoïde. 
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Quant à la réciproque, on peut la démontrer au moyen 

des formules contenues dans l'article cité plus haut (dont 
l'auteur est M. Cesàro). 

1742. 
( 1896, p. 3 9 2 . ) 

Trouver toutes les courbes telles que, pour chacune 
d'elles, le lieu du centre de gravité des arcs comptés à 
partir d'une même origine coïncide avec la développée. 

( T H . C A R O N N E T . ) 

SOLUTION 

P a r M . T H I E . 

Soient OM un arc de courbe compté à partir d'une certaine 
origine, G le centre de gravité de cet arc. 

On sait que la tangente en G à la courbe ( G ) passe par 
le point M. 

D'autre part, si (G) coïncide avec la développée de la 
courbe ( M ) , c'est que cette même tangente est normale 
à (M) en un certain point M'. 

Je supposerai que M et M' coïncident. 
Le cas où il en serait autrement serait évidemment beau-

coup plus difficile à traiter. 
Soient donc M et Mj deux points infiniment voisins sur (M), 

G et Gi les centres de gravité correspondants : G et Gj sont 
les centres de courbure, en M et en Mj, de la courbe (M). 
On doit avoir la relation 

G!G _ _ _ MMt 

G, M, ~ arcOM' 

Posons 
arcOM = s, 

GM = p. 

L'équation précédente peut s'écrire 

dp _ ds 
7 — T ' 
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D'où 

sp = const. 

Cette équation intrinsèque définit, on le sait, une clothoïde. 

1752. 
( 1896, p. 

Démontrer que toute équation différentielle de la forme 

où f désigne une fonction homogène de trois variables, 
peut s'intégrer au moyen de deux quadratures. 

Appliquer à Vexemple suivant 

d'1 y / dy\* dy 

où a désigne une constante. ( C . Boi R L E T . ) 

SOLUTION 

Par M. K. B. 

L'équation proposée peut s'écrire 

/ dy 
, d%y 1 dx 

dx* y 

cp étant une fonction quelconque. Posons 

( 2 ) t = x ^ f . dx 

On en tire 
iz. = A, 
dx x 
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L'équation ( i ) devient donc 

• I — " G ) 

dt y i t\ 

Cette équation différentielle du premier ordre, homogène 
entre t et y, s'intègre, comme on le sait, au moyen d'une 
quadrature. On tirera ensuite x de l'équation (2 ) , par la 
formule 

f¿L 
x = eJ ' . 

En appliquant cette méthode à l'exemple proposé, on trou-
vera sans peine comme solution générale 

_ K 
y ~ K' xa~hi -4- 1 ' 

où K et K' sont deux constantes arbitraires. 

ou 

(3) 

QUESTIONS. 

2027. Le lieu du centre des ellipses surosculatrices en 
chaque point d'une ellipse donnée, et ayant une aire con-
stante, est une ellipse. (E.-N. BARISIEN.) 

2028. Dans un cercle de centre O et de rayon R, soient AB, 
BC, CD trois côtés consécutifs du polygone régulier inscrit 
de 14 côtés. On projette D sur OA, OB, OC, respectivement 
en E, F , G. Démontrer la relation 

Ri/7 
DE -h DF — DG = — ^ • 

2 
( E . - N . B A R I S I E N . ) 



( 5 7 « ) 
2029. On projette un point M d'une ellipse en P et Q sur les 

diamètres conjugués égaux. Montrer que le milieu 1 de PQ est 
situé sur la normale à l'ellipse en M, et que le point de Fré-
gier relatif à M est le symétrique de M par rapport à I. 

( E . - N . B A R I S I E N . ) 

2030. L'antipodaire d'une ellipse par rapport à un des 
sommets du grand axe est une quartique : l'antipodaire de la 
même ellipse par rapport à un des sommets du petit axe est 
une autre quartique. Montrer que ces deux quartiques ont 
même aire, équivalente aux y de l'aire de la développée de 
l ' e l l i p s e . ( E . - N . B A R I S I E N . ) 

2031. Démontrer la relation 

v Z < £ ) + y = o, 
^ / • ' ( a ) ' ¿ / ( o t ) 

la première somme s'étendant à toutes les racines, supposées 
distinctes, de l'équation algébrique 

/ ( * ) = o, 

et la seconde somme à toutes les racines, supposées distinctes, 
de l'équation 

/ ' ( * ) = o. 

f'(x) et f"(x) désignent les dérivées première et seconde du 
polynome f ( x ) . ( R . BRICARD.) 

E R R A T U M . 

Page 4>4i ligne i5, au lieu de : avait, lire : aurait. 
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NOUVELLES ANNALES DE MATHÉMATIQUES. 

N° 1. SUPPLÉMENT. J A N V I E R 1 9 0 5 . 

CHRONIQUE, 

Ministère de l ' Instruction publique et des B e a u x - A r t s . 

Le Ministre de l'Instruction publique et des Beaux-Arts, 
Vu le décret du 10 mai 1904, 
Arrête ainsi qu'il suit le programme de Mathématiques générales dans 

lequel sera pris le sujet de composition du groupe II au concours pour 
l'admission à l'Ecole Normale supérieure et l'obtention des bourses de 
licence : 

Lignes trigonométriques; formules fondamentales; addition, multi-
plication et division par 2 et par 3. 

Vecteurs et segments. Projections. Théorème des projections. Défi-
nition d'un vecteur par son point d'application et ses trois projections 
sur trois axes rectangulaires. Coordonnées d'un point. 

Condition de parallélisme de deux vecteurs. 
Formule 

Angle de deux vecteurs; condition de perpendicularité. 
Equations des premier et second degrés. 
Calcul des valeurs arithmétiques des radicaux. Exposants fraction-

naires et négatifs. 
Séries à termes positifs : caractères de convergence ou de divergence 

tirés de l'étude des expressions 

Séries absolument convergentes. — Séries alternées. Limite de 

A N A L Y S E , A L G È B R E , G É O M É T R I E A N A L Y T I Q U E , 

P P ' c o s P P ' = XX'-4- YY'4- ZZ'. ¿ à 

Un-h1 n/~ „ 
y V Unlil> 

pour m infini ; de 

N. A. — Sappl. t 



Nombre e. Série ex. 
Fonctions d'une variable réelle. Représentation graphique. 
Fonction linéaire. Ligne droite. Pente. Problèmes élémentaires. 
Fonction du second degré. Parabole. 
Equation du cercle. 
Équation de l'ellipse, hyperbole, parabole rapportées à leurs axes de 

symétrie. 
Fonctions périodiques. Représentation graphique. Sinusoïde. 
Dérivée d'une fonction. Pente d'une courbe en un point. Equation 

de la tangente. Normale. Sous-tangente. Sous-normale. 
Dérivées des fonctions de fonctions. Fonctions 

io*, ex, ax. 

Logarithmes vulgaires, logarithmes népériens. Sinus et cosinus hy-
perboliques. Tables. 

Usage de la dérivée pour l'étude de la variation d'une fonction; 
maxima et minima. Signification du signe de la dérivée seconde; 
inflexions. 

Théorème de Rolle : formule des accroissements finis; représenta-
tion graphique. Fonctions de plusieurs variables indépendantes; déri-
vées partielles; formule des accroissements finis. Dérivée d'une fonction 
composée. Applications. Courbe. 

y — _j_ p x q • 

discussion. Calcul approché des racines par la méthode de Newton ou 
la méthode des parties proportionnelles. Condition pour qu'un polvnome 
en x soit divisible par x — a, par (x — a)'2 et par (x — ci). 

Résolution graphique d'une équation de la forme 

f ( x ) — o(x) = o, 

par l'intersection des deux courbes 

y =/(*)> r = ?<>)• 

Applications. Exemples de la méthode des approximations successives. 
Fonction définie par une série entière en x à coefficients réels. Inter-

valle de convergence. Addition et multiplication. — V l'intérieur de 
l'intervalle de convergence, on obtient la dérivée ou les fonctions pri-
mitives de la fonction, en prenant la série des dérivées ou des fonctions 
primitives. (On ne s'occupera pas de ce qui se passe aux extrémités de 
l'intervalle.) 

Exemples : développement en série de 

i i i x 
? — a r c t a n g j ? , L ( ' i L > 

i - x i-t-x* & ' v i-hX 

série du binôme, série arcsina?. Développements en séries de sina? et de 
cos:r. 



— III — 

Formules de Mac Laurin et de Taylor 

X RFTL 
/ ( a H-ÎP) = / ( « ) + - / ' ( « ) • + - — / ' ( * ) - 4 - . . . - f - y * ^ / ^ ( a - t - O g ) . 

Application de la formule de Taylor à l'étude du quotient de deux, 
fonctions de x dans le voisinage d'une valeur donnée de x\ cas où les 
fonctions de x s'annulent pour cette valeur. Diverses formes d'indéter-
mination. 

Croissances de ex et Lx comparées à celles de xm. Application à la 
ex 

recherche de la limite de — pour x infini et de xmLx pour x = o. 

Grandeurs complexes. Représentation graphique. Module, argument. 
Fonctions 

ez, cosz, si nz, 

pour z complexe. Egalités 

ezez' ~ ez-+-z', = ex{cosy -+- i siny). * 

Sinus et cosinus hyperboliques, leurs relations avec le sinus et cosinus 
ordinaires. . 

Somme de sinus et cosinus d'arcs en progression arithmétique. 

Infiniment petits. — Infiniment petits équivalents. Ordre relatif de 
deux infiniment petits. Valeur principale. Exemples. 

Différentielle première d'une fonction d'une variable. 
Différentielle totale d'une fonction J(x, y, . . . ) définie par la formule 

d f = f x dx -f-j'y dy -+-.... 

Transformation de cette expression lorsqu'on remplace x , y , . . . par 
des fonctions d'autres variables. 

Intégrales. — L'aire d'un segment de courbe est la limite de la 
somme des rectangles inscrits; emploi des symboles 

j*f(x)dx, J f(x)dx. 

Valeur moyenne d'une fonction dans un intervalle. Changement de 
variable. Intégration par parties. 

Décomposition des fractions rationnelles en éléments simples. Inté-
gration des différentielles rationnelles en x et de celles qui s'y ramènent, 

Application des quadratures à la rectification des courbes, au calcul 
d'un volume décomposé en tranches par des plans parallèles, à l'évalua-
tion de l'aire d'une surface de révolution et au calcul des moments 
d'inertie. 

Aires et volumes des solides de la géométrie élémentaire. 
Courbure d'une courbe plane. Centre et cercle de courbure. 
Développée d'une courbe plane. Application à la chaînette, à la 

cycloïde, aux coniques. 



— I V — 

Fonctions de deu\ variables indépendantes : 

Représentation graphique par une surface. 
Equation d'un plan. — Équation d'une sphère. 
Représentation d'une ligne dans l'espace par deux équations, ou par 

les expressions des coordonnées d'un point en fonction d'un paramètre. 
Ligne droite. 
Problèmes sur la ligne droite et le plan. 
Tangente à une courbe gauche. Plan osculateur. Courbure. Normale 

principale. Centre de courbure. 
Application à l'hélice circulaire. 
Equations de l'ellipsoïde, des hyperboloïdes, des paraboloides rap-

portés à leurs axes de symétrie. 
Plan tangent à une surface. Position de la surface par rapport au plan 

tangent. 
Courbure des lignes tracées par un point sur une surface. 
Théorème de Meusnier. Courbure des sections normales. 
Indicatrice. 
Equations différentielles du premier ordre à une fonction inconnue et 

à une variable indépendante. Equation linéaire. 
Equation linéaire du second ordre à coefficients constants sans second 

membre ou avec un second membre de la forme 

P(¿r)-f- ^ À e « * , 

où P(> ) désigne un polynomc. 

MÉCANIQUE. 

Cinématique du point. — Mouvement rectiligne d'un point. — Rela-
tivité du mouvement. — Vitesse, accélération. — Mouvement uniforme, 
uniformément varié, vibratoire simple. 

Mouvement curviligne. — Vitesse. — Hodographe. — Vecteur accé-
lération. 

Accélération tangentielle et centripète. — Diagrammes des espaces, 
des vitesses, des accélérations tangentielles. 

Mouvement rapporté à des axes de coordonnées rectangulaires ou 
obliques et à des coordonnées semi-polaires. 

Cinématique d'un système invariable. — Translation. — Rotation 
autour d'un axe fixe. — Mouvement hélicoïdal. 

Changement du système de comparaison : composition des vitesses; 
composition des accélérations bornée au cas où le mouvement du sys-
tème de comparaison est un mouvement de translation. 

(A suivre,) 

V A ^ - ' 1 
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