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M^c, M24]

QUADRILATÈRES DE STEINER DANS CERTAINES COURBES

ET SURFACES ALGÉBRIQUES;

PAR M. STUYVAERT.

Le théorème célèbre énoncé par Steiner et relatif aux
conditions de fctmelure de certains polygones inscrits
dans une cubique plane ou dans une quartique binodale
a été démontré bien des fois, soit par des considérations
de Géométrie synthétique, soit par l'emploi des (onc-
tions elliptiques. D'habitude on passe de la cubique à
la quartique par une transformation birationnelle et
Ton n'expose guère plus que la démonstration même du
théorème.

Nous nous proposons d'étudier, au moyen de l'Ana-
lyse algébrique, les quartiques binodales quadrillées,
c'est-à-dire douées de quadrilatères dv Steiner. On sail
que, s'il existe un quadrilatère pareil, il en existe une
infinité et nous montrerons que cette proposition est
au fond identique à la suivante : une courbe rationnelle
plane du second ordre ne peut dégénérer qu'en deux
droites coïncidentes.

Ce sera le point de départ d'une série de propriétés
des courbes ou systèmes quadrillés à deux, trois ou
quatre nœuds.

Cette théorie peut être étendue aux deux courbes
gauches du quatrième ordre. Enfin, dans certaines sur-
faces du quatrième ordre, on peut chercher les sections
planes quadrillées.
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COURBE PLAINE RATIONNELLE DU SECOND ORDRE.

1. Les relations paramétriques

oxt = att
2-^ 'ibj-h ct (i = i, 9, 3)

définissent une conique dans le plan des x1 ? x2 , .XV
Elles donnent, en employant une notation qui s'explique
d'elle-même,

t2 : 7.t : i = (xbc) \ (axc) \ (abx),

d'où l'équation ponctuelle de la courbe

(axe)-— \(xbc) (abr).

Les points d'intersection de la conique avec la dioite
ux=: o sont déterminés par l'équation

t- ua -

2. Pour que la courbe dégénère, il faut qu'une cer-
taine droite n la rencontre en une infinité de points;
alors l'équation précédente est indéterminée, tous ses
coefficients sont nuls, donc les relations en ui

sont compatibles et l'on a

A = (abc) = o.

Or, lorsque ce déterminant est nul, sans que tous ses
premiers mineurs s'évanouissent, il existe une seule
relation linéaire entre les éléments de ses lignes, donc
une seule droite u rencontrant la courbe en une infi-
nité de points. Et si tous les premiers mineurs de A
sont nuls, les quantités a^ Z\, ct- sont proportionnelles,
les équations paramétriques déterminent les rapports
de j j , JT2? X3 et ne représentent plus qu'un seul point.
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Donc, quand la courbe rationnelle dégénère, ce /w

peut être qu'en deux droites coïncidentes ou en un
seul point.

Dans le premier cas, chaque point de la droite trouvée
répond, à deux valeurs t' et t" du paramètre /, et Ton a

ai t'2 -h 2 b^' -h Ci _ a21
1'2 -h 'K b,1' ~ c* a 3 /'

2 -+- a &31' -h r:{

L'égalité des deux premiers rapports donne, eu ell'ec-
tuant les calculs et divisant par t!—trf, généralement
non nul,

itt'(ai b2 — «2^1)+ (t -+- t')(alci~ a2ci)-f- 2(6^2— b.2Ci) = o,

ou, en appelant A/, B/, C/ les premiers mineurs de A,

En égalant le troisième rapport à l'un des deux pre-

miers, on obtient les équations

9.G2tt' — B2(t H - t') - } - '2 V 2 = O,

•iCiM'— B^J -h *') H- '2At -- o,

qui sont identiques à la précédente, puisque, par hypo-
thèse, A est nul et que ses mineurs A/, 15/, C/ sonl pro-
portionnels.

Quand les équations paramétriques représentent
une droit e y les couples de valeurs du paramètre qui
donnent un même point de la droite sont en involution.

QUADRILATÈRES DE STEIINER BANS LA QLARTIQUE PLAINE

BIIVODALE.

3. Voici, précisé et complété, le cas particulier dn
théorème de Steiner, que nous nous proposons d'éta-
blir :

Une quartique plane binodale n'est pas, en général,
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circonscrite à un quadrangle ayant deux points dia-
gonaux aux nœuds; mais, lorsqu'il existe un qua-
drangle pareil, il y en a une infinité. Dans ce cas, le
troisième point diagonal décrit une conique et les
côté* du quadrangle qui ne passent pas par les nœuds
enveloppent une courbe de quatrième classe.

Supposons \vs nœuds aux sommets ,r{ x2 et X\ x3 du
triangle de référence. L'équation de la quarlique est de
la forme

\ -f-

-1- 2 Z'z Ti ( rt2 X\ -f- 1 b.2 X* Xx -h C-> x\ )

-+- x\ ( a-i x\ H- 2 b-i x-2 r! -f- c3 x\ ) = o,

ou, en posant x2 =

}- ibz\ -h c3) = o.-

Pour qu'il existe un quadrangle inscrit dont deux
points diagonaux soient aux nœuds, il faut que, pour
deux valeurs, ?| et £2, de £, on ait les mêmes valeurs
de r, ; il faut donc que les relations ci-après soient com-
patibles en !-4 et q.2 :

Considérons, dans un autre plan, trois coordonnées
homogènes X,, X2, X3, liées à un paramètre i par les
égalités

6,$ 4 - c / ( i = i , a, 3 ) .

Elles définissent une courbe rationnelle du second
ordre qui, d'après les conditions précédentes, doit avoir
un point double, donc dégénérer. Celte circonstance se



réalise quand on a
A == {abc) — o.

Alors la conique a une infinité de points doubles et
les couples de valeurs de ? qui donnent un même point
double forment une involution, représentée par une
des trois égalités suivantes, équivalentes entre elles,

2 - V - B / C ^ - h ^ - t - ^ C / j ; ! ^ o (i = i, 2, 3).

Par suite, si la quartique binodale possède un qua-
dranglc inscrit, on a A = o; elle possède donc une infi-
nité de quadranglcs inscrits dont les couples de côtés
passant par le nœud xK x2 sont en involulion; et cette
imolution est représentée'par une des égalités ci-dessus
ou j)ar

•> A/.rj x\ — B, (' x\ x\ -h a% x\ ) -h 'i C,x'2 x\ = o (i — i, a, 3).

De même les couples de cotés passant par X\X$ for-
ment une iiivolulinn i(q>résentée par une des équations
sui\antes, équivalentes entre elles :

'X \ i X\ X\ — A2 (X\ X\ -r- Xf.à X\ ) -h '2 A3 x \ x \ = O,

2 B i x \ x\ — \l*(x\ x"A -+- x'.à x\ ) •+• 'iB3 x'.à x\ — o,

'2 G! x\ x\ — tl2( -r\ x'\ -4- x'àx\ ) -f- 2 G3 x\ x\ = o.

i. Avant de poursuivre la démonstration du théo-
rème du numéro précédent, faisons quelques remarques.

Le déterminant A étant nul, il existe une relation
linéaire entre les polynômes

CliX\ -f- 2 b/X^Xx — C,XJ (1 = 1,2, 3 )

iigurant dans Téquation cp = o. L'évanouissement de
ces polynômes représente donc trois couples de la pre-
mière involution trouvée ci-dessus. De même on peut
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ordonner cp par rapport à x2 et Ton trouve que

a \x'\ -h 2a2ar3a?i -+- «3 a?? == o,

262^3^1-+- ^3^1 = 0 ,

représentent trois couples de la seconde involtition.
Pour la simplicité nous dirons que la courbe cp est

quadrillée quand elle est circonscrite à des quadrangles
ajant deux points diagonaux aux nœuds. La remarque
précédente donne alors renoncé que voici :

Soient une quartique binodale cp, la première po-
laire d'un de ses nœuds et le couple de tangentes en
ce nœud ; ces trois figures sont coupées par une droite
quelconquey issue du second point double, en trois
couples de points (autres que les nœuds). Si ces trois
couples de points sont en insolation, il en est de même
des trois couples de points analogues obtenus en inter-
vertissant les rôles des points doubles. Dans ce cas, et
dans ce cas seulement, la courbe o est quadrillée.

Voici encore un corollaire évident :

Si la courbe cp est quadrillée, toutes les droites
issues d'un nœud la coupent en des couples de points
qui sont projetés de Vautre nœud suivant des couples
de rayons en involution. Réciproquement, si trois
couples de rayons pareils, issus d'un même nœud,
sont en insolution, tous le sont, aussi bien pour l'un
que pour Vautra nœud, et la courbe est quadrillée.

Lu élément double d'une involution correspond à
des tangentes issues de l'autre nœud et donne un qua-
drangle réduit à un segment de droite. Ainsi, pour
qu'une courbe cp soit quadrillée, il faut et il suffit que
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les contacts de deux tangentes issues de l'un des
nœuds soient alignés sur l'autre.

Soit, pour fixer les idées,

Cix\ .

la relation identique qui lie trois couples de l'involution
en .Tj, xK. L'équation de la courbe peut s'écrire

\ix\) x\

Réciproquement, l'évanouissemeut d'un déterminant

fi(xux2) f2(xu x2)

où les ƒ et les cp sont des formes quadratiques, repré-
sente une quartique hinodale quadrillée. Car 'les quatre
points ('onimiins aux deux couples de droites

f\ -r- hfl — O, Cpj H - A Cp> = O

vériiient l\;(jnation de la courbe et, quel que soitÂ, ce
sont les sommets d'un quadrangie ayant deux points
diagonaux aux nœuds. Doue, pour qu'une quartique
binodale SOL! quadrillée, il faut et il suffit que le pre-
mier membre de son équation puisse se mettre sous
forme d'un déterminant de quatre fonctions quadra-
tiques, ou ,r3 manque dans une ligne et x2 dans Vautre.
Il en résulte aussi que les deux involutions sont pro-
jectives.

o. Passons à la recherche du lieu du troisième point
diagonal des quadrangles inscrits : nous venons de voir
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que les couples de côtés opposés d'un quadrangle sont

Un des cotés du triangle diagonal est x{ = o\ les
autres sont respectivement les droites polaires du
nœud xsXi par rapport au couple de droites fK -f- hf2

et du nœud xix2-) par rapport au couple de droites
'fi -f- k <p2 ; les équations de ces polaires sont

-~ h / -y— = o, -y h A: - p - = o,

i%\ leur intersection (troisième point diagonal ) décrit la
conique

dj\_

dxz dxz

——3— = °-dXi dxd

Le lieu du troisième point diagonal des quadrangles
inscrits dans la quartique quadrillée o est la conique
polaire de Vun des nœuds par rapport à la cubique
polaire de l'autre.

Celte conique a pour équation développée

= o.

Si l'on calcule son discriminant, on trouve

— al(alb2—dibi) ou —ax C3.

La courbe dégénère si Ton a

*rtj = o ou G3 = o.

Dans le premier cas, la quartique <p se décompose en
une droite xK et une cubique. Ecartons provisoirement

cette hypothèse. La propriété de la conique -?—-|— de
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se réduire à deux droites est indépendante du choix du
triangle fondamental; mais l'équation 0 = 0 ne con-
serve la même forme que si deux des sommets de ce
triangle sont aux nœuds. La quantité C3 est donc inva-
riante pour les transformations de coordonnées qui
déplacent le sommet x2xs. Nous supposerons d'abord C3

non nul $ le cas de C3 = o sera examiné plus tard.

6. Avant d'étudier l'enveloppe des côtés des qua-
drangles qui ne passent pas par les nœuds (dans l'hy-
pothèse C 3 <o) , il convient d'examiner la correspon-
dance entre les sommets opposés des quadrangles.

Les équations des involulions en x2, x{ et .r3, x{

peuvent s'écrire, par exemple, sous la forme suivante,
trouvée au n° 3 :

o \ <r»; v>tl Vt / T>' 'T»" _J_ -r>' T»" \ _L_ o C -rr '/•" r»
Z^Y3^t/j Jb j ±J 3 ^ JU j «A' 2 ~T~ «/- t) U> j J ~T~ .'.\U-^JL^JUtf U j

<-v / /y> ' /Y% I ƒ /*y» ' / y i | /Y* /Y* \ 1 t ~\ f /v* ^y —— i \

2. \u \ JL j JL Y v-« 2 \ «*• 1 •*' 3 ~ T ~ 3 1 / *" 3 3 3 — *-' •

De ces relations on peut tirer les coordonnées du
sommet x' proportionnelles à des fonctions quadra-
tiques des coordonnées du sommet opposé x" ou inver-
sement. Donc, les sommets opposés des quadrangles
se correspondent dans une transformation biration-
nelle quadratique.

Puisque C3 n'est pas nul, les équations précédentes
définiront une simple inversion si l'on déplace le som-
met x2x3 du triangle de référence de manière à annu-
ler B3 et C2, ce qui revient à prendre pour côtés x2

et x3 du triangle de référence les rayons conjugués
de xt dans les deux involulions.

Supposons que cette transformation ait été faite et
que les deux involutioiis soient désormais représentées
par

xr
2 x\ = cx\ x\, x'.6 x\ = a x\ x\ .
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Leurs rayons doubles ont pour équations

et Ton voit facilement que les couples de ces involu-
tions se représentent par les équations suivantes où A
et [A sont des paramètres variables :

x\-+- cx\ — \x^xx =0 , a?! -}- ax\

Ces deux involutions étant projeclives, on a, par
exemple,

Xfj. 4 - 2 n X H- a m 'JL -+- 4 b — o.

L'élimination de \ et JJI donne l'équation de la courbe
rapportée au triangle fondamental de l'inversion

cp ^̂  (^1 ~*~ cx\) (^1 ~+~ CLX'\) H- im(x\-T

ou
cp = r̂̂  (x% -x- i mx* xi -+- c«r'} )

-h ix:ixi(nx\ -f- ibor^Xi -h nc^j )

-H x] ( « a:| -+- i ma x2 xv -i- acx\ ) — o.

Dans une quartique binodale quadrillée, les SOJII-

jnets opposés d'un quadrangle sont des points homo-
logues d'une inversion trilinéaire dont les points fon-
damentaux sont les points diagonaux du quadrangle
dé terminé par tes intersections des rayons doubles
des deux involutions.

7. Pour obtenir l'enveloppe des cotés des quadrangles
inscrits nous allons résoudre d'abord ce problème d'al-
gèbre : éliminer A entre les relations

a i -h b\ )» a2 -f- 62X _ a 3 -i- b3\

ci -h di 1 ~~ c2 H- d2 X ~~ c3 -f- d3 X

Représentons chacun de ces rapports par — p, il
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faut donc que les trois relations

ai •+- bil -+- ap -t- dtlp = o (i = i, 2, 3)

soient compatibles en A et p; multiplions-les par o :
nous aurons six équations non homogènes en A, p, Xp,
p2, Xp2, et l'élimination de ces cinq quantités conduit à
l'évanouissement du déterminant

i bi ci di .
( 1 = 1 , 2 , 3 ) .

. aL bl Ci di

Pour que les deux relations proposées en A aient
deux racines communes, il faut que les équations

a;-4- bil H- Cip -+- dilp = o

soient vérifiées par deux systèmes de valeurs de X et p.
En coordonnées cartésiennes X, p, elles représentent
trois hyperboles ayant les mêmes directions asympto-
liques; pour qu'elles aient encore deux points com-
muns, ils faut qu'elles fassent partie d'un même faisceau
ou que Ton ait

|| at bj Ci dt H = o (i = i, 2, 3).

Ces problèmes préliminaires étant résolus, revenons
à la courbe quadrillée <p rapportée aux trois points fon-
damentaux de l'inversion. Son équation est

-h x\(ax\ -h 2maxixl-hacxl) = o,

et l'on a supposé que le mineur du déterminant A re-
latif au dernier élément, donc ici b — ////z, n'était pas
nul. L'équation peut encore s'écrire

nx\ H- î è^J t -h ncx\ x\ -h mix^Xi -+- cx
_

Ann. de Mathémat., 4e série, t. V. (Octobre 190.').) 3o
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elle montre que les involutions projectives peuvent
s'écrh e

x\ -f- ax\ — i\xzxx — o,
x\ ( n -+- X ) -4- i Xc, Xi ( b -h- ni X ) -f- c^rf ( n -h X ) = o,

une même valeur de \ donnant des couples correspon-
dants des involutions.

Lue droite u donnée par l'équation

coupe la première involution en des couples de points
qui, projetés du nœud X\X2, donnent cette troisième
iiivolulion

u\x'}> — •> x^Xi (u^tii -H-X u2 «3 )-\-or\ ( u\ -f- ciu\ -r- aX t'£i ?/3) = o.

Pour que la droite a soit diagonale d'un quadrangle
inscrit, il faut que la seconde et la troisième involution
aient un couple commun, correspondant à une même
valeur de A, donc que l'on ait

n H- X b -+- m X c(n -f- X )

L'élimination de X, comme nous venons de l'effectuer>
donne ce résultat

K'T2 o n i

Mi M j Ut M3 6 />*

M J - T - « M | 2 Mi «3 MC C

M | O / l I

Mj « 2 M2 M3 6 / «

M | 4- aMj 'i Mi M3 71C C

I111 développant par le théorème de Laplace, et sup-
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primant le facteur ( i — mn) 1121(3, il vient

nuz) -4- kbu\ w2 «3
-h Ui{cu\— au\) (mu.2~ nu3) — (cwf — au\)* = o,

équation tangentielle d'une courbe de quatrième
classe.

Pour que la droite u soit diagonale de deux qua-
drangles, il faut que les deux équations en "X écrites en
dernier lieu aient deux racines communes; donc, d'a-
près le problème préliminaire, il faut que l'on ait

u\ o /i r |

/ / j Ui iiiiii b m 1 = o .

'I
,| uj -T- ciU2 iiiiiiz ne c

En omettant la seconde ou la première colonne on a
respectivement

cul— au\ — u\ — °Ï '1U\ lli(b — mn) — o.

Par hypothèse, h — mn n'est pas nul \ on a supposé n%
différent de zéro, puisque Ton a, ci-dessus, divisé par /*<*,
donc

Ui = o, eu2, — au] = o

représentent deux droites qui sont à la fois diagonales
de deux quadrangles inscrits, et, par suite, tangentes
doubles à l'enveloppe.

Pour une de ces droites, les seconde et troisième in-
volutioiis considérées précédemment ont deux couples
communs, par suite tous leurs couples communs, et aussi
mêmes éléments doubles. Ceci explique pourquoi cha-
cune des tangentes singulières,

m = o, iii :uz = =t \Ja\ \Jc,

est diagonale du quadrilatère formé par les rayons
doubles de la première et de la seconde involulion.
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L'enveloppe des côtés des quadrangles inscrits qui

ne passent pas par les nœuds est une courbe de qua-
trième classe ayant pour tangentes doubles les diago-
nales du quadrilatère formé par les raj o/?.v doubles
des involutions des côtés opposés des quadrangles
inscrits.

Toutefois, bien que, pour l'une des tangentes singu-
lières, la seconde et Ja troisième involution ont tous
leurs couples communs, elles n'ont cjiie deux couples
communs correspondant à la même valeur de À; ces
valeurs de A s'obtiennent en faisant

m = o, w2 : «3 = ± s/a ' \/c

dans l'une des relations

u'i ux ii2 -+- X u2 u.i a] 4- au\ -f- i \ u{ ai
n -h X b -+- mX c ( n -f- X )

par exemple dans la première : on obtient successive-
ment

a ( b -h m X ) = dz sjne ( n -+- X )X,

db X2 \/c -f- X (± n \/c — ni y/a) — b \/a — o.

Les deux valeurs de À coïncident, pour l'une ou
l'autre des tangentes singulières, si l'on a

( ± n \fc — ni ya)~ zh 4 b yac

c/î2d= •/ ^ac{2b — mn) = o.

Pour que les valeurs de X coïncident pour les deux
tangentes singulières, c'est-à-dire pour qu'elles soient
toutes deux inllexionnelles, il faut que

a m1 -+- en- = o et ib — mn = o.

Quand une courbe de quatrième classe a deux tan-
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geiites doubles, elle est eu général du huitième ordre.
Cet ordre s'abaisse d'une ou de deux unités quand une
ou deux tangentes doubles deviennent iiiflexionnelles;
eoniine on vient de le voir, cette circonstance peut se
réaliser sans que Ton renonce à l'hypothèse b^mn.

L'enveloppe des côtés des quadrangles inscrits dans
la quartique quadrillée est une courbe du huitième
ordre qui peut s'abaisser au septième ou au sixième
ordre.

8. Reprenons la première équation de la quartique
quadrillée

-+- '2X^J'[ { a*x\ -+- ib.2 Xo.f] -1- c1x'\ )

-h x\{azx\-\- '2ÔzX.,x{ -H c$x\ ) — o.

JNOUS supposons encore a{^o\ mais, par contre, le
mineur C3 de A = [abc) ou as b2 — a^b{ est à présent
nul.

Nous pouvons toujours, et d'une seule manière, dé-
placer le sommet j 2 i ' 3 du triangle de référence de telle
sorte que les coefficients a2 et bK s'annulent, car la
transformation des coordonnées remplace ces coeffi-
cients a.> et b{ par des fonctions linéaires des para-
mètres de la transformation. Ayant donc

axbz — «2&i — az — ^i = ° e t « i<°5

on doit avoir aussi
b2 = o,

et le déterminant A se réduit à
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P.-ir suite, pour que la courbe cp soit quadrillée, il faut
que c2 ou &3 soit nul. L'équation se reduit à Tune des
formes

2) + x\ ty(xu.r2) = o,
x\ yj(TUx3)-hx\ ^i(a?i,a?j|) = o.

Dans Ie premier de ces cas, chacune des droites
y^(x^x2) = o coupe la courbe en quatre points con-
fondus au sommet x{x2\ et ce sommet est alors un
point double d'inflexion; dans le second cas, c'est le
second sommet qui présente cette singularité. Il suffit
évidemment de considérer un de ces cas.*

Nous nous bornerons à énoncer les résultats que l'on
obtient en appliquant les méthodes des numéros pré-
cédents.

Lorsque, dans une quai tique binodale quadi illée,
un des nœuds est un point double d'inflexion, le troi-
sième point diagonal des quadrangles inscrits décrit
une droite, les sommets opposés de ces quadrangles se
correspondent dans une semi-inversion tiilinéaii^e, et
leurs diagonales enveloppent une courbe de troisième
classe.

Remarquons que, si Vune des branches de la courbe
passant par un point double y présente une inflexion
et si la courbe est quadiillêe, la seconde branche a
aussi une inflexion en ce point; car les quatre lan-
gentes issues du nœud considéré ont leurs contacts ali-
gnés deux à deux sur l'autre nœud; si donc un de ces
contacts s'approche indéfiniment du premier nœu'l, il
en est de même d'un autre de ces contacts.

[A suivre.)


