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CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE
E \ 1906 .

Première composition de Mathématiques
(Sciences I).

SOLITFON PAK M. JEAN SERVAIS.

On considère, dans Vespace, les droites (D) dont
les équations sont

ux -+- vy-\- z -+-1 = o, x -\-y -+- uz -f- v = o;

on regarde les paramètres u, v comme les coordon-
nées d'un point A dans un plan (P) -, à chaque
point A de ce plan correspond, en général, une
droite (D) et une seule; par un point M de l*espace,
il passe, en général, une droite (D) et une seule.

Où doit être le point M pour qu'il passe par ce
point une infinité de droites (D)? Soit Mo un tel
point; quel est le lieu, dans le plan P, des points A
auxquels correspondent les droites (D), en nombre
infini, qui passent par le point Mo? Quand, inver-
sement, le point A décrit ce lieu, quelle est la sur
face décrite par la droite (D) qui correspond au
point A?

Lorsque, dans le plan (P) , le point A décrit la
parabole dont Véquation est v = au2, la droite cor-
respondante (D) décrit une sur/ace (S) qui est, en
général, du quatrième degré; la précédente étude
permet de mettre en évidence des valeurs du para-
mètre a pour lesquelles cette sur/ace contient un
plan.

Construire, en supposant a=i, la courbe du



( 36o )
troisième degré, intersection d la surface (Z)et du
plan des xy.

Evaluer Vaire limitée par cette courbe et la droite
dont l'équation est y — 3,5.

Il est clair qu'à chaque point A, c'est-à-dire, à chaque
système de valeurs de u et v correspond une droite (D)
et une seule à moins que les deux plans qui défi-
nissent (D) ne soient confondus, ce qui a lieu lorsque

U P I I

I

c'est-à-dire lorsque le point A occupe Tune des deux
positions

u = — i
a'

V = I / V = — I

auxquels cas la droite est indéterminée dans le plan

(II)

ou

(IT) x-\-y — z — i = o.

Si l'on cherche les droites (D) qui passent par un
point donné M de coordonnées x, y, z, on est amené
à résoudre les deux équations

\ ux -h vy -+- z -h i = o,

(0
( uz -+- v -hx-\-y = o

en u et v qui admettent en général une solution et une
seule sauf lorsque l'on a

K }

En faisant la somme des termes des r appor t s ( 2 ) , on
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trouve le rapport égal

X -4- y - j- z -+- l
x -+- y + ^ + r

qui est égal à i , si x -\- y -f- z -+- i ^ o.
Dans ce cas le point M est sur la droite

l x = z,
(A)

\ J = i.

Lorsque x -\-y -h z -f- i = o, on peut remarquer que
les rapports (2) sont aussi égaux à

Z-Ar I — X— y

X -\- y — z — I

qui est égal à — 1, û x -\- y — z — 1 ^ 0 .
Dans ce cas le point M est sur la droite

I x = — z,
(A')

Enfin, si Ton a à la fois

x -+- y + « + 1 = 0,
x -h y — z — 1 = 0,

c'est-à-dire si le point Mest sur la droite d'intersection
des plans II et II7,

(A") x -h y = o,
3 - 1 - 1 = 0 .

Il y a bien une infinité de solutions pour u et p, car
les équations (1) donnent

mais la droite correspondante

u(x -\-y) -h z H- 1 =t o,

X -{-y -\- u (Z -+- i ) = O



reste fixe et coïncide avec A" lorsque u varie, elle n'est
donc pas indéterminée.

En résumé, la droite (D) n'est indéterminée que
lorsque le point M est sur Tune des droites A ou A'.

Soit Mo un point de A de coordonnées

Pour ce point les deux équalions (i) sont identiques
et le lieu de (A) est la droite

(L) uzo-±- V -+- zo-±-1 = o

qui passe par le point Q'.
De même si le point Mo est sur A'

le lieu de A est une droite

(L') UZQ-+-V — z0 — Ï = O

qui passe par le point Q.
Supposons que le point A décrive la droite (L), la

surface engendrée par D aura pour équation

x jr z -h i

z i x -\~ y = o,

qui, développée, se décompose en deux plans

qui est le plan Q', et

qui est le plan passant par A' et le point Mo.
De même, lorsque A décrit la droite (L'), la surface

engendrée par (D) se décompose en deux plans :
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qui est le plan II, et

— z — zo(y — i) = o

qui est le plan passant par A et le point Mo.
Lorsque A décrit la parabole

(3) v = au*,

la droite (D) décrit la surface (S) dont on obtient
l'équation en éliminant u et v entre les équations (i)
et (3), ce qui donne

(S) a[y(x-^y) — z — i]î=[z(z-h i)—

Cette surface est du quatrième ordre en général. On
prévoit qu'elle se décomposera en une surface du troi-
sième ordre et l'un des plans II ou II', lorsque la para-
bole passera par l'un des deux points Q ou Q', c'est-
à-dire lorsque

a«±i.

Faisons, par exemple, a = i et mettons en évidence
dans l'équation de (S) le plan II, il reste la surface du
troisième ordre qui a pour équation

y [{y — z)(x-\-y)-h z2]-\-xî — yi— zx-{-z — x — y-h i = o.

La section par le plan z = o est la cubique qui a
pour équation

y2(x-+-y) H- x*— y2— x — y -h i = o.

Pour construire cette courbe, remarquons d'abord
que la droite x -\-y = o est évidemment une asymptote
d'inflexion, puisqu'elle rencontre la courbe en trois
points à l'infini et qu'elle est parallèle à une direction
asymptotique simple. La direction de l'axe des x est
une direction asymptolique double à laquelle corres-
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pond une branche parabolique. En écrivant l'équation
sous la forme

(x -4-JK) [y*-i-x—y — i]-+-i = o,

on voit que la parabole

(P) y^-hx—y — 1 = 0

est asymptote. Sous cette forme on voit également
qu'il n'y a pas de points de la courbe à l'intérieur des

Fig. ,.

régions ombrées sur la figure, et cela met en évidence
comment la courbe est asymptote à la droite et à la
parabole.

La courbe présente un point double isolé au point

A : x = o, y = i.
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Transportons les axes en ce point, en posant

ar = X, 7 = i+-Y.

L'équation devient

Y*(X -h Y) -h X2-h 2XY + 2 Y2= o.

Il est alors facile de mettre la courbe sous forme
unicursale et de la construire {fig* i)-

On peut d'ailleurs également la construire sous la
première forme, en résolvant par rapport à x.

L'équation ordonnée en x est

{y1—î ) & •+• (y2 — 0 (y — 0 = o,

ce qui donne, en résolvant,

(4) ix = ,

Ceci met en évidence les deux tangentes y = — i ,
j ^ = 3 parallèles à o# et tangentes aux points

B(x = o,y= — i) et G (a? =— 4, 7 = — 3).

L'aire demandée est l'aire DCE comprise entre la
courbe et la droite de

y = 3,5.

Elle est égale à

x\dy— I x2 dy,
<»3,B

S

xh et x2 étant les deux valeurs de x fournies par la for-
mule (4), on a donc

/

3,S

En remarquant que [y — i) est la demi-dérivée de
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la quantité placée sous le radical, on a

SOLUTION GÉOMÉTRIQUE.

Les droites (D) forment la congruence des droites
qui s'appuient sur deux droites fixes (A) et (A'). Les
coordonnées du point a d'intersection de la droite (D)
avec le plan

sont
x = — ç, y = u.

On peut donc substituer, sans rien changer d'essen-
tiel dans l'énoncé, le point a au point A, car l'un se
déduit de l'autre par une symétrie.

Fig. 2.

Soient alors {Jig* 2)(i)elw' les points d'intersection
des draites (A) et (Af) avec le plan (/?). Par tout point a
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du plan (p) passe une droite (D) et une seule qui est
l'intersection des plans a, (A) et a, (A'). 11 y a exception
lorsque a est en w, auquel cas la droite (D) est indé-
terminée dans le plan (II) passant par <o et (A'), ou
lorsque a est en <o', auquel cas (D) est indéterminée
dans le plan (II') passant par w' et (A).

Par un point M de l'espace il passe une droite (D)
et une seule qui est l'intersection des plans M,(A)
et M, (A'). Il y a exception lorsque M est situé sur une
des 'deux droites (A) ou (A'), car, dans ce cas, la
droite (D) est indéterminée dans le plan défim par M
et l'autre droite fixe.

Soit M„ un point de (A) (fig. 3). Toutes les
droites (D) passant par M, engendrent le plan (Q)

Fig. 3.

passant par M. et (A'). Le lieu de la trace a de (D) sur
le plan (p) est donc la trace (/) du plan (Q) sur (p).
Ce lieu est donc une droite (/) passant par w'. Inver-
sement, lorsque le point a décrit la droite ( /) , la
droite (D), qui n'est autre chose que «M,, engendre
le plan (Q). U y a toutefois exception lorsque a est
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en w', car dans ce cas la droite (D) est indéterminée
dans le plan (II7). La surface engendrée par (D)
lorsque a décrit la droite (/) est donc l'ensemble des
deux plans (Q) et (II7).

On obtiendrait des résultats analogues pour un
point Mode (A').

Supposons maintenant que le point a décrive dans
le plan (p) une courbe algébrique (C) d'ordre m.
La droite (D) engendrera une surface réglée (S)
d'ordre 2m. Pour le prouver, cherchons en combien
de points une droite quelconque (S) rencontre la sur-
face (S). Ce nombre sera égal à celui des droites (D)
s'appuyant à la fois sur (S) et sur (C). Or, toutes les
droites (D) qui s'appuient sur (S) forment en général un
hyperboloïde à une nappe. Cet hyperboloïde est coupé
par le plan (p) suivant une conique (F) qui rencontre
la courbe (C) en im points. Les im droites (D) qui
passent en ces 2 m points rencontrent (S) aux im points
d'intersection avec (S).

("elle surface (S) a 3 droites multiples d'ordre m qui
sont (A), (A') et oW.

En effet, par tout point Mo de (A) il passe m géné-
ratrices de (2) qui sont les droites joignant Mo aux m
poinls d'iutersection de la droite (/) (Jig- 3) avec la
courbe (C).

Lorsque Mo décrit (A), les m génératrices engen-
drent m nappes de la surface (S) passant par (A).

Il y a de même m nappes passant par (A').
Imaginons que le point Mo, en décrivant (A), tende

vers <o. La droite (/) aura pour limite coto' et les m gé-
nératrices (D) de (S) passant par Mo viendront se con-
fondre suivant ww'. H y a donc également m nappes
passant par uto'.

Si la courbe (C) du plan (p) passe parto, à ce point
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correspond le plan (II) et la surface (2) se décompose
en une surface d'ordre 2 m — 1 et ce plan.

Plus généralement, si la courbe (C) aen w un point
multiple d'ordre re ten w'un point multiple d'ordre r', la
surface (2) se décompose en une surface réglée d'ordre
2m — /' — r, r fois le plan (II) et r' fois le plan (II').

En coupant la surface (S) par un plan, on obtient
comme section une courbe algébrique d'ordre un qui
a trois points multiples d'ordre m et passe par les m
points d'intersection du plan sécant avec la courbe (C).

Dans le cas particulier en question, la courbe (C)
est une parabole. La surface (S) est donc une surface du
quatrième ordre ajant trois génératrices doubles (A),
(A') et coco'.

La section par le plan xoy est une courbe du qua-
trième ordre ajant : deux points doubles à dislance
finie aux points d'intersection (A) et (B) de (A) et (A')
avec xoy, un point double à l'infini dans la direc-
tion ix>tof et tangente à la droite de l'infini dans la
diiection infinie de la parabole.

Lorsque la parabole passe par co, la surface (S) se
décompose en le plan (II) et une surface du troisième
ordre; la courbe du quatrième ordre se décompose en
la parallèle à iou>' passant par B et une cubique ayant :
un point double en A, un point simple en B, un point
simple à l'infini dans la direction axo' et tangente à la
droite de l'infini dans la direction infinie de la para-
bole.

Ann. de Mathêmat., 4e série, t. VI. (Août 1906.) 24


