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[I23a]
CONTINUANTS : APPLICATIONS A LA THÉORIE SES NOMBRES ;

PAR M. A. DELTOUR.

(SUITE.)

RÉDUCTION D'UN CONTINUANT DE FORME GÉNÉRALE.

2o. Les considérations exposées précédemment se

rapportent exclusivement aux continuants assujettis

aux conditions indiquées 311 n" 2 ( 6 ^ = — c / i = z i ) et

qu'on pourrait appeler continuants normaux.

Ceux-ci forment une classe particulière de conti-

nuants caractérisée par le système de valeurs attribuées

aux éléments b et c.

Il importe de montrer que la restriction ainsi appor-

tée à la notion primitive ne diminue qu'en apparence
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îa généralité des questions relatives aux continuants
et que la forme indiquée au n° 1 se ramène à celle
du n" 2.

26. Tout continuant MK où les éléments bh-, Ch ont
des valeurs quelconques [forme du*n° 1) se trans-
forme, à un facteur près D*, en un continuant
normal M de même ordre : si Von pose — b/lc/l = dh,
le facteur D* est un produit de termes tels que dk*

Pour faire celle transformation, il faut réduire à
l'unité les éléments b et — c du déterminant du n° 1.

On posera, pour toute valeur de h,

— Ch = c'h

et
bh c'h — dh.

Divisons successivement les éléments :

J)c la >/ colonne par bl. De la 2e ligne par c'n

r >, bî » 3« » c^

&/*-!'
ch~t ch 4

Le déterminant M^ sera lui-même divisé

Après la i'e opération par du

» 2 e » -j-i

0^2

dh-2 dh-k . . .

et dans l'ensemble par D& = Ö?/C_I Ö?A_3 • • • •
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Le déterminant M{ devient le continuant

M = I (Z\, df -y- i (X$ -7- > (X4 -L-

OQ

(VU)

27. O/i donne à M w/î  forme symétrique M' e^
employant le procédé de transformation du n° 16
(Remarque).

Il j a lieu de distinguer deux cas, suivant la parité
de k.

Supposons-le d'abord pair et posons

ek-% ^h v • • •

Les éléments de M' que nous représenterons par ah

ont pour valeur

/ _

— a2h-hl

La formule (VII) devient

M,= DAM'.
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Par exemple, pour k = 6,

= e | el e? fa, - 1 * * - ,

e4e2 \) •a&
e

En second lieu, si k est impair, posons

t =

et divisons M j>ar t] on obtiendra pour les éléments
de M' les valeurs

« i = ffi-y

a2 = ( a

^ ~7—^ ~r 9
- 4 • • • «2̂ -1-1 -«2/i^2/i-2 • • • «2

La formule (VU) devient alors

M, = D* D/,-, M'.

Par exemple, pour A" = 5, on a

Mi = dwdzd2d{ I
\

28. Réciproquement, un continuant normal M se
transforme en un continuant M̂  de même ordre
dans lequel les éléments b et c appartiennent à un
système de valeurs donné.

La formule (VII) dans laquelle les valeurs dh sont
connues permet, en effet, de déterminer un élément

ad z a d -^-^- ) •
dk d± f
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quelconque ah de M{ au moyen de l'élément corres-
pondant de M.

Comme conséquence, un continuant formé au mojen
d'un système déterminé de valeurs des éléments b et c
(les a restant variables) se transforme, à un facteur
près, en un continuant formé au moyen d'un système
donné d'éléments b el c différent du premier.

Tout continuant peut donc se ramener à ce dernier
pris comme type.

Le système dans lequel on a

) Ch = — ! ,

ou plus simplement dh=i, a été choisi de préférence
parce que lous les termes du développement sont posi-
tifs et les coefficients par rapport aux éléments ah égaux

DÉFINITION ET PROPRIÉTÉS DES CONTINUANTS ALTERNÉS

29. Dans certains cas, on trouve avantage à écrire
les continuants dans le système qui correspond à l'hy-
pothèse

dh = — i.

Si Mi est un tel continuant, les expressions D* et M
de la formule (VII) ont pour valeurs

h ( h — i)

M = (au — a^ a3, —a*, . . . , (—i)A~l a/t),

•c'esl-à-dire que M, se transforme en un continuant
normal dont les éléments sont les éléments a de M4

affectés alternativement des signes -f- et —.
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Les continuants M4 pour lesquels dh = — i seront

désignés sous le nom de continuants alternés.

30. Notation. — Pour les représenter, il sera com-
mode d'employer le symbole des imaginaires.

En appliquant à l'expression précédente de M le
procédé de transformation du n° 16 (Remarque),
pour t = ij M1 se trouve représenté de la manière sui-
vante :

M, = i*k (iat, ia2, ia3i ..

La suite aM a2, . . - , a# étant désignée par a, la
suite ia{: ia2, • . •, ia^ sera désignée par ICL.

On écrira donc

(VIII) M,= i"»«(ia).

Remarque. — II résulte de ce qui précède (nos 29
et 30) qu'on a

(IX) (,V) = **(«),

en désignant par en' la suite a dont les éléments de rang
pair ont changé de signe.

31. Transformation d'un continuant alterné par
l'introduction de suites correspondant à 9, 9', 7),V-
— De leur mode de représentation (n° 30) découlent
les propriétés des continuants alternés sur lesquelles il
est inutile d'insister et dont une seule sera mise ici en
évidence.

Soient X une des suites 9, 9', TJ, T\'\ V la même suite
dont les éléments de rang pair ont changé de signe.

On a, d'après (IX),

Ann. de Mathémat., 4e série, t. VIII. (Avril 1908.)
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Si X est du type ô ou Ô', n\ est pair, et Ton a

(-X,,i) = (X,,,) = (X).

Si \ est du type rj ou r/, «>, est impair et Ton a

Dans tous les cas, on trouve

(iX'lfl) = (*X').

On a, par conséquent, les valeurs suivantes :

Pour X = 0 ". i i o o
» 0' — i — i o o
» 7) i i o o
» T/ — i — i o o

La formule T2 (n° 11) appliquée à un continuant tel
que (ta, / ) / , ifi) donne

( X ) ( ï a , A ' , e 3 ) = ( £ V ) ( ï a , « p ) ,

où (/V) prend dans le second membre Tune des va-
leurs dz î, dz/.

4̂ ce facteur près, la valeur a" un continuant nyest
pas modifiée par l'introduction d'une suite i\' entre
deux de ses éléments.

Remarque. — Les calculs du n° 23 restent appli-
cables lorsqu'on y remplace Çk) par (iU) et qu'on pose
(u) = (i (/.'), puisque les éléments considérés sont des
quantités quelconques et peuvent en particulier
admettre i comme (acteur.

Or, comme on vient de le voir, on a toujours

1 A ' ) = ( iT l i l ) .
Les propositions des nos 23 et 24 se résument par

conséquent en celle-ci : quel que soit le type auquel



appartient (A'), les continuants obtenus par per-

mutation circulaire des éléments de (A') appar-

tiennent au même type.

L'adjoint ((*V) a l'une des valeurs ± 2, db ^ /.

CONTINUANTS DONT LES ÉLÉMENTS SONT ASSUJETTIS
A CERTAINES CONDITIONS.

32. On conçoit qu'en imposant aux éléments cer-

taines conditions, les principes exposés précédemment

conduisent à des formules nombreuses et variées sui-

vant les hypothèses faites.

En voici quelques exemples :

33 . I. Continuants composés de suites périodiques.

— Considérons un continuant normal (a , a, , . . , a )

dans lequel urn? suite quelconque d'éléments a est

répétée périodiquement.

Représentons-le par (a™), m étant le nombre des pé-

riodes, et de même représentons (a.«,0î a i • • • •> a? ao,«')

par (%"\,)- [/?*, w, t> étant des nombre* entiers positifs. ]

Considérons les deux adjoints ( (a m ) et ( (a w , ré);

posons
f/n lin (( ri Ht Y \

dans la première égalité, la valeur de g est donnée par

l'expression

qu'on peut écrire (nOb 19 et 22)

2 — 4 * < M g i , Q — ^ ( a : Yi )" __ — 1 « 0 l « 1 . 0



34. Les fonctions POT,Q,« définies ci-dessus jouissent
de la propriété suivante :

Pw et Qw ont avec l\ et Q, les mêmes relations que
sin mx et cos mx avec un x et cos x, x étant quel-
conque, savoir :

(B2) -i Pi,

La dernière esl, du reste, la conséquence des deux,
autres, puisqu'on a, en tenant compte de l'expression
à* g,

P? + Qï=i-

Pour démontrer la première, remplaçons les P et Q
par leurs valeurs tirées de (B<). Après avoir éliminé

le facteur commun —r~~êi c e l t e relation devient

•2 ((a»',T) ) = ((«'»-!, rt ) (fa) -f- ((«'«-* ) ((a, 7) ).

Or, le second membre a pour valeur

't devient, après réduction,

a(a)(«'«-i;-2(aM)(aï»7»)

)(*f,ô1)]-aL(af,ôl)(ao,t)^(«'^^

La seconde des relations (B2) devient de même,

rès élimination du

2 ((a"') = ((««-»)((«) -

après élimination du facteur commun —~



De l'idenlilé

« o ) = Wô 1 )^) + (*?Âl)(*i.o) = («1,0) (a"1"1) •+• (*i,i) W V ) ,

on déduit

«i,o K*"*"1 ) - « 7 1 ) ] = («f,01) [(«) - («i.i)],

c'est-à-dire
ali0((a^-',Y]) = (a^1)((«^).

L'égalité ci-dessus devient alors

a((a'«) = ((a'"-*) ((a) -h ((a^-%^ ) ((a,*)) -h 4a0,, « ô 1 ) -

Or, on a

2(a") ='2(a)(a'»-i) -+- 2(aOfl) (af.01),

a K i ) = 2(arfr
1)(«ili)-hî»(aï;ô1)(ao,i),

et en ajoutant

a ((a'») = a (a) (a'»-») -h a(aM) («i»!1) -f- 4«o,i (a^ô1),

égîililé qu'il est facile d'identifier avec la précédente
qui se trouve ainsi démontrée.

t\*> sv f r\ • sin mxoù. Conséquence. — On sait que —: et cosmx
* • smx

s'expriment au moyen d'une fonction entière de cos#.

De même, par conséquent, —^ et Q m par rapport à Q4 .
p

Or, Q, ne dépend que de ((a) et de ina. - ^ et Q m

restent donc invariables si à la suite a on en substitue
une autre (3, lel le que

wa = n$ (mod 4)
et

Par exemple, on peut prendre pour p l'une des suites
obtenues par permutation circulaire des éléments de a.



Les conditions sont encore remplies si, /?a étant = i
(mod 4), on prend pour [3 un seul élément b ajant
pour valeur ((a).

On a, en posant b = ((a),

P

puisque -—̂  et Q m restent invariables par la substi-

tution de b à a.
En faisant usage de l'identité déjà vue

appliquée à a et à 6, la première de ces égalités peut
s'écrire

P'» _ (a'/;0) __ (6W~M

et, en rem[)laçant, dans les deux, b par sa valeur

(6 = ((a) = **-<(}„
on a

Le développemenl des seconds membres, dans les-
quels Q< est remplacé par cos x, donne l'expression de
s'mmx ,
—: et de cosmx.
sinar
Ainsi se mettent sous forme de continuant et d'ad-

joint les expressions connues de —: et de cosrnx
en fonction de cos x.

36. En faisant na ^ 2 (mod 4) et

((6c) = ((a),
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on trouve, par un calcul analogue,

j ^ = ;*<»-<> ( Y Ï % ) ,

Q„, = _ ((Y»),
2.

où y représente la suite des deux éléments, 6c, i.
On a d'ailleurs

d'où
6c = — 2Q1— 1.

En remplaçant l'élément bc par celle valeur, on a
une nouvelle expression des mêmes fonctions sous
forme de continuant et d'adjoint.

37. Aucune hypothèse n'a été faite sur les signes des
éléments de a. Les calculs précédents sont, par consé-
quent, applicables à — a.

Posons

i-m»*((-*m)

Dans la première égalité, g' est déterminé par La
condition g -+- g'= o.

On pourrait répéter les mêmes calculs que pour P m

et Q m . Nous allons vérifier seulement que, de même
qu'on a

sin — mx = — sin mx,
cos — mx = cos/n^r,

on a aussi
* — m = = ' M I

Q-m=Qm.
On a en effet



d'où

On a aussi

d'où
Q_m __ *-""*» (—

38. On peut se rendre compte de la manière dont

on passe des termes négatifs aux termes positifs en

mettant (bm) sous la forme (—bP,o,bP~H+m) (p en-

tier) qui lui est équivalente, puisqu'elle se réduit à

(o,bm+{).
De même (— bm) sous la forme (— bm+i+P, o, bP).
On a la correspondance suivante :

Pi

P,
(o,b)

2Q- m

P 2

• " HIL,
(-b)

2Q-2

p - 1

p - ,

(-b,o)

2Q-1

P 0

-1 i-

( 0 )

2Q0

P
- 1

0

P,

= ((—£'«) ((—b-) ((—b) ((—b,o) = ((o,b) ((b) ((62) . . . (

Par convention, on fait P 0 = : o , Qo = 1, valeurs qui
résultent du Tableau précédent, aussi bien que de
l'analogie avec les fonctions trigonométriques.

Remarque. — On trouve, pour des continuants tels
que (am, a/m/, . . . ), où Ton considère des suites 0Lm diffé-
rentes, des formules de récurrence plus générales,
mais sans utilité pour les questions traitées dans les
parties suivantes.

39. II. Décomposition d'un continuant en une
somme de deux autres. — La formule suivante per-
met de décomposer un continuant en une somme de



•deux autres ayanl une valeur particulière

<B5) ( a , i l i , p ) = («,i,P)-t-(«,P).

Elle peut encore se mettre sous la forme

( a , a + i , b-h i , ^) = (a , a - h 6 - h i , (3)-h (a , a , 6 , jj).

Lorsque a est remplacé par o, elle se réduit à l'iden-
tité

( a , a ) = ( a — i , a ) - h ( a ) ,

et, si a s'évanouit, à

Remarque. — La formule (B5), dont la vérification
ne présente pas de difficulté, s'applique aussi bien aux
adjoints qu'aux continuants.

40. III. Représentation de certaines formes algé-
briques : i° Puissances xm. — Soient :

(a), (a) un continuant de valeur #,
(b). (v) un continuant satisfaisant aux conditions

V l , l = O,

V 0 . 1 - + - V i , o = O,

pour lesquelles il faut que /iv soit pair, si les éléments

sont des nombres réels (n° 19) ; on posera, par exemple,

y étant un nombre quelconque qui sera la valeur de (v) ;
(c ) . (p) un continuant (v) de valeur i, par exemple,

( o , — i , i , o ) .

Les égalités suivantes se vérifient immédiatement en
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développant les continuants

(a,v, a) =(v

Elles servent à former certains continuants ayant
pour valeur xm et composés au moyen de x et des
éléments de (a).

En effet, soient m = ip -+- q (/?, q entiers); (a) ,
(P)> (v) ^ r o i s continuants ayant pour valeurs respec-
tives x, xP, et y = #v.

On a
( (3, v, jj) = (v) ( P)« = a?*P+* = o?'«.

Pour obtenir une représentation de xm, donnons kq
dans cette formule la valeur du résidu de m (mod 2)
et à (v) la forme (p) ou (#, 7j), suivant que q = o,
ou y = i .

Il ne restera plus qu'à déterminer (j3) en posant, par
exemple,

(P) = (Yiv',1) = * i ' .

Ou opérera pour xP de la même manière que pour xm

et ainsi de suite, jusqu'à ce que l'exposant soit réduit
à 1 ; alors, on appliquera la formule

/a, v, a) = (v) x2.

Pour m = i3, on trouve les formes suivantes :

a, x, Ti, a, p, a,j^,a?,a, a?, rj, a, ^, TQ, a, g, a, ij, a?, a j '

41. 2° Formes xy,x2±y2. — Les continuants
normaux symétriques

(a, m, a), (a, a), (a, - a )



ont respectivement pour valeurs

(a)O(a)-+-a<a0ti)], (a)*-h (ao,t)
?, ( - i )"« [(«)«-(«o.t)1!-

x et y étant deux nombres quelconques donnés, on
peut poser

( (a) =07, . \ (a) =07,
soit \ soit <

( m ( a ) -+ i (ao,t ) =^K1 ( (ao,i) — JK7

et trouver en général respectivement pour

(a, m, a\ et (a rh a)

des éléments satisfaisant à ces hypothèses.
On a alors

(a, m, a) = 07ĵ ,

f (a'~~*) = (—0;'a(^2 —r2)-
Exemples :

( 2 , 3 , 4 , 3 , 2 ) = 7 . 3 2 ,

( 2 , 3 , — 3 , — 2 ) = 7 2 — 2 2 .

42. 3° Formes ax2 -h ibxy -H cy 2 . — On a,

pour e = ± i,

(B8) e'**(a, p, o, e a) = a2 po,i -+- a ao,i (e p -H- Pi,i) + «»Jtl pif0.

En posant

(a) =x,

on trouve la forme donnée



Si l'on pose en outre

-«(p)+(P,,,)=:a
on en déduit

) (p l f l) = * + /.

Le discriminant D a pour valeur

43. Une autre manière de représenter cette même
forme F, qui peut s'écrire

consiste à poser
00 - y = ,

( « ) (aOfi )

— = ^ = S
( ï ) (Ti,o)

le rapport S étant un nombre quelconque.
On en déduit

(A suivre.)


