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CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE
ET AUX BOURSES DE LICENCE EN 1908.

Composition de Mathématiques
(Sciences I et II).

PRKMIKRK QUESTION.

i° Calculer la valeur de l}intégrale

( I -+- 3* )»

où n désigne un entier positif.
r2° Calculer la valeur de lJ intégrale

-r dx-

DEUXIÈME QUESTION.

i° Intégrer Véquation différentielle

( i ) y" H- aï y = sin x,

où a désigne une constante positive, différente de
un.
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2° Déterminer une intégrale particulière de

Véquation précédente par la condition que cette in-
tégrale et sa dérivée première s'annulent pour
x = o.

3° Rechercher ce que devient cette intégrale par-
ticulière lorsque a tend vers un et en déduire Vin-
tégmtion de l'équation (i) dans le cas particulier
où a = i.

TROISIÈME QUESTION.

On donne trois axes rectangulaires Oxyz et le
parallélépipède rectangle^) dont les six faces ont
pour équations

x = ± 6, ^=zhii, £=±:i6.

Une sphère solide (S), de rayon i, se meut à l'in-
térieur de (P). Le mouvement du centre de (S) est
rectiligne et uniforme tant que la surface de (S)
ne vient pas en contact avec une face de (P); lors-
qu'un tel contact se produit, la vitesse de ce centre
conserve la même valeur absolue, mais sa direction
se modifie suivant la loi physique de la réflexion,
c'est-à-dire que la normale commune aux surfaces
en contact est l'une des bissectrices de l'angle formé
par les deux vitesses du centre, avant et après le
contact,

A l'époque t = o, le centre de (S) est l'origine
des coordonnées. Les projections de sa vitesse sur
les axes sont alors respectivement égales à i, y/ï, \ /3.

On demande :
i° Les coordonnées x, y, z de ce centre à l'époque

t = i o ;

2° La coordonnée z à l'époque t= iooo.
On calculera les résultats à un centième près.
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SOLUTION

Par JEAN SERVAIS.

PREMIÈRE QUESTION.

i° Le calcul de ln est une question classique.
On a

En intégrant par parties :

r **d* =_ rxd
j 0 (i-+-^2/' j 0

_ r - y
l2{n - I ; ( I —ar«)«- i jo

Par suite,

ln~l — J ̂ —2,
2 n — 4

•.->.

[ -h X- 2

On en conclut, par multiplication,

_ 1 . 3 . 5 . . . ( a / i — 3) r
* /i — :—7i " r — •

•>.. 4 • (> • • • ( 2 n — ?. ) 2

2° L'intégrale=i
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s'écrit

T r* ax*+c , f" bx*-±-d ,1 = / 7 7~1 r dx -+- I — dx

r* xdx r* xdx

dx r~ dx

D'où, enfin,

I=_ c + a

DEUXIÈME QUEST1OJV.

i° L'intégrale générale de l'équation

est, comme on sait, lorsque a y£ i,

y = A cosa# -+- B sina# H- ;

sa dérivée est
cos x

y' = — Aa sina.2? 4- Ba cosaa?
a- — i

2° Pour que y ei y1 s'annulent pour x = o, il faut avoir

o = A, o = B a H
a 2 — i

ou

L'intégrale particulière qui s'annule ainsi que sa déri-
vée pour x = o est donc

a smx — sina.r
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3° Lorsque a tend vers wn, la limite dey{ est donnée

par la règle de l'Hospital :

sina? — x coscc

L'intégrale générale de l'équation (i) est alors, dans
ce cas,

y = A cosar -+- B' sinaM— (sina? —x cosa?)

ou, plus simplement,

y = A cosa? -+- B sinâ  — - x cos a?,

A et B désignant des constantes arbitraires.

TROISIÈME QUESTION.

Tout se passe comme s'il s'agissait d'un point maté-
riel se mouvant à l'intérieur du parallélépipède Q limité
par les plans

Les équations du mouvement initial sont

Chaque fois que le point rencontre une des faces du
parallélépipède (par exemple # = 5), une seule des
projections de la vitesse change de signe et les autres
ne changent pas (par exemple la projection sur Ox
devient — 1).

On peut donc étudier chacune des coordonnées sé-
parément.

Le temps qui sépare deux chocs contre les plans
x = ± 5 est égal à leur distance io, divisée par la
vitesse suivant Ox; c'est donc 10.
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Le temps qui sépare deux chocs contre les plans
= ± io est égal à

celui qui sépare deux chocs contre les plans z = z h i5
est égal à

— =iov/3.
y/S

i° Au temps t = 10 il y a eu une réflexion sur chaque
face :

Sur a? = 5 au temps t = j .

Sur JK = 10 » / = jy/'2,

Sur « = 1") » £ = 5 y/ 3.

Les coordonnées, au temps t = 10, sont donc

a? = '5 — 5 = o,

^ = IO ^ ( l O 5\/^) = '20 — IO y/2,

2 = i 5 — y/3 (10 — 5y/3) = 3o — 10 y/3;

comme
>J'i = f,4i4, v/3 = 1,73205,

a? = o, ^ = 5, 86, z = r i , 68.

2° Le premier choc sur le plan 5 = 1 5 a lieu à l'instant
5 y/3; il y aura en outre, au temps t= 1000, autant de
réflexions sur les plans z =dz io que 10 y/3 est contenu
de fois dans 1000 — 5 y/3.

La partie entière de

1000 — 5 y/3 100 y/3

10/3

est 5^.

o,5 = 5 ; , 2

Au temps t = 1000 le point a subi, par suile, 58 ré-
flexions, la dernière ayant lieu sur le plan z =—15 et
au temps 5 y/3 4- 5^o y/3 = 5^5 y/3.
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La valeur de z au temps t = 1000 est donc

z =— i5 -+- y/3(iooo — 575/5),

z — — 1740 -h 1000/3 = — 17 \o -h 173*2,05,

Composition de Mathématique»
( Sciences I).

PREMIERE QUESTION.

i° On considère trois axes rectangulaires Oxyz et}

dans le plan Oxy, deux hyperboles (H) et (H') et
une droite (D) définies respectivement par les équa-
tions

( I I ) 1 * = 0 '
3 = 0,

= / ? .

Soient M ** M' é/eaj; points du plan Oxy satisfai-
sant aux trois conditions suivantes : ils sont conju-
gués par rapport à (H) et à (H'); le milieu de la
droite qui les joint est situé sur (D).

Montrer que M décrit une courbe (C) et W une
courbe (C) qui coïncide avec (C).

20 On désigne par O, xKyK zK un trièdre coïncidant
avec le trièdre Oxyz ; on suppose que ce trièdre peut
se déplacer en entraînant avec lui la courbe (C); on
désigne par(d ) et par M< les positions que prennent
dans ce déplacement la courbe (C) et le point M';
le trièdre Oxyz reste fixe ainsi que la courbe (C).

On supposera dorénavant que le trièdre mo-
bile OKxsyKzK est toujours dans une position telle
que l1 angle des deux directions O>3, Os zK soit égal à
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deux droits; dès lors, la position de ce trièdre est
définie par les coordonnées a, 6, c du sommet O,,
par rapoort aux axes Oxyz, et Vangle <p des direc-
tions Ox} Oi xt.

3° On demande d'écrire les relations qui doivent
exister entre a, 6, c, <p pour que le trièdre O| xKyK zK

soit symétrique du trièdre Oxyzpar rapporta une
droite du plan Oxy, étant entendu queOKxK, 0{y{,
OiZ{ doivent être respectivement les symétriques de
0x,0y,0z. Une pareille position du trièdre 0{x{y{Z\
est définie si l'on se donne les valeurs a0, b0 des coor-
données a, h : on demande alors d'exprimer les
coordonnées X, Y, Z du point Mf, par rapport aux
axes Qxyz, en fonction des coordonnées du point M
et de a0, bQ.

4° On suppose que le trièdre O^x^y^z{ se déplace
en parlant de la position qu'on vient de définir;
montrer qu'on peut faire varier a, b, c, z> de telle
manière que, dans ce déplacement, la distance MM4

d'un point quelconque M de la courbe (C) au point
correspondant M{ de la courbe (Ct ) reste invariable.

SECONDE QUESTION.

On considère trois axes rectangulaires et la sur-
face ayant pour équation

2 -h X xz

\ étant une constante.
Etudier la variation de la courbure à Vorigine des

sections de cette surface par les plans y = mx lorsque
le paramètre m varie.

On examinera particulièrement les cas suivants :
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SOLUTION

Par JEAN SERVAIS.

PREMIÈRE QUESTION.

i° Les relations qui lient les coordonnées xf, y' du
point M' aux coordonnées x, y du point M sont

(i)

(?)

( 3 )

xx' — y y' — m2 = o,
xy'-+• yx'— /?2 = o,
X H- X'— p = O.

En éliminant x1 ely' entre ces trois équations, on a
l'équation de la courbe (C) :

(a?2-hy2) (p — x) — mlx — n*y = o.

C'est une cubique circulaire passant par l'origine des

Fig. i.

<o.p>

coordonnées, admettant la droite x =p comme asymp-
tote. Sa forme est indiquée dans la figure i.

La symétrie des équations (i), (2), (3), qui ne clian-



( 465 )

gent pas quand on permute x avec x1 et y avec y*,
montre que la courbe (G') est identique à (C).

2° Soit (Jig- 2) O,̂ P2JK2̂ 2 'e trièdre Oxyz trans-
Fig. 2.

(a,b,c)°v

porté parallèlementà lui-même de façon que son somme t
soit en O<.

Les angles des directions des axes du trièdre O< x^y\zK

avec les axes du trièdre O^x^y^z^ sont les mêmes que
ceux que font les axes de OKxsyKZ\ avec les axes
de Oxyz. Ils sont donnés par le Tableau :

Ox.

Oy.

Oz.

7T

2

'2

TT

' 2

m <J7

2

TT

2

71

71

. ^e Mathémat., 4e série, t. VIII. (Octobre 1908.) 3o
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Les formules de changement de coordonnées sont
donc

(4)
x = a -+- xx cos cp H- y\ sin cp,

^ = b -+- # i sin cp — y t coscp,

Z = C — Z\.

3° Soient

ux -+- t ^ -(- w = o, 2 = o

les équations d'une droite A du plan xOy.
Soient #, >', z les coordonnées d'un point quelconque

de l'espace. Si ce point est supposé entraîné avec le
irièdre OKxsyszK, ses coordonnées par rapport à ce
irièdre restent x, y, z et deviennent par rapport au
Irièdie Oxyz

X = a H- x cos cp -r- y sin cp,

Y = b -h x sin cp — y coscp,

Z = c — z,

en vertu des formules (4).
Pour qu'il y ait symétrie par rapport à À il faut :

, ... x -+- X y + Y z -h Z j ,i° que le milieu—; > ? des deux points

soit sur A ; 2° que la droite qui joint les deux points soit
perpendiculaire à A.

Ce qui donne

c — z -\- z

—5— = o '
(a •+• a?ooscp-*-^sincp —x )v — ( 6 H- rrsin cp — y coscp — y)u = o,

relations qui doivent être vérifiées identiquement quels



que soient x, y et z. Ceci entraîne

c = o,

a(i -+- coscp) -H p sincp = o,

u sincp -h p(i — coscp) = o,

av — bu = o.

Ces cinq relations se réduisent à quatre

#P — &M = O,

cp . s
w c o s - - h v s i n - = o ,

2 2

qui déterminent a, 6, c, y, connaissant l'équation de A.
On aurait pu trouver plus rapidement ces relations

en écrivant que O et O, sont symétriques par rapport
à A, et que A estla bissectrice de l'angle de Ox et O| xK.

Si l'on se donne les valeurs a0 et b0 de a et 6, on a,
pour déterminer o,

o u a0

tang - = = — 7-«

On en déduit

b\ — a\ .
coscp = -ry f, sincp =bl + al r

Les coordonnées de M< par rapport au triè
sont

X\ = x\ yx = y', zl=o.

On a donc, en vertu des formules (4)?

, 2.aobo
YX = aQ -f- x b^ a% — y

Z=o.
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II suffirait de tirer x', y\ zJ en fonction de x, y, z de

deux des équations (i) , (2), (3) et de porter ces va-
leurs dans ces formules pour avoir X, Y, Z en fonction
de a0, b0, x, y et z.

4° Lorsque le trièdre se déplace d'une façon arbi-
traire, l'angle de Oz et O ^ restant toujours égal à TT,
les coordonnées de M< par rapport à Oxyz sont

X = a -h x' cos cp -+- y' sin <p,

Y = b -r- x' si n cp — y cos <p,

Z = c.

Écrivons que le carré de la dislance MM, a la même
valeur pour la position iniliale de OsxKyszK et pour
une position quelconque ; il vient

p — y)2-t-c2

( a o - h x' coscpoH- y' sincp0— x)2-\- (b0 H- x' sincp0 — j ^ ' cosrf0 — y)2,

a\ec

Ceci donne, en développant et simplifiant,

a2-+- b2— c2— iax — >by 4- i(ctx'— by' — xx' -f-yy') cos cp
•4- i{ a yf-f- 6rr ' — 57 JK' — J / - r ' ) s ' n 9

= «5 -r-b\ ~-ia()x — ->^ojr-4-2( rto57;—boy'—xx'-hyy')co^^o
-h '2(a0y •+- box'— xy' — ̂ K^') sincp0.

La relation (1) permet de remplacer .ra?'—yy1

[)ar w2 , la relation (2) de remplacer xy' — yx' par n2 ;
enfin, à cause de (3), remplaçons x par ƒ? — # \ cl il
vient

a 2 -h b2 -+- c'2 — ia(p — x' )
-h a(aa?' — 6 j ^ ' — /w2)cosçp — 2(aj r ' -H ^^?'— n2) sin cp

H- 2(a0y—- boy' — n'2) cosy0-
Jr'2(aoy'-hbox' — /i2)sincp0.

Cette relation doit êlre une identité en x\ y', y.



Si en effet le coefficient de y était différent de zéro,
on pourrait exprimer y linéairement en x' et y1 : ce
qui n'est pas, en vertu des relations (i), (2) et (5). Le
coefficient de y étant nul, la relation ne contient plus
que x' et y au premier degré. Ce doit donc être une
identité, puisque le lieu du point ce'y1 est, non pas une
droite, mais une cubique ( C ) ; on a ainsi les quatre
relations

b = b0,
a a ( i + cosep) -+- ib sincp = 0,

— ib cosep -4 - ï a àincp = — 2b 0 ,

a2 -+- b2 — 2 ap — 'i m2 cos cp — 2 /i2 sin cp

4

La deuxième et la troisième se réduisent à une seule :

a cos - ->- b() sin i = o .
2 2

II n'y a donc que trois relations entre les quatre para-
mètres a, 6, c, cp. Ce hont

7 , Q a
0 = c>o, t a n g - = — -y— ,

2 6>o

« 2 _ h C 2 _ 2 f l r / ? — a m 2 ^0 ~ ^ + 4 / , 2 O**

La dernière résolue par rapport à c'1 donne

c2= {a0— a) ao-t- a — ip

"l
J '

Le sommet O< du trièdre O{ xKyK z{ décrit donc une
courbe plane du quatrième ordre située dans le plan

y —
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et qui a pour équation dans ce plan

2= (a0— x) c

A chaque position deO< sur cette courbe correspond
une valeur de cp donnée par l'équation

qui prouve que la projection de x,O ) yK sur O^y est
symétrique de xOy par rapporta une certaine droite A
de ce plan.

SECONDE QIESTION.

La section de la surface par le plan

y = DIX

se compose de l'axe Os el d'une parabole dont la pro-
jection sur zOx a pour équation

m 3 -+- ju--\- X oz = x2.
m -h F

Le plan xOy étant tangent à l'origine, le rayon de
courbure est la limite du rapport

sr9-h Y*-h z* x2 -h r 2 (i-hm')x2

'L OU ^ - OU y
•iz •> z iz

quand x et z tendent vers zéro. On a ainsi de suite

R — 0 -+-/H')(i-t- rn)
2( A?i3-+- m 2 - h X)

On en déduit

dR _ — 2 / W 3 - M 3 X — 4 ) m 2 - h 2 ( X — \)m -\-l

dm ~~ 2(/n3-^- m--h X)2



i° Pour 1 = 1, on a

R _ ( i -+- m2 ) ( i -+- m )

2 tm*-h m2-H M

dR
dm

— ni* -+- m ( i — m )

iï
R s'annule pour m=—i (le plan x -\-y = o coupe
suivant la droite triple 05) et devient infini pour une
vnleur — a comprise entre — ce et — 1.

Sa dérivée ne s'annule que pour m = 1 ; on a donc
le Tableau de variation suivant :

m.

— 00

X

— 1

-4- I

- 4 - OC

dH
dm

-h

_u

- h

0

—

R.

1

'X

croît
-h oc
— 00

croît
0

croît
3 .„ (max.)

décroît
1

' 1

20 Pour X = — -> on a
9

dR
dm

(i -h m2) (i -h m)

i ( m3-h m2— -
V 9

— m3 — - m2 m — -
3 9 9

9
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ou

dK
dm / 4 \ 2 '( m*-h m* )

V 9/

R s'annule pour m = — 1 et devient infini pour une va-
leur (3 positive.

On a donc le Tableau de variation suivant :

m.

— oc

— 2

— i

i

0
Y

-(- 30

dm

-f-

o

—

0

—

—

R

i

i

croît

f6 ( max.)
décroît

o
décroît

— i

décroît

décroît

2

CV™ général. — 11 serait facile d'aborder mainte-
nant le cas général. Le discriminant du numérateur
, dR

de -7— est
dm

= 54 X*—

dont nous connaissons d'avance une racine X = ;

on a donc

A = 6X(9X-+-4)(X*—2X-+-2).

Lorsque A est compris entre — - e t zéro, et dans ce



//R

ca:> seulement, -7— s'annule pour trois valeurs de X.

D'autre part, le dénominateur de R n'a trois racines

réelles que lorsque X est compris entre et zéro.

Il v aura donc quatre cas à examiner :
i° X< Dans ce cas R devient infini pour une

9 P

seule valeur de m qui est positive, et il passe par un
maximum pour une valeur négative de m.

La variation est analogue à celle du second cas par-
ticulier.

20 — - < X£ —• R n'a toujours qu'un infini posi-

tif, mais -r— s'annule pour trois valeurs négatives de m;

il > a deux maxima et un minimum.

Pour A = -y R a, en plus, un infini double.

3° — — <^ A<o. R devient infini pour trois valeurs

réelles de m, deux négatives, une positive; -y— s'annule
pour trois valeurs négatives de m.

Pour X = o, on a

La surface se réduit au plan x -\-y = oe t au cjlindre
parabolique z —y2.

4° X > o. R est infini pour une valeur négative de m

et -7— s'annule pour une valeur positive de m.

La variation est du type de celle du premier cas par-
ticulier.


