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[A3d]
DE L'USAGE PRATIQUE DU THÉORÈME DE STURN;

PAR M. R. DE MONTESSUS.

On dit fréquemment que le théorème de Sturm est, en
lui-même, fort beau, mais qu'on ne peut l'utiliser pour
les équations de degré supérieur au quatrième. Encore
ne s'appliquerait-il à celles-ci que dans le cas où leurs
coefficients sont particulièrement simples.

Cela est vrai si Ton adopte le mode de formation usuel
des suites de Sturm. Certaines suites, convenablement
choisies, permettent cependant d'étendre considéra-
blement, et de façon très élémentaire, la portée pratique
du théorème. On le verra par ce qui suit.



Rappelons l'énoncé du théorème de Sturm.
Si, par un procédé quelconque\ on a formé une

suite de m -h i fonctions continues

(S) ƒ(*), ƒ,(*), ƒ,(*), . . . , ƒ„(*)

possédant les propriétés suivantes :

I. Deux fonctions consécutives ne s'annulent pas
pour une même valeur de l'intervalle A, défini par deux
nombres réels a, [3 (a<(3) .

II. La fonction ƒ/»(#) ne s'annule pour aucune
valeur de l'intervalle A, et conserve par suite un signe
constant dans cel intervalle.

III. Lorsqu'une fonction intermédiaire fj(x) s'an-
nule pour une valeur de l'intervalle, les fonctions
voisines ƒy•_^(x), ƒ;+« (x) acquièrent pour cette même
valeur de x des signes contraires. .

IV. Lorsque /(x) s'annule pour une valeur de l'in-
tervalle, fs (x) acquiert le même signe que ff(x).

Cela posé :
Le nombre des racines de l'équation

comprises entre a et j3 est égal à l'excès du nombre de
variations que présente la suite (S) pour X = OL sur le
nombre de variations qu'elle présente pour x = (3.

L'énoncé est complet; il ne comporte aucune res-
triction, sauf celle de continuité, dont il n'y a pas lieu
de se préoccuper pour les équations algébriques.

D'ordinaire, on forme comme il suit la suite (S) f on
prend f(x) pour f\{x) ; puis on effectue sur ƒ ( # ) ,
ff(x) la suite d'opérations qui a pour effet de former
leur plus grand diviseur; f2(x) est le reste de la divi-



( 2 3 7 )
sion de f{x) par ff(x)} f*{x) estle reste de la division
de/ 'O) par/2(#), etc.

C'est ainsi que l'équation

f{x) = o = a?6-h a?5 — x* — x%-+- xi — x -f- i

donne lieu à la suite de Sturm

fx{X) —f\x) =

—37,
f3(x) = — I O 5 O ^ 3 4 _ J 6 8 3 ^ 2 _ I 7 3 , ^ . _ H 5 9 7 J

fk{x) = — 10200643a?2— 37927049^7 -f- 58788 113,

ƒ.5 (ar) = 2971279748993533 a?—3 412 517 994 9<>o35o 020.

fa =—environ i54 X i o u ,

avec les relations

p f(x) = {** + $)f \*)+M*\

s M*) = (n*-+- O/4(^
w/4(a?) = («ar -f- p)/§(ar)

où p, q, r, s, u sont des nombres positifs qu'il nous
est indifférent de connaître.

Reprenons la même équation et considérons la suite,
assurément beaucoup plus simple,

f{x) = 0 = x*-h x*— xk— xz -+- x% — x -+-

i (a?) r=f'(x) = 62?3-h 5x'+— ^xZ

x*— 'ix*— 3x

= 43^+2707—39,

= i55iar — 1043,

—3363221,



qui'donne lieu aux relations

f{x) -h y, (a?) — x(x -f- i) <p,(

x(x — i)<p4(#) = o,

— 713 ç,(a?)-f-(3i3a? —i5a)<p4(#) — 5(# 2 —I)<PH(#) = o,
&) -h a?2 sp6 = o.

Il est immédiat que :
Pour a < [3 < — 1,

ƒ(*)•

est une suite de Sturm, ce qui permet de calculer le
nombre de racines réelles comprises entre deux
nombres a, |3, l'un et l'autre plus petits que — 1;

Pour — 1 < a < p < o,

est une suite de Sturm;
Pour o < a < p < 1,

est une suite de Sturm ;
Pour 1 <

est encore une suite de Sturm.
Les signes divers employés sont nécessités par l.i

condition III.
Supposons qu'on veuille calculer le nombre de ra-

cines réelles comprises entre o,5 et 7. La suite (cr? )
indiquera combien de racines sont comprises entre o?5



et i — e, et la suite (a*) combien de racines s0nt
comprises entre i -f- e el 7.

De même, l'équation

f (cc) = o = a?* — a?3 —15 a?*-+-192" — 3,

traitée par la méthode du plus grand commun diviseur,
donne lieu à la suite de Sturm

/(a?), / ' ( » : = < p , ( a ? ) = 4^3— 3a-* — 3

cp2(̂ F) = 123a-*— 196a: -1- 29,

<p3(rr) = 193399a: -13795S,

<p4 = 2 8 5 I O 6 8 3 I 3 O 5 9 ,

tandis qu'on peut prendre comme suite de Sturm les
polynômes

f{x) — x'+— xz—\5x*-\-i$x — 3,

<\>i(x) = 14ir2—59a? 4-176,

^ 3 (^) = 42937 -+-2843,

affectés de signes convenables, que les relations

3o/(a?) — ( n o ? —

98 ^, (a?) — ( -«8a- -+-

indiqueront.
Voici, expliquée sur l'équation

f(x) = a?6-H a76 — a;*— â 3-+- â * — a: -h 1 = o,

la manière de former les suites de Sturm employées.
On a



Posons

= (6X -
— (4X —
-4-(aX — 3p -h i)a?2— ( X — 2p -+- i)x — (p — i).

Si Ton dispose de X et p de manière à annuler les
coefficients de x* et .r5, on procède comme si Ton
cherchait le plus grand commun diviseur entre f{x) et
f\(%), mode de calcul fort long, on l'a dit ; or, ici,

F,(o) = ^ . ( p - i ) ,

F,(i) =5X+-5p-n,

F,(- i ) = 3X — 3 P H - 3 ,

et Von peut prendre X, p de manière à annuler deux des
expressions

le plus simple ici est d'annuler F 2 (— 1 ), F2(o), ce qui
donne

p = i , X = o

et

a?3— >x*— $x -4-1),

d'où

en posant

fz(x) = x'+-\- 6a?3— IX1— 3 x -\- i .

Posons maintenant

F»Or) =f'(x) H- (px -

.—^3-q — 2 ) - h rj — i;



on a
F3(o) = 1 , - 1 ,
FJ(I) = 3 ^ + 3

et le plus simple est d 'annuler encore F 3 ( o ) , F 3 ( — i ) ,

ce qui donne

Tt = i , p. = 2

et
F3(x) «/'(a?) -+- (207 - M ) / 2 O )

= a?(a? - h i ) ( 8 # 3 - f - î o a ? 2 — i 2 a ? - h i ) ;

posant
f% (x ) = 8 a?3 - H to572 — f a .r -4- i ,

on aura

f(x) 4- {-XX - - i)/,(a?) - x{x -h i)/8(ar) = o;

on aurait pu prendre

T Q = I , ,U = I ,

ce qui aurait conduit à

f'(x)^(2X^l)Mx)^X^Mx) = O

avec

résultat un peu plus simple; etc.
On voit qu'une part assez large est laissée à l'arbi-

traire .
On traiterait de même l'équation

x'* — x3 — 13.r-2 -t~ 1 9 x — 3 = o.

En définitive, étant donnée une équation de
degré m

f(x) = o,
on pose

et Von détermine a, |3 :
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px

( 2 4 2 )

Soit de manière à annuler les termes de degrés
m, m — i de F2 (x) (méthode du plus grand commun
diviseur);

Soit de manière à annuler le terme de degré m
de F2(x) et à mettre en évidence un facteur du
premier degré px -h q de Fn(x);

Soit de manière à mettre en évidence deux fac-
teurs de premier degré, hx -h À-, lx,-\- m, de F 2(#) ,

En prenant garde que a, jî soient des nombres
aussi simples que possible.

Dans le premier cas,

ft(x) == F2O), f(x) -t- (OLX H- JJ) f'(x) —ft(x) = o;

dans le second,

dans le troisième,

ƒ(x) -+- (OLX -+• [i ) / '(a?) — ( hx -4- /c) ( /a; -+- m) f-i(x) = o,

5 ^roi5 ca5^ ƒ2 (^) es£ rfô degré m — 2.
ensuite

ĝ  /;o/i détermine f/x) comme on a déterminé f2(x),
de manière que ce nouveau polynôme soit de degré
m — 3, et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on arrive à
un polynôme de degré zéro ;

où les signes sont choisis (voir l'équation étu-diée) de



( 243 )
manière à vérifier la condition 111 des suites de Stnrni,
est une suite de Sturm pour Véquation proposée

ƒ(./• ) = o, suite, sauf cas exceptionnels, beaucoup plus
simple que la suite formée par le procédé usuel du
plus grand commun diviseur.


