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[C2g]

EXTENSION AU CAS DES INTÉGRALES MULTIPLES
D'UNE DÉFINITION DE L'INTÉGRALE DUE A STIELTJES;

PAR M. FRÉCHET, à Poitiers.

M. Riesz a montré récemment ( J) comment on pouvait se
servir d'une définition de l'intégrale due à Stieltjes pour
représenter les fonctionne/les linéaires. Je me propose de
généraliser ici cette définition de l'intégrale de Stieltjes au
cas des intégrales multiples. La généralisation obtenue pour-
rait servir de même à représenter ce que j'ai appelé (2) les
fonctionnelles d'ordre n. Mais cette nouvelle définition de
l'intégrale multiple, qui a son intérêt en elle-même, peut être
exposée d'une manière tout élémentaire qui a sa place natu-
relle dans ces Annales. Ce que je dirai de l'intégrale d'ordre n
s'appliquera, en particulier pour n = i, à l'intégrale de
Stieltjes, qu'il est donc inutile d'étudier à part.

i° Fonctions à variation nième bornée. — Soit une

fonction de n variables u(x%, x2, . . . , xn) bien défi oie

dans le domaine T,

Effectuons une division D de ce domaine en divisant

chaque intervalle de variation, tel que (ap> bp) en in-

tervalles partiels limités par les coordonnées

Nous appellerons variation nïème de la fonction u rela-

(') F. HIKSZ, Sur les opérations fonctionnelles linéaires
( Comptes rendus, 29 novembre 1909).

(2) FRÉGHET, Toute fonctionnelle continue est développable
en série de fonctionnelles d'ordres entiers ( Comptes rendus,
18 janvier 1909).
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tivement au mode de division D, la quantité

(n)
A

OÙ

(—1)"-

Nous dirons que la fonction u est à variation n^me

bornée dans ï si, quelle que soit la division D, la va-
riation /ilemc correspondante reste inférieure à un
nombre fixe. Cette varialion n{ème aura dans ce cas une
borne supérieure V que nous appellerons la variation
nu'me totale de u dans T.

2° Exemples de fonctions à variation ni(>me bor-
T c• i J ' • ' dn anee. — 1. oi la dérivée - — — existe et est

dxx àx2 . • . ôxn

continue dans T, la fonction u est à variation /2ienie

bornée. En efi'et, il est facile de voir qu'en appliquant
la formule de Tayior un nombre suffisant de fois, on a

. . . àxn

avec

c'est, par exemple, dans le cas de n = 2, l'égalité au

moyen de laquelle on démontre que =
J * ' dxi dx% ùx% dxx
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Si donc on appelle O le maximum de [-r ^ — ) dans
T, on a

Le dernier membre donne en outre une limite supé-
rieure de la variation n{ème totale V.

II. D'après les définitions ordinaires, pour définir

T—, il faut d'abord admeltre l'existence des
ÔX\ . . . OXii

dérivées d'ordre inférieur. Il est pourtant facile de for-
mer une fonction non dérivable à variation nlème bor-
née. Il suffit de prendre la fonction

. . .-)- Un(xn).

On a
in)
A u ^ o

i, ; , . . , s

quelles que soient les fonctions uu u2, . . . , quand
même elles seraient extrêmement discontinues. On
voit même que la variation totale d'une telle fonction
est nulle.

111. Sans que la fonction u soit nécessairement dé-
rivable, il peut arriver qu'elle vérifie une condition ana-
logue à celle qui est connue sous le nom de condition
de Lipschitz pour les fonctions d'une variable, à sa-
voir

(n)
a u — i^ j a;x — . Z j \ . . . \ x n — x n | ,

i,j,...,s

où Q est un nombre fixe et où les x sont quelconques
dans leurs intervalles de variation respectifs. Alors,



comme dans I, la fonction u sera à variation /iième

bornée.

IV. Le produit u=f(x<, x2, . . . , xp). g(xpJr^ ...,xn)

où f est à variation pulut' bornée et g à variation
(n —pY*™e bornée est à variation nièmo bornée et la
variation nleme lotale de w, est au plus égale au produit
de la variation ^?ième totale de ƒ par la variation
(n — py*me totale de g. Car

{P] r,, in-p)in)

i, .. , 1 , m , ...fs

-'21!/
V. La somme ou la difïérence de deux fonctionr> à

variations /ilèlllrs bornées est aussi à variation /iieme bor-
née et sa variation /ilpIllt' totale est au plus égale à la
somme de leurs variations ^leme totales. Car

(n)
^

VI. Si l'on ajoute à une fonction à variation /ilème

bornée, M, une fonction de moins de n variables, ^, la
somme est à variation /j l e l m ' bornée et sa variation /ileme

totale est exactement égale (et non au plus égale,
comme dans § V) à la variation nlemc totale de u. Car
ùk{n)Ç EEE O .

3° Propriété des Jonctions à variation nihne bor-
née. — Si »ine fonction est à variation nième bornée,

sa valeur n'es't pas nécessairement bornée comme on le

voit pour la fonction ff(x{, . . . , xn)= pour

x{ > a^ ==o pour xK = aK.
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Elle n'est même pas nécessairement à variation ^>iéme

bornée par rapport à p de ses variables, comme le
montre pour p = 1 l'exemple IL. (Une fonction à va-
riation première bornée est une fonction à variation
bornée dans la terminologie de M. Jordan, dont la nôtre
n'est qu'une extension au cas de plusieurs variables.)
Mais on peut tourner ainsi la difficulté. Bornons-nous,
pour simplifier, au cas de deux variables.

Étant donnée une fonction à variation seconde bor-
née u(Xj y ) , on peut, en lui ajoutant une somme de
fonctions d1'une variable, la transformer en une fonction
v(x,y) ayant même variation seconde totale, et à va-
riation (première) bornée par rapport à chacune de ses
variables.

Soit en effet a^x^b, a' S.y< b le domaine T. Il suf-
fit de poser

v{x, y) = u(x, y) — u(b, y) - u{x. 6')-4- u(b, b')

et de voir que *>(#, y) est par exemple à variation bor-
née par rapport à y. Pour cela écrivons la variation
seconde de ç obtenue en divisant ï par les abscisses,
<7, r, b, et les ordonnéesy0 , ...,yn

2 1 < 2 ) I V T ^

On a

fixe indépen(iant de x el
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Donc, a fortiori,

4° Calcul de la variation totale. — Montrons
d'abord que si v, v' sont les nièmes variations qui corres-
pondent à deux divisions D, D' dont l'une D'comprend
tous les traits de division de D et en outre d'autres, on
a v1:lv. Il suffît de le démontrer quand D' comprend
tous les traits de division de D et en outre seulement
une division marquée par exemple par l'introduction
pour la variation de x, de x\ entre x\l) et x({+u.
Alors v' esl une somme de trois parties, Tune qui con-
tient x\l) sans x\l+{) ni JC\, l'autre x\l+i) sans xï nix\
la dernière qui est de la forme

|S(a?', ) — Sar^l -h | S(^(/+1) | — S(a?i)|.

Dans v se reirouvent les deux premières parties et la der-
nière se réduit à | S(# ( / + l ) )— S(a?(/))|. Comme la va-
leur absolue d'une somme est au plus égale à la somme
des valeurs absolues de ses parties, on a bien ç < ç1.

Ceci étant, remarquons que V, la variation nième totale,
étant la borne supérieure des quantités v quand D est
quelconque, il y a pour toute valeur dey? une division D^
telle que la variation nième correspondante soit com-
prise entre V et V Ajoutons à D,,, s'il est néces-
saire, d'autres traits de division, de façon que dans la
division D^ obtenue, la dimension maximum des inter-
valles soit < - •

P

La variation nième correspondante, v'p étant au moins

égale à celle qui correspond à D^, sera > V et bien

entendu restera £ V la borne supérieure. Alors on voit



que V^ tend vers V quand p croît indéfiniment. Donc
il y a une suite de divisions D^ dont la dimension
maximum des intervalles partiels tend vers zéro et dont
les variations nlèmes correspondantes tendent vers V.
Le même raisonnement prouve que si u n'était pas à
variation /iiènae bornée, on pourrait former une suite de
divisions D^ pour lesquelles v' croît indéfiniment.

DEFINITION DK L INTEGRALE' ffdnu.
J T

Soient maintenant ƒ ( # , , . . . , # „ ) , u(xK,...,xn)
deux fonctions bien définies dans le domaine T. Consi-
dérons la somme

où £',, . . ., Çj;n sont des nombres respectivement com-
pris entre xf et a?(/+l), . . . , xl£ et a?JÎ+<). Si, quel que
soit le choix des ? et quelle que soit la suite des divi-
sions D adoptée, la quantité s tend vers une limite bien
déterminée quand la dimension maximum e des inter-
valles partiels de D tend vers zéro, nous désignerons
celte limite par la notation

I fdnu ou ƒ ••• /
•̂ T Jat J an

Nous allons voir que c'est ce qui arrive si u étant
une fonction à variation nième bornée, on prend pour ƒ
une fonction continue quelconque dans T. En effet,
soit V la variation nième totale de H, JJL le maximum de
l/l dans T. On a d'abord | s | < [*V. Si donc on prend
une suite de divisions de T : D'4, D'2, . . . , dont les di-
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mensions partielles tendent vers zéro, les sommes s
correspondantes : s'n s'^, . . . restent bornées. Soit crleur
plus grande limite. Alors on pourra extraire de D'l?
D'a, . . . , une suite D<, D2, . . . , telles que les sommes
s^ $2, . . . correspondantes tendent vers Œ. Montrons
maintenant que si l'on choisit une autre suite de
divisions 8 l t 82j . . . , dont la plus grande des dimen-
sions partielles tend vers zéro, les sommes correspon-
dantes 0*1, <T2, ..., tendent aussi vers o*.

En eiïet, supposons que pour m>p, les divisions
de Dm et om aient des dimensions assez petites pour
que dans chacune d'elles l'oscillation de la fonction
continue ƒ soit inférieure à un notnbre donné to. Com-
binons maintenant toutes les divisions de Dw , 8m- en
un système de divisions Cw,m ' . Alors chaque division
de Dm se trouve partagée en un certain nombre de divi-
sions de Cm, m' e t s o n À ^ u sera la somme des A{J/} re-
latifs à ces divisions de Cm,m'. De même pour 8W'. De
sorte qu'on aura

où A(w)w est relatif à l'une quelconque a des divisions
de Cm,m'i o u (5n •• 'j i/i) e s t u n point de la division
de D/w qui contient a et (YJ,, . . . , v\n) un point de la
division de ùm' qui contient a. Si maintenant (Ç,, ..., Çrt)
est un point de a, on a par hypothèse

d'où
| - S / M — Ï O T ' | < 2 W V pour /n et m'>p.

Si m' restant fixe, m croît indéfiniment, on aura
enfin

pour /n'>/?|.



6° Simplification du calcul de Vintégrale. —

1. Dans le cas où u a une dérivée -r bien déter-
ôxi.. .ôxn

minée et continue, la définition que nous avons intro-
duite perd tout son intérêt, car elle se ramène à une
définition plus simple connue. On a en effet

a M — — — ^a?, — .Tj ; . . . ( # „ — J?,, ).
/ , . . .,.? ö '^ l • • • QXfi

Alors I f dnu est la limite de
J i'

donc

U. Dans le cas précédent, l'intégrale peut s'écrire

Si en particulier ƒ est de la forme

on a

' — <?iOO.- .<p«(a?«)û?.. . du(xu
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où le sjnibole dj..ty (x^ . . . , xn) indique que dans

ty(x{, . . . , xn) on ne considère que xi comme variable.

Celte formule élant démontrée lorsque u a une dé-

rivée r— continue, cherchons à la démontrer
àXi. . .dxn

 7

pour le cas général.

I I I . Soit donc u (x{, . . . , . z „ ) une fonction à varia-

tion /îième bornée dans T cl cp4(.r<), . . . , on ( xn) des

fonctions respectivement continues dans T . Peut-on

encore écrire

C " f \ « r . ) »i*)d. d u{x, x )
çK çb% çbn

II est d'abord nécessaire que cette expression ait un
sens. Or, par exemple, M, qui esta variation nièmc bornée,
n'est pas toujours à variation première bornée par rap-
port à x^ de sorte qu'il n'est pas sur que l'on puisse
déjà donner un sens à la première intégrale à oflectuer

On peut cependant se débarrasserde cette difficulté.
Mais, pour ne pas compliquer les raisonnements, nous
nous bornerons au cas de n = 'i et nous examinerons
la validité de l'égalité

rb rb"
(i) / / y{x)^(y)dxdyu(r,y)

rb rb'
- / <f(x)dx / ty(y)dyu(x,y).

Nous avons vu (n" 3) que, sans changer la valeur
du premier membre, on peut remplacer la fonction à



variation seconde bornée u(xyy) par une fonction à
variation seconde bornée qui est en outre à variation
(première) bornée par rapport, à x et y séparément et
en outre nulle pour x = b ou y = b''. Nous allons mon-
trer que si l'on remplace a par une telle fonction,
l'égalité (i) a un sens et est exacte.

D'abord

r
ƒ

y)

a un sens et représente une fonction de x : 9(#) bien
déterminée entre a et b. Le second membre devient
donc

r
ƒ

11 faut d'abord montrer qu'il a un sens; il suffit pour
cela de faire voir que l'expression

reste inférieure à un nombre fixe. Or, laissons fixes
les Xi] w sera la limite de l'expression (où l'on peut
prendre la même division de l'intervalle de variation
des y quel que soit V)

—u(xt,yj)

^ [maximum de | \ dans a\ b'\
(2)
A u
i.j
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ce qui d<'montre la proposition, puisque u est à
deuxième variation bornée.

Maintenant démontrons que l'égalité (i) est exacte.
D'après le n° 5, on a

avec |R]<^2(oVn où o> est l'oscillation maximum de
<f(x) dans des intervalles de longueurs inférieurs à 8
si tous les intervalles déterminés par # 0 , .r,, . . . sont
inférieures à S, et où V4 est la variation totale de G (a?),
laquelle est, d'après ce qui précède, inférieure à M'V,
M' étant le maximum de <j> et V la variation totale

seconde de u. Alois pour 8 < 8 O , on aura | R | << - •

Supposons fixés ainsi xo,Xi, ..., et divisons l'intervalle
de variation d e y en intervalles JK0, ..., yy-, yj+ i} ..., de
longueurs inférieures a S/. On a, si .r0, a?,, . . . restent
fixes

i
0' — 0

Donc

y ? ($ / )ma* i ) - 0(07/)] - iim
Jmmà §> — 22-
De sorte qu'en prenant 8' < 8'0, le premier membre

différera de moins de - de
2

) A u.
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Ainsi, pour 8 «< 30, 8' <C[8'0, on aura

/

On pourra faire fendre £ vers zéro en faisant tendre
vers zéro, 80 et So. Mais dan^de telles conditions le terme

tend vers le premier membre de (i) et celle éga-

lité (i) se trouve ain^i élablie.
En définitive, si 'f(x), ty(y) sont des fonctions

continues respectivement dans (a, 6), (af, b') et si
u(x, y) est une fonction à variation deuxième
bornée et nulle pour x = b et pour y = b'', on a

/ /
*J fl %J a>

b

7° Généralisation du théorème de la moyenne. —
Nous avons déjà obtenu l'inégalité

Jx fdtlu

On peut établir une formule plus précise se rappro-
chant un peu du théorème de la moyenne, quoique no-
tablement plus compliquée. Appelons M, m le maxi-
mum et le minimum de ƒ dans T, (Sp) et (—1"/?)
les parties positives et les parties négatives de SA(//) u.
On a

V = limp = lim (

Au contraire S/? — Un = SA(w)w est conslant, c'est-
à-dire indépendant du mode de division D de T. Soit Ao
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sa valeur. On a

— Ao

j H A S m ^ / ? - M

M -i- m

j -H Ao S m ^ / ? - M ^ n ^ / ( ? « » •- ' 5«)A

Donc à la limite

< J j d A V- V

De sorte qu'en appelant Q == 1M — m l'oscillation de
ƒ dans T, on a

avec — | < 0
/

Vi2
fdnu = A 0 / ( c , , . . . , c „ ) + ö

( c t , . . . , cn) é t a n t u n c e r t a i n p o m l d e l o u ƒ =

8° Uintégrale l f{xK, . . . , j?,,) r1nu{x{, . . . , #„)

fonctionnelle linéaire de f (x{, ..., xtl). On voit
immédiatement d'après ce qui précède que si ƒ, ^ sont
deux fonctions continues dans T, on a

ffdnu± f gdnu= f{f±g)dnu.
J-i J JT

D'autre part, on a

fdnu — I f,,dnu < V [maximum de \f—fP\ dans TJ;

donc, si fp tend uniformément vers/,

fdnu=hm I fpdnu.
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Autrement dit, si, prenant toujours la même fonc-
tion w, on pose

U/ est une fonctionnelle définie dans le champ des
fonctions continues dans T et cette fonctionnelle est
linéaire, c'est-à-dire : i° distribulive

2° continue

quand fp tend uniformément vers f.
90 L'intégrale

/ • • * /
J a J a

est une fonctionnelle homogène d'ordre n de <p(#)-
Si u est une fonction à variation nièmc bornée dans le
domaine

To alxt^b ( i — i, . . ., n )
l'intégrale

/> ~ b

• • • f « - ( - r i ) . . .y{xn)d.Vt. . .d,nu{xu . . .yxa)

a une valeur bien déterminée pour toute fonction y(x)

continue dans ( a , 6 ) . Cette fonctionnelle est cont inue,

c 'est-à-dire que si rf(%) tend uniformément vers 'f ( # ) ,

AÇtt tend vers cp. Mais de plus elle est homogène et

d 'ordre n. Autrement di t , on a

Axcp = X/lAcp,

quelle que soit la constante X, et

( [ ) O = Aç1-+_ç3+...-Kpre
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En eflfel, en posant

F v ~ F(r,,jK2, . . . , ^ w ) , FY+Y> = F(yf+ y\, ..., y"-hy'n),

j'ai montré ailleurs ( ' ) que toute fonction F(y{, ...yyn),

qui est un polynôme de degré AI, vérifie l 'identité ana-

logue à ( i )

(I ') O S E F Y ^ - H ..4-¥(M)

Ceci a lieu en particulier pour le polynôme

F( . r i i • '.*yn)^y\- -yn-

En remplaçant dans (1')

yu) par f\k), y{*\ ..., y{
n
k) et r ^ par

[)uis en tnultipliant par dnii et intégrant, on obtient
bien l'identité (i).


