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CONCOURS DADMISSHW A L'ECOLE NORMALE SUPÉRIEURE
ET AUX ROURSES DE LICENCE M 1910 .

Composition de Mathématiques
( Sciences I).

PREMIÈRE COMPOSITION.

I. Soit (G) la courbe définie, en coordonnées rec-
tangulaires, par les équations

X — , y — i _|_ t*,

où t est un paramètre arbitraire.
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i° Déterminer un polynôme du second degré

f(x,y) (dans lequel le coefficient de y- est i) tel
qu'on ait une identité de la forme

r: (/»-+- a**-t-

On montrera qiCune telle identité n'est possible
que moyennant l'existence dune relation entre les
constantes a, j3, y. Cette relation se décompose en
deux autres très simples.

2° Supposant successivement vérifiée chacune de
ces deux relations, les coefficients de f(x,y) se
trouvent, dans chaque cas, exprimés au moyen de
deux des paramètres a, |3, y. Pour Vune des solu-
tions, le polynôme J\x, y) est le carré dy un polynôme
du premier degré en x,y.

Des résultats précédents on déduit immédiatement
la réponse aux questions suivantes :

3° Ecrire la condition que doivent vérifier les
paramètres t{, t2-, £3 de trois points de (G) pour que
ces trois points soient en ligne droite.

4° Écrire la condition que doivent vérifier les
paramètres tKj t2, tz de trois points de (G) pour
qii'il existe une conique (C) tangente à (G) en ces
trois points.

5° Former l'équation générale des coniques (C).
En outre :
6° Trouver, lorsque la conique (C) se décompose

en deux droites, le lieu du point de concours des
deux droites.

~° Montrer que les tangentes aux trois points de
contact de (C) et de (G) coupent encore la
courbe (G) en trois autres points situés sur une
même droite (D).

8° Trouver Véquation générale de la droite (D)



( 438 )
en fonction des mêmes paramètres que ceux qui
déterminent la conique correspondante (C).

90 Déterminer en fonction des mêmes paramètres
le centre de gravité P du triangle formé par les
points de contact de (C) et de (G).

i o° Trouver l'enveloppe de la droite (D) lorsque P
décrit une parallèle à Vaxe des x.

II. Une surface (S), rapportée à des axes rectan-
gulaires, est coupée par chaque plan parallèle au
plan xOy suivant une courbe fermée. Uaire S de
cette courbe est une fonction déterminée [S = ƒ (z)]
de la cote z de tous ses points. On suppose la sur-
face (2) continue et l'on suppose que la fonction f (z)
admet des dérivées continues jusqu'au cinquième
ordre inclusivement.

Déterminer quelle doit être la forme la plus géné-
rale de la fonction f(z) pour que le volume com-
pris entre la surface (S) et les plans de cotes z0

et z soit donné, quels que soient z0 et z, par la for-
mule

SOLUTION

Par JEAN SERVAIS.

I.
1. Soii

-+- y2 -+- 2 D x

On a alors

2 -f- 2E)**-h(4B-+-aD)*»



D'autre part,

( tz -+- a V- -+- $t -h Y) 2 = t* -+• 2 a £5 -h ( a2 -h 2 3) **-h ( 2 Y -4- 2a [3) t*

En identifiant ces deux expressions, on a, pour
déterminer les coefficients du polvnome f{oo^y)^ les
relations

B = a,
A -+- 2 -+- '2 E = a2

 -H 2 (3,

2B-+- ï) = Y-HafJ,

B + D =

La première, la troisième et la cinquième ne con-
tenant que B et D, on peut éliminer B etD entre elles,
et l'on obtient la relation

a -+- PY = Y -+- «P,
qui s'écrit

( a - Y ) ( i » P ) = o,

et se décompose en

2. Les cinq relations autres que la troisième don-
nent

A = Y2, B = a, D = PY ~ *,

Si Ton prend d'abord a = y, elles deviennent

A=a 2 , B = «, D = a ( P - i ) ,
E = p - i , F = ( p - i ) 2 .

Dans ce cas f{%,y) est un carré parfait :

La conique (C) se réduit à une droite double.
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Si Ton prend ensuite ^ = i

= Y — a ,

et le polynôme ƒ (^ 7 JK) prend la forme

y2— i (a — y) a? -H (a 2 — Y2),X— ( a — ï ) 2 -

3. Pour que trois points de (G) soient en ligne
droite, sur la droite

OLX -r-y -+- (3 — ï = o,

il faut et il suffit que les paramètres £4, t2, t3 corres-
pondants soient racines de l'équation (y = a)

et il est manifeste* que les racines de cette équation
vérifient la relation

(0 «l

4. Pour qu'une conique (C) dont Téqualion est

£oit triplement tangente à (G), il faut et il suffit que
l'équation aux t des points d'intersection

soit carré parfait, sans que/(x^y) le soit. Or, d'après
ce qui précède, ceci aura lieu lorsque la conique a pour
équation

(2) ^2,v2-\-2%xy-\-y2—2(a — y)x
+ (a*— Y2)JK — (a — y)2 = o,

et alors (jî = 1) l'équation aux t des points de contact



est

Ses trois racines satisfont manifestement à la relation

(3) tlh^

o. L'équation (2) fournit l'équation générale des

coniques (C). Elle dépend de deux paramètres a et y.

6. 11 est évident que lorsque la conique (2) se
décompose en deux droites, le point d'intersection de
ces deux droites est situé.sur (G); car chacune des
deux droites ne pouvant être tangente à (G) qu'en un
point, le troisième point double d'intersection est
nécessairement le sommet de l'angle formé par les
deux droites. Le lieu de ce point est donc la
courbe (G).

C'est ce qu'on vérifie par le calcul. Pour que la
conique (2) se réduise à un système de deux droites il
faut et il suffit que les équations

- fx= Y 2x-+-ccy — (a — Y) = o,

f'y =? 2ax -h'2.y - h a 2 — Y 2 = O,

' — 2(a — Y) = 0

aient une solution commune.

Des deux premières on tire

2 + afa

(4)

En portant ces valeurs dans la troisième, elle de-

vient
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On en lire

Y 2 - + - 1
X - r - 7 = f 0L — — •

En portant ces valeurs de a et a -f- y dans les équa-
tions (4), elles deviennent

1 -+- Y 2

X = i-,

Elles prouvent que le point de concours des deux
droites est le point de (G) qui correspond à la valeur
t = y du paramètre.

7. Soient t\, t'2, £3 les paramètres des points d'in-
tersection des tangentes à (G) aux points tïy t2, tti.

En appliquant la relation (i) au cas limite où parmi
les trois points en li»ne droite il y en a deux confondus,
on a

d'où

t' = '2tl

On aurait de même

< ; = 2 ' 3
*3 ~ / 2_ f

11 suffît de prouver qu'on a

*/l-+-'i + *i = //l'i«/3
OU

•2/j 2^2 2 / 3 8^i/

ou encore

(5) S/^^l —i)(«g—0 —
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lorsque les trois points tt} t2, £3 sont alignés. Or on a
l'idenlilé

Elle prouve que l'égalité (5) est vérifiée, d'une part,
lorsque

c'est-à-dire lorsque les trois points de contact tx, t2, h
sont en ligne droite, la conique (C) étant une droite
double (a = y) ; et, d'autre part, lorsque

c'est-à-dire lorsque la conique (C) est triplement tan-
gente à la cubique (G).

8. Les paramètres £,, t2, t$ sont racines de l'équa-
tion

(6) £3-+-a£2-h t-{- Y = o.

L'équation qui donne les valeurs de t' est la trans-
formée en

(7) <=•£-•

Pour la former, il suffit d'éliminer t entre les équa-
tions (6) et (7), ce qui donne, tous calculs faits,

[(a 4-y)2— 4]*'3-h8Y*'2-

Cette équation est bien de la forme

OU

-. «I.
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En vertu des résultats du n° 3 ci-dessus, cela prouve

que les trois points sont en ligne droite sur la droite D
qui a pour équation

a! x -f- y -h j3'— i = o
ou*

a-f-y)2— i]y — (a — T)2 = °-

9. Les coordonnées du centre de gravité Pdu triangle
formé par les trois points £4, t2, t3 sont

7) = s(n-/}) =

Comme t{J t2, t3 sont racines de l'équation (6), on a

2*! = —a, 2 M 3 = i , Mî'3 = —Y,

et, par suite,

3Y

10. Lorsque P décrit une parallèle à l'axe des x,
7j, et par suite a, reste constant.

L'équalion de la droite (D) s'écrit

(y — i)Y2~+~2[4#-+"aJ/-f-a]Y-f-(a2— 4)jK — a2= o.

Son enveloppe, lorsque a reste constant et que y varie,
est la conique qui a pour équation

[^ensemble des termes du second degré est



( 445 )
qui se présente ainsi décomposé en deux carrés indé-
pendants.

Si a 2 > 4? y\ 7> T)> les deux carrés sont de signes

contraires, la courbe enveloppe est une hyperbole.

Si ^==4, (r\ == A l'ensemble des termes du second

degré est carré parfait, l'enveloppe est une parabole.

Enfin si a3<< 4̂  ("̂  <C ~ )' ^es deux carrés sont de

même signe et l'enveloppe est une ellipse.

TI.

D'après l'énoncé on doit avoir

(8) f f(z)dz = ~ "7*° [ƒ(*)-+

en posant

Cette égalité devant être vérifiée quels que soient z
et £0, ses dérivées par rapport à £ ou à z0 le sont
aussi.

En dérivant par rapport à ; , on a

i

Dérivons cette dernière par rapport à z0, il vient

En dérivant une dernière fois par rapport à z, ou
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obtient enfin

qui s'écrit

Si, dans cette égalité, on laisse zK fixe, ce qui est
permis, car zK est aussi arbitraire que z0, elle prouve
que f"{z) est linéaire en z et, par suite, que f(z) est
an polynôme du troisième degré en z.

Cette condition nécessaire est d'ailleurs suffisante;
car si l'on pose

f(z)~ azz-+~ bz2-+- cz -h d,

il est facile de vérifier que l'égalité (8) est toujours
satisfaite.

On peut remarquer que la démonstration précédente
n'a besoin d'admettre l'existence des dérivées def'(z)
que jusqu'au troisième ordre.

Composition de Mathématiques

(Sciences I).

SECONDE COMPOSITION.

I. Etant donnés trois axes rectangulaires O#, O / ,
O^, et une fonction f (z) qui admet une dérivée f \z),
les équations

( I )
y =

= /
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où t désigne le temps, définissent le mouvement d'un
pointM(xyy1z)JsironconnattlapositionM0(x0,y0fz0)
de ce point à Vinstant t = o ; quand on a fixé la
valeur de t, les mêmes équations (I) définissent une
transformation remplaçant le point Mo par le
point M.

i° Montrer que les projections de la vitesse du
point M(x,y,z) sur les axes Qx, Oy, Os peuvent
s'exprimer par des fonctions de x, y, z qui ne con-
tiennent ni le temps t, ni les coordonnées initiales

2° A tous les points dun cercle (Co) ayant pour
équations

(aOi Ro constants)
ZQ— const.

correspondent^ Vinstant t, a"après les équations (1),
des points M tous situés sur un cercle (C) dont le
plan est parallèle au plan xOy. Calculer, en f onction
du z de ce plan, le rayon R et Vabscisse a du centre
du cercle (C).

3° Soient S la surface engendrée par le cercle (C)
quand t varie à partir de [zéro, (T) le solide limité
par la surface (S) et par les plans z = zhJ z = z2.

Vérifier que le volume V de (T) ne dépend que de
la différence des valeurs de t qui correspondent à z*
et à zK.

Effectuer jusqu'au bout les calculs et construire
la trajectoire dun point M dans les deux cas sui-
vants :

Premier cas

k2

f(z)= — (A constant);
1. Z
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Deuxième cas

z*-+- k*f(z) = k -— (k constant).

Calculer, dans chacun des deux cas précédents,
les coordonnées (;, o, Ç) du centre de gravité du
solide (T) supoosé homogène, en se servant des f or-
mules

V£ = f 1a(z)k{z)dz et VÇ = f 'z k{z) dz

o à A.(z) désigne L'aire et a(z) l'abscisse du centre
du cercle (C) de cote z.

II. Construire la courbe dont l'équation est

y= tang*—a?.

Trouver, avec deux décimales, la racine comprise
entre i et \, i de Véquation

71
tangr — x = - •

4

SOLl TION

Par JLAN SERVAIS.

î .

1. On a
dr _ dp dz

~7iï ~ ~dl!ix^
dy _̂ dp dz
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D'ailleurs, comme

*1 = __ P. f'{zï
dz 2 f(z) '

on en conclut, pour les composantes de la vitesse,

dx 9 * * *, N
 x t<(\

§=/<*>•

La trajectoire du point mobile est plane et située
dans le plan

2. Les équations du cercle (C) s'obtiennent en rem-

plaçant, dans celles de (Co), #0 par - ety0 par—- Ces

é(|iiations sont donc

z = const.

Le rayon R et l'abscisse a du centre de ce cercle sont
donc

R = Ro pi a •= ci^p.

3. L'aire du cercle (G) étant égale à 7cRjjp2, le
volume V engendré par le cercle lorsque t varie de tK

à t2 est

V =

( i )

ƒ "^,

Les coordonnées du centre de gravité de ce volume
. de Mathémat., 4e série, t. X. (Octobre 1910.) 3o



sont données par les formules

( a )
2z dz.

i° Supposons f (z) — -^-
On a alors

%z2zdz-i
? = Vi'

l̂ a trajectoire est alors la demi-parabole inlerseclion
du plan

avec le demi-cylindre parabolique

a: = 1 / — :

E n a p p l i q u a n t l e s f o r m u l e s ( i ) e t ( 2 ) , o n a

D'où Ton tire

4 «o *i — ̂ |
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2° Supposons

On a alors

- (arc tang i )

La trajectoire est la portion de quartique, située dans
le plan

dont la projection sur le plan des zx a pour équation

ou, en la rendant entière,

(7est une quartique unicursale qui présente un point
double à l'origine et deux autres points doubles à
l'infini sur les axes Ox et Oz.

En écrivant l'équation sous la forme

CC0 ) ( X -+- X0 ) -h k* ( XZQ— XQZ) (XZQ - h XQZ) = O,

on meten évidence les quatre droites

x = x0, x= — x0,

XZQ XQZ = O, # £ 0 "+• ^0 Z = °

qui séparent des régions.



( 45?- )
En Ja mettant sous la forme

on met en évidence les deux, tangentes à l'origine

kzox dz

et Ton voit, en outre, que la courbe esl tout entière
située dans l'angle de ces deux droites qui comprend
l'axe Os.

Enfin en mettant l'équation sous la forme

z*{x*z\ - (**+ zl)xl\ -f- k*z*x*= o,

on met en évidence les deux asymptotes réelles paral-
lèles à Oz

xz0 dz x0 /

et l'on voit également que la courbe est tout entière
comprise entre ces deux parallèles.

Enfin la courbe est symétrique par rapport aux deux
axes.

La forme est alors parfaitement déterminée, comme
l'indique la figure ci-contre.

En appliquant les formules (1) et (2), on a

V = TzkRt———I — (arctang^ ) J,

ƒ -a 3

—-^ J-dz,

Les deux intégrales précédentes se calculent aisé-
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ment dès qu'on remarque qu'elles ne dépendent que
de z'2.

Posons

Il vient
u du = z dz,

et l'on a

:
M*

\ 2 °«|
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II.

La courbe qui a pour équation

y =

est bien connue; on l'obtient en ajoutant les ordonnées
de la courbe

y = tanga?
et de la droite

y = — oo.

L'équation

f(x) = tanga? — x — ~ = o
4

a une racine et u»e seule comprise dans l'intervalle de

continuité — ̂ > 4- - . En effet, la dérivée de f(x)

f (x) = — = tang2a?

étant toujours positive, la fonction ƒ (x) croît de — GO,

pour x = —-> jusqu'à + ao, pour x = 4 — . Elle

s'annule donc une seule fois dans l'intervalle.

L'arc de longueur i vaut o^ i^ ' et sa tangente

est i ,54i2.

L'arc de longueur 1,1 vaut 63°2/ et sa tangente

est 1 ,()634.

Comme d'ailleurs y = 0,7804, on a

f(\) = 1,5412 — 1,7854 = —0,2449. < o ,

/ ( i , 1) — 1,9634 —1,8854 =-+- 0,0780 > o.

La racine est donc bien comprise dans l'intervalle 1
et 1, i ; et pour calculer une seconde décimale il suffit
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d'appliquer la correction de Newton à la valeur appro-
chée 1,1. On a

ƒ(!, I) 0,0780
/1 = -/(T77)=-(7PW=-0'020-

La racine cherchée est donc, avec deux décimales
exactes, par excès,

x = 1,1 — 0,02 = 1,08.

Composition de Mathématiques
(Sciences II).

f. On donne deux axes coordonnés rectangulaires
Ox, Oy et une droite (D) parallèle à l'axe Oy.

A chaque point M d\ine courbe (C), située dans
le plan des deux axes, on fait correspondre un
point M'', de même abscisse que le point M, par la
condition que la parallèle menée par Vorigine à la
tangente en M à la courbe (C) et la parallèle à
lyaxe Ox menée par le point M/ se rencontrent sur la
droite (D). Soit (C) le lieu décrit par le point M'
quand le point M décrit la courbe (C). Soit Mv le
point qui se déduit du point M' comme le point M,
en remplaçant toutefois la courbe (C) par la
courte (C).

Déterminer la courbe (C) :
1 ° De manière quelle passe par Vorigine et que

la longueur MM1 soit égale à une ligne donnée;
20 De manière qu'elle passe par l'origine, qu'elle

y soit tangente à la bissectrice de Vangle xOy et que
la longueur MM!' soit égale à une ligne donnée.
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II. On considère le mouvement. défini par les
équations

x = 3 a cos t — a3 cos 31, y — 3 a sin t -h a3 sin 31,

z = 3 a2 cos 2^,

o*V £ désigne le temps et a un paramètre constant.
Déterminer la vitesse et Vaccélération.

La trajectoire est une courbe fermée; quelle est
sa longueur? Déterminer a de façon que cette lon-
gueur soit égale à 3TT. [On se bornera à calculer
deux décimales. )

III. Evaluer les deux intégrales définies
27T 27T

C 3 cosr r sin a?
— / _ dx B = / d.r.

Jo sina" -i- cos x Jo sina" -+- cos.r

SOLUTION

Par JEAN SERVAIS.

1.
SoJi

X = «

l'équalion de la droite (D). L'équation de la parallèle
menée par l'origine à la tangente en M( . r , r ) à la
courbe (C) a pour équation

Elle coupe la droite (D) au point de coordonnées

_ _ dy
~~ a' ~~ lxa'

Les coordonnées du point M' sont alors

x' = x, y' = Y = a J- •
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i° La longueur du segment MM' est

MM' = y'— y = a ^ ~y-

En écrivant que ce segment est égal à 6, on obtient,
pour déterminer la courbe (C), l'équation différentielle
du premier ordre

dont l'intégrale générale est

Pour trouver la solution qui passe à l'origine, écri-
vons que pour x = o on a y = o, ce qui donne

o = C —6, C = b;

et la courbe cherchée a pour équalion

'2° Le point M" se déduisant de M', comme M' se
déduit de M, les coordonnées de M" sont

4£,dx

ou, en remplaçant x' et y1 par leurs valeurs en fonc-
tion de x e t j ' ,

o d~y
x = x, y = a2 -j-^r*J dx2

La longueur du segment MM/' est alors

En écrivant que ce segment est égal à 6, on a, pour
déterminer la courbe (C), l'équalion différentielle du
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second ordre

(•o ë
dont l'intégrale générale est

En écrivant que pour x — o on a : y = o, -p — i,

il vient
A -H B = b,
A - B = a.

On en tire
a-^-b R b — a

1 1

et l'é(jiiation de la courbe (C) est, dans ce cas,

II.

Les composantes de la vitesse sont

dx—

s^-h 3a2 cos3^),

dz
-y- = — G
dt

celles de l'accélération sont

-— =— 3a(cost — 3a 2 cos3^),

3 a 2
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La formule
ds* =

donne, tous calculs faits,

cfe = 3a )

Pour avoir la courbe entière, il suffit de faire varier (
de o à 2 71, on a donc

•»27T

En égalant 5 à 3TC, on a, pour déterminer a, l'équa-
tion

/ ( ) J a —1 = 0,

qui a une seule racine réelle et positive. Cette racine

est comprise entre o et-> car

sont de signes contraires. En appliquant la correction

de Newton à la racine -? on a

*= /G) - î
6 i4
7-1-2
4

La nouvelle valeur approchée est donc

« , = -!- — - i - = - = o;4a8.
2 M 7

C'est la valeur approchée cherchée, par excès, car

comme il est facile de le vérifier.



UI.
On

A H - B = / rfx=T,
«'o

2 7C 2 TT

^ 4 /* ' sin.r—cos.r , /* / TZ\ .
h-\= ~ o r̂:r= ƒ tangfar—TW/,r,

, / s in^4-cos^ / ° \ 4 /

B - A =
/ -\ f3"— log cos ( a* — T ) = Io

\ 4 / Io

TI
cos —

4

3 4
or

/ • > . * r\ r )7T . T T l / / 3 / l

c o s ( — — — ) = c o s — = s i n — = - 1 4 / i / ~

donc

B — A = los

TT ^ ^ «

S '2


