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NOUVELLES ANNALES 
DE 

MATHÉMATIQUES 
[ M 3 5 j ] 

SUR LA QUATRIÈME CONGRUENCE DE CUBIQUES GAUCHES 
DE M. S T U Y V A E R T ; 

P A R M . L U C I E N G O D E A U X . 

Dans de belles recherches de Géométrie, couronnées 
par l'Académie royale de Belgique ( ' ) , M. Stuyvaert a 
défini six types de congruences linéaires de cubiques 
gauches. Ce sont les congruences dont chaque courbe 
est représentée par l'évanouissement de la matrice 

<pn(;r, a) O12O, a ) 913(3-, a) 
— o , 

?2i<>, a) cp22(^r, a ) <p230, a ) 

les six fonctions o étant linéaires par rapport aux coor-
données ponctuelles ^4) et par rapport aux 
paramètres (a<, a2, a 3 ) . 

Parmi ces congruences, les deux premiers types ont 
été étudiés par M. Stuyvaert ( 2 ) ; j'ai ensuite établi 

(*) Cinq études de Géométrie analytique (Prix François Deruyts, 
1906). Gand, Librairie Van Gœthem, 1907, p. 94-119 (2e étude). 

(2 ) Une congruence linéaire de cubiques gauches ( Bull. de 
VAcad. roy. de Belgique, 1907); Deuxième congruence linéaire 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. XI. (Janvier 1911.) 1 



( a ) 
qu'une certaine transformation birationnelle de l'espace 
fournit immédiatement la plupart des propriétés des 
types I, III et VI ( 1 ) . Dans la Note suivante, j'établis 
une transformation birationnelle de l'espace qui trans-
forme le type IV en une congruence bilinéaire de 
droites. La même transformation fournit de nouveaux 
types de congruences linéaires de cubiques que je 
signale. 

Rappelons avant de commencer les propriétés de la 
congruence IV de M. Stuyvaert. Cette congruence est 
représentée par la matrice 

Il ai clx -+- a2 bx h- a3 cx a'x -h a3 c'x cck à'x -+- a3 c'x 

Il at âk -f- a2/r aXd'x ort d"x 

Les cubiques qui la forment s'appuient quatre fois 
sur la sextique de genre trois 

a r bf «V ax 

Cx c'x Cx o 
àx dx d'[r fr 

cinq fois sur la cubique gauche 

d'x 

dx 

et une fois sur la droite 

d'z — d'x = o. 

La transformation birationnelle T . — 1. Soient 

de cubiques gauches (Rendiconti del Cire. Matem. di Palermo, 
1908, t. XXVI). 

(!) Nouveaux types de congruences linéaires de cubiques 
gauches {Nouv. Ann. de Math., 4° série, t. I X ) ; Sur la sixième 
congruence de cubiques gauches de M. Stuyvaert ( Bull, de 
VAcad. roy. de Belgique, 1909). 



( 3 ) 
Cl une sextique gauche de genre trois et C3 une cubique 
gauche dont les équations sont respectivement 

( C i ) 

( C . ) 

a.x bjc VJL-

a'x c'x d'x 
a", b'[r c' d' 

= o, 

ax ax aa 

b' b'' 

0 0 h X2 

b.r CX dx 

b'cc d'x 

<c b"x c'x d'x 

La courbe C3 s'appuie donc en huit points sur Cg ( ' ) . 
Il y a une infinité de surfaces cubiques F , formant 

un faisceau, qui passent par les courbes C® et C3 ; elles 
ont pour équation 

(F) 

et X2 étant des paramètres variables. 
Désignons par Oj , 0 2 , 0 3 , 0 4 les sommets du té-

traèdre fondamental. 
Etablissons une homographie H entre les surfaces F 

et les plans passant par la droite d = 0 2 0 3 . Nous pren-
drons pour l'équation du plan correspondant à la sur-
face F donnée par le rapport 

XijKi — >̂ 274 = o. 

Une bisécante de la cubique C3 peut être représentée 
par les équations 

( 0 p'ax-t- ¡¿"a'x= o, 
¡xbx + n'b'x-+ jj/'6'i = o. 

(M S T U Y V A E R T , loc. cit. (Étude I, p. 2 7 ) . 



( 4 ) 
Si rions écrivons les relations 

y± = y± = Zï, 
¡x ¡x' 11" ' 

elles feront correspondre à la droite unissant le point 
^(y* > y ii y si y * ) a u P° i n t OH bisécante de C3 re-
présentée par les équations (i), et réciproquement. 
Nous aurons ainsi une correspondance birationnelle K 
entre la gerbe de sommet 0 4 et la congruence des 
bisécantes de C3 . 

La correspondance K est telle qu'au plan 

correspond la quadrique 

i'3 
ax «'i 
bx b'x b"x 

En général, à un cône d'ordre n et de sommet Ou 

la transformation K fait correspondre une surface 
d'ordre m passant n fois par C3, et réciproque-
ment. 

2. A l'aide de l'homographie H et de la transforma-
tion K, nous pouvons établir une correspondance bi-
rationnelle T entre les points (x) et (y) de l'espace. 
Remarquons pour cela qu'une corde de C3 rencontre 
une surface F en trois points dont deux sont sur C3 ; 
les coordonnées du troisième point peuvent donc s'écrire 
en fonctions rationnelles des coefficients de l'équation 
de F . 

Soient P(x{, x2, x3, x4) et Q (y<,y2,y*, jr*) deux 
points de l'espace. Nous dirons que ces points se cor-



( 5 ) 
respondent par T si les conditions suivantes sont véri-
fiées : 

a . L'homographie H fait correspondre le plan Q 0 2 0 3 

et la surface F passant par P. 
b. La droite QO< et la corde de C3 issue de P se cor-

respondent dans la transformation K. 

Une telle transformation T est évidemment biration-
tionnelle. 

p étant un facteur de proportionnalité et les déter-
minants cubiques étant dénotés par leur première ligne, 
les coordonnées de Q s'exprimeront au moyen de celles 
de P par les formules 

Pfi = | <*>x bx dx | ( a x b ' x — a'xbx), 

Pr«=l a* \(a'xb"x—a"xb'x), 

py3=1 ax bx cx | (a'xbx~ axb"x), 

P y k = | «r bx cx I (axb'x— a'xbx). 

Dans la suite, nous désignerons par S4 , S2 les es-
paces lieux des points respectivement de coordonnées 

La transformation T mute un plan de S2 , d'équation 

W1JK1+ W2JK2-+- u>iyz-*r u^y^ = o, 

en une surface du cinquième ordre dont l'équation 
peut s'écrire 

0 0 u2 u>z ¿¿4 
ax "x ax "x a"x 
bx b'x b"x bx b'x b"x 

I «X bx cx I | ax bx dx I 

La dernière ligne s'annule pour les points de la 
courbe C*, donc la surface passe par cette courbe. 
Tous les termes du déterminant précédent s'annulent 



( 6 ) 
pour les points de C 3 ) donc cette courbe est double 
pour la surface ( i ) . Enfin, si l'on introduit l'hypothèse 

(Ci) 

les termes de la première colonne sont nuls, donc la 
surface ( i ) passe simplement par la cubique gauche C'3. 

Les équations des courbes C*, C3 etCg ne dépendant 
pas des coefficients u^ w2, on peut énoncer le 
théorème suivant : 

Les plans de S2 se transforment en des surfaces 
du cinquième ordre passant simplement par les deux 
courbes C*, C'3 et doublement par la cubique C3. 

Les trois courbes C*, C3 et C'3 sont évidemment sin-
gulières pour la transformation T ; nous allons voir que 
ce sont les seules dans l'espace . Pour cela, il nous 
suffira de démontrer que l'intersection de deux surfaces 
telles que (1) se compose de ces courbes et d'une 
courbe variable du quatrième ordre, ou encore que la 
courbe de correspondant à une droite de S2, est du 
quatrième ordre. 

La courbe correspondant à la droite 

UyZ= O , Ç y = O y 

est représentée par 

0 0 

I cix bx cx || ax bx dx | 



( 7 ) 
Celle matrice s'annule pour les points d'une courbe 

du seizième ordre. Mais C3 annule tous les termes de (2 ) 
et C'3 tous les termes de la première colonne; par suite 
la courbe du seizième ordre se décompose en trois 
fois C3, une fois C'3 et en une courbe d'ordre quatre 
mobile. 

A une droite de S2 correspond une courbe du qua-
trième ordre. 

Les seules lignes singulières de sont GJ, C3 

et c ; . 

3. Recherchons quels lieux engendrent les points 
de S2 qui correspondent aux points singuliers de S, . 

A un point P de C* correspondent évidemment tous 
les points d'une droite passant par 0 1 et que la trans-
formation K fait correspondre à la corde de C3 issue 
de P. Le lieu de telles cordes est une surface d'ordre 
huit passant quatre fois par C3 ; par suite la transfor-
mation K la mute en un cône du quatrième ordre de 
sommet 0 4 et la surface correspondant à C* est déter-
minée. On peut affirmer que ce cône est dépourvu de 
singularités, car il est de genre trois, ses génératrices 
étant en correspondance birationnelle avec les points 
de c ; . 

La surface [C*] lieu des points de S2 qui se trans-
forment en des points de Cg est un cône du quatrième 
ordre de sommet 

Soi t [C 3 ] le lieu des points de I 2 qui correspondent 
aux points de C3 . Pour que le transformé d'un point 
Q de S2 soit sur C3, il faut et il suffit que la surface 
cubique F correspondante au plan 0 2 0 3 Q et la corde 
de C3 correspondante à la droite 0 , Q , se touchent. 



( 8 ) 
(Le point de contact, qui correspond à Q, est en effet 
nécessairement sur C 3 . ) 

Le lieu des cordes de C3 qui touchent une surface F 
(nécessairement le long de C 3 ) est une surface d'ordre 
dix passant cinq fois par C3 ; la transformation K la 
mute donc en un cône d'ordre cinq de sommet 0 4 . 
L'homographie H fait correspondre à la surface F con-
sidérée, un plan passant par 0 2 0 3 et ce plan rencontre 
donc [C 3 ] en une courbe du cinquième ordre. D'autre 
part, on constate aisément que par un point de 0 2 0 3 

passent deux pareilles courbes, donc la surface [ C 3 ] 
passe doublement par cette droite et est d'ordre sept. 
Enfin, une droite issue de Ot rencontre encore la sur-
face [C 3 ] en deux points, donc O t est un point quin-
tuple. 

La surface [C3], lieu des points auxquels corres-
pondent des points de C3, est d?ordre sept, passe dou-
blement par la droite 0203, et possède un point 
quintuple 04. 

Il est facile de montrer qu'à un point de C3 corres-
pondent les points d'une conique de la surface [C 3 ] . 
Considérons un point P de C3 ; au cône projetant C3 

de P, la transformation K fait correspondre un plan 71 
passant par O, . Une surface cubique F est tangente 
en P à chaque génératrice du cône, et inversement 
une seule génératrice touche une surface F en P ; par 
suite, si nous considérons dans TC les faisceaux droites 
dont les sommets sont 0« et le point de rencontre de TC 
avec 0 2 0 3 , ils sont homographiques et le lieu des in-
tersections des rayons correspondants est la conique 
transformée du point P. 

Soit enfin [C'3] la surface transformée de C3, nous 
allons voir qu'elle coïncide avec le plan 0< 0 2 0 3 . A ce 
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plan, la transformation K. fait correspondre la qua-
drique 

axb'x — axbx — o, 

et Thomographie H, la surface cubique 

| ax bx cx | = o. 

Ces deux surfaces se rencontrent en deux courbes 
C3, C3 . Inversement, à un point de C3 correspond une 
droite du plan 0 4 0 2 0 3 passant par O*, par suite. 

La surface [C 3 ] , lieu des points de S2 auxquels 
correspondent des points de C3 , coïncide avec le 
plan 0< 0203. 

Une droite de S2 rencontre les surfaces [CJ], [C 3 ] 
et [C 3 ] respectivement en quatre, sept et un point; on 
en conclut que : 

Aux droites de S2 correspondent des courbes du 
quatrième ordre s'appuyant quatre fois sur C*, 
sept fois sur C3 et une fois sur C3 . 

4. Soit T: un plan de ; d'après la théorie des 
transformations birationnelles, on sait déjà qu'il lui 
correspond dans S2 une surface du quatrième ordre. 
Nous allons voir que cette surface passe par la droite 
0 2 0 3 et est un monoïde dont le sommet est en 0 4 . 

Soit TC' un plan passant par 0 a 0 3 . Il lui correspond 
par H une surface cubique F. Les cordes de C3 qui 
s'appuient sur l'intersection de cette surface avec le 
plan t: forment une surface d'ordre six passant trois 
fois par C3. La transformation K mute cette surface en 
un cône cubique de sommet O, et iz' rencontre donc la 
surface du quatrième ordre transformée de tz en une 
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cubique, donc cette surface passe simplement par la 
droite 0 2 0 3 . 

A une droite issue de 0 M K fait correspondre une 
corde de G3. Par le point d'intersection de celle-ci 
avec 7r, passe une surface F . Le plan correspondant à 
cette surface dans l'homographie H marque un seul 
point de la transformée de TT; par suite cette transformée 
a un point triple en O, . 

A une droite de correspond dans S2 une courbe 
du cinquième ordre. Deux surfaces du quatrième ordre, 
transformées de deux plans de ont donc en commun, 
outre d, une courbe variable d'ordre cinq et une 
courbe C10 d'ordre dix. 

Aux plans de correspondent des monoïdes du 
quatrième ordre dont le point multiple est en 0 { et 
qui passent par la droite 0 2 0 3 et par la courbe C1 0 . 

La transformation T possède dans S2 un point 
singulier isolé, une droite et une courbe d'ordre dix 
singulières. 

5. Désignons par [0<] , [ 0 2 0 3 ] , [C 1 0 ] I e s surfaces 
de dont les points correspondent respectivement au 
point 0 { et aux points des courbes 0 2 0 3 , C1 0 . 

On arrive aisément aux théorèmes suivants : 

La surf ace [ 0 < ] lieu des points de correspon-
dants à 0< est la surface cubique que l'homogra-
phie H fait correspondre au plan 0 4 0 2 0 3 . 

La surface [02 08 ] lieu des points de correspond 
à ceux de 0203, est la quadrique transformée du 
plan 0j0203 au moyen de la transformation K. 

Passons à la recherche de la surface [C<0]. 
Sur une surface cubique F , passant par G' et C3, il 
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se trouve six cordes de C3. A tous les points d'une de 
ces cordes, correspond un même point unique de S2 . 
Recherchons le lieu C de ce point. 

Le lieu des cordes de C3 appartenant à une surface F , 
est une surface S du huitième ordre. Considérons en 
effet un plan TU, une droite x extérieure à ce plan et 
ne rencontrant pas C3 et deux ponctuelles ( X , ) , ( X 2 ) 
de support x. Par un point passe une corde de C3 ; 
parle point où celte corde rencontre r passe une sur-
face F qui marque sur x trois points X 2 . Inversement, 
à un point X 2 correspondent six points X 4 . Une coïn-
cidence des points X n X 2 est généralement un point 
de la surface S ; il y a une exception pour le point 
commun au plan tz et à la droite x, qui absorbe une 
coïncidence. D'après le principe de Chasles, S est 
donc 9 — 1 = 8 . Cette surface contient CJ et a été ren-
contrée plus haut. 

La transformation K mute S en un cône [Cj|] du 
quatrième ordre de sommet 0 4 . La courbe C se trouve 
évidemment sur ce cône. Un plan passant par con-
tient quatre génératrices de [Cj!]; chacune d'elles 
contient, en dehors de 0 1 ? un et un seul point de C. 
Sur la surface [ 0 4 ] , se trouvent six cordes deC3 , donc 
C passe six fois par O* et celte courbe est du dixième 
ordre; par suite elle coïncide avec C 1 0 . Un plan pas-
sant par 0 2 0 3 contient six points de C10 en dehors 
de 0 2 0 3 , donc cette droite est une quadrisécante. 

La courbe singulière C10 a un point sextuple en 
O, et s'appuie quatre fois sur la droite 0203. 

La surface [ C i 0 ] lieu des points de correspon-
dant aux points de C i 0 est du huitième ordre, passe 
quatre fois par C3 et une fois par CJ. 

Une droite de S, rencontre [ 0 4 ] , [ 0 2 0 3 ] , [ C i 0 ] 



( ) 
respectivement en trois, deux et huit points; donc : 

Aux droites de S, correspondent des courbes du 
cinquième ordre s'appuyant deux fois sur 0203; 
huit fois sur Cio et ayant un point triple en O,. 

On remarquera que G10 fait partie de l'intersection 
de [C;!] et de [C 3 ] , d'après la théorie des transforma-
tions birationnelles. On vérifiera alors aisément que 
[C 3 ] passe doublement par C,0 , car une droite issue 
de Oi et s'appujant sur C,0 ne rencontre [C 3 ] qu'en 
deux points distincts. 

Congruences linéaires de cubiques gauches. — 
6. I ̂ a transformation T mute une droite a de S2 s'ap-
puyantsurla droite 0 2 0 3 , en une courbe du quatrième 
ordre qui dégénère en une cubique gauche y et une 
bisécante a ! de C3. 

Si P est le point d'appui de a sur 0 2 0 3 , la droite a! 
correspond, par la transformation K, à la droite PO, ; 
cette droite a! se trouve donc sur la quadrique 

a x b ' x ~ a'xbx = o, 

et s'appuie ainsi en un point sur C'3. En utilisant un 
théorème précédent, nous pouvons énoncer celui-ci : 

A une droite de S2 s'appuyant sur la droite 0 2 0 3 

correspond dans S, une cubique gauche s'appuyant 
en quatre points sur Cj! et en cinq points sur C3 . 

Supposons que la droite a appartiennent à une con-
gruence linéaire G ( 0 2 0 3 étant naturellement singu-
lière pour cette congruence). Les cubiques y corres-
pondantes formeront évidemment une congruence T 
dont l'ordre est égal à l'unité, car si par un point P 
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de passaient plusieurs courbes de T, par le point 
de S2 correspondant à P passeraient plusieurs droites 
de G, ce qui n'a généralement pas lieu. 

La classe de T est, comme on sait, le nombre de ses 
courbes y s'appuyant en deux points sur une droite. 
En transformant au moyen de T, on voit que la classe 
de T est le nombre de droites de G s'appuyant en deux 
points sur une courbe d'ordre cinq possédant un point 
triple en et deux points simples sur 0 2 0 3 . 

Nous examinerons les différents cas qui peuvent se 
présenter pour les congruences I\ 

7. Prenons pour G la congruence formée par les 
droites s'appuyant sur 0 2 0 3 et sur une courbe D, 
d'ordre n, s'appuyant n — i fois sur 0 2 0 3 m fois 
sur C 1 0 ( 1 ) et enfin passant m{ fois par (m* étant 
égal à zéro ou un). 

La transformée de D, débarrassée des composantes 
provenant des points communs à D et aux éléments 
singuliers de T dans S2, est une courbe A d'ordre 
3 n — m -f- i — 3 mK. La congruence T est donc le lieu 
des cubiques gauches y s'appuyant en un point sur A. 

La courbe A s'appuie sur G^, C3 , C'3 respectivement 
en 4 (AI — m{ ) — m, 5 n — a m -f- 2 — 5 mK, i — m { 

points ; ces points d'appui sont fournis par les inter-
sections de D avec les surfaces [C*] , [C 3 ] , [C'3] en 
dehors des points singuliers de T dans S2 . 

Passons à Ja recherche de la classe de T. Les bise-
cantes d'une courbe du cinquième ordre transformée 
d'une droite de S2 , s'appuyant sur 0 2 0 3 , forment une 
surface d'ordre cinq passant deux fois par 0 2 0 3 et 
ayant un point triple en 0 { . Cela étant, d'après la 

C1) En dehors de O,. 
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remarque faite tantôt, la classe de T sera le nombre des 
points d'intersection de D avec cette surface, en dehors 
de 0 2 0 3 et de ; c'est-à-dire 3n -f- 2 — 3 m,. 

Selon que m prendra les valeurs o ou 1, nous obtien-
drons deux congruences T { , T2 dont nous résumerons 
les propriétés dans les tableaux à double entrée sui-
vants (le nombre placé à l'intersection d'une ligne et 
d'une colonne fournit le nombre de points communs 
aux deux courbes de tête) : 

c : c 3 ci A r 

Cl 8 8 l\n — m 4 

C3 8 5 5 n — 2 m 2 5 

Ci 8 5 1 0 

A 4 n — m 5/? — 2/72+2 • • 

Y 4 5 0 1 

(T,) (classe = 3 n + 2 ) . 

ci c 3 A r 

e s 8 4/i — m — 4 4 

c 3 8 5 n — 2 m — 3 D 

A l\n — m — 4 5 n — 2 m -+- 3 I 

y 4 5 
• 

( r 3 ) (classe = 3/1 —1). 

On voit que la congruence IV de M. Stuyvaert s'ob-
tient pour n = 1, m = o ; car A devient alors une bisé-
cante de C3 . 

La transformation T mute les cubiques de la 
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congruence IV de M. Stuyvaert en les droites d!une 
congruence bilinéaire. 

8. La congruence G peut être formée par des fais- . 
ceaux de rayons dont les plans passent par 0 2 0 3 et 
dont les sommets sont sur cette droite, un point de 
0 2 0 3 étant le sommet de n faisceaux et un plan par 
O2O3 contenant un seul faisceau. 

Les cubiques de la congruence T correspondante se 
distribuent par faisceaux sur les surfaces du troisième 
ordre F passant par Cj! et C3, une surface contenant 
un seul faisceau. 

Le centre d'un faisceau de rayons de G, étant sur 
0 2 0 3 , est transformé en une droite de la quadrique 
[ 0 2 0 3 ] , dont l'équaiion est 

axb'x—a'xbx— o. 

Une telle droite est donc rencontrée par les cubiques 
de n faisceaux de T. Une surface F ne contenant qu'un 
seul de ces faisceaux et toutes les surfaces F ne conte-
nant pas les génératrices de [ 0 2 0 3 ] , les cubiques d'un 
faisceau de T passent par un même point de la généra-
trice correspondante de la quadrique [ 0 2 0 3 ] . 

Pour chercher la classe de T, considérons la surface 
S5 lieu des bisécantes de la transformée d'une droite 
de s'appuyant sur 0 2 0 3 ; cette droite est double 
pour S5 . Soient ( X | ) , ( X 2 ) deux ponctuelles situées 
sur 0 2 0 3 . Par un point X , menons les deux généra-
trices de S 5 , les plans passant par 0 2 0 3 et contenant 
ces génératrices contiennent chacun un faisceau de 
droites de G ; les sommets de ces faisceaux marquent 
sur 0 2 0 3 deux points X 2 . Inversement, à un point X 2 

correspondent 3 n points X { . D'après le principe de 
Chasles, il y a in -h 2 coïncidences et T est de classe 
3 n -f-1 d'après la remarque faite plus haut. 
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Si l'on établit une correspondance (w, i) entre les 

surfaces cubiques F passant par C*, C3 et les géné-
ratrices bisécantes de C3 de la quadrique 

axb'x—a'xbx = o, 

la cubique gauche s'appuyant quatre fois sur C;j, 
cinq fois sur C3 et une fois sur la génératrice de la 
quadrique correspondant à la surface F sur laquelle 
cette cubique se trouve, engendre une congruence T3 

d'ordre un et de classe 

9. A. une droite de S, correspond une courbe d'ordre 
cinq ; à un point de C3 correspond une droite passant 
par O, et s'appuyant sur 0 2 0 3 . On en conclut qu'à 
une bisécante de C3 correspond dans S2 une courbe 
d'ordre cinq dégénérée en deux droites passant par 0< 
et situées dans le plan 0< 0 2 0 3 , et une cubique gauche y 
passant parO< et s'appuyant encore huit fois sur C1 0 . 
Les bisécantes de C3 forment une congruence linéaire, 
par suite les courbes y' forment une congruence 
linéaire F^. 

Par un raisonnement employé plus haut, on verra 
que la classe de T4 est le nombre de bisécantes de C'3 

s'appuyant en deux points sur la transformée d'une 
droite de S2 . Une telle courbe est d'ordre quatre et 
s'appuie une fois sur C3 ; par suite la classe cherchée 
est égale à quinze. 

Les cubiques s'appuyant en huit points sur une 
courbe du dixième ordre et passant par un point 
sextuple de cette courbe, forment une congruenceT4 

d'ordre un et de classe quinze. 

10. Prenons pour C;! et C3 les équations employées 
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par M. Stuyvaert et rappelées dans l'introduction de 
ce travail, c'est-à-dire 

dx a'x a"x bx II 
Cx c'x C'!c o = o , 

d x d x d x f x |j 

1ax cx dx ^ 

d'x c'x d ' x || 

(Cl) 

(G,) 

La cubique C'3 a maintenant pour équations 

( C . ) 
d x 

C"r. 

B X 

o 

et dégénère donc en une droite et une conique. 
Les équations de la transformation T deviennent 

y i -y* ! '.yz : '-y* 
dx d'x d'x 

= ^x C'x c'x 
dx d'x d'x 
a'x d'x bx 

c'x C'x o 

d'x d'x fx 

C"r 

d'x a ' x 

d'x d'L 

ax d'x bx 

c'x C'x o 

d'x d'x fx 

d'x d'x bx 

c'x C'x o 

d'x d'x / * 

c'x d'A 

CX dy 
X 

Cette transformation fait correspondre aux cubiques 
gauches de la congruence de M. Stuyvaert les droites 
s'appuyant sur les droites 

y-i = y 3 = o. 

On ramènera par la transformation T toute propriété 
d'une congruence bilinéaire de droites à une propriété 
de la congruence de cubiques. 

Ann. de Mathémat4e série, t. XI. (Janvier ign.) 2 
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[D4c] 
SUR L E DÉVELOPPEMENT DE TAYLOR 

D UNE FONCTION MÉROMORPHE; 

P A R M . G . V A L I R O N . 

M. Borel a démontré la proposition suivante : 
Une fonction méromorphe, dans tout le plan, ne peut 

être représentée par une série 

S«. 
bn 

où an et bn sont des entiers et où reste fini 
lorsque \bn\ ne renferme pas de facteurs premiers dont 
le module soit infini avec n, à moins qu'elle ne se 
réduise à une fraction rationnelle à coefficients en-
tiers (4 ). 

On peut, dans une certaine mesure, étendre le théo-
rème au cas où le dénominateur contient des facteurs 
premiers qui deviennent infinis avec n. On a le résultat 
suivant. 

La série 

1 + i 

où an et bn sont des entiers réels ou complexes, \bn\ 
satisfaisant aux conditions précédentes et où les p 

( 1 ) Voir B O R E L , Bulletin des Sciences Mathématiques, 1894, et 
Leçons sur les fonctions méromorphes, p. 3 7 . — HADAMARD, La 
série de Taylor et son prolongement analytique, p. 97. 
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nombres k\ . . . kp sont entiers et réels, ue peut repré-
senter une fonction méromorphe dans tout le plan. 

(Lorsque certains des nombres ki sont négatifs les 
coefficients ne sont de la forme indiquée qu'à partir 
d'une certaine valeur de n) . 

Posons 

/ < * > = 2 — T 2 ^ 
1 ' . n ^ * ' ) 

1 

Si f(x) est une fonction méromorphe il en est de même 
de la fonction 

/• / \ ¡ s, V a,iX+kY 
A (x) = * k r f ( r ) = 2 d p ' 

î 

et par conséquent de sa dérivée 

y , y// V1 a nXn-+-,i'}>~1 
M x ) = A ( x ) = 2 d ~ ' 

1 ba\ " J ( « - + - * / ) 
î 

cette dérivée est de la même forme que f(x) avec un 
terme de inoins en dénominateur. (Il est nécessaire, 
lorsque kp est négatif, de supprimer un certain nombre 
de termes qui contiennent des puissances négatives 
de x). 

Ep opérant de même avec/a { x ) ainsi de suite on 
arrivera à la fonction 

l 

qui devra être une fonction méromorphe. Mais ce ne 
peut être qu'une fraction rationnelle à coefficients en-



( 20 ) 
tiers d'après le théorème de M. Borel. La fonction f(x) 
et touLes les fonctions intermédiaires sont donc aussi 
des fractions rationnelles puisqu'elles ont les mêmes 
pôles que f 2 P ( x ) . 

Mais on sait que lorsque la fonction primitive d'une 
fraction rationnelle est une fraction rationnelle, on 
l'obtient par des opérations rationnelles, donc en re-
montant de proche en proche la suite des fonctions 
Jip— i )î ' " - ) f { x ) - ) o n Y o n c l u e toutes ces fonctions 
sont des fonctions rationnelles à coefficients entiers. 

Finalement l'hypothèse que f ( x ) est méromorphe 
dans tout le plan conduit à la conclusion que c'est une 
fraction rationnelle à coefficients entiers, ce qui est 
impossible, car le développement en série d'une telle 
fonction est de la forme 

¡¿>„| satisfaisant à la condition énoncée. Par conséquent 
le développement 

bn [ J O -+- h ) 

ne peut pas représenter une fonction méromorphe dans 
tout le plan. 
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AGRÉGATION DES SCIENCES MATHÉMATIQUES 
(CONCOURS DE 1 9 1 0 ) . 

COMPOSITION 
SUR LE CALCUL D I F F É R E N T I E L E T INTÉGRAL ( ' ) . 

S O L U T I O N PAR M . T U R R I È R E . 

On considère la famille de quadriques (Q) 

ax*-\- by2-\- c 5 2 = const., 

a, b, c étant des nombres distincts donnés ( 2 ) , les axes 
coordonnés étant rectangulaires. Les courbes (y) 
trajectoires orthogonales de ces quadriques sont les 
intégrales du système 

dx _ dy _ dz 
a x by cz' 

et leurs équations sont 

x = x0ta, y — y^tl\ z — zq tc ̂  

x0, y z 0 étant des constantes et t étant un paramètre; 
pour simplifier les calculs, je poserai / = eu et prendrai 
pour équations des courbes (y) : 

(y) x = x0eau, y=yQebu, z = z0ecu. 

(') Voir l'énoncé page 4o3 des Nouvelles Annales de 1910. 
( 2 ) Sauf avis contraire, je ne fais aucune restriction relativement 

aux signes de a, c. 
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Les surfaces ( S ) trajectoires orthogonales des qua-

driques (Q) sont intégrales de l'équation linéaire 
aux dérivées partielles du premier ordre 

( E ) axp 4 - byq = cz\ 

les caractéristiques de cette équation sont les courbes(y). 
Pour définir l'intégrale générale (S) , il suffit de se 

donner une courbe distincte d'une caractéristique 

et de résoudre le problème de Gauchy pour cette 
courbe imposée; on est ainsi conduit aux équations 
paramétriques suivantes de l'intégrale générale (S ) : 

x = xQ(i>)eau, y = y{)(v)ebu, z^=z0(v)ecu; 

la courbe imposée est la courbe u — o; les caracté-
ristiques sont les courbes coordonnées y = const. 

Il résulte de ces équations que Véquation générale 
des surfaces ( S ) s'obtient en égalant à zéro une 

i i i 
fonction homogène quelconque de xa, yl>, zc (i). 

Gomme exemples remarquables, je citerai des 
surfaces d'équation 

m m m 
B ^ T - I - C o , 

A, B, G, m étant des constantes quelconques. Plus 
particulièrement encore, pour A = o, B = o , G = o, 
on obtient trois familles de cvlindres. 

( 1 ) Dans toutes les questions concernant les trajectoires ortho-
gonales de surfaces, il y a lieu de chercher s'il existe un système 
triple-orthogonal constitué par ces surfaces et deux familles de 
surfaces trajectoires, et il y a le plus grand intérêt à mettre ce 
système en évidence. Dans le cas actuel de quadriques (Q) concen-
triques et homothétiques, il n'existe pas de tel système, confor-
mément d'ailleurs au théorème de M. Maurice Lévy. 



( 23 ) 

Comme autre exemple, j e citerai les surfaces 

* g 1 
xa yb zc == const., 

a, p, y étant trois constantes assujetties à la condition 

a + P + f = o. 

Ces surfaces rentrent dans le type des surfaces 

x^yV-z* = const., 

qui furent étudiées par Lie et par Klein. Pour a = o, 
¡3 = o, y = o, on a trois familles de cylindres identiques 
aux précédentes. 

I. Nous avons trouvé les équations 

(S ) J = y~yoefm, z = z0e™, 

pour représenter les surfaces ( S ) : x0y y0, z0 sont trois 
fonctions arbitraires d'un paramètre e. Ce sont bien là 
des expressions de la forme spécifiée dans l'énoncé. 

Déterminons les asymplotiques de cette surface ( S ) . 
Les déterminants D, D', D" de Gauss (notations de 
M. Darboux) ont pour expressions 

D — Di e^+b+ù", D' == D'j eia+f'+c)u, D" = D\ 

en désignant par D<, D'n D { trois fonctions de v seul : 

C~ 

Dj = a x ç by» CZ o = Lbc(b — c)x'0y0z0, 
XQ A •s'o 

a x ! 0 by'o 
a x o byo CZ 0 = S a ( c - b ) x 0 y ' 0 z ' 0 , 

x'o /« z'o 
~Jt U, Q y; ZQ 

ax o by<, CZq = S »0(^0*0 — czoyo) 

y'* 
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s'<p f oi zo désignent les dérivées des trois 

fonctions y0j z0 de la variable v. 
De la circonstance remarquable que D, D', D" sont 

proportionnels à trois fonctions de v seul, il résulte que 
les asymptotiques sont déterminables par quadratures. 
Leur équation différentielle étant 

les deux familles d'asymptotiques sont représentées par 
l'équation 

où l'on fait successivement e== i et £ = — i. L'en-
semble des asymptotiques dépend donc de deux qua-
dratures. 

Ce résultat de pur calcul tient à une propriété pro-
jective de toute surface ( S ) d'être invariante dans la 
transformation homographique particulière 

dépendant du paramètre p (*). 

II. Pour que la courbe imposée a = o soit asympto-
tique de (S) , il faut et il suffit que D" et, par consé-
quent, D'̂  soient nuls. 

Par le fait que la courbe imposée est asympto-
tique9 toutes les courbes u = const. sont des asymp-
totiques. 

(*) On remarquera l'analogie d'équation et de génération des 
surfaces (S) et des cônes ayant l'origine des coordonnées pour 
sommet; la transformation homographique précédente est analogue 
à rhomothétie ayant ce point pour pôle. 

D, du2 ^ 2 D; du dv -h D'; dv* = o, 

p^z, 
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La condition trouvée exprime que la courbe imposée 

jouit de la propriété géométrique suivante : En tout 
point M de cette courbe, le rayon vecteur OM et la 
binormale sont conjugués en direction par rapporta 
toute quadrique (Q) . 

Cette relation est une sorte d'équation de Monge-
Pfaff du second ordre ; sur une surface quelconque de 
l'espace, elle se réduit à une équation différentielle du 
second ordre; par suite, sur toute surface, il y a au 
moins une intégrale de cette équation, distincte d'une 
caractéristique de (E) . On ne diminue donc pas la 
généralité du problème de Cauchy, en le résolvant 
pour la courbe intégrale générale de cette relation 
D* ~ o ; en d'autres termes, si l'on résout le problème 
de Cauchy pour la courbe la plus générale qui satisfait 
à cette relation, on aura l'intégrale générale ( S ) de (E). 
On connaîtra alors une famille d'asymptotiques 

u — const. ; 

l'autre famille sera définie par une équation réductible 
à une quadrature 

du — — i dv. 
D ! 

Or, pour trouver toutes les courbes qui satisfont à la 
relation D\ — o, il suffit de considérer une solution de 
chacune des trois équations différentielles linéaires du 
second ordre : 

X y I j X y —¡— M Cl Xq , 

fo = l^o -+- U byo, 
z"0 — Lz'0 -f- Mc^o, 

dans lesquelles L et M sont deux fonctions arbitraires 
de v : s i x 0 , 30 sont trois solutions, la courbe, lieu 
du point (.r0, y0j z0) lorsque v varie, est une courbe 
pour laquelle D] est nul. 
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Considérons l'une de ces trois équations analogues; 

cette équation homogène se transforme en une équa-
tion de Riccati 

Une telle équation n'est pas intégrable, en général, mais 
on peut profiter du fait que L et M sont deux fonctions 
arbitraires de v pour se donner a priori deux intégrales 
de cette équation de Riccati : l'intégrale générale s'ob-
tient alors par une quadrature. 

Passons maintenant à l'étude de l'enveloppe des 
asymptotiques. Considérons une surface ( S ) et une 
asymptotique distincte d'une caractéristique de l'équa-
tion ( E ) : imposons cette asymptotique comme courbe 
u = const. ; toutes les courbes u = const. sont alors 
des asymptotiques d'une même famille. En excluant des 
surfaces particulières sur lesquelles nous reviendrons 
au 3°, les asymptotiques d'une famille peuvent donc 
être représentées par l'équation u = const. : ce sont les 
courbes 

# » x0(v)ï>au, y = y o * = 

correspondant aux diverses valeurs de a . Supposons 
que ces courbes aient une enveloppe; cette enveloppe 
sera une courbe d'équations 

* = ©(")» r = x(w)> * = <K«0; 

il doit exister une fonction v de u rendant compatibles 

V ' ^ M + LVi -^Vf . 
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les équations 

x'Q ^ = cp\u)e-aH — a v(u)e~a", . . . . . ; 

il en résulte que l'on a 

do dy 
a cp b ^ c ^ ' 

c'est-à-dire que l'enveloppe, si elle existe, est une 
caractéristique de l'équation (E) . Soit ç = e0 l'équation 
de cette caractéristique ; pour v = v0 on a alors 

yo zo 
aa70 ~~ by0 cz0' 

et réciproquement. 
La condition nécessaire et suffisante d* existence 

de Venveloppe de la famille ¿¿ = const. d'asympto-
tiques est donc que les équations en v 

yo _ y'o _ zo 
cixq by o c Zq 

soient compatibles pour une certaine valeur v0 de v; 
Venveloppe est la caractéristique v = v0. 

Cette condition exprime que la courbe imposée est 
tangente à une caractéristique particulière; ou 
encore, ce qui revient au même, que la courbe imposée 
est normale à une quadrique (Q) particulière. 

Proposons-nous maintenant de déterminer toutes les 
suriaces (S ) dont une famille d'asymptotiques est douée 
d'en\eloppe ; observons que la condition 

xo _ y'o __ *o 
ax0 ~ byQ czq 

devient 
v

1==
 v

î==
y

3
, 



( 28 ) 
en posant, comme précédemment, 

a I \\(h> h l \%di> c ( VSRFT-
x0 — xe J , , z0=ye J , 

a, ¡3, y étant trois constantes arbitraires, et V4 , V 2 , V» 
trois fonctions de V. 

On considérera donc les trois équations de Riccati 
suivantes : 

V j = M -f- LV-i — « V f , 
v ; = M + l v 2 - # 

V'3 = M H - L V 3 - c V 1 , 

L et M étant deux fonctions arbitraires de v ; on se 
donnera deux nombres quelconques c0 et V 0 , et Ton 
considérera la solution de chacune de ces trois équa-
tions qui se réduit à V0 pour ç> = Les trois fonc-
tions V, , V2 , V3 ainsi obtenues conviennent à la sur-
face générale cherchée. 

On aura des exemples simples en particularisant les 
fonctions L et M, en prenant L et M constants, par 
exemple. 

Exemple /. — Parmi les surfaces (S ) , il en est qui 
sont réglées : elles sont représentées par les équations 

i = ( a r + a 0 )e f l , i , y = ( - f - %)ehu, z = (yv -h y0)eCU î 

leurs asymptotiques sont les courbes u = const., et les 
courbes 

u Ya0 J -il-, 

où R ( e ) est un polynome du second degré en v 

R ( e ) = — a ( a — b) (b — c) (c — a)v* 

-+- t>2l>c(b - c) »(PYO-Î- ÏPO) -h2bc(b~ c)ap0Te 

Pour un choix convenable des constantes, si l'ex-
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est nulle, les deux familles d'asymptotiques sont con-
fondues suivant les génératrices rectilignes u = const., 
les surfaces ( S ) correspondantes sont développables. 
C'est le résultat que l'on obtient en appliquant ce qui 
précède au cas L = o, M — o ; on trouve ainsi les sur-
faces développables 

x — a (av -f-
^ = -H 
z + y(cç -hi)tc; 

l'arête de rebroussement est la courbe v = o. 

Exemple II. — Comme second exemple, je prendrai 
L nul et M constant; en supposant a, ¿>, c tous trois 
positifs, si l'on pose 

x0 = a (chv/âV -}- \/7ï sh \/av), 

— ¡3 ( ch y/6 p \fb sh sfb v ), 

z0 — y(ch sfcv -+- \/c shy/cp) , 
ou bien 

x0 — ol (cos\/7îv -h {/a sin y f a v \ ' 

y0 = p(cosy/^P -f- yfb sin 

z0 = y (cosy /cv -h \/c sin ^cv), 

on obtient des surfaces ( S ) pour lesquelles les asym-
ptotiques u = const. ont pour enveloppe la caractéris-
tique v = o. Lorsque y/â, s/by sfc sont proportionnels 
à des nombres rationnels, les surfaces obtenues sont 
unicursales, ainsi que les courbes coordonnées (w) 
et(i>). 

Examinons maintenant les particularités d'une sur-
face ( S ) au voisinage de l'enveloppe d'une famille 
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d'asymptotiques. Tout ce que Ton peut dire des sur-
faces ( S ) est une conséquence des propriétés générales 
de l'enveloppe d'une famille d'asymptotiques d'une sur-
face quelconque. On sait que la seconde famille 
d'asymptotiques a la même enveloppe, qu'en un point 
de contact les directions asymptotiques sont confon-
dues, qu'en un tel point l'indicatrice se décompose en 
deux droites parallèles. La courbure totale de la sur-
face le longde l'enveloppe est nulle, ainsi que la torsion 
des asymptotiques ; le plan osculateur de l'asympto-
tique au point de contact a un contact d'ordre supérieur 
avec la courbe. 

III. Nous avons implicitement supposé plus haut que 
la famille d'asymptotiques w = const. n'était pas con-
stituée par les caractéristiques de l'équation (E) . Etant 
donnée l'équation 

f(P, <]•> v, 7 , *) = axp -t- byq — cz = o, 

la condition donnée par Lie pour que les caractéris-
tiques soient asymptotiques de toute intégrale n'est 
pas satisfaite, car on a 

ce ne sera donc que sur des surfaces ( S ) particulières 
que les caractéristiques seront des asymptotiques -, ces 
surfaces seront les intégrales communes aux deux équa-
tions linéaires 

ax p -f- byq — c z = o, 
aïxpb%yq — c2z = o; 

elles seront donc orthogonales non seulement aux 
quadriques (Q), mais encore aux quadriques 

c-z- — const. 
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Telle est la définition géométrique demandée des 

surfaces que nous allons étudier ( 1 ) : on observera com-
bien puissante est la méthode de Lie puisqu'elle permet 
de déterminer et de définir ces surfaces sans connaître 
l'intégrale générale de l'équation (E) . 

Reprenons maintenant la même question sous un 
autre point de vue. Les caractéristiques v = const. 
devant être des asymptotiques, le déterminant D{ doit 
être nul. On obtiendra donc les surfaces cherchées en 
choisissant pour courbe de Cauchy une intégrale quel-
conque de l'équation de Pfaff( 2) 

bc(b — c)xr0y0z0-hca(c — a)y'0 z0xQ-±-ab(a — b)z'0x0y0 = o; 

( ' ) Comme autres propriétés géométriques des surfaces 

xbe(b-c) yca(c-a) zab(a~b) __ ConSt., 

on peut signaler celles qui ont été données par Lie et par Klein. 
On peut encore considérer les surfaces 

gXyy.g* — const. 

comme se transformant en des plans par la logarithmische Albil-
dung de Sophus Lie, cette transformation curieuse qui lui a permis 
de déduire de tout plan une surface qui est de translation d'une 
infinité de façons. 

( 2 ) A cause de ce qui a été dit au début du 2° et de ce qui va 
être dit au début du une remarque s'impose pour expliquer 
comment en prenant une intégrale générale de l'équation de PfaiT 
ci-dessus considérée et en résolvant le problème de Cauchy pour 
cette courbe, on n'obtient pas l'intégrale générale de l'équation ( E ) . 
Etant donnée une surface quelconque, sur cette surface, l'équation 
de Pfafif devient uue équation différentielle de premier ordre; si la 
surface est la surface intégrale de l'équation ( E ) (exception étant 
faite pour les surfaces xbc(b~^yca^c~'a zu bi>n-b = const.) cette équation 
différentielle définit précisément les caractéristiques qui engendrent 
l'intégrale considérée. Il n'existe donc pas sur l'intégrale générale 
de (E ) , sauf exception, d'intégrale de l'équation de Pfaff qui soit 
distincte d'une caractéristique. 
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celle-ci s'écrit 

( ^bc(b-c) ^ca{c-a) ~ab{a~b) \ — n. l^o j o s o 

l'ensemble des intégrales de l'équation de Pfaff est donc 
constituée par les courbes tracées sur les surfaces 

0CbQc{b~c)yca{c-a) zaHa-b) = Const. 

On se donne donc une telle courbe distincte d'une 
caractéristique et l'on doit résoudre pour cette courbe le 
problème de Cauchv. Or, d'après ce qui a été dit au 
début du problème, les surfaces précédentes sont des 
intégrales ( S ) particulières : les surfaces cherchées ne 
sont donc autres que les surfaces 

xbcKb-c)ycaíc—a) ¿(ibía—b) — const. 

on vérifie immédiatement qu'elles sont trajectoires 
orthogonales des quadriques 

a*x2 •+• b-y'2 c2 z2 — con si. 

On peut prendre pour équations paramétriques de 
ces surfaces 

x = a t<lQa% 

ou les équations équivalentes : 

x = zeafi-+a'(', 

y = ^ çbu+b-v^ 

Z = Y gcii-t-c-v • 

pour une telle surface, rapportée aux courbes (u) et 
( r ) , on a 

D = o, 
D' = abc (a — b) (b — c ) (c — a)xyz, 
I)" = abc (a b - \- c.) {a — b) (b — c) (c — a)xyz, 
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et les asymptotiques (1 ) sont donc les courbes 

ç = const. et 2 u -f- (a 4- b -h c)v = const. 

N'ayant fait aucune hypothèse de signes sur a, c, 
je peux, en particulier, considérer le cas a + b-\-c= o : 
dans le cas de quadriques ( Q ) équilatères, /es 
asymptotiques de la surface considérée sont donc 
les courbes coordonnées u — const. et v = const.; on 
observera que, rfa/is ce même cas, ces surfaces ( S ) 
particulières sont orthogonales non seulement aux 
quadriques (Q) quadriques d1 équation : 

«2 .r2-f- c2^2 = const., 

Mtti's encore aux quadriques d'équation : 

a'+x~ -f- -i- cv-52 = const. 

IV. En général, les courbes coordonnées ne sont 
pas conjuguées sur la surface ( S ) ( 2 ) . Pour qu'il en 
soit ainsi, il est nécessaire et suffisant que D' soit nul, 
c'est-à-dire que la courbe imposée soit intégrale de 
l'équation de Monge 

a ( b — c )x0 y'0 z'0 -+- b ( c — a )y0 z'0 x'0 -h c ( a — b ) zQ x'0 y0 = o ; 

(1 ) Il y a lieu d'examiner si les asymptotiques ç — const. admettent 
ou non une enveloppe : ce serait là un exemple d'enveloppe d'autant 
plus remarquable que cette enveloppe serait courbe intégrale de 
l'équation ( E ) . On s'assure aisément que cette enveloppe n'existe 
pas. 

( - ) Les surfaces d'équations : 

y = ç>(i>) x ?,("), 
~ = 'l(^) X + 

telles que les courbes coordonnées sont conjuguées, ont donné lieu 
à divers Mémoires de P É T E R S O N , M. J A M E T , L I E et R A F F Y . 

Ann. de Mathémat4° série, t. XI. (Janvier 1911.) 3 
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on reconnaît l'équation de Monge que Lie associe au 
complexe tétraédral constitué par les normales aux 
quadriques (Q). La condition pour que les courbes 
coordonnées soient conjuguées sur la surface (S) est 
que la courbe de Cauchy soit une courbe de ce com-
plexe tétraédral. S'il en est ainsi, toutes les courbes 
u = const. sont des courbes de ce même complexe. 

Sur une surface ( S ) intégrale générale de ( E ) , cette 
équation de Monge se réduit à une équation différen-
tielle distincte de l'équation difiérentielle des caracté-
ristiques situées sur celte surface. 11 en résulte que, 
sans diminuer la généralité du problème deCauchv, on 
peut choisir la courbe imposée parmi les courbes déter-
minées par Lie et dont les tangentes appartiennent au 
complexe tétraédral. La surface ( S ) sera alors rapportée 
à un système conjugué, les courbes v = const. étant les 
caractéristiques de (E) . 

Considérons alors une surface quelconque ( S , ) rap-
portée à un système conjugué ( u ) (V) et qui n'est pas 
nécessairement une surface ( S ) particulière. Réalisons 
la déformation ( ' ) d e ( S , ) qui consiste à faire corres-
pondre à tout point M de ( S , ) le point M' où la tan-
gente à la courbe u = const. qui passe par JVJ touche 
l'arête de rebroussement de la développabie circonscrite 
à (S<) le long de la courbe v = const. qui passe par M. 
Les coordonnées de M étant x , y , z, celles de M' seront 

vr àx xr v dy r, . àz X = a? -h X -r-> Y = v -h X > L — z X——> 

ov ov ov 

où A est une cer ta ine fonction de « e t de p; x,y, ¿ s o n t 

( l ) Il s'agit bien entendu d'une correspondance entre points des 
deux surfaces ( S ^ et ( £ t ) et non d'une déformation avec conser-
vation de l'élément linéaire. 
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trois solutions d'une même équation du second ordre 

d~ 6 cM _ d 0 
— - = X— + B - ; 
du dv du dv 

on a d o n c 

¿X . , d x d\\dx 

¿X / ¿r 
dv ~~ \ de / dv dv'2 9 

s - b - ^ i c - H ë 

En se reportant alors à la démonstration du théorème 
de Dupin sur les systèmes conjugués, on voit que le A 
i . \ . , , , , i dX dX d*X 

du point M' est prec isement égal a — — ; — > — , ^ ^ 

se trouvent être des fonctions linéaires de ~ et de dv dv2 

seulement, et il existe, par conséquent, une relation 
r , . d*X ox dX . . , , 
lineaire entre - — - — > — * cet te relation étant verinee 

ou dv ou dv 
par les dérivées de Y et par celles de Z ; les courbes u 
et v sont donc conjuguées sur la surface ( 2 0 ) lieu du 
point M7. 

Cette propriété générale n'est autre que celle bien 
connue qui concerne les congruences de droites, leurs 
développables et leurs surfaces focales. 

V. Les formules précédentes, dans lesquelles on ne 

suppose"'plus A égal à — permettent d'obtenir une 
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équation aux dérivées partielles du second ordre 

à*\ __ i dX £X 
du àv X du ôv dv 

_ ' p A X , ) - ( W = 0 ) 
A du / \ du] dv 

qui résout la question pour une surface quelconque 
rapportée à un système conjugué. 

Proposons-nous de déterminer les intégrales de cette 
équation qui sont uniquement fonction de la variable v, 
en supposant que A et B sont deux fonctions de v : pour 
une surface ( S ) intégrale de l'équation (E) , on a, en 
effet, 

A :/J
Q = A A X 0 -T- B . . . , . . . , 

A et B étant des fonctions de v seul. En prenant B== — e, 
ce que l'on peut toujours supposer si B est distinct de 
zéro, on obtient précisément les équations des courbes 
du complexe tétraédral que forme Lie ; mais je ne ferai 
aucune hypothèse sur la forme des fonctions A et B de 
v. En prenant pour fonction À une fonction de e seule-
ment, on fait correspondre à la surface ( S ^ une sur-
face (S, ) de même nature 

X = ea"(x0 + ), 
Y = 

Z = + 

cette surface est la surface intégrale de ( E ) qui 
passe par la courbe imposée 

^.ro-hX^i, y =yo-h X / o , z = z 0 - h X-Sq ; 

celle-ci s'obtient à partir de la courbe imposée pour 
( S , ) , en portant un certain segment fonction de ç sur 
les tangentes à cette courbe. La question proposée 
revient à chercher s'il est possible de déterminer X par 
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la condition que les deux courbes imposées soient des 
courbes du complexe tétraédral. 

On peut donc déterminer les déformations considé-
rées de deux manières. En partant de l'équation aux 
dérivées partielles du second ordre, on obtient une 
équation différentielle entre ~ , X, dont l'intégrale 
générale est 

dv 

i h - A X 
B 

: const. 

On peut encore écrire que l'on a trois relations de la 
forme 

aX'Q = L a X 0 + MXq ; 

on obtient ainsi, après division par une expres-
sion en a qui doit être nulle; par analogie cette même 
expression doit être nulle lorsqu'on remplace a par b 
ou c. Or, on constate que, mise sous forme entière, 
l'expression considérée est un trinôme du second degré : 
l'équation du second degré devant avoir trois racines 
distinctes a, b, c, les coefficients doivent être nuls, ce 
qui donne 

L(i -4- AX) = A(i -f- AX) -+• A'X-f- AX', 

LB(<2 -4- AX) — M [A(i -h AX) -+- A'X -f- AX' | 

= B(A'X-h A X ' ) + - A ( B - X B ' ) , 

M[B(A'X + AX') + A ( B — XB')] = LB2 ; 

en éliminant L et M entre ces trois équations linéaires. 
on forme une équation en X. En posant 

A X + l = B ' 

on met L et M sous la forme suivante : 

L = A + e ' + ^ , M = B L 
B 9 LH-AXG'' 
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et l'équation diflérentielle devient 

B' 

Si donc A.-f- -g- est distinct de zéro, 6 doit être nul 
et l'on trouve ainsi 

AX-
B 

= const., 

L = M = B. D 

Examinons le cas où A -f- ^ est nul. La courbe 
.D 

( x z { ) ) satisfait alors à la condition 

¿r' B' B' 
B B = o; 

on peut donc poser, a, ¡3, y étant des constantes arbi-
traires, 

. r 0 = a(i -4- av), y0= -+- bs>), 3 0 = y(i + cv)\ 

ce cas correspond donc aux surfaces ( S ) dévelop-
pai)! es. 

Ecartons ce cas et supposons qu'il s'agit d'une sur-
face ( S , ) non développable. L'équation différentielle 
des asymptotiques de (£<) se déduira de celle des 

asymptotiques de (S<) en remplaçant A par A-f-

cela résulte des expressions trouvées pour L et pour M. 
Lorsque 9 varie, en restant constant, on obtient une 
famille à un paramètre de surfaces (S, ) ; l'équation dif-
férentielle des asymptotiques de ces surfaces ne dépend 
pas de 8 : les asymptotiques se correspondent donc sur 
les surfaces (S1 ). 

Dans le cas où L se réduit à A, et dans ce cas seule-
ment, les asymptotiques des surfaces (S , ) correspon-



( 3g ) 
dent aux asymptotiques de la surface (S , ) initiale ; on 
a alors B ; = o, B — const., et la courbe imposée a pour 
équations 

= oc ^ yo - p t - 0 = 7 , 

ce qui revient à prendre A égal à Par suite, on a 

X = ko, 

la déformation considérée est donc une transformation 
homographique dépendant d'un paramètre arbitraire k. 
Les surfaces (S , ) , qui comprennent la surface initiale 
(S , ), ont pour équation 

%bcU>—c){a—\\)yca\c-a){b~-H) zab{a—b)'\c-H) — const., 

et rentrent, conséquemment, dans la famille 

oĉ yV'zv— const. 

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES 

Avis. 

Nous prions les lecteurs qui nous adressent des solutions de 
questions proposées de vouloir bien se conformer aux pres-
criptions suivantes : 

i° N'écrire que sur un côté de chaque feuillet; 
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•>/' Dessiner avec soin les figures sur des feuilles à part ; 
3° En tête de chaque solution, indiquer le ïiuméro de la 

question, puis l'année et la page du Volume où l'énoncé a 
pani; reproduire intégralement l'énoncé, en indiquant entre 
parenthèses le nom de l 'auteur; enfin, faire précéder la 
solution proprement dite de l'indication : 

S O L U T I O N , 

par i\l 

2127. 
( 1909, p. 192.) 

D'un point P on mène quatre normales à une conique : 
soient a, y, 0 les centres de courbure situés sur ces quatre 
normales. De chacun des points a, B, y, 0 on peut mener 
deux autres normales à la conique. Démontrer que ces 
huit droites sont tangentes à une même conique. 

( G . CUNY.) 

S O L U T I O N 

P a r M . R . B O U V A I S T . 

On connaît le théorème suivant : Si parmi les n2 points 
d'intersection de deux courbes d'ordre n, np se trouvent 
sur une courbe de degré p(p < 71), les n(n — p) points res-
tant seront situés sur une courbe d'ordre n — p. (Voi/\ par 
exemple, S A L M O N , Géométrie analytique, t. II, p. 2 6 . ) En 
particulier si l'on considère une courbe du quatrième ordre 
et une droite la coupant en a, fi, y, 0. les points d'intersection 
de la courbe autres que a, p, y, 8 avec les tangentes à celle-ci 
en ces points seront sur une conique. 

Corrélativement, si l'on considère une courbe de quatrième 
classe et un point P , si a, p, y, 8 sont les contacts des tan-
gentes à la courbe issues de P, les tangentes à cette dernière 
issues de a, p, y, 8 seront tangentes à une conique. 
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2140. 
( 1909, p. 480.) 

D'un point F on mène les trois normales à une para-
bole. Soient P' le symétrique du point P par rapport à 
l'axe de la parabole; G le centre de gravité du triangle 
ayant pour sommets les centres de courbure silués sur les 
trois normales ; R le point de rembroussement de la déve-
loppée. Démontrer que les trois points R, P', G sont en 
ligne droite, et que Von a RP' = P ' G . ( G . C U N Y . ) 

SOLUTION 

P a r M . PARROD. 

Soient y2 == ix l'équation de la parabole, y0) les coor-
données du point P et (X , Y ) celles d'un point de contact 
d'une normale menée de P avec la développée ; y étant l'or-
donnée du pied d une normale, on a 

y3 iy(x0 — 1) + ¿y0 = o 

et les coordonnées d'un point de contact X Y sont : 

Y = -yK 

Les coordonnées du point G sont : 

$ = - ( x 1 + x 2 4 - x 3 ) = , + - r L t Z l ± Z l , 

donc 
; = — i, 
n = — VV 

On voit ainsi la propriété énoncée. 

Autres solutions par M M . B A R I S I E N , B O U V A I S T , G A E D E C K E , P É -

L I S S I E R . 
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2142. 
( 1909, p. 57»>.) 

Si un cône du second ordre est circonscrit à un 
tétraèdre, tout plan passant par le sommet du cône coupe 
celui-ci et les quatre faces du tétraèdre suivant six droites 
tangentes à une conique, (Thié . ) 

S O L U T I O N 

P a r M . R . B O U V A I S T . 

Soient ABCD le tétraèdre, S le sommet du cône considéré, 
P un plan sécant passant par S. Soient enfin a, a', f}, ¡3', y, y' 
les traces sur le plan P des arêtes AB, CD, AC, BD, AD, BC. 
Les cônes de sommet S circonscrits au tétraèdre forment un 
faisceau ponctuel et les génératrices suivant lesquelles ils 
sont coupés par le plan P forment un faisceau en involution F 
dont trois couples de rayons homologues sont Sa, S a', S p, S ¡3', 
Sy, S y', chacun d'eux, correspondant aux cas de décomposition 
du cône en un système de deux plans. D'autre part les tan-
gentes menées par S aux coniques inscrites dans le quadrangle 
aa'jâp'YY' forment un faisceau involutif <ï> qui, ayant trois 
couples de rayons communs avec F, se confond avec lui. La 
proposition à démontrer en résulte immédiatement. 

Solution semblable par M . K L U G . 

2143. 
(1910, p. J8.) 

Soient A BCD un tétraèdre et P un point quelconque de 
l'espace. La droite PA rencontre la face BCD en et les 
droites BAt, CA,, DAi coupent CD, DB, BG en L, M, N. On 
joint le milieu I de AAi au centre O de la conique inscrite 
à BCD en L, M, N. A chacun des sommets du tétraèdre 
correspond une droite 1 0 . 

Démontrer que ces quatre droites sont concourantes. 
( S O N D Â T . ) 
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S O L U T I O N 

P a r M . R . B O U V A I S T . 

Il existe une quadrique 2 tangente aux faces du tétraèdre 
ABGD aux points A1? Bi, Cl} D,, où les droites PA, PB, PC, 
PD coupent les faces de celui-ci. Soient T le cône de sommet A 
circonscrit à S; L, M, N les points où les droites ABj, ACi, 
ADj coupent CD, BD, BC, et enfin soient a, p, y les points où 
LM, MN, LN coupent respectivement BC, BD, CD. 

Soit O le centre de la conique a, section du cûne F par 
BCD, la droite OAi est par rapport à <1 le diamètre conjugué 
de a3y . Le plan B t Ci Dt détermine par ses intersections 
avec les faces ABC, ABD, ACD un triangle circonscrit à la 
conique <j', de raccordement de la quadrique 1 et du cône F, 
les droites a D h y Ci, sont les tangentes à Œ' en D1? B1? Ci, 
et le plan AAiO coupe le plan B t C i D i suivant le diamètre 
conjugué de apy dans a'; c'est par suite un plan diamétral de 
la quadrique 2 . Soient R et S les points d'intersection de la 
droite AjO avec la conique a; le plan AAiO coupe S suivant 
une section centrale inscrite dans le triangle RAS et tangente 
à RS en A t ; or le lieu des centres des coniques inscrites dans 
RAS et touchant RS en A! n'est autre que la droite 10 qui, 
dès lors, passe par le centre to de 2 . Les trois autres droites 
analogues à 10 passent de même par w. 

Autre solution par M. K L U G . 

2148. 
( 1910, p. 14',.) 

Pour chaque normale à l'ellipse inclinée à 45° sur les 
axes de Vellipse, le centre de courbure du pied de la nor-
male est au milieu de la corde de Vellipse interceptée par 
la normale. ( E . - N . B A R I S I E N . ) 

S O L U T I O N 

P a r M . T H I É . 

M étant un point quelconque d'une ellipse, on sait que le 
cercle osculateur en M peut se construire de la façon suivante : 
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on mène dans l'ellipse la corde MN, que fait avec les axes les 
mêmes angles que la tangente en M; le cercle osculateur 
cherché est le cercle tangent à l'ellipse en M et passant en N. 

Dans le cas où la normale en M et par suite la tangente au 
même point sont inclinées à 45° sur les axes, la corde MN se 
confond avec la normale ; le cercle osculateur en M est donc 
le cercle de diamètre MN, ce qui établit la proposition. 

Autres solutions par M M . K L U G et L E Z . 

2146. 

(1910, p. 96.) 

On considère la conchoïde centrale de la podaire cen-
trale de l'ellipse (acres ia et obtenue en augmentant 
ou diminuant les rayons vecteurs de la podaire de la lon-
gueur K. Si A désigne l'aire de la podaire et s le péri-
mètre de Vellipse E, on a pour les aires de chacune des 
deux courbes constituant la conchoïde 

U, = A 4- 7i K 2 -+- K 5 / a 'i -+- b2 \ 
Us = A -+- t:K2 — K^ \ = 7 : 2 / 

(E . -N. B A R I S I K N . ) 

SOLUTION 

P a r M . T H I É . 

Plus généralement supposons que E soit une courbe fermée 
plane quelconque, et que le point O par rapport auquel on 
construit la podaire de E, puis une conchoïde de cette po-
daire, soit quelconque à l'intérieur de E. Soient, en prenant 
le point O pour pôle avec un axe polaire quelconque : 

p, w les coordonnées polaires d'un point de E ; 
r , 8 les coordonnées polaires du point correspondant de la 

podaire. 
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On a pour expression de l'aire de la conchoïde : 

i r 
U, - - / ( r + K ) î ^ 

2 71 ~ 2 7C 

f r 2 flfô-r K / d e -f- 71 K * 

f /¿G. 
0 

Soit V l'angle que fait la tangente à E avec le rayon vec-
teur; on a 

/• = psinV, 0 = w + V - — • r 2 

On peut donc écrire 

r2u r 
/ rdO= psin 
0 ^E 

le second membre pouvant être considéré comme une inté-
grale curviligne prise le long de E. Mais on a, avec les nota-
tions habituelles, 

p dto = sin V ds, 
d'où 

Ç / ¿ 0 = / sin2 Vrfs -f- f p sin V d\. 

Pour évaluer la dernière intégrale, intégrons par parties. Il 
vient 

J ' psinVdV = ( — p c o s V ) E - h / cosV^p. 
E ' 

Le premier terme du second membre est évidemment nul, 
et l'on a de plus 

dp — cos V ds ; 
on a donc finalement 

r J = f sin2 V ds -+- f cos2 V ds = f ds = s, 
o J E J e 

s étant le périmètre de E. En portant cette valeur dans l'ex-
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pression de Uj, on obtient 

U, = A - t - T i K ^ - h K i , 

ce qui est bien la valeur indiquée dans l'énoncé. On véri-
fierait de même la valeur de Uj. 

Autre solution par M. B O U V A I S T . 

2147. 

( 1910, p. U3.) 

Ecrire, en employant les neuf chiffres autres que zéro, 
trois nombres ayant respectivement deux; trois et quatre 
chiffres, tels que le troisième de ces nombres soit égal au 
produit des deux premiers. 

On a, par exemple, 

i l x 483 = 5796. 

Il y a d'autres solutions. On demande de les trouver 
toutes. ( R . B . ) 

S O L U T I O N 

Par M. Tiiii:. 

Soient A, B, G les sommes respectives des chiffres du pre-
mier, du second et du troisième nombre. On doit avoir, en 
appliquant la preuve par 9, 

( i ) AB == G ( m o d 9 ) . 

D'autre part 

d'où 

C = — A — B ( mod 9) . 

(1) peut donc s'écrire 
AB ~ — A — B ( m o d 9 ) 

ou 

(21 (À + i ) ( H + i j = 1 ( m o d g ) 



( 47 ) 
Observons d'autre part que A est au moins égal à 1-4-2 = 3 

et au plus égal à 8 - 1 - 9 = 17; B est au moins égal à 
1 -f- 2 -h 3 = 6 et au plus égal à 7 -h 8 H- 9 = 24. L'équation 
indéterminée ( 2 ) n'a donc qu'un nombre limité de solutions 
en A et B. On les examinera successivement pour voir si elles 
correspondent à des solutions du problème. 

11 serait fastidieux de reproduire complètement cette ana-
lyse, qu'on abrégera en tirant parti de diverses remarques. 
Pour donner un exemple de la marche à suivre, examinons en 
partie le cas 

A — 12, B = i5 ; 

on a bien 

( A H - J ) ( B + I) — i3 x 16 == 4 x 7 = 28 == 1 (modg). 

A est alors l'un des nombres 

39, 48, 57, 75, 84, 93. 

Essayons A = 39. Le premier chiffre de B ne peut être que 
1 ou 2, sinon le produit AB aurait 5 chiffres; si ce chiffre 
est 1, B est nécessairement l'un des nombres 

1G8, 186. 
On trouve 

39 x 168 = 6552, >9 x 186 = 7254. 

La seconde multiplication donne seule une solution. 
Si le premier chiffre de B est 2, B est l'un des nombres 

2J8, 285. 

285 est inadmissible, car G serait encore terminé par 5; 
258 ne convient pas non plus, car le produit 39 X ¿58 a 
5 chiffres. 

On essaiera de même les autres valeurs de A correspondant 
au cas examiné. 

On reconnaît en définitive que la question proposée n'ad-
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met que les sept solutions suivantes : 

12 X 483 = 5796, j 8 x 297 = 5346, 

27 x 198 = 5346, 28 x 157 = 4396, 

39 x 186 = 7254, 42 x 138 = 5796, 

48 x 139 = 7632. 

On peut encore chercher à résoudre le problème, en sup-
posant que les nombres de chiffres de A, B, G sont respecti-
vement 1, 4 et 4- On trouve les deux solutions 

4 X 1738 = 695-2, 

4 x 1963 = 7852. 

Les neuf solutions indiquées ci-dessus ont été données aussi 
par M. H . - E . Dudeney, dans le numéro d'août 1910 de la 
revue anglaise The Strand Magazine. 

Enfin j'ai cherché à étendre le problème au cas où l'on 
admet le chiffre o parmi ceux qui composent les nombres A, 
B, G. J'ai obtenu les résultats suivants : 

4 x 3907 = 16628, 

4 x 7039 = 2 8 i 5 6 , 

27 x 594 = i6o38 , 

39 x 402 = i 5 6 7 8 , 

54 x 297 = i6o38 . 

Gomme l'analyse devient ici assez laborieuse, je ne puis 
absolument garantir que je n'ai laissé échapper aucune solu-
tion. 
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[K !18g] 

SUK L E S COORDONNÉES PENTASPHÉRIQUES GÉNÉRALES ; 
P A R M . J . H A A G , 

Chargé de cours à la Faculté des Sciences 
de Clermont-Ferrand. 

On sait qu'étant donné un système de cinq sphères 
deux à deux orthogonales, on peut lui faire corres-
pondre un système de coordonnées, appelées coor-
données pentasphériques, dont l'introduction en Géo-
métrie est due à M. Darboux. Mais on peut aussi 
définir des coordonnées penlasphériques en partant de 
cinq sphères quelconques (4); et, bien qu'on puisse 
les déduire des coordonnées orthogonales par une 
simple substitution linéaire, nous croyons cependant 
qu'il soit intéressant et utile d'en donner une exposi-
tion directe. C'est ce que nous allons essayer de faire 
ici. 

1. Nous commencerons par donner quelques défini-
tions qui faciliteront, dans la suite, l'énoncé de plu-
sieurs propositions. 

Considérons la fonction 

S S /c(x*-hy*-+• z*) -H lax -F- %by -+- icz -H d 

des coordonnées rectangulaires x, y, z. Nous disons 
qu'elle définit un feuillet sphérique ( 2 ) de coordon-

(1 ) Voir G . DARBOUX, Sur une classe remarquable de courbes 
et de surfaces, p. 270. 

(a ) Cette dénomination correspond au feuillet plan de Grassmann 
( Blatt, ou Plangrosse). 
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nées (a, b, c, d, A*) ( ! ) , porté par la sphère dont 
l'équation est obtenue en annulant S. Le nombre k sera 
dit Vindice du feuillet. Un feuillet d'indice nul est donc 
porté par un plan et sera dit feuillet plan. Un feuillet 
de Vinfini a pour coordonnées a = 6 = c = = o, 
d ? é o. Il est porte par le plan de l'infini, et il équi-
vaut, en somme, à un coefficient qui sera dit le 
coefficient du feuillet. 

Etant donné un feuillet à distance finie, nous appel-
lerons point du feuillet tout point M dont les coor-
données x, y, z annulent la fonction S correspondante. 

Nous ne considérerons donc, comme points du 
feuillet, que des points à distance finie. Nous appelle-
rons vecteur normal ( - ) du feuillet, relatif au point M, 
le vecleur (MN) dont les projections sur les axes sont 

(1) a -f- kxy b-*rky, c-±-kz. 

Si k n'est pas nul, ce vecteur varie avec M, et si l'on 
appelle I le centre de la sphère qui porte le feuillet, ou 
centre du feuillet, on a l'égalité géométrique 

(2) (MN) = A-(IM). 

On voit que (MN) est dirigé vers l'extérieur ou vers 
l'intérieur du feuillet, suivant que k est positif ou 
négatif. Il définit le côté positif du feuillet, ainsi qu'un 
sens de rotation dans le plan tangent en M ( 3 ) . 

Si Â = o, le vecteur (MN) demeure équipollent à 
lui-même quand M décrit le feuillet. 

(*) Ces coordonnées sont toujours supposées finies. 
(2 ) C'est le Normalenstrecke de Grassmann, dans le cas du feuillet 

plan. 
( 3 ) Ceci est toutefois en défaut pour un feuillet de puissance nulle 

car (MN) est alors dans le plan tangent, suivant la droite isotrope 
double de ce plan. 
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Dans tous les cas, des expressions ( i ) on déduit 

( 3 ) MN* = a* -+- h- c* — kd. 
Cette quantité, qui va jouer un rôle fondamental, 

sera appelée la puissance du feuillet. Un feuillet de 
puissance nulle et d'indice non nul sera dit feuillet-
point; il est porté par une sphère de rayon nul. Un 
feuillet plan de puissance nulle et situé à distance finie 
sera un feuillet isotrope ; il est porté par un plan iso-
trope. Bien que nous n'avons pas défini le vecteur 
normal pour un feuillet de l'infini, nous conviendrons 
de regarder encore, dans ce cas, l'expression (3) 
comme représentant la puissance du feuillet, laquelle 
est donc nulle ). 

Supposons deux feuillets ( S ) et (S ' ) possédant au 
moins un point commun M à distance finie. Nous ap-
pellerons puissance commune des deux feuillets, 
ou puissance de ( S ) par rapport à (S') , [ou de (S7) 
par rapport à (S)] , le produit scalaire des vecteurs 
normaux (MN), (MN') des deux feuillets, c'est-à-dire 

( ' ) On démontrera sans peine les propositions suivantes: 
Si un feuillet (S) varie de façon que son centre I tende vers une 

position limile I0, située à distance finie, et que son indice tende 
vers zéro, ou, ce qui revient au même, que son rayon augmente 
indéfiniment, sa limite est un feuillet de l'infini. Il en est de même 
si I s'éloigne indéfiniment dans une direction non isotrope, le rayon 
de (S) prenani d'ailleurs une suite de valeurs quelconques. 

Si i s'éloigne indéfiniment dans une direction isotrope (a, p, y), 
et si le rayon reste fini, le feuillet ( S ) a pour limite un feuillet 
dont les coordonnées sont: 

a = — Xa, b = — Xp, c = — Xy, dy k = o, 

g 
en désignant par X la limite du rapport ^ çi > (£> ^ ® ) 

sont les coordonnées homogènes du point 1. Comme cette limite est 
indéterminée, il en est de même de celle du feuillet. 
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la quantité 

j t ? ( S , S ' ) = M N . M N ' . c o s ( M N , M N ' ) ( * ) . 

On établit aisément la formule 
y/N /o crx / » kd!k'd ( 4 ) p(S, S ' ) = aa'-h bb'-h cc' 

Dans le cas où les deux feuillets n'ont pas de point 
commun à distance finie, cette dernière expression 
servira de définition à leur puissance commune. 

Il est clair que la puissance d'un feuillet par rapport 
à lui-même n'est autre que la puissance de ce feuillet. 

Enfin, si deux feuillets ont un point commun M à 
distance finie, nous appellerons angle des deux feuil-
lets l'angle des vecteurs normaux correspondants. Le 
cosinus de cet angle est entièrement déterminé et il est 
donné par la formule 

C 0 S < s > s ' ) = m £ W 
, , , , kd -h k' d 

aa bb cc 

\ J b ' 2 + c2 — kd y/«'2-b c ' 2 — k ' d 

les radicaux devant être pris avec leurs valeurs arith-
métiques, quand ils sont réels ( 2 ) . 

On vérifiera sans peine les propriétés suivantes : 
Si les feuillets (S ) et (S ;) ont des indices non nuls, 

on a, en appelant l et F les centres et R et R/ les rayons 
des sphères qui les portent, 

( 6 ) ï r ' - R . - R ' . — 

( l ) Cette définition du produit scalaire est illusoire quand l'un 
des vecteurs est isotrope; il vaut mieux prendre comme expression 
de cette quantité la somme XX' YY'-t- ZZ\ où X, Y, Z, et X', Y', 
Z' sont les composantes des deux vecteurs suivant trois axes rectan-
gulaires. 

(*) Il est indéterminé pour deux feuillets de puissances et de puis-
sance commune nulles. 
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Le premier membre de cette égalité a été désigné 

par M. Darboux sous le nom de puissance commune 
des deux sphères. Il a, comme on voit, l'inconvénient 
de devenir infini dès que l'un des feuillets devient 
plan. 

Si ( S ) est à indice non nul et si (S') est un feuillet 
plan à distance finie, le quotient est égal au 
produit scalaire des vecteurs (IM7) et (M'N'), en dési-
gnant par M' un point quelconque de (S') . En particu-
lier, si (S ') n'est pas isotrope, on peut prendre pour 
M7 la projection de I sur (S ' ) , et l'on a 

( 7 ) / > ( S , S ' ) ^ tw.'MPN7, 
K 

Si ( S ) et (S') sont tous deux des feuillets plans à 
distance finie, leur puissance commune est égale au 
produit scalaire des vecteurs normaux (MN) et (M'N') 
relatifs à deux points quelconques des feuillets. 

Si (S') est à l'infini, on a simplement 

( 8 ) / i ( S , S ' ) = - ~ * . 

2. Ces préliminaires étant exposés, choisissons cinq 
feuillets déterminés linéairement indépendants (c'est-
à-dire dont les coordonnées de même nom ne sont pas 
liées par une relation linéaire et homogène), que nous 
appellerons les feuillets fondamentaux. Le feuillet S,-, 
par exemple, sera défini par la fonction 

S | = ¿ ¿ ( a ? * - ! - z i ) ia,iX -+- %biy -+- iciz -f- di. 

Il est clair que tout feuillet (S ) peut être défini par 
la fonction 

s 
s 

i = t 
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où yu y2•> y*-, y\, ys s o n t des nombres algébriques 
déterminés. Ces nombres seront appelés les coor-
données pentasphériques, ou simplement les coordon-
nées, du feuillet (S ) , que nous nommerons aussi le 
feuillet (y). Le feuillet (S/) a évidemment toutes ses 
coordonnées nulles, saufjK,, qui est égal à un. 

Si l'on applique la formule (3), on voit que la puis-
sance du feuillet (y) s'exprime par une forme quadra-
tique, de discriminant non nul ('), des coordonnées y/; 
nous la désignerons par la notation Q (y).Quant à 
l'indice /r, il devient une forme linéaire 

5 

F ( r ) = 2 ^ 
* = i 

qui ne peut être identiquement nulle, si l'on veut que 
les feuillets fondamentaux soient linéairement indé-
pendants. Les formes Q(y) et F ( ^ ) seront appelées 
respectivement la forme quadratique et la forme 
linéaire fondamentales. 

D'après cela, l'équation 

( 9 ) û ( r ) = o 

caractérise les feuillets de puissance nulle; l'équation 

( 1 0 ) F ( R ) = O 

caractérise les feuillets plans; ces deux équations si-
multanées caractérisent les feuillets isotropes. Un 
feuillet de l'infini a des coordonnées déterminées à un 
facteur près, qui est, par exemple, le coefficient du 
feuillet (n° 1 ) ; ces coordonnées doivent satisfaire à (9) 
et à ( 1 0 ) . 

( l ) Si les feuillets (S,) sont réels, cette forme quadratique est 
une somme de quatre carrés positifs et d'un carré négatif, en vertu 
de la loi d'inertie. 
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Si Ton se reporte à la formule (4) , et si Ton se 

rappelle les propriétés d'invariance de la forme polaire 
d'une forme quadratique, an voit que la puissance 
commune des deux feuillets (y) et (yf) est égale à la 

s 

forme polaire Q (y jy' ) ^ ^ à^' 

D'après la formule (5) , l'angle des deux feuillets est 
donné par 

Q(vlr') (n) cos (y,y')= 
v / a ( y ) / â ( y ) 

La condition d'orthogonalité est donc 

On déduit de ce qui précède une interprétation très 
simple des coefficients de Q(y) . Si l'on pose 

le coefficient A,-y est égal à la puissance commune des 
feuillets fondamentaux (S , ) et (Sy). 

3. JNous appeilerons coordonnées adjointes du 
feuillet [y) les cinq quantités 

_ 1 àQ 

Avec ces nouvelles variables, la forme quadratique 
i î (y ) se transforme en son adjointe co(#),'et la forme 
linéaire F ( y ) devient une nouvelle forme linéaire/(%)* * 
La puissance du feuillet (jk), o u feuillet (a?), s'écrit 
alors 

p(y) = ®{y) = w(ar) 
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La puissance commune des feuillets ( y ) et (y') s'écrit 

de même 
5 5 

p(y,y') = Q(yly') = a^/*') 
i=i i=i 

Il y a lieu d'introduire maintenant les feuillets (5/) 
dont toutes les coordonnées adjointes sont nulles, 
sauf Xiy qui est égal à un. Ces feuillets seront les 
feuillets adjoints fondamentaux. Le feuillet (s/) est 
entièrement défini par les conditions d'être ortho-
gonal à (Sy), pour j y&i, et d'avoir l'unité pour 
puissance par rapport à (S/). 

Si l'on pose 

le coefficient a/y est égal à la puissance commune 
de ($i) et de (sj) ('). 

Grâce à l'introduction des feuillets adjoints fonda-
mentaux, il est facile d'avoir la signification géomé-
trique des coordonnées d'un feuillet quelconque. 
Remarquons, en eflct, qu'on a 

s 

1=1 
De même 

5 
/>(s, s*) 

*=1 

Donc, les coordonnées yt et Xi d'un feuillet sont 
respectivement égales aux puissances de ce feuillet 
par rapport à Si et à S,. 

(*) On sait d'ailleurs que a t ; -= en appelant A le discrimi-
nant de Çl (y ) et A '¡j le mineur relatif à Ai;. dans ce discriminant. 
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4. Considérons un feuillet-point, de centre M. Si 

l'on fait varier son indice, ses cinq coordonnées varient 
proportionnellement; nous pouvons donc les considérer 
comme des coordonnées homogènes du point M. A 
tout point M correspondent donc un système de coor-
données homogènes y/, qui sont proportionnelles à ce 
qu'on peut appeler les puissances du point par rapport 
aux feuillets (s/), et un système de coordonnées homo-
gènes Xi, qui sont proportionnelles aux puissances 
de M par rapport aux feuillets (S/). 

Ces coordonnées doivent vérifier respectivement 
l'équation (9) et l'équation 

(12) w(a?) = o. 

Si Ton applique la formule (6) aux deux points M 
et M', on a 

2 __ Q ( y - r ) * > ( * ' — * ) 
F(y)F ( / ) F(y)V(y') /(*)/(*')' 

en vertu de la formule de Tavlor et des équations ( 9 ) 
et (12). En particulier, si les deux points sont infini-
ment voisins, on a l'élément linéaire de l'espace 

je*_ Q(dr) _ <«>(<fa) 

Les feuillets orthogonaux en M à la droite MM' ont 
pour coordonnées \yi-\- y-dy^ \ et [ji désignant deux 
paramètres variables. De là résulte que la condition 
d'orthogonalité des deux droites MM' et MM", où M" 
désigne un autre point voisin (y -h ), est 

Q(dyjBy) = o, 
o u b i e n 

oi(dxjBx) = o. 

U n e s u r f a c e q u e l c o n q u e e s t r e p r é s e n t é e p a r u n e 
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équation homogène 

( i 3 ) 0(y) = o. 

En particulier, la sphère qui porte le feuillet (xl) a 
pour équation 

c'est-à-dire l'équation linéaire la plus générale. Les 
sphères tangentes en un point M de la surface ( i3 ) ont 
pour coordonnées adjointes 

x'i = + \Xi àyi 

X désignant une constante arbitraire et xi les coordon-
nées adjointes de M. On aura, en particulier, le k du 
plan tangent en écrivant que /(%') est nul. On voit 
aussi que la condition d'orthogonalité de la surface (14) 
et d'une autre surface passant par le même point, 
s'écrit 

/àG àG'\ 

si G'(y) = o désigne l'équation de la seconde surface. 
Il est facile, enfin, d'établir les formules relatives à 

l'inversion. Soit un feuillet ( Y ) porté par la sphère 
d'inversion S (qui peut se réduire à un plan). Nous 
voulons les coordonnées^ du point M'inverse de M (yi). 
Ce point appartient au faisceau (M, S) ; il a donc des 
coordonnées de la forme jv-f -XYe; de plus, on doit 
avoir -[- A Y) = o, ou, en lenant compte de ce 
que &(y) est nul, 

2 Q ( / / Y ) 

* — - q ( T — • 

En particulier, si ( y ) est le feuillet fondamental (S , ) , 
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les coordonnées de M7 sont 

y) = y j (/VO, y'i^yt 

Toutes les formules qui précèdent ont leurs analo-
gues relativement aux coordonnées adjointes. On 
pourrait encore en établir beaucoup d'autres, mais 
nous nous en tiendrons là au point de vue des généra-
lités, et nous allons maintenant examiner quelques 
systèmes particuliers. 

o. Cherchons d'abord un système pour lequel les 
feuillets adjoints (si) coïncident avec les feuillets (S/). 
Il faut et suffît, pour cela, que (S/) soit orthogonal 
aux quatre autres feuillets fondamentaux et ait pour 
puissance i (n° 3) . Nous retombons sur le système des 
coordonnées orthogonales, étudié en détail par M. Dar-
boux. 

Les deux formes &(y) et to ( x ) s'écrivent alors 

s s 

1=1 t=l 

Les coordonnées adjointes d'un feuillet sont égales 
aux coordonnées y, et il n'y a plus lieu de les distin-
guer. 

Le vecteur normal de (S ; ) ayant pour longueur i , 

son indice ki est, en vertu de (2), égal à > R,- désignant 

le rayon de la sphère correspondante, précédé du 
signe -4- ou du signe — suivant que le côté positif du 
feuillet est le côté extérieur ou le côté intérieur de la 

sphère (si l'on a un feuillet plan, i est nul). Par suite, 

àû 
àyi 
A / / 
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les coordonnées pentasphériques d'un point M sont 
S • proportionnelles aux quotients où Sf désigne la 

puissance du point par rapport à la sphère (S/), ce 
quotient devant être remplacé, quand le feuillet est 
plan, par 2//, U désignant la distance du point M au 
plan, précédée du signe -h ou — suivant que M est du 
côté positif ou négatif de (Si). Il suffit, pour se rendre 
compte de tout cela, de se reporter aux formules (6) 
et (7) . 

5 

Si nous ajoutons que la forme F (y) est ici ^ . g r > 
1 = 1 

nous en aurons dit suffisamment pour que l'on puisse 
déduire sans difficulté, de notre théorie générale, 
toutes les propriétés bien connues des coordonnées de 
M. Darboux. 

6. Considérons maintenant le système suivant : les 
feuillets (S^, (S 2 ) , (S 3 ) , ( S 4 ) sont des feuillets-points, 
d'indices égaux à l'unité. Les points correspondants A { , 
A2, A3, A4 forment nécessairement un tétraèdre, et 
nous les supposerons tous à distance finie. Quant au 
feuillet (S 5 ) , nous le supposons à l'infini, son coeffi-
cient étant — 2 (n° 1) . Au moyen de ces données 
et d'une remarque faite à la fin du n° 2, nous pouvons 
écrire immédiatement •(./). Si a¿j désigne le carré 
de la distance A t- A y, nous avons, en vertu de la 
formule (6) , 

— ^ ( * , y = 1 , 2 , 3 , 4 ) ; 

p u i s , e n v e r t u d e ( 8 ) , 

A * = 1 (» = 1 , 2 , 3 , 4 ) , A J 5 = 0 . 
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Le discriminant s'écrit 

0 — ï i 1 
2 

__ «18 
2 

— î i i 
2 

— î i l 
2 

O — f ! 2 
2 

_ S i 
2 

_ _ «311 

2 
_ 032 

2 
0 _ f i i 

2 

_ « u 
2 

a4 2 

2 
_ a*3 

2 
0 

I 1 1 I 

A' 

en posant 
0 1 I I I 
1 o au a13 au 

A'= i a$1 o a 23 a24 

I a 31 <*32 o a u 

I a41 a42 a48 o 

Cherchons les feuillets adjoints. Le feuillet doit 
être orthogonal à (S 2 ) , ( S 8 ) , ( S 4 ) , ( S 5 ) ; il est donc 
porté par le plan A2 , A3, A4 , que nous appellerons(O^). 
De plus, sa puissance par rapport à (S i ) doit être égale 
à i (n° 3) . Donc, en vertu de la formule (7), son vecteur 
normal doit être dirigé vers l'extérieur du tétraèdre, et 

il doit avoir pour longueur en appelant A, la hauteur 
rl\ 

issue de A t . On définit de même ($a), (¿s), ($4). 
Quant à (s5), il est porté par la sphère circonscrite, 
que nous appellerons (S) . Sa puissance par rapport 
à ( S 5 ) devant être égale à 1, son indice est aussi égal 
à 1, d'après (8 ) . 

Nous aurons immédiatement des formules intéres-
santes en calculant les coefficients de o> {&). Tout 



( 
d'abord, le coefficient au est égal à on a donc 

0 I 1 1 
4A I 0 « 2 3 a24 

h\ - 1 a32 O * 3 4 

1 a42 O 

= — ( a13 -4- af 4 -h af2 — 2a24 a23 — 2 a32 a34 — 2a42a43 ), 

ou encore 
A' 

2 a. 

en désignant par a .̂ le mineur de A' relatif à a,-y. On 
aura les trois autres hauteurs par des formules ana-
logues. 

Si nous désignons maintenant par o/y l'angle dièdre 
formé par les faces opposées à A / et à A y, nous avons 
par exemple (n° 1) 

d'où 

puis, 

«11 = " 
COSCp,2 

h{ ht A' ' 

COSCfj2 = 
ai2 COSCfj2 = A'' \Za\ 1 a 2 2 

a/l 1 a2 2 — ( a 1 2 )2 A' 
0 I 
1 n 

1 

<*34 

a43 o 

2<X34A' 

d'après un théorème de Jacobi sur les déterminants (*). 
Si l'on remarque que 1 aire <j{ de la face A2 A3 A4 est 

égale à -\/ol3jî-.—-—> on en déduit aisément la formule 0 2 y 64 sin <p12 

« i n 

(l) Voir, par exemple, Encyclopédie des Sciences mathéma-
tiques (édition française, t. I2, np 23). 
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d*où résulte la suivante 

A' = 8 x 36 V s , 

en appelant V le volume du tétraèdre. 
L'indice de ($ 5 ) étant égal à un, le vecteur normal 

en M est équipollent au rayon (1M) (n° 1). Soit doncR 
le rayon de (S) . On a R2 = <z55 ; d'où 

1A 

en appelant (3/ le mineur de A' relatif à l'élément de 
la première ligne et de la (i -f- i)lemc colonne. De même, 
si désigne l'angle de (S) avec le plan (H4), on a 
aK 5 = ^ c o s J d'où 

d'où 
V Po«i i 

sin V 2 A ' <»23 «34 «42 

M i l 

Par suite, le rayon R, du cercle A2 A3 A4 est donné 
par 

R j = R sin 4m = V «23 *34 «42 _ V«*3«34 «42 

ce qui donne une formule élémentaire bien connue. 
Introduisons maintenant un feuillet-point (M) d'in-

dice i . Si l'on appelle a/5 le carré de la distance 
A,-M, les coordonnées adjointes du feuillet considéré 

a ! 5 ^25 235 «45 c 1? sont > , , , 1. Si I on porte ces 1 1 2 2 r 

valeurs dans (12), on obtient la formule connue 

o 

«21 

«31 

«51 

«12 

O 

«12 

I 

«13 
«23 

O 

«42 «43 

«52 «53 

I I 

«14 «15 

«24 «25 

«34 «35 

O <X„ 

«54 O 
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Quant aux coordonnées y^ les quatre premières sont 

les coordonnées barycentriques du point M; par 
exemple, yK — vK désignant le volume MA2A8A4 , 
compté positivement ou négativement suivant que M 
et A| sont du même côté de ( ÏI|) ou de côtés différents. 
La cinquième coordonnée y 5 est la puissance du point M 
par rapport à la sphère (S). En tenant compte de (9), 
on voit que cette puissance est donnée en fonction des 
coordonnées barycentriques par la formule 

a t jy iy j ( i, j = i, a, 3, 4). 

On en déduit, en particulier, l'équation de (S ) en 
coordonnées barycentriques. 

Il serait facile de multiplier les applications du sys-
tème particulier que nous venons d'étudier. On pour-
rait, par exemple, interpréter les coordonnées d'un 
feuillet plan ou d'un feuillet sphérique quelconque. 
C'est ce que nous laisserons au lecteur le soin de 
faire ( 4 ) . 

7. Nous indiquerons rapidement, pour terminer, un 
dernier système. 

Prenons pour ( S 5 ) un feuillet quelconque de puis-
sance égale à 1, porté par une sphère véritable (2). Soit 
ABA'B' un quadrilatère isotrope tracé sur cette sphère. 
Appelons a et (3 les distances AB et A'B'. Prenons pour 
(S 4 ) et (S 2 ) les feuillets-points de centres respectifs A 
et A' et d'indices respectifs - et — P r e n o n s de même 

r a a 
pour ( S 8 ) et (S 4 ) les feuillets-points de centres B et B ; 

et d'indices J e t — 

( 1 ) Les diverses formules que nous venons d'établir sont d'ailleurs 
à peu près toutes connues. 
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Nous avons alors 

d'où 
0)(x) = x\ H- '2 X\X^ -f- 2X3Xk. 

Les feuillets adjoints (s{), (s2), (s3), (54), (s 5 ) coïn-
cident respectivement avec (S 2 ) , ( S , ) , (S 4 ) , (S 3 ) , (S 5 ) . 

Ce système se prête, d'une façon particulièrement 
simple, à l'étude de la cyclide de Dupin qui admet les 
points A, A', B, B' pour points doubles. Deux sphères 
(<j) et (<7') passant respectivement par les points A, A' 
et B, B' ont des coordonnées de la forme 

= o , y2 = O , y3= t}3, j 4 = y& = tq5 

et 

yi = r/i, y*=r/*> = 74 = 0, r « = V5-

Pour qu'elles soient tangentes, il faut et suffit que 
l'on ait, en vertu de l'équation ( 12), 

Vt Vs2
 = ( * ) ! •+• r t k ) ( r / * - h 2 Vi V2 )• 

Par suite, si (ar') reste fixe, les coordonnées de (o-) 
doivent vérifier une relation de la forme 

?)l = 2mri3Y)V, 

m désignant une certaine constante. La sphère (o-) 
ayant pour équation en coordonnées adjointes 

O, 

son enveloppe a pour équation 

( i 4 ) x * = ~ x 3 x k . 

Telle est l'équation de la cyclide de Dupin dans le 
Ann. de Mathémat.y 4* série, t. XI. (Février 1911.) O 
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système actuel. Elle s'écrit aussi, en vertu de ( 12), 

(15) x\ = x[x%, 

avec la condition 

(16) m + n + i = o. 

Sous cette seconde forme, elle apparaît comme l'en-
veloppe des sphères (a-'), dont les coordonnées sont 
liées par 

V8S = W a V * -

L'angle o, sous lequel (<J) coupe (S), est donné 
par 

V 5 + 2 W i - h — ' 
m 

il est donc constant, et l'on a 

m = cot2cp. 

De même, les sphères (o-') coupent (S) sous un angle 
constant et cet angle est lié au premier par la rela-
tion (16), qui s'écrit ( ') 

CO sep C O S ' } = I . 

Nous terminerons cette étude rapide en remarquant 
que les équations ( i 4 ) et ( i5 ) donnent le théorème 
suivant : 

Etant donnés une sphère (S) et deux points A 
et A1 de cette sphère, le lieu des points M, dont la 
puissance par rapport à (S) est proportionnelle au 
produit MA. MA' est une cyclide de Dupin admet-

( l ) O11 trouvera toutes ces propriétés dans une Note placée à la 
tin de la seconde édition des Systèmes triples orthogonaux de 
M. Darboux. 
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tant pour points doubles A et A!, ainsi que les deux 
points de contact B et B' des plans tangents à (S) 
menés par À A'. La puissance de M par rapport à (S) 
est aussiproportionnelle auproduitMB. MB', lequel 
est donc proportionnel à MA. MA7. 

Si la sphère (S) est un plan, on a un énoncé ana-
loguedans lequel la puissance par rapport à (S) 
doit être remplacée par la distance à ce plan. La 
cyclide possède alors trois plans de symétrie. 

[0 '8c] 
SUR UNE APPLICATION DE LA THÉORIE 

DU TRIÈDRE M O R I L E , 

P A R M . J . H A A G , à Clermont-Ferrand. 

Soit une courbe gauche (C), sur laquelle on a fixé 
un système d'abscisses curvilignes. Soit Nlxyz le 
trièdre principal relatif au point M d'abscisse curvi-
ligne s. Si l'on considère un point P d'abscisse cur-
viligne s H- les coordonnées z de ce point par 
rapport au trièdre précédent peuvent être développées 
en séries entières en A, pourvu que M ne soit pas un 
point singulier de (C) et que h soit assez petit. On sait 
qu'en appelant o et t les rayons de courbure et de 
torsion relatifs au point M, les coefficients de ces sé-
ries s'expriment tous en fonction de p, T et de leurs 
dérivées successives par rapport à s. Il existe diffé-
rentes manières de calculer ces coefficients. En voici 
une qui n'est peut-être pas nouvelle, mais qui semble, 
en tout cas, assez peu connue. 
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Les développements cherchés peuvent s'écrire 

k 2 11 ! 

(1) i y = 

f 3 = Cj A £ i i 
\ 2 n! 

• 

Imaginons un mouvement du point M sur (C) tel 
quei soit le temps. Il est facile de voir que a/n b,n ctl 

sont les projections sur M.r, Mj r , Mz de l'accélération 
(n — ¡yème ^ p 0 i n t M. Or, étant donnés, d'une façon 
générale, un trièdre mobile O x y z et un point Q mo-
bile par rapport à ce trièdre, il est facile de calculer, 
de proche en proche, les accélérations absolues succes-
sives de Q. Supposons, en effet, que l'on connaisse les 
projections y,,^, yn,y>, Jn.z de l'accélération /¿ième sur 
Ox, Oy, Oz. Menons par un point fixe O, un vecteur 
(OiT^) équlpollent à cette accélération et un trièdre 
O Kxyz parallèle à O xyz. L'accélération (n -f-i)ième est 
le vecteur vitesse du point Tn ; on a donc les formules 
de récurrence 

d(yn,x) 
— d i ' 

Comme on a 

Yo,*= ^ -^i + qz — ry, 

on voit qu'on pourra calculer y ,^ , y/i>r, y,ijZ, quel que 
soit n. 

Appliquons ceci au trièdre M x y z , le point Q étant 
en M. On aura les formules de récurrence 

/ an+1 = a'n— rbn) 

(2) \ b
n+l
=b'

n
-hra

n
 — pc

ni 

( c = c'n-hpbn, 
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en appelant a!n, b'n, c'n les dérivées de a,n bn, par 
rapport à s. On a, en outre, 

«1 = 1, ®i = o, ci — o, /> = , r = 
~ P 

On possède donc lous les éléments nécessaires pour 
calculer, de proche en proche, tous les coefficients, aw, 
bny 

Indiquons les valeurs qui correspondent à n = i, 2, 
3, 4- On a immédiatement 

b{ — o, ct = o, 

«j = o, b<> — -, ™ o, 
P 

Gomme application, on peut vérifier, par exemple, 
que le centre 1 de la sphère osculatrice a pour coor-
données (o, p, —Tp') et coïncide avec le point où la 
droite polaire touche son enveloppe. En substituant 
les développements ( i ) dans l'expression 

/ == ¿R2 - H y1 z* — i py -+- VÎ zp' z 

et annulant le coefficient de /¿\ on obtient la condition 
pour que la sphère osculatrice ait, avec la cour be, 
un contact du quatrième ordre; on trouve sans 
difficulté 

T*p*-h TT'p'-f- p = O. 

Or, on vérifie facilement que cette équation exprime 
aussi que le point I a une vitesse nulle. Donc, si une 
courbe a un contact du quatrième ordre avec 
chacune de ses sphères osculatrices, elle est sphé-
rique, 
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[I7a] 
SUR UNE QUESTION PROPOSÉE PAR M* F O N T E N É ; 

PAR M. E. CAHEN. 

De la propriété énoncée par M. Fontené (4e série, 
t. IX, p. 384) et résolue par M. Bricard (4esérie, t. X , 
p. 475), on peut déduire deux conséquences intéres-
santes. Je suppose ¿>=1 de sorte que le théorème 
prend la forme suivante : pétant un nombre premier 
et a un entier non = 1 (mod /?), le nombre 

aP~x -h ai'-2 -+-... -4- a -f-1 

a tous ses diviseurs premiers et} par suite, tous ses 
diviseurs = 1 (mod p). 

I. Le polynome xp~k -h xP~2 h- . . . -f- x -f- T est 
irréductible. 

Car soit 
x p - i x p - i .+.... -f- # -+-1 =/( a? ) #( a?), 

f et g étant deux polynomes entiers à coefficients 
entiers. Donnons à x toutes les valeurs incongrues 
(mod/?) possibles, sauf la valeur 1, soient o, 2, 3, . . . , 
p — 1. Pour chacune de ces p — 1 valeurs f ('x), qui est 
un diviseur de xP~K -f- xP~2 -f-. . . -f- x -f- 1, prend une 
valeur = 1 (mod/?). Donc la congruence 

/(ar)ssi(mod/?) 

a p — 1 racines incongrues. Donc ou bien elle est 
identique, ou bien son degré ne peut être inférieur 
à/? — 1. Or, si elle est identique, comme son premier 
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coefficient est manifestement égal à i, c'est que f{x) 
se réduit à i. Si elle est de degré p — i, c'est g{x) 
qui se réduit à i. Donc..., eïe. 

II. Il y a une in finité de nombres premiers = 1 
(mod/?). 

Ce n'est qu'un cas particulier du théorème de 
Dirichlet, mais la démonstration suivante est intéres-
sante par sa simplicité. 

D'abord il existe au moins un tel nombre, car il 
suffit de donnera x une valeur non congrue à 1 ( mod/?), 
par exemple et de calculer un facteur premier du 
nombre obtenu 2P— 1, pour en avoir un. 

Soient alors a, p, . . . , X des nombres premiers = 1 
(mod/?), je vais en calculer un autre. Il suffit pour 
cela de former le nombre 

C'est la valeur que prend xP~{ -f- xP~% -f-. . . -f- x -f- 1, 
lorsque x = — ap . . . "X. Or cette valeur de x est = — 1 
(mod/?). Donc tout facteur premier de ce nombre est 

== 1 ( mod p ) 

et d'ailleurs ce ne peut être ni a, ni {J, ni A. 
Donc..., etc. 

Le théorème en question se généralise en rempla-
çant p par un nombre non premier n et 

XP~l -+- xly~ °i -f- . . . -h X -h I 

par le polynome qui donne les racines primitives 
de xn~K. Cette démonstration du théorème de Dirichlet 
ou des démonstrations du même genre sont connues 
depuis longtemps. Voii\ par exemple, Encyclopédie 
des Sciences mathématiques (édition françaiac^ t. 
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p. 285) et E . L A N D A U , Handbuch der Lehre der Ver-
teilung der Primzahlen, t. I, p. 436 et suiv. 

AGREGATION »ES SCIENCES MATHÉMATIQUES 
(CONCOURS DE 1910) 

MATHÉMATIQUES SPÉCIALES ( ' ) . 

S O L U T I O N PAR M . T U R R I È R E . 

Étant données deux quadriques P et Q, considérons 
une droite D dont les conjuguées D' et D" par rapport 
aux deux quadriques sont complanes : une telle droile 
D est l'intersection des plans polaires d'un même point 
par rapport aux deux quadriques, c'est-à-dire de deux 
plans qui se correspondent homographiquement: les 
droites D constituent donc un complexe de Reye. 
Lorsque le point de l'espace est sommet du tétraèdre 
conjugué commun des deux quadriques, ces plans sont 
confondus; par suite, toute droile de l'une quelconque 
des quatre faces du tétraèdre appartient au complexe, 
qui, dès lors, est un complexe tétraédral attaché au 
tétraèdre conjugué commun des deux quadriques. 

Dans le cas actuel de deux paraboloides ayant même 
axe Oz et même sommet O, les plans polaires de tout 
point M de l'axe sont confondus suivant un plan qui 

(l) Voir l'énoncé page l\oi des Nouvelles Annales de 1910, 
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est normal à l'axe au point symétrique de M par rap-
port au point O. Toute droite orthogonale à Taxe 
appartient donc au complexe. On voit de même que 
toute droite rencontrant l'axe appartient au complexe. 
Le complexe tétraédral dégénère donc en deux com-
plexes linéaires spéciaux attachés respective ment à 
Vaxe O3 et à la droite à Vinfini des plans perpendi-
culaires à O3. 

C'est ce cas de dégénérescence du complexe tétraé-
dral qui faisait l'objet du problème proposé, problème 
dontje vais donner une solution analytique. 

J'établirai tout d'abord une proposition fondamen-
tale. Etant donné un paraboloïde équilatère IT, rapporté 
à des axes rectangulaires, 

xr—y*—laz = o, 

et une droite D de coordonnées pliickériennes piy p2, 
P3> Pm P5? P^ l r 0 1 s premières étant les coordonnées 
de direction, les coordonnées pliickériennes de la 
droite A, conjuguée de D par rapport au paraboloïde 11, 
sont : 

/>6 
TTTj = P2, — Pi-, W3 = -y 

Faisons tourner, autour de Oz et d'un angle a, le para-
boloïde Et, en laissant fixe la droite D ; l'équation du 
paraboloïde P ainsi obtenu s'établit en remplaçant res-
pectivement x, y, z par 

x cosa -hy sina, — x sina -hy cosa, z; 

d'où l'équation du paraboloïde P: 

(¿r* — y* ) cos 2 oc 4- 2 xy sin 2 a — 2 az = o ; 



( 74 ) 
les coordonnées pluckériennes de la droite conjuguée 
D' de D par rapport à ce paraboloïde P, sont : 

njj c o s ( — ' 2 « ) + TÏT2 sin ( — 2 a ) . 

ttt! s i n ( — ' i o L ) - \ - m 2 c o s ( — î a ) , 

W't cos(— 2 a)-h sin (—2a) , 

rai sin(—2 ot) H— 71T5 cos(—2a) , 

De ces expressions il résulte que, lorsque le parabo-
loïde Il tourne d"un angle a autour de son axe Os, 
la conjuguée dyune droite fixe D tourne de Vangle 
double. 

De cette remarque découlent immédiatement les 
deux premières parties du problème proposé. Deux 
paraboloïdes hyperboliques équilatères égaux, P et Q, 
ayant même axe Os et même sommet 0 , peuvent être 
considérés comme dérivant du paraboloïde II d'équa-
tion 

x2—y2 — laz —. o, 

par rotations respectives a et — a autour de l'axe O s ; 
dans ces conditions, les droiles conjuguées D' et W 
d'une droite D s'obtiennent par rolations 2 a et — s a 
de la conjuguée A par rapport au paraboloïde Q. 

I. Pour que Df et D" soient coin planes, il faut donc 
que A rencontre Os ou bien lui soit orthogonale, et, 
par suite, que D soit orthogonale à O s ou complane 
avec Os. 

La vérification analytique ne présente aucune diffi-
culté; les coordonnées pluckériennes de D' et D" sont, 

p\ ~ — px sin 2a -h p^ cos2a = 

p\— px cos2a pt sin 2a = — 

p'4 = — pk si n 2 a 4- p$ cos 2 a = 

p's — p^ cos 2 a -+- p5 sin 2 a = — 

/>i= a/>3 = w6. 
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d'après ce qui précède: 

Pi — ~Pi sinsa -4-pi cos2a, p\ = p{ sin2a pt cos2a, 
p't = /?i c o s 2 s i n 2 a, p\ = cos 2 a — /?2 sin 2a, 

r»' — P * W P* 

p\ = — s i n 2 a -h/>3 cos2a, = />4 sin 2a -h p 6 cos 2a, 

P's — Pi c o s ^a —H p§ sin i a, /? g = pk cos 2a — />5 sin 2 a, 

p'è = «Ps ; pë = «ps ; 
l 'expression 

P i P\ •+• P 2 Ps + P? P « •+" P 1 P * -+" Pi P S -+- P 3 P G 

se réduit à 
4/>3p«i sin22a; 

pour que D' et D" soient complanes, il faut donc: ou 
bien que p 3 soit nul (complexe des droites orthogonales 
à Os) , ou bien que pe soit nul (complexe des droites 
rencontrant Os) . 

Puisque D' et D" s'obtiennent par rotations — 2 a et 
a a d'une même droite A autour de Os, ces droites D' 
et D"sont à la même distance de Os et font avec Os le 
même angle; leurs projections sur unplan perpendicu-
laire à cet axe font l'angle 4^ indépendant de la droite D. 

II. Je désignerai par p*, . . . , p* les coordon-
nées plückériennes de la droite D*. J'ai précédemment 
trouvé : 

/ > | = — p \ sin2«-f-/>J cos2a, p\ = — p\ sin2a -!-/>J cos2a, 
p\— p\ c o s 2 a - b p \ sin2 

on en déduit 

a pl = aP\ ; 

et une formule analogue pour pk e t p h . 
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Pour passer de la droite D2 à la droite D s il suffit, 

dans les formules précédentes, de changer pKk en p\, 
pl en p\ et a en — a. On obtient ainsi 

et une formule analogue pour ph e t ; on a ensuite 

PÎ=Pb PÎ = PI-

Ces formules expriment que la droite D3 s'obtient en 
faisant tourner d'un angle 4 a dans un sens déter-
miné. D5 s'obtient par rotation de D3 de 4 a dans le 
même sens, et ainsi de suite. Les droites D3 , 
D s , . . . , Da/>+<, . . . sont donc génératrices d'un même 
hyperboloïde de révolution autour de O z et elles se 
déduisent les unes des autres par une rotation déter-
minée. 

Pour obtenir la distribution de D2 , D4 , D6 , . . . , 
il suffit de remplacer D4 , D3 , D5 , . . . par D2 , D4 , D6 , . . . , 
et a par — a. Les droites D2/) sont ainsi génératrices 
d'un second hyperboloïde de révolution autour de O z 
et elles se déduisent les unes des autres par une ro-
tation déterminée, égale à la précédente mais en 
sens inverse. 

Une particularité intéressante se présente lorsque a 
est commensurable avec II : dans ce cas, en effet, il y a 
un nombre fini de droites D2/7+i et un même nombre de 
droites D2/,. Pour chacun des hyperboloïdes, les traces 
des droites D* sur tout parallèle sont les sommets d'un 
polygone régulier, convexe ou étoilé. 

Il en est ainsi pour une droite quelconque de l'espace, 
choisie pour droite initiale D4 . Mais si l'on suppose 
que D4 est une droite D satisfaisant à la première par-
tie du problème, les deux hyperboloïdes de révolution 
dégénèrent l'un en un cône de révolution, l'autre en un 
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plan qui rencontre orthogonalemeut Os au point symé-
trique, par rapport à O, du sommet du cône. L'une des 
séries de droites est constituée de génératrices du 
cône; l'autre série est constituée de tangentes à un 
cercle d'axe O z. 

III. Pour que la question à traiter ait un sens, il faut 
dès maintenant exclure les droites D orthogonales à 
l'axe Oz et ne considérer que celles qui rencontrent cet 
axe. 

Soit M le point de rencontre de D', D" et soient 

¿r = r c o s 6 , ^ = rsinO, z 

les coordonnées de ce point. La droite D est l'inter-
section des plans polaires de M par rapport aux parabo-
loides, ou encore des plans d'équations 

(Xx — Y y) cos 2 * — a ( Z + ^ ) = o, 
X y -h Y x = o ; 

nous prendrons pour coefficients directeurs de la 
droite D 

Px = cos 0, p2 = — sinô, / t ? 3 = ^ c o s 2 a ; 

le point M,, où D rencontre Os, a pour cote s 4 , 

zx = — z. 

Soit o l'angle de Os et de D. On a, au signe près, 

. r cot<p = ± — cos2oc; 

de la condition imposée à D de faire un angle con-
stant avec Os il résulte donc que M reste sur un 
cylindre de révolution d'axe Os et de rayon 

Icotcp I . 
cosaal 
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Considérons les surfaces (S7), (S") engendrées respec-

tivement par D' et D", lorsqu'on impose la condition 
supplémentaire que ces surfaces font un angle con-
stant en tout point de rencontre des deux droites D' 
et D". On a : 

p\ = — sin (6 -h 2 a), p\ = — sin (6 — 2 a), 

p"2= c o s ( 0 - f - 2 a ) , p\ = cos(6 — 2a), 

p'z= <>> p"z= 

définissant alors le plan tangent à (S ') , au point M, par 
la droite D' et par la tangente à la courbe lieu de M, 
on obtient, pour coefficients directeurs delà normale à 
(S ') en M, les expressions suivantes: 

/ a \ dz . A dz 
cos ( 0 - f - 2 a ) , s m ( 0 - h 2 a ) - 7 - , — r s m a a ; 

au at) 

et, par conséquent, les coefficients directeurs de la 
normale à (S") au même point M sont: 

/a x dz . A . dz c o s ( 0 — s i n — -+-/*sin2a. 

L'angle des deux surfaces au point M est donc défini 
par la relation 

v { d ô ) C 0 8 ^ " r " s , n 2 a 
cosV = • 

g j j -h r 2 sin2 2 a 

dz V étant supposé constant, s e r a constant et par suite 

z et 0 seront liés par une relation linéaire. 
Le lieu de M est donc une hélice circulaire. 
Le lieu de 13 est un hélicoïde, engendré parle dépla-

cement hélicoïdal d'une droite rencontrant l'axe Oz. 
Cherchons la condition demandée, moyennant 

laquelle l'hélice sera une courbe tracée sur cet héli-
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coïde. Les équations de l'hélice sont de la forme 

quant à celles de l'hélicoïde lieu de D, elles sont de la 
forme 

x = p sincp cos^, y — p sin<p sintj/, 
Z = p C O S 9 - h — z0, 

les deux paramètres variables étant p et 6: la droite D 
rencontre, en effet, l'axe Os au point M, de cote 

Zi = — s = — k 6 — Zq , 

et ses coefficients directeurs sont 

pi = cos6, ¿? 2 = — sinO, /?3=cotcp. 

On obtient ainsi une relation (N étant un nombre entier 
quelconque ) 

cot 2o , 
'¿z0± a = h x IN, cos'ia 

entre s 0 , <p, a et k. 
Les surfaces lieux de D' et D" sont deux surfaces qui 

se déduisent par rotations 2 a et — 2 a de la surface 
lieu de A. Celle-ci est la polaire réciproque de l'héli-
coïde engendré par D par rapport au paraboloïde II. 
Cette surface engendrée par (A) est une surface à plan 

dz 
directeur, dont le paramètre de distribution est con-
stant; elle est engendrée par le mouvement hélicoïdal 
de A, qui reste tangente à un cylindre de révolu-
tion autour de Os. On reconnaît là un hélicoïde de 
M. Pain levé particulier; cette surface a été étudiée par 
M. A. Buhl, dans des Mémoires écrits spécialement 
pour les candidats à l'Agrégation et publiés dans les 
Nouvelles Annales ( , ) ; M. Buhl a consacré le para-

( 1 ) A . B U H L , Sur les surfaces dont les lignes asymptotiques se 
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graphe 6 de son second Mémoire à la surface consi-
dérée et montré que ces asymptotiques sont situées sur 
des hyperboloïdes de révolution. 

Les lignes de courbure de cette surf ace sont déter-
minables sans quadrature. En se reportant, en effet, 
à la page 212 des Nouvelles Annales de 1910, il 
résulte de ce que le contour apparent sur Oxy est un 
cercle et de ce que le paramètre de distribution est 
constant, que l'on peut poser, a et b étant des con-
stantes, 

m = a coscp H- bty sincp; 

d'où l'on déduit [p. 197, formules (6)] 

D = o, D ' = » D " = « c o s 9 ; coscp 1 

et, par suite, l'équation des images sphériques des lignes 
de courbure (p. 21) est 

pour intégrer, il suffit de prendre tanges comme 
variable. 

déterminent par quadratures (octobre 1908, août 1909, sep-
tembre 1910). 
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LEÇONS SUR LES SÉRIES DE POLYNOMES A UNE VARIABLE 

C O M P L E X E ; par PaulMontel. — i volume in-8 de VI-I 28 
pages de la Collection de monographies sur la théorie 
des fonctions. Paris, Gauthier-Villars, 1910. 

Le Livre de M. Paul Montel appartient à cette belle Collection 
de monographies sur la théorie des fonctions qui, fondée 
par M. Emile Bore] en 1898, n'a pas cessé de s'enrichir presque 
chaque année de quelque nouveau Volume. On sait quelle 
heureuse influence a exercée cette Collection sur les études 
mathématiques; mais il ne faudrait pas, à mon avis, attribuer 
uniquement son succès à l'importance prise de nos jours par 
la théorie des fonctions : des livres rédigés suivant la même 
conception pédagogique et relatifs à d'autres branches des 
Mathématiques auraient sans cloute le même succès. Et il ne 
sera pas inutile de dire quelle est cette conception pédago-
gique à propos du Livre de M. Montel qui la réalise au plus 
haut degré. 

Les Livres de la Collection Borel ne supposent chez le 
lecteur que les premières notions de J'Analyse; dans chaque 
Livre, les premiers Chapitres mettent le lecteur au courant 
des notions classiques dont il a besoin pour comprendre les 
Chapitres suivants; ceux-ci contiennent, sous forme didac-
tique, l'exposé de travaux plus récents, parus dans divers 
Mémoires, et en même temps les recherches personnelles de 
l'auteur. Le Livre ainsi conçu tient à la fois du Traité et du 
Mémoire original : sa lecture est d'une utilité capitale pour 
l'étudiant qui veut apprendre à travailler sur les Mémoires 
originaux et pour tout lecteur qui veut s'initier rapidement 
aux résultats fondamentaux d'une théorie, sans avoir le temps 
de faire un choix dans la multitude d'écrits relatifs à cette 
théorie. 

Le Livre de M. Paul Montel remplit parfaitement le but 
que je viens d'indiquer, en ce qui concerne l'étude des séries 
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de polynomes à une variable complexe. Ce Livre devait êti*e 
primitivement écrit par M. Emile Borel, qui annonçait sa 
publication ultérieure dans la préface de ses Leçons sur les 
fonctions de variables réelles et les développements en 
séries de polynomes ; mais, après les travaux fort importants 
de M. Montel parus depuis lors, il a semblé à M. Borel que 
nul n'était mieux qualifié que M. Montel lui-même pour traiter 
le sujet annoncé. 

Dans le Chapitre premier, l'auteur, après avoir rappelé les 
notions fondamentales sur les ensembles de points dans le 
plan, les fonctions analytiques et leurs points singuliers, la 
représentation conforme, étudie les séries de fonctions analy-
tiques, puis les familles de fonctions holomorphes bornées en 
module dans un domaine; au sujet de ces dernières familles, 
M. Montel établit cette proposition fondamentale, qu'il a 
donnée le premier dans sa thèse et dont il a montré toute 
l'importance : on peut former avec les fonctions dune 
pareille famille une suite infinie convergeant uniformé-
ment dans le domaine. Le Chapitre se termine par quelques 
définitions relatives aux séries de polynomes et par les théo-
rèmes de M. Hadamard et de M. Hurwitz relatifs, le premier 
à la multiplication, le second à l'addition des singularités de 
deux fonctions analytiques. 

Le Chapitre II est consacré à diverses méthodes de déve-
loppement d'une fonction holomorphe en série de polynomes 
dans un domaine D. L'auteur démontre le théorème donné 
par M. Painlevé pour le cas où le domaine D est limité par 
un contour convexe, puis il expose la méthode de M. Hil-
bert relative à un domaine D limité par une courbe simple 
quelconque : cette méthode est rattachée aux polynomes 
d'interpolation de Lagrange; vient ensuite la méthode de 
M. Runge pour le développement d'une fonction analytique 
uniforme en une série de fractions rationnelles convergente 
dans la région d'existence de cette fonction, méthode que 
l'auteur rapproche de celle donnée par M. Appell pour les 
domaines D limités par des arcs de cercle; la fin du Chapitre 
est consacrée à l'étude fort intéressante des polynomes d'ap-
proximation de Tchebicheff. 

Le Chapitre III nous donne de nouvelles méthodes de déve-
loppement d'une fonction holomorphe en séries de polynomes. 
Une des plus intéressantes, celle de M. Faber, occupe la plus 
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grande partie du Chapitre. M. Faber démontre que toute 
fonction holomorphe dans un domaine D limité par un contour 
simple est la somme d'une série I>anPn(x), où les poly-
nômes ï*n{x) ne dépendent que du domaine, tandis que les 
constantes an ne dépendent que de la fonction ; si le domaine 
est l'intérieur d'un cercle de centre a , on prend Pn(¿r) égal 
à (x— a)n et l'on retrouve la série de Taylor; on retrouve de 
même, en faisant varier le domaine, divers autres dévelop-
pements connus, par exemple ceux dans lesquels les P / t sont 
les polynomes de Legendre. 

Le Chapitre IV est relatif aux séries de polynomes conver-
gentes dans plusieurs domaines extérieurs les uns aux autres; 
des exemples classiques montrent qu'une pareille série peut 
représenter, dans ces divers domaines D t, D2, des fonc-
tions analytiques différentes fu / 2 , . . . . M. Montel montre, 
pour le cas d'un nombre fini ou d'une infinité dénombrable 
de domaines D, que les fonctions /2 , . . . , aussi bien que 
les domaines Dj, Ds, . p e u v e n t être complètement arbi-
traires. L'auteur s'occupe ensuite du développement en série 
de polynomes d'une fonction analytique uniforme ayant des 
points singuliers; cette étude le conduit à montrer, avec 
M. Runge, que la région d'existence d'une pareille fonction 
n'est assujettie qu'à la seule restriction d'être d'un seul tenant 
et de ne contenir aucun point frontière. 

Dans le Chapitre V, l'auteur considère a priori une série 
de polynomes convergente dans un domaine, ou, ce qui 
revient au même, une suite convergente de polynomes, et il 
se propose d'étudier la nature de la fonction limite. En 
particulier, dans quel cas cette somme est-elle analytique? 
M. Montel montre, par des exemples, que, parmi les diverses 
conditions qui ont été données, aucune n'est à la fois nécessaire 
et suffisante. Une notion importante, due à M. Montel, est 
celle de points de convergence réguliers ou irrèguliers ; un 
point de convergence P est dit régulier si, dans un cercle de 
centre P et de rayon suffisamment petit, la convergence est 
uniforme. M. Montel étudie l'ensemble des points irrèguliers 
et il donne diverses propriétés remarquables des suites de 
polynomes dans le voisinage de leurs points de convergence 
irréguliers. 

L'Ouvrage de M. Montel est d'une lecture fort intéressante, 
non seulement à cause de l'attrait présenté par le sujet lui-
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même, mais encore à cause de la façon simple, pédagogique 
dont nous sont présentés les résultats des divers travaux 
originaux que l'auteur nous fait connaître en même temps 
que ses travaux personnels. 

S . LATTES. 

L E S FONCTIONS P O L Y É D R I Q U E S KT M O D U L A I R E S ; p a r 

G. Vivante, Professeur à la Faculté des Sciences de 
Pavie. (Ouvrage traduit par A. Catien.) — i vol. in-8 
de pages. (Prix : 12 fr.). Paris, Gauthier-Villars, 
éditeur; 1910. 

Faire passer à travers le bloc compact des œuvres des 
grands mathématiciens de langue allemande le clair et pur 
rayon du génie latin, tel est le but de M. Vivanti, et comme 
il a traité jadis Sophus Lie, il traite maintenant Félix Klein. 

L'organisation des Universités italiennes a favorisé sa tâche : 
là, à côté des enseignements traditionnels et de fondation, il 
y a place pour les disciplines nouvelles, alors que chez nous 
la fatale fragmentation de la licence en certificats et la loi du 
moindre effort qui guide nos étudiants dans le libre choix des 
certificats s'opposent à tout progrés, si même elles ne con-
duisent à l'incohérence des études. 

Dans une série de 34 leçons on 1901-1909. à Messine, Sulla 
teoria della risoluzione della equazioni di quinta grado, 
M. Vivanti a présente la substance des Vorlesungen über 
das lkosaeder und die Auflösung der Gleichungen vom 

fünften Grade de Klein (Leipzig, 1884); de ce cours, l'ossa-
ture si nette, si elegante, a été signalée aux lecteurs des 
Nouvelles Annales en janvier 1905. Une série analogue, en 
1902-1903, Sulla teoria delle funzioni modulari, a fait 
connaître l'essentiel des Vorlesungen über die Theorie der 
elliptischen Modulfunktionen, de Klein et Fricke (Leipzig, 
1890-189-2). 

Les Leçons de M. Vivanti, recueillies par les étudiants et 
autographiées, ont servi de base à un livre plus réduit, plus 
condensé, où, pour éviter des redites et pour mieux montrer 
la filiation des théories, l'auteur étudie d'une part les groupes 
polyédriques et le groupe modulaire, puis d'autre part les 
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fonctions et équations polyédriques et modulaires : ces 
Elementi della Teoria delle funzioni poliedriche e mo-
dulari (Milan, 1906), M. Armand Cahen, Professeur au 
Lycée d'Évreux, a eu la bonne idée de les traduire, il l'a 
fait avec précision et souplesse, et M. Gauthier-Villars, qui, 
en fait, a en France le monopole des belles éditions mathé-
matiques, en a volontiers entrepris la publication. Envers 
tous deux, quiconque s'intéresse en France aux hautes Mathé-
matiques sera très redevable. 

Après avoir étudié in ab strado les propriétés des groupes 
d'opérations, M. Vivant! en fait l'application aux substitutions 
linéaires, dont il se propose notamment de déterminer tous 
les groupes finis possibles. Une interprétation géométrique 
simple permet de passer des groupes de substitutions linéaires 
aux groupes de rotations d'une sphère sur elle-même : de ces 
groupes, ceux qui sont finis se rattachent étroitement aux 
polyèdres réguliers que certaines rotations superposent à eux-
mêmes (de là le nom de groupes polyédriques). Après les 
avoir soigneusement étudiés aux points de vue analytique et 
géométrique, l'auteur en déduit la représentation des groupes 
finis sur le plan. Les réseaux de triangles curvilignes qu'on 
est ainsi conduit à considérer possèdent un certain nombre de 
propriétés : les réseaux qui n'en possèdent que quelques-unes 
sont aussi envisagés en vue de leur utilisation ultérieure, 
notamment dans l'étude de l'unique groupe infini dont il est 
question \c\, le groupe modulaire. Ce groupe est considéré, 
non à partir de sa définition arithmétique, mais à partir de 
son champ fondamental ; ses propriétés et celles de ses sous-
groupes sont l'objet d'un examen détaillé. Il me semble que, 
pour terminer cette Partie, l'auteur ou le traducteur aurait 
pu ajouter un Chapitre sur les groupes fuchsiens et kleinéens 
de M. Poincaré, quitte à se borner à un aperçu analogue à 
celui que donne M. Forsyth dans sa Theory of Functions : 
c'eût été une invitation à pénétrer dans un domaine découvert 
par notre illustre compatriote et resté peu exploré. 

A la notion de groupe se rattache celle d'invariant. L'étude 
des invariants liés aux groupes précédents constitue la seconde 
Partie du Livre. Les formes invariantes fondamentales des 
groupes finis une fois construites, M. Vivanti aborde les fonc-
tions polyédriques ou fonctions rationnelles d'une variable, 
que n'altère aucune des substitutions d'un groupe polyédrique, 
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Toute telle fonction est complètement déterminée quand on 
connaît les valeurs qu'elle prend en trois points du plan. Cette 
propriété, sans équivalent dans le cas de plus d'une variable 
et qui est l'origine de la simplicité des applications, a son 
analogue pour le groupe modulaire. La théorie des fonctions 
elliptiques fournit la construction de la fonction modulaire 
principale J, de laquelle l'auteur passe aux fonctions modu-
laires invariantes dans un sous-groupe du groupe modulaire. 

Viennent alors les applications. Les équations polyédriques 
ou modulaires sont celles qui définissent les valeurs de la 
variable pour lesquelles une fonction polyédrique ou modulaire 
prend une valeur donnée (l'expression équation modulaire 
est employée ici, on le voit, dans un sens tout différent que 
dans la théorie de la transformation des fonctions elliptiques) : 
leur résolution s'effectue par une méthode uniforme, basée sur 
la considération de l'équation différentielle de Schwartz, 
laquelle se rattache à l'équation hypergéométrique de Gauss. 
Les mêmes équations sont ensuite étudiées au point de vue 
algébrique et en considérant les résolvantes de Galois. Le Livre 
s'achève par l'examen des rapports des équations polyédriques 
avec la résolution algébrique des équations de degré trois, 
quatre ou cinq. Nous avons regretté de ne pas voir traiter le 
beau problème de l'intégration algébrique des équations 
différentielles linéaires du second ordre à coefficients ration-
nels. Enfin, à notre avis, un Chapitre sur les fonctions thêta-
fuchsiennes, sur leurs singularités, sur la construction des 
fonctions automorphes en général, sur leur lien avec l'inté-
gration des équations différentielles linéaires à coefficients 
algébriques et avec la représentation paramétrique des courbes 
algébriques, eût ouvert de larges horizons au lecteur : l'Ou-
vrage fût devenu plus suggestif et, si l'auteur était trop à 
l'étroit dans la collection Hœpli, il aurait dù profiter de 
l'édition française pour réaliser ce qu'il avoue dans sa Préface 
avoir désiré. A . B O U L A N G E R , 

Répétiteur à l'École Polytechnique. 
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CORRESPONDANCE. 

M. E.-N. Barisien : Sur six hyperboles remarquables 
d'un triangle. — Voici d'assez curieuses propriétés du 
triangle, qui se démontrent facilement par la géométrie ana-
lytique, et que nous nous contentons d'énoncer, pensant 
qu'elles sont inédites. 

On considère un triangle ABC, son cercle circonscrit de 
centre 0 et les milieux A', B', C' de OA, OB, OC. 

I . Soient : HA Vhyperbole équilatère de centre A', passant 
par A et ayant ses axes parallèles aux bissectrices de 
l'angle A; Hu et H<; les hyperboles analogues à H\. 

Ces trois hyperboles HA, H«, Hc ont quatre points com-
muns dont run est le point 0 et les trois autres M, Q 
sont situés sur le cercle circonscrit à A BC et forment un 
triangle équilatéral. 

Les droites MO, PO, QO sont respectivement parallèles 
aux droites de Simson du triangle ABC relatives aux 
points M, P, Q. 

II. Soient : HA Vhyperbole équilatère de centre A', 
passant par A et ayant ses asymptotes parallèles aux 
bissectrices de Vangle A; HR et Hc les hyperboles ana-
logues à IIA-

Ces trois hyperboles HA, HB, HC ont quatre points com-
muns dont l'un est le point 0 et les trois autres M', P', Q' 
sont situés sur le cercle circonscrit à ABC et forment un 
triangle équilatéral. 

Les droites M'O, P'O, Q'O sont respectivement perpen-
diculaires aux droites de Simson du triangle ABC relatives 
aux points M', P', Q'. 
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CERTIFICATS DE MÉCANIQUE RATIONNELLE. 

Besançon. 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — Première question (Cours). — 
Énoncé du principe de dyAlembert. Montrer que, si le 
degré de liberté d'un système holonome est strictement 
égal à /?, le principe de d'Alembert fournira les équations 
du mouvement de ce système sous la forme d'un système 
efficace de p équations différentielles du second ordre. 

Deuxième question (Problème de Cinématique). — Le 
déplacement de glissement d'une figure plane solide étant 
supposé tel que deux points de la figure aient leurs tra-
jectoires rectilignes, on demande : 

i° De préciser les deux courbes de roulement relatives à 
ce déplacement et d'en déduire la représentation complète 
du déplacement considéré ; 

a" De déterminer la trajectoire d'un point quelconque 
de la figure; 

V D'indiquer tous les points de la figure dont la tra-
jectoire est rectiligne ou circulaire. 

Troisième question (Problème de Dynamique). — Une 
barre pesante appuie sans frottement, par ses deux extré-
mités, sur deux glissières fixes situées dans un même plan : 

i° Déterminer et distinguer ses positions d'équilibre 
stable ou instable; 

Calculer la période des petits mouvements de la 
barre autour d'une position d'équilibre stable. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Première question. — Une horloge 
et une montre marchent d'accord et marquent le temps 
solaire moyen; on les copie l'une et l'autre en les recon-
struisant respectivement semblables de matières et de 
formes aux modèles primitifs mais en amplifiant K fois 
les dimensions linéaires homologues : 

Que vaudront (en temps solaire moyen) la durée 
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indiquée par la nouvelle horloge, la durée indiquée par 
la nouvelle montre? 

Deuxième question. — Une sphère homogène fixe et de 
rayon R exerce autour d'elle une attraction newtonienne; 
elle produit en un point de sa surface une accélération g 
connue. Un point matériel venant de très loin sans vitesse 
initiale va pénétrer par un puits très étroit jusqu'au centre 
de la sphère; avec quelle vitesse y parviendra-t-il? 

Application numérique : 

g — 9,81 mètres-seconde par seconde, 
R = 6366 kilomètres. 

(Novembre 1909.) 

Bordeaux. 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — Une tige matérielle AB peut 
librement tourner dans un plan horizontal autour d'un 
de ses points A qui est fixe. 

Une tige CD sans masse peut librement tourner autour 
d'un de ses points G qui est fixé sur la même verticale 
que A. Cette tige porte une masse pesante P qui est fixée 
sur elle, mais peut être déplacée; elle est, en outre, assu-
jettie à rencontrer constamment la tige AB. 

Toutes ces liaisons ont lieu sans frottement. 
On demande d'étudier les divers mouvements du système 

suivant la position de la masse P sur la tige CD et en 
supposant que le mouvement initial du système soit une 
simple rotation autour de la verticale AG. 

EPREUVE PRATIQUE. — S, S' étant les centres des deux 
bases d'un cylindre de révolution de rayon R et de hau-
teur H, déterminer un parallèle G de ce cylindre de telle 

façon que l'ellipsoïde central d'inertie du solide homogène 
limité par les deux cônes ayant S. S' pour sommets et G 
pour base commune soit une sphère. 

(Novembre 1909.) 

Grenoble. 

PROBLÈME. — Deux sommets consécutifs A, B d'une 
plaque carrée homogène pesante glissent sans frottement 
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sur une circonférence fixe, située dans un plan horizontal, 
de diamètre égal à la diagonale du carré. 

Former et intégrer autant que possible les équations du 
mouvement de la plaque. 

Chercher si les données initiales peuvent être choisies de 
façon que le mouvement soit une rotation uniforme autour 
de l'axe de la circonférence. 

Paramètres : angle que fait le côté AB du carré avec 
un rayon fixe Oxt de la. circonférence, 0 angle d'une 
demi-droite Gz normale à la plaque avec la verticale 
descendante Ozj. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Une roue de rayon R reste dans 
un plan fixe et roule sur une droite fixe Oi^Fj, sans glisser. 
Une tige homogène OA de masse M est fixée à la roue par 
ses extrémités, placées l'une au centre 0 de la roue, 
l'autre A sur la circonférence. On admet que les réactions 
qui peuvent s'exercer en A sont normales à OA. 

Soient 0 l'angle que fait OA avec Oi^i, 0x le prolon-
gement de OA, Oy un axe perpendiculaire à 0.R. 

Supposant connue la variation de 6 en fonction du 
temps, on demande : 

i° Les projections sur Ox et Oy de la vitesse et de 
l'accélération d'un point P de OA, on pose x = OP; 

•r Les projections des réactions qui s exercent en O et 
en A sur la base. 

3° Application numérique. Calculer la valeur maximum 
de la réaction s'exerçant en A sachant que la barre pèse 
>5kg, que le mouvement de O est uniformément retardé, sa 
vitesse passant en i minutes de 72km à l'heure à zéro. 

On immobilise brusquement la roue à un instant où 

6 = a et ^ = tu. Quelles sont les percussions de réaction 

s'exerçant en 0 et en A? (Novembre 1909.) 

Lille. 

Ëpiuavi; riii:oui^LE. — I. Un corps solide mobile autour 
d'un point fixe subit successivement deux rotations finies; 
Vune de ces rotations se fait autour d'un axe OA et a une 
amplitude a. l'autre se fait autour d 'un axe OB et a une 
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amplitude p. Composer ces deux rotations et trouver la 
grandeur de l'angle de la rotation résultante : i° en sup-
posant les axes fixes dans l'espace; >.° en les supposant 
fixes dans le corps. 

II. Etablir les formules de Cayley qui donnent les com-
posantes de la rotation instantanée d'un trièdre tri rec-
tangle mobile autour de son sommet, en fonction des 
paramètres d'Olinde Rodrigues fixant la position de ce 
trièdre par rapport à un trièdre fixe, et des dérivées de 
ces paramètres en fonction du temps. (Les formules 
d'O. Rodrigues sont supposées établies.) 

III. Appliquer les équations de La grange ci l'étude du 
mouvement d'un corps solide pesant, homogène, de révo-
lution, fixé par un point de son axe et animé d'une 
rotation propre très grande autour de cet axe de figure 
qu'on abandonne sans vitesse. Calculer le rapport de la 
période de la nutation à la durée de révolution du corps 
autour de son axe. 

EPREUVE PRATIQUE. — Un cylindre droit à base elliptique, 
d'axes c— i(lm, b = ¿dm, de hauteur h = 4<,mî est terminé 
par un demi-ellipsoïde admettant comme section principale 
une base du cylindre et comme troisième demi-axe a = 3

d m

. 

Le système homogène et pesant, de densité i, peut osciller 
librement autour du petit axe de la base libre, axe placé 
horizontalement. On écarte l'are de figure de l'ensemble 
de 6 0 0 p a r rapport à la verticale descendante et on l'aban-
donne à lui-même. Quelle sera la durée d'une oscillation 
complète? (Novembre 1909.) 

Marseille. 

COMPOSITION ÉCRITE. — Dans un plan vertical on donne 
deux barres fixes, l'une Ox horizontale, l'autre Oy ver-
ticale. 

Une barre pesante et homogène, de longueur 2X1 est 
placée verticalement et repose par son extrémité A sur la 
barre Ox. Elle est en équilibre instable. L'équilibre étant 
troublé, la barre tombe et vient heurter O y par sa seconde 
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extrémité B. Elle fait à ce moment un angle de 3o° avec 
Vhorizontale. 

Trouver, immédiatement avant et après le choc, la 
vitesse du centre de gravité de la barre et la vitesse angu-
laire de la barre. 

Les corps sont mous et il n'y a pas de frottement. 

S O L U T I O N . 

Soient R et S les pressions en A et B au commencement du 

choc, ut l v les composantes de la vitesse du centre de gra-

vité G, = ^ la vitesse angulaire de la barre. 

On met l'indice o au début du choc et l'indice i à la fin. 
Soit 

JiRdt = A, j f =B, 

A et B sont les percussions en A et B évaluées en quantités 
de mouvement. 

Avant le choc, les forces sont verticales, le centre de gravité 
décrit une verticale et l'on a y = asinO. 

Le théorème des forces vives donne 

Ma* ^cos2 0 -h 0 w2 = 'iM^-afi — sinÔ). 

Donc, au début du choc, pour 6 = 3o°, on a 

= g a, (car (o0 est négatif), 

V'3 Uç>— O, Cu = <7tO0. 

Si l'on applique, pendant la durée du choc, le théorème du 
centre de gravite et le théorème des moments, on a 

M ( ui — u0 ) = B, M ( v{ — c0 ) = A, 

__ a* i _ . 
T ^ < W I ~ = ~ A — R ' 

d'où 

— (tO! — (O0) = U\ — M0— V — <\> )• 
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A la fin du choc, la composante horizontale delà vitesse du 

point B est nulle de même que la composante verticale de la 
vitesse du point A. On a donc 

1 sß 
U\ H aajj[= o, aa)« = o. 

2 2 

On a donc 

2 / N 1 R ( f i fi -(Wj — CO0) = O) ! — V7 » i 
O 2 \ 2 

d'où 
i3 

Cy1= -—Wo. 
ÎO 

2 

On connaît donc w0, u0, r0, u>,, t>j. 
E P R E U V E P R A T I Q U E . — Le câble d'un pont suspendu a 

ioom de portée et 8™ de flèche. Il supporte un poids de ioook* 
par mètre courant. 

Trouver la longueur du câble et calculer sa section. 
On fait travailler le fer à 20kg par millimètre carré. 
Quel serait Vaccroissement de la flèche pour un accrois-

sement de iocm de longueur du câble? 
(Novembre 1909.) 

QUESTIONS-

2169. — Si la courbe (M) est le lieu des points M d'où l'on 
peut mener à deux courbes données ( A ) et ( B ) des tan-
gentes MA et MB égales entre elles, et si a et ¡3 sont les 
centres de courbure répondant respectivement aux pointsAetB : 

i° La tangente en M à la courbe (M) est perpendiculaire à 
la droite 

2° Le point où la droite AB touche son enveloppe est à sa 
rencontre avec la droite aj3. 

( M . D 'OCAGNE.) 

2170. On donne une courbe plane ( C ) et un point fixe O 
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dans son plan. On porte sur la tangente en un point M de ( C ) 
une longueur MP égale au rayon vecteur OM. Déterminer la 
tangente en P à la courbe lieu de ce point. 

A . D U B Y . 

2171. Etant donnés dans un plan un point et deux droites 
parallèles, on considère une sphère variable ayant pour dia-
mètre le segment intercepté par les deux parallèles sur une 
droite tournant autour du point. Montrer que l'enveloppe de 
cette sphère est un ellipsoïde de révolution aplati ou bien un 
hyperboloïde de révolution à une nappe, suivant la position 
du point fixe par rapport aux deux parallèles. 

K L U G . 

2172. Dans le triangle ABC on mène les droites AD, BE, 
CF, qui se coupent en un point P. Soit Q la conique circon-
scrite à ABC et tangente en A, B, C aux parallèles à EF, FD, 
DE. 

I. Les parallèles à PA, PB, PC, menées par un point O 
de Q, coupent BC, CA, AB en X, JJL, V. et l'on a la droite 
MX, p, 

II. En permutant les points O et P, on a une seconde 
droite A' (X', fji', v'). 

IIJ. Les droites A et A' se coupent au milieu u) de OP. 

Cas où P est l'orthocentre de A B C . P . S O N D Â T . 

2173. On donne un point P dans le plan d'un triangle 
ABC. 

I. Trouver un second point P 1 } à distance finie, tel qu'en 
menant par Pj les parallèles à PA, PB, PC, coupant BC, CA, 
AB en (X, FA,, v2 ), ( X2, vt ), (Xj, JJL2, V), on ait les trois droites 
A(X,{i, v), A t(X!, fxj, v t) , A2(X2, fi,,vs). 

II. Quand P est à l'infini, P t est un point quelconque du 
plan autre que P. 

III. Si P est le centre de gravité G de MBC, Pi est un 
point quelconque de l'ellipse Q circonscrite et de centre G. 
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IV. Si A', A',, Ag sont les droites relatives au point P' t, dia-

métral à P t , les quatre droites At, A2, A',, A', se coupent sur Q 
et le triangle (A, A', P t , P't) est inscrit dans l'ellipse g tangente 
aux milieux des côtés de ABC. 

V. Quand P est sur Q, P, est en G, et le triangle (AA tA2) 
est inscrit dans Q, circonscrit à g et équivalent à ABC. 

VI. Si P n'est ni à l'infini ni sur Q, les points P et P t 

sont réversibles. P. S O N D Â T . 

2174. Si un point O décrit le cercle ABC, on sait que les 
parallèles à OA, OB, OC, menées par l'orthocentre P du 
triangle ABC, coupent BC, CA, AR en trois points en ligne 
droite ( 1 ). 

Démontrer que cette droite A enveloppe la conique Q ins-
crite à ABC et concentrique au cercle d'Euler. 

Si A! est la droite correspondant au point Oj, diamétrale-
ment opposé à O, le point O'(AAj) décrit la directrice 
A'(X', jJt',v') de Q, relative à son foyer P, et qu'on obtient en 
menant les parallèles PX', P ¡J/, Pv', aux tangentes en A, 
B, C. 

La corde lit des contacts tourne autour de P en restant 
perpendiculaire à PO'. P. S O N D Â T . 

2175. Soient A', B', C trois points pris sur les côtés d'un 
triangle ABC, de telle manière que les droites AA', BB', C C 
soient concourantes; soient a, p, y trois points pris sur les 
côtés du triangle A ' B ' C de telle manière que les droites A'a, 
B'p, C'y soient concourantes. Démontrer que les droites Aa, 
Bp, Cy sont concourantes. G I R A U D O N . 

2176. On considère une parabole P et une droite D per-
pendiculaire à l'axe de P. Soient : A, B, C, les pieds des 
normales à P abaissées d'un point quelconque M de D; Ai, 
Bj, Ct les points de Frégier, et A2, B2, C2 les centres de 
courbure relatifs à A, B, C. On a, entre les aires des trois 

(l) Voir les Nouvelles Annales, 1907, p. 332. 
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triangles ABC, Aj BJCJ , A 2 B 2 C 2 , les relations 

A HT 
ABG = A,B 1 G 1 , . .] r = const. 

A 2 1 J 2 G 2 

E . - N . BARISIEN. 

2177. On donne deux cercles concentriques G et G' et un 
point A. Une droite quelconque passant par A rencontre G' 
en P et Q. Le lieu des sommets du quadrilatère formé par les 
quatre tangentes à G issues de P et Q se compose d'une co-
nique et de deux droites. E . - N . B A R I S I E N . 

2178. On donne une ellipse E et un point P sur le grand 
axe, et l'on considère une corde variable PAB. Le lieu des 
centres de similitude des cercles décrits sur PA et PB comme 
diamètres se compose du grand axe et d'une droite perpendi-
culaire au grand axe. E . - N . B A R I S I E N . 

217î). Soient une ellipse E, d'axes ¿a et ib, et ses deux 
cercles de Ghasles G et G', concentriques à E et de rayons 
(a-+-b)el(a — b). Il existe une infinité de triangles MPQ 
qui sont inscrits à G et circonscrits à E, en M', P', Q'. 

Montrer que : 
Les normales à E en M', P', Q' sont concourantes et que 

le lieu de leur point de concours est le cercle de Ghasles C'; 
2° Le lieu de l'orthocentre du triangle MPQ est le même 

cercle G' ; 
3° Les droites MM', PP' ,QQ' sont normales à une même 

ellipse fixe; 
4" Les droites PQ et P 'Q' ont leur point de concours sur 

une kreuzeurve. E . - N . B A R I S I E N . 

2180. Démontrer la formule 

H 

/
cos2 to cos 3 to / cos i to doi = — • 

8 sl 'i 

E . - N . B A R I S I E N . 
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[Dl d] 
SUR L E S POLYNOMES 

U — i d'n+n + )»'+'» 
2m+nmln\ ôx'n dyn ' 

PAR M. WILLIGENS. 

Dans les Comptes rendus de l'Académie des Sciences 
de 1865, sous le litre : Sur quelques développements 
en série de fonctions de plusieurs variables, Hermite 
donne une forme particulière à la série de Lagrange 
étendue au cas de plusieurs variables. Entre autres, 
Hermite applique son développement à l'expression 

_ x 
[i — 2 a x — 2 b y -+- a 2 ( i — y*) -+- labxy -+- ¿>2(i — x*)] 

et il trouve comme terme général de son développe-
ment 

am frn àm'hn(xi -h y2 — iyn+n 
n\ dxm àyn ' 

et il désigne par la notation Umj,i le coefficient de ambn. 
Hermite montre dans son Mémoire que ces expressions 
présentent des propriétés analogues à celles des poly-
nômes de Legendre. 

Dans un article publié dans Grunerls Archiv fur 
Mathematik und Physik M.Àppell propose d'étu-
dier les courbes représentées par Um?w = o au point 
de vue du nombre maximum de points d'intersection 
réels que ces courbes peuvent avoir avec une droite. 

( l ) APPELL, Grunerts Archiv., 3e série, t. II, 1902, p. 20. 
Ann. de Mathémat., 4e série, t. XI. (Mars 1911.) 7 
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Ce sujet fut abordé par M. W . Tramm dans sa disser-
tation inaugurale ( 4 ) . 

Le travail qui suit a pour but d'étendre les résultats 
d'Hermite et de Tramm. 

T H É O R È M E . — Si V un des indices mou n de U M , N = O 

est nul, la courbe représentée par celte équation se 
compose d'un certain nombre d'ellipses. Ces ellipses 
admettent les axes de coordonnées pour axes de 
symétrie : le demi grand axe a pour mesure V unité ; 
le demi petit axe, une des racines positives ou nulles 
du polynome de Le gendre correspondant à l'indice 
non nul. 

Soit n = Oj (x- -\-y2 — i)rn est homogène en x et 
O TI I d>»(x* -f- y2 — !)"1 

en i — y 2 . Il en sera de meme p o u r — — J J ôxm 

Si m est impair on pourra mettre x en facteur et l'on 
aura comme second facteur un polynome homogène 
en x 2 et i — y 2 . Si m est pair l'expression est homo-
gène en x'2 el i — y 2 . Des polynomes de cette forme 
peuvent se décomposer en facteurs linéaires de la 
forme 

^ 2 ~/> 2 ( i - J^ -
Posoiis 

x = /> s/1— J2, 

p étant considéré comme variable et y comme con-
stante. 

ôx'n ~ ^ ^ ) dp»1 y 

( * ) TRAMM, Geometrische Diskussion des Her mite'sehen Poly-
noms : 

am+n ni! n! öxm dyn 

Z ü r i c h , B l i c h d r u c k e r e i G e b r . L e e m a n n und G°, 1908. 
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en égalant à zéro on obtient 

dm (p*— i)m __ 
dprn 

Si m est impair, l'une des racines es tp = o ; on obtient 
une ellipse aplatie confondue avec O y , que l'on peut 
considérer comme correspondant au facteur x de 

d'n(xl -h y2 — i)"1 
- j — _ o. 

En égalant l'un des facteurs à zéro, on a 

— = 0 (p<i), 

ce qui démontre la proposition. 

Remarque. — Les remarques qui précèdent ne 
s'appliquent pas seulement au cas où l'indice de dériva-
tion est égal à l'exposant. En effet (x2 -hy 2 — est 
homogène en x et i — y 2 . Si nous dérivons k fois par 
rapport à x, il en sera de même dans l'expression 
obtenue, et tous les termes auront même parité, 
pour l'exposant de x. On pourra, si cet exposant est 
impair, mettre x en facteur. Le polynome se décom-
posera alors en facteurs de la forme 

En posant x — p\J \ — y 2 , il vient 

^(^î-^-jï-^/n+n dk (p* — i )'«-»-" 
_ _ F" dpk ~~ ° ' 

0 - . T 2 ) 2 

si m -j- n — i > /c, p = i est racine multiple, toutes 
les autres racines étant simples, et le cercle de rayon i 
fait plusieurs fois partie de la courbe. 
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Remarque. — Considérons 

__ I drn^ì{x1 -h j *— 

m ! àxm ày 9 

effectuons la dérivation par rapport à y : 

__ ^(a?2-^2—• i)'» 
~ dxm ' 

La courbe se composera donc d'un axe et d'une série 
d'ellipses définies par le théorème ci-dessus. 

Pour étudier l'allure générale des courbes repré-
sentées par \3m,n = o, nous utiliserons le lemme sui-
vant : 

L E M M E . — La suite des polynomes 

dxm ' dx'n ' dxm y 

forme une suite de Sturm, Vindice de dérivation 
restant invariable et Vexposant entier et positif 
décroissant jusqità ce que le poly nome soit de degré 
un ou zéro, pourvu que x reste compris entre o et i, 
ces limites étant exclues. 

Désignons par P0 , P«, P2? . . . les polynomes de cette 
suite ordonnés par ordre d'exposants décroissants. Ils 
(brilleront une suite de Sturm dans l'intervalle donné, 
si les conditions suivantes y sont vérifiées : 

i° Toutes les fonctions de la suite sont continues; 
2° La dernière fonction de la suite garde un signe 

constant dans l'intervalle; 
3° La première fonction P0 n'admet que des racines 

simples dans l'intervalle considéré; 
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4° Deux fonctions consécutives ne s'annulent pas 

simultanément ; 
5° P r étant une fonction quelconque de la suite 

autre que la première ou la dernière, si P r = o, Pr_i 
et P r + , prennent des valeurs de signes contraires; 

6° x traversant en croissant une racine de P0 = o, 
P Je rapport ~ passe du négatif au positif. 

Ces conditions étant réalisées, le nombre de varia-
tions de signe perdues par la suite, x passant de la 
valeur x0 à la valeur xK, o x0 < xK < i est égal au 
nombre des racines de P0 comprises entre x0 et xt. 

i° La condition de continuité est remplie, puisque 
nous considérons des poljnomes entiers. 

2° La dernière fonction de la suite garde un signe 
invariable, car elle est soit une constante, soit x mul-
tiplié par une constante, et dans ce dernier cas son signe 
est invariable entre zéro et un. 

3° P0 n'admet que des racines simples dans l'inter-
valle, car x = d~i sont les seules racines multiples 
possibles et elles sont exclues de l'intervalle. Les 
autres racines sont simples, comme il ressort du 
théorème de Rolle. 

dm ( x2 i )p 

4° Rendons P r = ^ — — homogène et appli-

quons le théorème d'Euler. En égalant à i la variable d'homogénéité, on a 

d^H = * dx'n+l ^ d^Tn 

ou bien 

( a ) (ip — m ) P r = 0 7 ^ — ipVr+x (p = k — r ). 

. ^ . d?r bi P,. == o et P r + , = o on aurait —r— =. o, ce qui est 
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impossible, P r n'admettant que des racines simples 
entre o et i. 

5° Soient xK, x%, x3, . . . les zéros de P r = o par 
ordre croissant. Donnons à dans la formule (a) , deux 
valeurs consécutives de cette suite Xi et : 

P r ( * / ) = 0, 

dVr(Xi) t> , x 
Xi dxi = 2 P 

P/-(#/•+-! ) = O, 

d P,.(xM) , x 
a^z-f-i 

d P 
or, entre et s'est annulé une seule fois en 
changeant de signe, puisque toutes les racines de P r = o 
sont réelles et qu'elles sont simples entre — i et -h i ; 
donc Pr+i, prenant des valeurs de signes contraires 
pour xi et s'est annulé dans l'intervalle. 

Deux racines de P r comprennent un nombre impair 
de racines de P r + I . 

Etudions l'intervalle (4- e, xK), £ étant un nombre 
positif aussi petit qu'on voudra. 

Pour x = s, P r et P r + I auront le signe de leur terme 
de plus bas degré 
(a?* —1 y = ( — 

1.1 y v } 

(x*— 1 )/'-! = p (— 

Les termes de même rang sont de signes contraires 
pour x > o. En dérivant m fois pour former P r et P r + , , 
nous supprimons le même nombre de termes des deux 
développements, ceux dont le degré en x est inférieur 
à m. Les termes de plus bas degré de Pr et P r + 4 seront 
donc de signes contraires pour x = e. 
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^. . dm(x2 i )p 

m impair, P r = — v ' s'annule pour x = o; 
dP donc —- = o admet une racine entre o et xK. Le terme dx 

de plus bas degré de P r est du premier degré, celui 

de sera la dérivée de ce terme dans Pr. dx 

P r et sont donc de même signe pour# = -f-e; 

ils seront donc de signes contraires pour xs — e, 

^^s'annulant dans l'intervalle. dx 
Si m pair, P r s'annule pour x = — j , et x = xK, qui 

dPr sont deux racines consécutives, - — = o pour x = o 

entre ces deux racines. Le terme de plus bas degré 
de P r est une constante; le terme de plus bas degré 

d P. de proviendra du terme en x 2 de P r et par suite P r 

et seront de signes contraires pour x~ + e. 

Comme aucune de ces fonctions ne s'annule entre o 
r, dPr . et x M Pr et -j^- seront de signes contraires pour 

. r , — s. 

Désignons par sign Pr le signe de Pr et par — signPr 

le signe contraire. Nous pouvons résumer ces résultats 
dans les Tableaux qui suivent. Le signe indiqué dans le 
Tableau sera celui du terme correspondant de la for-
mule écrite au-dessus sans tenir compte du signe qui le 
précède dans cette formule : 

m pair, 

('ip — m)Pr 
_ dPr 

dx 
— ipPr+X 

signP,. — sign P r — signP r X = + £ 

signP,. — sign P r — sign Pr X = Xi — e 

sign P r sign P r — sign Pr X = -f- e 

s ignP r — signP r — signP r X z=:XX— £ 
m impair. 
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Dansîe voisinage de zéro, P r e l P r 4 . i sont toujours de 

signes contraires. En isolant P r + f dans le second 

membre, connaissant le signe de on en déduit faci-

lement sign P r + I pour x = xt — s. 
On voit qu'en tout cas P r + I ne peut admettre qu'un 

nombre pair de racines entre o et xK. 
Désignons par xe la dernière racine de P r inférieure 

dP à -f- i. P r est divisible par (x2 — \)P~m et et P r + , 

sont divisibles par ( x 2 — \)P~m~1 si p > m. 
Divisons les deux membres de la formule (a ) par 

(x2 — i)/>-»'-< : 
dPr 

(ip — m)Pr _ dx P R + , 

(x* — {)!> -"»-í ~~~ (X2— \)p-rn~i %P — xy-rn~\> 

pour x — i le premier membre s'annule, les deux 
termes du second membre deviennent égaux. 

Pour x = x€ et pour x = i , on a donc 

dPr 

dx '?. p Pr-4-1 
( X2 — I )/'-'» - 1 ( X' — l )/>-'»-1 

dP 

Or, dans l'intervalle, s'est annulé une fois; par 

suite P r + I s'est annulé en changeant de signe. 
dm(x*—\)t> , . 

l r = "dx"1 e S t ( ' e g r e P — mi 

n d'"(x*— i)p~ 1 , , 
^ cfx™~ est gre P — m — '1-

Si P , + l admet une racine après chaque racine posi-
tive de P r et une avant chaque racine négative de P r 

autres que - f i et — i , nous aurons pour P r + i 

ip—m—i{p—m)=m, 
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racines autres que-f- i et — i, car il y a en tout ip — m 
racines de P r et ± i sont chacune de degré p — m de 
multiplicité. 

Pr+i admet ± i avec le degré de multiplicité 

P — m — i ; 

nous aurons donc pour P r + 1 un nombre de racines égal à 

m -+• 2(p — m — i) — ip — m — 2; 

ce nombre est précisément le degré. 
Les racines positives simples de P r + 1 = o séparent 

les racines positives de P r = o. 
Soient xK, x2, #3, . . . les racines positives de P r = o 

et x\, x'2, x's, . . . celles de P r + 1 = o, on a 

o < x{ < x\ < x2 < x't < . . . < xe < x'e < 1 ; 

entre o et x \, Pr et P,+\ sont de signes contraires; 
entre xK et x\ de même signe. 

Avant une racine de Pr et dans son voisinage, P r 

et P r + i sont de signes contraires. 
Du même raisonnement il résulte que Pr_< et P r 

sont de même signe, donc la condition 5° est vérifiée. 
6° Considérons en particulier P0 et P< immédiate-

ment avant une racine de P0 ; P0 et P< sont de signes 
P 

contraires, le rapport ~ passera donc du négatif au 
positif lorsque x traverse cette racine. 

Les polynomes forment donc bien une suite de 
Sturm entre -f- £ et 1 — e. 

Proposons-nous maintenant d'étudier la fonction y 
définie par UWiî// = o. Parlons pour cela de l'expres-
sion d'n ( x- -+- v2 — rV'l+" 

Kx + y i j , _ n „ r 
xu dxm 

( R 0 ? £ o si x 1 -h y 2 —1 = 0) . 
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Nous avons vu que la courbe R0 = o se composait 

d'ellipses dont le grand axe est O y, dont le centre 
est à l'origine et dont la longueur du demi grand axe 
est l'unité. 

Les conditions suivantes sont évidemment vérifiées : 

i° P o u r ^ r = - f - £ toutes les racines de Q 0 ( y ) = o 
sont réelles et comprises entre —y/1 — s2 et -f-y/i -f- s2, 
un certain nombre de racines pouvant être confon-
dues avec ces limites, mais toutes les autres étant 
simples. 

2° La courbe Qo(#,y) = o n'admet de points mul-
tiples que sur x 2 + JK2 — i = o, qui en ce cas est ligne 
de points multiples. 

3° La courbe = o n'admet de points à tan-
gente parallèle à O y que sur Ox . 

Si de telles propriétés ont été démontrées pour 

¿pi y 2 j yn-*-n 

Q* = dx ">dyk = 

elles subsistent pour la courbe 

n „ 

~ày = 

En effet, pour x = -f- e, toutes les racines de 

Q*ly) = o sont réelles et celles de ^ ^ — o le seront également et Oy » 
seront séparées par les racines de Qk(y) = o. 

Soient y , ¡ y ^ y s , . . . les racines positives de Q* = o ; 
y\, y[2, y's, • • . celles de Q À + I y = o est racine soit 
de Q* — o, soit de Q A + I = o, et nous la désignerons 
par y0 ou yfQ suivant qu'elle sera racine de Q* = o ou 
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de QA+ 1 = o. 

y»<y'\<y\ <y»<y«<-.. si ¿impair, 

y « < r i < r ' i <r-2 < / 2 < . . . si k pair. 

Dans le voisinage de x = e les valeurs de y sont des 
fonctions continues et uniformes de x à cause de la 
condition 3°. 

Supposons que deux racines y'r et yfr+{ deviennent 
égales pour x = x', on aura dans le voisinage 

y'r<yr <y'r+1 ( * impair), 
ou 

y'r<yr+i<yr+i ( * pair); 

pour x = x' on aurait alors 

fr = yr =yr+i 011 
/r = yr+i=y'r+i> 

{¿k et auraient une racine commune, ce qui est 

impossible en vertu de la condition 2°, puisque nous 
avons supposé qu'il y avait inégalité dans le voisinage 
de x = x', ce qui exclut les points de x2 -j-y2 — i = o. 
Cela ne pourra donc avoir lieu que si y'r = —^lorsque 
toutes les racines y et yf qui étaient comprises primi-
tivement entre ces deux ont pris des valeurs imagi-
naires. Cela devra donc se produire d'abord pour 
et - y \ . 

Le développement de Q A + I est de la forme 

+ + E S 

si k -h i est pair; si k -h i est impair on a une expres-
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sion de cette forme multipliée par y ; . . . 
sont des nombres positifs. 

Pour # = £, l'équation obtenue, en supprimant s'il 
y a lieu le facteur y , ne présente que des variations de 
signe dans la suite des coefficients, car toutes les racines 
de l'équation en y étant réelles, celles de l'équation 
en y2 seront positives. 

Or la suite de ces coefficients n'est autre que la suite 
de Sturm étudiée. 

La racine^2 doit s'annuler la première, x allant en 
croissant. Ceci se produit pour la plus petite racine 
positive de 

d»l(x*-~ 0r __ 
dxni ~~ 

au delà de cette valeur x{ la suite de Sturm formée par 
les coefficients perd une variation. Les racines y\ 
et —y\ prennent des valeurs imaginaires conjuguées, 
la racine y,2 est devenue négative, car y\ et — y \ étant 
des valeurs conjuguées doivent être imaginaires pures. 
Cette racine y'2 ne peut redevenir positive puisque la 
suite des coefficients de l'équation vient de perdre une 
variation, que le nombre des variations restantes est 
égal au nombre des racines positives en y2 et que 
l'on ne peut que perdre des variations dans la suite de 
Sturm. 

n d'*(x* — i)r , , . Pour x = x*, -, — o une seconde lois, 
dx,n 1 

x allant en croissant. La suite des coefficients perd 
une seconde variation. 

L'équation en y 2 perd donc une racine positive qui 
devient négative pour x > x 2 > Cette racine ne peut 
redevenir positive, puisqu'on ne peut regagner de 
variations. On peut continuer ce raisonnement de 
proche en proche. Les valeurs réelles de y sont 
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toujours comprises entre —y/1 — x2 et 4-y/i — x2; la 
suite des coefficients ne présente plus de variations 
pour x>\, la courbe est donc entièrement située à 
l'intérieur du cèrcle x2 + y2 — i = o. Ceci est vrai en 
particulier pour k= n et par conséquent pour 

dm+n ( x2 yl | yn-hn 
àxm dyn 

En calculant successivement Q 0 , Q4 , Q2 , . . Q w , o n 
trouve pour terme indépendant de y 

d'n(x* — i)m+n-s 
dxm 

et pour terme en y 

r dm(x* — \)m+n-s 

n = is, 

y • dxm 

à un facteur constant près. 
x = dtz i sont donc des zéros d'ordre n — s de ces 

expressions. La courbe peut donc présenter un point 
multiple en ces points de O x . 

Transportons l'origine ati point a? = — = La 
courbe étant symétrique par rapport aux axes de coor-
données, l'étude faite pour les valeurs positives de x 
s'applique immédiatement au cas de x négatif. 

_ d"l+n[y*-\- x(x — i)]m+n 

Q«— fa m ^yn 9 

[(y2 — ix) 
— (yî_ <i.x)m+tlm n X*(f2— 2X)m+n-l-ï~. . . 

(m -h n) (m -h n — 1) . . .(m -4- n — p 1) 

^ p\ 
x x2p ( y- — 2 x yn+»-i> -+-...; 

en dérivant m fois en x on obtient comme terme 
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général 

dm 
ix)m+n~P] 

= x*P(y2 — ix)n~P{— i)m{m -h n — p)... (n — p 1 )ip 

x (— 2 ) " l - ' ( m + n — p).. .(n — p 2)2p{2p 1) 

X (— 2)'«-»(m -4- w —/?).. .(n. -/>-+- 3) 
X 2/>(?/> — 1) (a/? — 2) 

Faisons la substitution 

JK =3 t sfx, 
en remarquant que 

dJL = dl Éi 
dr d t ây sfxàt' 

Dans le développement ci-dessus nous aurons xn+P 
en facteur. Il vient 

d,n 

= x»+P[(ti — 'iyi~P(—->.y"(m-hn—p)...(n —/?-4- 1 )]-+-... 

dérivons n fois par rapport à y, ou, ce qui revient au 
même, par rapport à t en multipliant par ~ 

x« 
[x*P(y*— 2X)m+n~P\ 

àxm àyn 

= ——[(*« —a)»-/'(—a)'» (m-hn— p)..,(n— 

x* 
-f- 2p\(t-— 2)n+P(— 2)*P]{n) 

(p = O, 1,2, . . . ) , 
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l'indice ( n ) indiquant les n dérivations par rapporta t 
à l'intérieur du crochet. 

n 
Après la substitution nous pouvons mettre x* en 

facteur dans l'équation = o. Supprimons ce fac-
teur et posons x = o, nous obtiendrons des termes en t 
qui proviennent du cas où p = o dans la dernière 
formule. Ce sont les termes provenant de 

O 2 — 
on a en effet 

^m-bn^y 2 2 X yn+n 

dxm dyn 

()n( y2 2X)n 
= (m-h n)(m-h n — I ) . . . ( / I - + - I ) ( — i ) ' n — ^ — • 

Faisons la substitution y = t sjx\ 

àn\y2—2x)n _ xtl dn(t2—i)n __ j dn (t2 — a )n 

dv" ~~ ~ ~ ~dVl ' 
J 

d»(t2 — i)n 
— o 

dtn 

est l'équation définissant la décomposition en cycles 
dans le voisinage du point x = o, y = o. On a donc 
dans le voisinage de ce point y = t\fx, t étant une 
série entière en x prenant pour x — o la valeur d'une 
racine de l'équation en t. 

La surface de Riemann de la fonction Umj,< = o pré-
sente donc dans le voisinage de x = — i , y = o une 
série de points de ramification simples. La racine t = o 
que l'on obtient dans le cas de n impair, correspond à 
l'axe Ox qui dans ce cas fait partie de la courbe. 

Posons t — 6 y/2, 

dn(t2—2)n __ 2n dn(Q2 — l)n __ 

2 
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La décomposition en systèmes circulaires dépend 

donc de la recherche des racines d'un polynome de 
Legendre. 

x tendant vers zéro, on a 

y = j l , 
x \fx 

et la série t prenant une valeur finie pour x = o, il en 
résulte que toutes les branches de courbe ont une tan-
gente commune parallèle à O y. 

Si n ~ 2 s ou n ~ 2 s — i , le point multiple est 
d'ordre s. 

Le point x = o, y — — i est un point multiple 
d'ordre r si m — ir ou m = '¿r — 1. On aurait 

* = / j , 

g représentant une série entière en y prenant pour jy= o 
la valeur d'une racine non nulle de 

dp 

en supposant l'origine transportée en ce point. 
Il en résulte donc que y est développable en série 

suivant les puissances de x 2 , comme l'indique la 
théorie des fonctions inverses. Le point x — o, y = — » 

n'est donc pas un point de ramification de la fonction 
algébrique Um,n(&,y) = o. 

Une racine y\ est réelle pour x = -h £ et nulle 
pour x = Xi. On a donc 

y'i( O-wo « , ^ x 

yi(xi) — mxï < ° 

On a donc pour chaque branche de courbe un point 
d'intersection avec une droite du premier quadrant 
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passant par l'origine. En tenant compte de ce que les 
axes peuvent faire partie de la courbe, on trouve que 
la courbe peut avoir (m-h/i ) points d'intersection 
réels avec une droite. 

La courbe est donc située à l'intérieur du cercle de 
rayon i, sauf si les axes de coordonnées en font partie. 
Elle se compose d'une série de branches enveloppant 
l'origine et s'enveloppant mutuellement. Elle ne peut 
admettre de points multiples réels que pour x = o, 

y = ± i el x = ±\, y = o. 
Posons 

m -h n = p. 

On vérifie facilement, comme le mon tre M. Tram m (' ), 
que l'on ne peut obtenir de point multiple sur Ox que 
pour 

m i p — 4, 

et sur O y que pour 
nâp — 4, 

par conséquent si 

m 4- n%ip — 8 
ou 

Pl*, 

pour avoir des points singuliers sur les deux axes. 
Ces résultats sont confirmés par l'étude des équa-

tions développées. La Thèse de M. Tramm contient 
un Tableau complet de ces équations pour toutes les 
valeurs jusqu'à 

j5 = m + « = io. 

Exemple. — Construisons par exemple la courbe 

U 3 , 4 = o . 

C1) TRAMM, Dissertation, p. 24 et suiv. 
Ann. de Mathémat., 4e série, t. XI. (Mars 1911.) 8 
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L'équation développée est ( T R A M M , p. 1 2 ) 

3. :>JK2(^2—1) (7a?2 — 3) -h O 2 — i)2(9^2— 3)] = o. 

Nous voyons que l'axe O y fait partie de la courbe. 
Les coefficients de l'équation en y 2 sont, à des fac-

teurs constants près, 

(x2 — i)2(Qa?2 — 3 ), (x2— 1) (yx* — 3), (5^2—3), 1. 

Leurs racines positives autres que 1 sont 

v 4 i/î-

x prenant une valeur voisine de zéro. On voit que la 
suite des coefficients ne présente que des variations, et 
qu'elle en perd une seulement lorsque x croissant prend 

la valeur I / - • 
V 9 

Ils forment donc bien une suite de Sturm, ainsi qu'il 
a été montré dans le cas général. 

On voit de plus que pour y = o, x = ±\ sont des 
racines doubles. Dans ce cas nous aurons donc deux 
points doubles sur Ox. 

La courbe a l'aspect indiqué par la figure. 
Nous avons 

-+- 35y8 O2—i)*-i-35y* O 2 — 
(X2—l)5H- 7^2 (X2—i)"5 

O x " J dx3 J 

dxà ' dx3 

da73 

i)5 

dx3 

i)7 ~ y 2 ' 1 -(- ——- — — OI sJnr'i //r3 
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cette dernière équation représente quatre fois le 

cle x2 -h y2 — 1 = 0 , l'ellipse — -h y2 — i = o et ceri 

l'axe Oy. 
Si nous la dérivons en y , nous pouvons, pour une 

valeur donnée de x entre zéro et i , dire un nombre de 
racines qui sont certainement réelles. 

Dérivons quatre fois en y. 

à1 (x2-h y2— i)7 

àx3 àyt 
d 3 ( x 2 - l ) 2 .d*(X*—l)* 

-h 35. G.5.4.3^2 
dxz 

• 21.4. >. 2.1 
d3(x2—-~ i 

¿ f a * 3 
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pour x positif et très petit, toutes les racines en y sont 
réelles. La branche de courbe qui correspond à la 
racine que nous avons désignée y\ vient couper Ox 

pour x == les autres branches correspondant à des 

valeurs positives dey vont passer par le point 

L'équation de la courbe dans ce cas a la forme qui a 
été utilisée dans l'étude du cas général. 

[I23a] 

CONTINUANTS : APPLICATIONS A LA THÉORIE DES NOMBRES; 

PAR M. A. DELTOUR. 

(Suite et fin) {x). 

TROISIÈME PARTIE. 

95. La considération des continuants fournit de 
nouvelles démonstrations de certains théorèmes relatifs 
à la décomposition des nombres entiers en somme de 
carrés. 

Cet article contient deux de ces démonstrations : la 
première se rapporte à la décomposition d'un nombre 
premier de la forme 4 A 4 - i en une somme de deux 
carrés (théorème de Fermât); la seconde est celle de la 
formule de Liouville qui sert à déterminer dans cer-

( ' ) Voir Noitw Ann., 4 e série, t. I et V I I I , 1908, p. 49, 172 , 264, 
/|Hi et ">:ï5 . 
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tains cas le nombre des décompositions d'un nombre 
donné en une somme de carrés. 

96. Démonstration du théorème de Fermât relatif 
à la décomposition d'un nombre premierp = 4 A -4- î 
en une somme de deux carrés. — Les formules indi-
quées au n° 41 montrent que : 

i° Un continuant symétrique ( a, a j ayant un nombre 
pair d'éléments entiers représente un nombre entier de 
la forme x2-\-y2{xJr premiers entre eux) et vice 
versa; 

2° Un continuant symétrique positif réduit ^a,m, a ) 
ayant un nombre impair d'éléments >3 représente un 
produit xy dont les facteurs sont > i et ne peut pas 
représenter un nombre premier. 

Cela posé, on sait que pour un nombre premier 
p = 4 A H- i, le nombre des continuants positifs réduits 

de valeur p est p ^ 1 (50, Remarque i°) et par consé-
quent pair. 

Ces continuants sont symétriques ou non. 
Dans ce dernier cas, l'un d'eux (¡3) et son in-

verse ( 3 j sont différents. 
Les continuants non symétriques se correspondent 

ainsi deux à deux. Il y a donc un nombre pair de con-
tinuants symétriques. 

Or, le continuant (p) de résidu i est symétrique. 
D'ailleurs, c'est évidemment le seul n'ayant qu'un 
élément. 

Il y a donc au moins un continuant symétrique de 
valeur p dont le nombre d'éléments est >2 et par 
conséquent pair. 

D'où résulte 
p = x1-\-yi. 
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II ne peut pas y en avoir deux. Car, soient R,, R2 

leurs résidus. Ceux-ci satisferaient, d'après la rela-
tion ( VI) (n° 19), aux congruences 

Hf -4- i — o (mod/>), 
R5 -4-1 — 0 (mod/>), 

d'où 

R } - R î s o ( mod p), 

ce qui est impossible puisque R»R2 sont $ P ••1 • 

97. Le théorème de Liouville, dont on trouvera plus 
loin l'énoncé, se présentera comme une conséquence 
de la formule (I) du n°o : 

( 1 ) (a, ¡3) = (a)(P)-H(a0,i) (Pi,o). 

Pour le démontrer, il faut d'abord comparer celle-ci 
aux diverses expressions d'un nombre positif donné N 
de la forme 
( 1 ) N = ab 4 - a'b', 

où a , « ' sont premiers entre eux, ainsi que 6, ¿/, tous 
ces nombres étant entiers positifs et différents de zéro. 

A cet effet, nous supposerons que dans la for-
mule (I) tous les éléments sont positifs, le dernier 
de (a) ou le premier de (¡3) pouvant seuls être nuls. 

98. Il s'agit de montrer que toute expression (1) 
de N est identique à lJune de celles qui résultent de 
r application de la formule (1) à chacun des conti-
nuants réduits (a, p) de valeur N ainsi définis et vice 
versa. 

En effet, considérons d'abord l'ensemble de celles 
où« >> à et où, pour les valeurs particulières a = a = 1, 
on a 6 < b\ 

Comme a, a' sont premiers entre eux, ainsi que b, ¿/, 
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toute égalité ( i ) est susceptible de s'identifier avec la 
formule ( I ) eu posant 

(a) = a, (?) = *, 
( ao,i ) = a', (p1)0) = b', 

d'où l'on déduit 
(a, P) = N. 

On satisfait à ces égalités en prenant pour (a) le 
continuant positif court correspondant à la fraction 

(n° 50) ; de même pour (¡3) celui de ~ si b > b', ou 

pour (¡3|,o) celui de ~ si b <i b', en faisant alors 

Dans le premier cas (b > b1), le continuant (a, ¡3) est 
positif réduit. Dans le second, le premier élément de 
¡3 est zéro. 

L'égalité ( i ) est donc toujours représentée, et d'une 
seule façon, par la formule ( I ) dans laquelle (a, ¡3) est 
un continuant réduit de valeur N où le premier élé-
ment de (¡3) peut seul être nul. 

D'ailleurs, à deux systèmes différents de valeurs de 
a, a'; b, b' correspondent deux systèmes distincts de 
suites a, ¡3. 

Inversement, en mettant un continuant positif réduit 
de N sous l'une des formes (a, ¡3), (a, o,j3 l j0)> dans 
lesquelles (a), (¡3), (¡3, j 0 ) sont des continuants positifs, 
la formule ( I ) représente évidemment une certaine 
décomposition ( i ) de N. 

En outre, quel que soit le continuant de N consi-
déré, à deux systèmes différents de suites a, ¡3 ou 
a, ¡31)0 correspondent deux systèmes distincts de va-
leurs de a, a! \ ¿>, b'. 

On reproduit donc ces systèmes de valeurs, c'est-à-
dire toutes les expressions ( i ) au moyen de la for-
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mule (I) appliquée de toutes les manières possibles à 
chacun des continuants positifs réduits de N. 

Remarque. — Pour former les différentes suites 
partielles a qui correspondent à un continuant donné 
de N, si /i, nK désignent respectivement la somme des 
éléments de (a) et celle des éléments du continuant, il 
faut donner à n successivement toutes les valeurs de 
i à n 4 — i. 

Exemple : 
N = (2, i,3), 

(%) = (J), (2), (2, l), (2, 1, I), (2, I, 2). 

Dans les conditions admises, le nombre des décom-
positions de N sous la forme ab af bf est doncS(/?1 — i ), 
S se rapportant à tous les continuants positifs réduits 
de N. 

99. Lorsqu'on prend l'ensemble des expressions ( i ) 
pour lesquelles on a a < a1 et b^> Vpour a — a' = i 
au lieu de a^> a! et b <ib' pour a~a'—\} on 
trouve un mode de représentation semblable. 

11 suffit de remplacer (a) par (a, o) dans les formules. 
Chacune des nouvelles expressions s'obtient, en effet, 
en permutant dans chacune des précédenles a avec a' 
et b avec //. 

Ainsi (a) (o, ¡3) deviennent (a, o), (¡3); (a), (¡3) de-
viennent (a, o), (o, ¡3). 

On voit d'ailleurs que le premier continuant (a) est 
( i ) pour la série a^> a! et ( i , o) pour la série a < a'; 
dans les deux cas, on a 

a = a' = i 
et 

N = b -+- b'. 

Pour (a) = ( i ) , o n a en effet £ < ¿/et pour (a) = ( i ,o), 
b > b'. 
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100. Représentation des expressions ( i ) du n° 97, 

dans Lesquelles on a 
N = 2 m, ab = m', a! b' = m", 

m, m', //î" étant des nombres impairs. 

En conservant la notation déjà employée, l'ensemble 
de ces expressions est représenté de la même manière 
qu'aux nos 98, 9 9 ; seulement, de tous les systèmes de 
suites a, ¡3, on ne relient que ceux dans lesquels (a), 
(a0 c'est-à-dire a et a' sont impairs. Cette dernière 
condition suffit d'ailleurs pour que (¡3), ¡3|,o)» c'est-à-
dire b, b', soient aussi impairs, puisque ces nombres 
sont premiers entre eux et que (a, [3) est pair. 

101. Dans ce mode de représentation, les nombres 
impairs a7 a' jouissent des trois propriétés suivantes : 

i° Si a, a' et «,, a\ sont deux couples consécutifs 
de valeurs impaires, 

a = (a), a, = (a, ©), 
a'=(7.0IL), < = ( « , < ? < M ) , 

cor respondant à deux suites a, acp, É/'MAI continuant 
donné N = (a, ¡3) = (a, », ¡3') (n° 98, Remarque) et 
tels que (a — a') et (a, — a\) soient de même signe, 
O/l <7 
( 2 ) a + a ' = [ai — ]. 

2° 57 a, a' correspondent à la première suite a de 
ce continuant, on a 

( 3 j a — a! = o. 

3° SY a, a' correspondent à la dernière suite a, 
OAi a 

(4) a-+-a'=N. 
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Pour démontrer la première, supposons d'abord 
(a — a') , (ai — a\ ) positifs. 

Puisqu'on a 
«1 = (*. ?)> 
a\ = (a, c?o,i), 

le dernier élément de © est différent de zéro; autre-
ment on aurait a{ <C a\. 

Cette suite peut donc s'écrire 

9 = i) ou <p = . (o , i, i), 

suivant qu'elle commence ou non par un terme dif-
férent de zéro, la suite ^ contenant ou non des élé-
ments nuls. 

On a ainsi dans le premier cas 

at = (a, i) = a(i,4/, i), 

«i = i»^) = -+-«'(40 

et, dans le second cas, des expressions analogues. 
Pour que les deux couples a, a' et soient 

consécutifs, il faut prendre pour <]> la suite la plus 
réduite qui donne pour des valeurs impaires. 
Comme on le voit facilement, c'est celle où ò ne con-
tient qu'un seul élément À ^o. 

On a alors soit 
? = ( ! , * , ! ) 

et 
a{ = a(k -+- 2) H- a'(k -h i), 
a\ = a ( k -h i ) -4- a' k ; 

soit 
9 = (o, i, A, i) 

et 
ax = a(k H- i) -f- a (k -h 2), 
a\ = 

relations d'où résulte 

a et' = ct\ — a'j. 
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En particulier, lorsque k• = o, (y) devient (2) ou 

( 0 , 2 ) . 
Démonstration analogue lorsqu'on suppose (a — a') 

et ( a — a\) négatifs, en remplaçant dans les expres-
sions précédentes 

( 1 , ^ , 1 ) p a r (r,<|/, 1 , 0 ) 
011 

( 0 , 1 , ¿ , 1 ) p a r ( 0 , 1 , ^ , 1 , 0 ) . 

On a donc, dans tous les cas, 
a H- a' = [a{ — a^]. 

La seconde proposition est évidente si l'on remarque 
que le premier continuant partiel (a) est (1) ou (1, o) 
pour lequel on a 

a = ( a ) = 1, 

a ' = (a0,i) = 1. 
Pour démontrer la troisième, mettons le continuant 

donné de N sous la forme (A, o, 1). 
Les nombres (X) et (X0 f ) = (X, o) sont premiers avec 

IS = u n — (X, o, 1 ), par conséquent impairs, et repré-
sentent le dernier couple de valeurs a, a! puisque X est 
la dernière suite pouvant être prise pour a. 

On a dans l'expression de N correspondante 

b = b' = 1, 
et par suite 

N = a -h a'. 

1 0 2 . T H É O R È M E DE L I O U V I L L E ( 4 ) . — Soit m un 
nombre positif impair tel que 2 m = m]' -f- m,f ( m', m" 
positifs impairs) ; si Von pose 

S = ¿ [ / ( « F — d") + d")l 

(') Journal de Mathématiques pures et appliquées, 2e série, 
t. III, i858, p. i43. 
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oà f est une fonction paire quelconque, d! un 
diviseur de mf, d7 m/i diviseur de m", et oà 2 
s'étend, pour toutes les valeurs de m' et de mrf, ci tous 
les couples de diviseurs d¿f7, o/i trouve 

S = Zd[f(o)-f(*d)l 

oà d parcourt tous les diviseurs de m. 
En posant 

m ' = d e ' , m" = ¿ f e", 
on a 

2 //i = ¿f e' -h d" e", 

où d'y du, e!, e1' peuvent avoir des facteurs communs. 
Pour ramener ces expressions au cas du n° 100, dé-

composons S en parties et désignons par S P j g la somme 
relative à tous les couples d'r pour lesquels p et q 
sont respectivement les plus grands communs diviseurs 
derf', d" et de e',e". 

Occupons-nous d'abord de Les égalités 
2 m = d'e1 -f- d'e" peuvent être représentées, dans la 
notation du n° 98, au moyen des continuants (a, ¡3) de 
2 p u i s q u e d\dn sont premiers entre eux, ainsi 
que e', e". 

Groupons les termes de S, ? 1 dont les couples d', d!' 
proviennent d'un même continuant (a, ¡3) et rangeons 
ces termes dans l'ordre des suites a correspondantes, 
comme au n° 98 {Remarque). 

Soit T l'un de ces groupes. 
Posons eniin T = T' + T", les termes de T qui 

composent chacune des parties T', T" étant caractérisés 
par le signe de (d" — d!') ou par celui de e! — e1', 
lorsque d' = d" = i ( n u 9 9 ) . 

Puis cherchons séparément les expressions de T' 
et T . 

La somme 
T=z[f(d-d")-f{d+d'yù 
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des termes de T correspondant aux expressions ( i ) , 
pour lesquelles on a 

d'> d" 
ou 

d'=d"= i et e'<e\ 

se réduit à 
T ' = / ( o ) - / ( m ) . 

Soient, en effet, d!, d!f et d\, d![ deux couples consé-
cutifs quelconques provenant des deux continuants 
partiels (a), ( a ) = (a, ©). 

Le terme —f^d'-^-cU') est détruit par le suivant 
f{d\ — d\ ) à cause de la relation (2) ( n° 101 ). Restent 
donc seulement les deux termes extrêmes où figurent 
la différence des premières valeurs de d',d" et la 
somme des dernières qui sont connues par les rela-
tions (3 ) et ( 4 ) (n° 101). 

On trouve donc 

T' = / ( o ) - / ( m ) . 

La somme T" est l'ensemble des termes de T corres-
pondant aux expressions (1) pour lesquelles on a 

d'<cT 
ou 

d = d" = 1 et e' > e". 

Or, celles-ci se déduisent des précédentes, relatives 
au groupe l v , en permutant les nombres d' et d" et, 
pour les premiers termes où d' = d"= 1, en permu-
tant e' et e'f. 

Par suite, la somme lv/ s'obtient en permutant dans 
T ' les n o m b r e s d! e t dr. Comme f est une fonction 
paire, l'expression ne change pas. 

On a donc 
rpff rjv 
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La valeur de T est, par conséquent, 

T = a T ' = a [ / ( o ) - / ( 2 m ) ] . 

Cette formule est indépendante du continuant (a, ¡3) 
auquel se rapporte le groupe T . 

Valeur de S ^ . — Pour trouver S 4 j l , il faut tota-
liser les sommes T relatives à tous les continuants ré-
duits (a, ¡3) de 2 m . 

Elles ont même valeur, et leur nombre est ^^2m^ ' 2 
(n°o0, Remarque). 

On a donc 

S 1,1 = o(im) [ / ( o ) — / ( 2 m ) ] . 

Valeur de q. — Pour un couple de diviseurs d1, d" 
appartenant à Sy>5(?, l'égalité im = d'e1 -H d'e", où pq 
est facteur commun dans le second membre, et par 
conséquent diviseur de m, peut s'écrire 

m d' e' d" e" 

~ P 9 P 9 " 

d' d" . ^ . . e' e" 
—9 — sont premiers entre eux, ainsi Que — , — • 
P P 1 ^ 9 9 

On est donc ramené au cas de lorsqu'on rem-, m place m par —• 

On trouve encore les relations 

(2 ') d'-±-d'= \d\-d\], 

pour deux couples consécutifs de diviseurs et 

(3 ' ) d'-d"= o, 

(4') d ' + d " = — , 
9 

pour les couples extrêmes. 
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On déduit de là, comme pour S ,^ , 

Valeur de S. — En faisant parcourir à p tous les 
diviseurs de — > q restant constant, on a pour total 

Or, on sait que 
v f 'im\ m 

/ ? " 
On a donc 

Puis, faisant parcourir à q ou à ~ tous les diviseurs 

d de m et ajoutant, on a finalement 

Remarque. — Les raisonnements qui précèdent 
s'appliquent encore si, au lieu de N = 2m, on fait 
N = 2 hm. 

On trouve dans ce cas 

103. Rappelons maintenant comment la formule 
de Liouville permet de déterminer le nombre de dé-
compositions d'un nombre donné /\m, m étant impair, 
en une somme de quatre carrés impairs et de 8m en 
une somme de huit carrés impairs. 

d — 1 
On sait d'abord que £ ( — i) 2 , où le signe S s'ap-

plique à tous les diviseurs d de m, est égal au nombre 
de décompositions de un en une somme de deux car-
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rés impairs, en comptant comme distinctes celles qui 
ne diffèrent que par Tordre des termes. 

Cela posé, soit 

4 M = X * - B Y » - * - Z * - H T * . 

Ces carrés étant impairs, on peut écrire 
2 M ' = X 2 - 4 - Y » , 

2m'= Zs-bT*, 
d'où 

j m = 2m'+2m", 

où m, m'y m!' sont impairs. 
Pour avoir toutes les décompositions de /\m, il suf-

fit d'avoir toutes celles de eim! et de 2 m" pour toutes 
les valeurs de m' et de m". 

Or, si dans la formule de Liouville on pose 
f(x) = cosxt, t étant une constante quelconque, on 
trouve l'égalité 

sinrf'i S s'md't] = Sfrfsin'cfrJ, 

TZ et pour t = — 

[ (V— 1 d" — 1"1 

v ( _ l } * * 
d<-1 

Dans celle-ci, — i ) 2 , où le signe S s'applique à 
tous les diviseurs d'de m1, est égal au nombre de dé-
compositions de 2/?i; en une somme de deux carrés 

d'-l 

impairs. De même 2 ( — i ) 2 pour 2m". 
La somme de leurs produits pour toutes les valeurs de 

m{ et de ni!r qui forme le premier membre est donc égal 
au nombre de décompositions de 4 m en une somme de 
quatre carrés impairs. 

En désignant par rLp(m) la somme des puissancesp 
de tous les diviseurs de m, ce nombre est Hd ou Zf (m). 
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Faisant ensuite successivement f{x) == x2 et on 
trouve 

Z ¿ ( M ) = 2 Z 1 ( / I ) Z 1 ( ' 2 / N — / I ) 

et 
Zs(m) = 2 ZJ(/i) Z3(-2/?i — n) , 

n variant, sous le signe 2, de i à — î . 
De la première de ces égalités, on déduit, par un rai-

sonnement analogue au précédent, que le nombre 8m 
se décompose en une somme de huit carrés impairs 
de Z3 ( m) façons. 

[0 '5 j ] 
SUR L E S LIGNES ASYMPTOTIQUES 

DE C E R T A I N E S SURFACES DE RÉVOLUTION; 
P A R M . V . J A M E T . 

1. Dans un récent article sur les lignes asympto-
tiques [Sa/* les surfaces dont les lignes asymptotiques 
se déterminent par des quadratures (N. A., sep-
tembre 1910)], M. Buhl constate que la recherche des 
lignes asymptotiques du tore dépend des fonctions 
elliptiques. Je dis qu'il en est de même pour toute 
surface de révolution dont la méridienne est une 
conique. Je suppose connue l'équation différentielle 
des lignes asymptotiques d'une surface sur laquelle 
les coordonnées homogènes X , Y, Z, T d'un point 
courant sont exprimées en fonction de deux para-
mètres u, v. D'autre part, si l'équation de la méridienne 
d'une surface de révolution, rapportée à son axe pris 
pour axe des z, et à une droite O/', perpendiculaire 
à O z, tracée dans le plan du méridien, résulte de 

Ann. de Mathémat., \€ série, t. XI. (Mars 1911.) 9 
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l'élimination d'un paramètre u entre les deux équa-
tions 

r _ ?(u) Hu)' 

OJI pourra représenter la surface par les équations 

X — u) cost>, Y = ç(W)sinr, Z = / ( ? I ) , T = 0 ( M ) , 

et l'équation différentielle dont il a été question ci-
dessus deviendra 

<fr'(u)cosvdu-—u)s\nvdudv—^(»cospflfc2 <p'(u)cosi> — -̂(w) sin^ (̂m)cosp 
o"( u) sine du-~h>.v'(u)cosi> du dv—©(?/)sinrr/e2 (p'(̂ )sinp cp(i/)cosr <p(M)sirn> 

f"(u)du2 f'(ll) O f(u) 
0"(u)du* 0 \ u ) o Ô ( u) 

puis, après réduction, 

du2— <p (u) [0 ( u ) f \ u ) —/(a) 6'<»] dv*=o. 
U) <p'(w) 

/"(") f\u) / ( M ) 

0'(m> 0'(u) 0 (u) 

Dans le problème qui nous occupe, on peut rem-
placer les fonctions cp, f , 0, par trois trinômes du 
second degré, savoir : 

= au2 -h >bu -h c, 
f = a' u2 -+- ib' u -r c', 
6 = au*- -f- <>.$u -h y, 

et l'on constate que le déterminant qui figure dans 
cette dernière équation se réduit à une constante, 
égale à 

a b c 
4 a> b' c' 

a 3 v r i 
Nous désignerons cette constante par A; nous écri-

rons l'équation différentielle qui précède sous la 
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forme 

(i) <p(o/' — fQ')di>*= o. 

Observant alors que la fonction 

se réduit à un polynome entier du quatrième degré, 
nous en concluons que la fonction u, de la variable c, 
est une fonction elliptique de cette variable, et nous 
nous proposons de rechercher tout d'abord les cas 
particuliers où cette fonction dégénère en une transcen-
dante plus élémentaire. Ces cas particuliers sont les 
suivants : 

a. L'équation <p = o a une racine double. 
b. L'équation & f — = o a une racine double. 
c. Les deux équations z> = o, 9 — /6' = o ont une 

racine commune. 

Ces trois hypothèses s'interprètent géométriquement 
comme il suit : 

a. La conique méridienne est tangente à Vaxe 
de révolution. 

b. Supposons tout d'abord que l'équation 0 = o ait 
deux racines distinctes, de telle sorte qu'on ait 

0 = (u — Ui) (u — m2) 

et déplaçons le plan des xy parallèlement à lui-même, 
de telle sorte qu'on ait aussi 

/ _ A B 

0 ~~ u — w t u — «2 

et, par conséquent, 

o/'— /e'=—02 ^ — A — j -h _ J L _ j 
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Pour que l'équation 

e / ' - / e w 

ait deux racines égales, il faudra qu'on ait 

(Auz-h B i i , )2 - (A + B)(Awl -4-Bia») =O 

ou bien 
2 AB (m! — w2)2 = o. 

Supposant w,— o, nous concluons que l'un 
des coefficients A ou B doit être nul, et par consé-
quent 

/ = _ A _ . 
6 a — U\ 

La méridienne est donc représentée par les équations 
paramétriques 

au'2 -4- 2 bu -T- c r _ , 
( Il — U{ ){U — U2) 

A 
- — > U U i 

et l'on reconnaît qu'elle a une asymptote perpendi-
culaire à Vaxe de révolution. 

Si l'on avait supposé u{ = uon aurait trouvé 

V ~ /B' = (M - Ml ) [( « - M, )/' - 2/]. 

Dans ce cas, les deux racines de l'équation consi-
dérée ne peuvent être égales que si f est divisible 
par u — uPar une translation du plan des xy, on 

f ramènerait alors l'expression de g à la forme 

A 

Il — U\ ' 

et la conclusion serait la même que précédemment. 
c. Dans ce cas particulier, la cote z maximum ou 

minimum d'un point de la méridienne est aussi la cote 
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d'un point commun a la méridienne et à l'axe de révo-
lution. L'axe de révolution est normal à la conique 
méridienne. 

2. Revenons maintenant à l'équation (i), et suppo-
sons que nous ayons effectué une substitution homo-
graphique permettant de remplacer le polynome biqua-
dratique 

?(
e/'_/ô') 

par un polynome du troisième degré, de telle sorte que 
l'équation transformée'soit 

(a ) 

; désignant la nouvelle variable, G, Ê2, ?3? des 
constantes. On pourra exprimer £ en fonction de e, au 
moven d'une des deux formules suivantes, choisie à •V 7 

volonté : 

( A ) 5 = î , c n » ( C ± - •U) 
A 

U), 

le module À des fonctions sn, en, étant défini par 
l'équation 

¿2 = 
Çf—gs' 

ou bien 

la fonction p étant choisie de telle sorte que, si l'on 
appelle ses périodes 2w et 2 g/, on ait 

Dans ces deux formules, la lettre G désigne une 
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constante arbitraire, et l'on peut les remplacer par des 
formules analogues obtenues en permutant de toutes 
les manières possibles 

Mais je dis qu'on peut arriver à la forme (2) , anté-
rieurement à toute substitution, à condition de choisir 
convenablement la représentation paramétrique de la 
conique méridienne. 

D'abord, si cette conique est une parabole, elle sera 
représentée par une équation de la forme 

(M Nz -h P ) « = Q r + S - + T , 

et si l'on pose 
Q/- -t- S s T = 
M r + N z + P = u, 

011 exprimera et z au moyen de deux trinômes du 
second degré en u:; et l'on sera conduit simplement à 
faire 0 = 1 dans l'équation (1). On trouvera 

•>.(ab'— a'b) du2 — ( a f i 2 + ibu 4- c) {a' u -h b')dv- = o, 

et la construction des formules analogues à (A) et (B) , 
où ç sera remplacé par w, n'offrira plus de difficulté. 

Si la méridienne a un centre à distance finie, on fera 
passer l'axe des r par ce centre, et l'on ramènera son 
équation à la forme 

ce qui conduit à faire 

M (/• — r0) -4- N ~ = sin/ , 
V z = cos t, 

puis 

t = 1 arc tan gît. 

Les polynomes/et S prennent alors la forme 

0=1-4- U2 
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(cr désignant une constante), et l'équation -différen-
tielle des lignes asymptotiques prend une forme ana-
logue à la forme ( 2 ) , où £ est remplacé par it. En 
effet, si l'on joint aux deux formules ci-dessus la for-
mule 

z> = au2 4- 2 bu = c, 

l'équation (1) devient 

2 bc' du2-h c'(au2 -h ibu -+- c)u dv'2 — o. 

On écrira cette dernière équation sous la forme 

2 b du2 -4- a ( u — Ui ) ( u — a* ) u dv2 — o 

et l'on appliquera la formule (A) , par exemple, en 
supposant £1 = uu £2=^2, 

On trouvera 

— (^is/ïr.») 
avec 

u{ 

ou tout autre formule analogue obtenue en permutant 
d'une manière quelconque les trois racines o. 
Si c'est, au contraire, la formule ( B ) qu'on veut appli-
quer, on trouvera 

( i fa \ wt-f- u2 

ou bien 

îv/IO-SÏ 
avec 

2 ^ ^ 1 — , 2M2—Ux 
poj = , P = -
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[D2b] 

NOTE SUR L E S S É R I E S ALTERNÉES ; 

PAR M. G. VALIRON. 

Considérons une série alternée 

a0— «1-4-,. .-4- (— \)nan~-... 

dont les termes décroissent en valeur absolue à partir 

d'un certain rang, et supposons que Jim a , i = i . 
ti - » an-hl 

La condition nécessaire et suffisante pour que la série 

converge est que lim an = o. Ecrivons alors n — « 

( i" — i -h a„ (%n > o d'après ce qui précède). 
«n-(-1 

La série alternée converge ou diverge suivant que 
la série dont le terme général est y.n diverge ou 
converge. 

En effet, on a 

d'où 
N + P ( I H - A „ ) ( I -T- A„_+_,). . . ( 1 4 - I ) ' 

^ a i-ri i -H (a« + . .4-a„4-/i-i) 

et par conséquent, si diverge, le dénominateur 
croît indéfiniment an+p tend vers zéro. 

De même, on peut écrire 
/ «« \ 

\ i -ha,,/ \ i H- â -t-y,-! 

L i -t- / J 
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Si la série a„ converge, la série a " converge a for-
¿¿o/v" et par conséquent on peut trouver n assez grand 
pour que 

a «-+-/> i ^ c 
l -4- a „ I -T- a n + p - i 

quel que soit p, et s étant arbitrairement petit. Il suit 
de là 

an+p > an(i — s), 

quel que soit p. ne tend pas vers zéro, la série 
diverge. 

Le théorème est donc démontré. 

Cas particuliers. — Si Ton a 

«// X(i — En) / . \ 
- . . lim e n = o, À > o , n V « = « / 
- r 

la série converge (elle est absolument convergente 
pour X > i d'après la règle de Duhamel, et diverge 
pour X o). 

Si 
a„ 1 ( i — zn ) — i 

•in+i n(\ogn) i-+-a f Jim in = o, A > o 
\ oo 

la série converge pour o « < a £ i (non absolument) et 
diverge pour a > i , etc. 

[D2aa] 
MOTE SUR LA R È G L E DE DUHAMELî 

PAR M. G. VALIRON. 

1. Considérons une série à termes positifs dans 
laquelle le rapport d'un terme au précédent a pour 
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limite un, et posons 
Un = H - an. 

La quantité a/2 a pour limite zéro lorsque n croît 
indéfiniment. Nous aurons 

( 1 -h a„0). . . (i -+- ocn) 

et Ton voit que si la série S j aw | converge, le produit 
qui est un dénominateur reste fini, un ne tend pas 
vers zéro, la série un est divergente. 

Supposons donc que la série £|a„| diverge, mais que 
la série Sa* converge ; nous pourrons écrire en 
posant e(x) = ex 

/ » \ n 

2 / i l / 1 
\ « o 

L'hypothèse faite sur Sa 2 entraîne la convergence 
du produit infini qui est en dénominateur et par suite 

les séries de termes généraux un et — ^ 0LnJ con-

vergent ou divergenten même lemps. Si l'on remarque 

que la série et — a „ J diverge lorsque la série S | a„ | 

converge (puisque le terme général reste fini), on a le 
résultat suivant : 

La série un converge ou diverge suivant que la 

série vn =el — ^ a/2 j converge ou diverge {ton tes les 
\ "o / 

fois que la série Sa;; converge). 

Supposons en particulier toutes les quantités a, 
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positives, et décroissantes, et soit a ( # ) une fonction 
continue décroissante égale à a„ pour On sait 
qu'on a 

n h n — t 

«0-4-i 

et, par conséquent, en posant.wn == e ^—J a ( x ) d x ^ , 

ce qui montre que les séries de termes \vn et vn conver-
gent ou divergent en même temps, donc aussi les 
séries wn et vn. 

On a ainsi la proposition suivante : 

En supposant que la série Sa* soit convergente, la 
série un converge ou diverge suivant que la série de 

terme général = — Ç a(x)dx^ converge ou 

diverge. 

On retrouve ainsi la règle de Duhamel et les 
critères de deuxième espèce de Bertrand. 

k i° Si 0Ln — - y on aura 
A 

i v »= 7T* 

la série un converge si k^> i, diverge si k^ i. A fortiori, 
si / i « « > / f > ] , la série converge et diverge si . 

2° Prenons 
_ ' i k 

n~~ n /ilog/i /i iogn . . . (logp/i) ' 
on aura 

A 

i(logrt)...(logp/0*' 

série qui converge pour k > 1, diverge pour k^i. On 
obtient les critères de Bertrand. 

Wn = 
n ni 
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3 " L e r é s u l t a t d u n ° 1 m o n t r e q u e si l ' o n a 

la série u n diverge si la c o n v e r g e . 

C E R T I F I C A T S DE MATHÉMATIQUES G É N É R A L E S . 

Montpellier. 

E P R E U V E É C R I T E . — t" Déterminer Vintégrale générale 
de Véquation 

d-y —r^ 4 Y ~ sin ax, dx2 J 

où 
a- — 4 < ° ; 

>° En considérant cette intégrale comme Véquation 
d une courbe, déterminer les constantes arbitraires de 
façon que la courbe passe par Vorigine et soit tangente à 
l 'axe OX en O ; 

3° En supposant a = Ï, et x compris entre o et TZ, étudier 
la forme de la courbe ; montrer qu'elle a un point d'in-
flexion. Calculer l'aire comprise entre cette courbe et OX; 

4° Que devient V intégrale générale de l'équation 
donnée, si a — 2? 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Une courbe est représentée, en 
coordonnées polaires, par Véquation 

p =: a(l -f- costo). 

Déterminer le centre de. gravité de l'arc obtenu en 
faisant varier LO de o à TT. (Novembre 1909.) 

Nancy. 

A N A L Y S E . — Í . Exposer la méthode de la variation des 
constantes pour l intégration des équations différentielles 
linéaires du second ordre, en prenant comme exemple 
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V équation 

d*y 
- ¿ 1 + ^ c o t « * . 

II. Dans un système d'axes rectangulaires Ox, O^K, on 
considère une courbe G; on désigne par M un point quel-
conque de cette courbe, par P sa projection sur Ox et par 
!\ le point de rencontre avec Ox de la normale à la courbe 
au point M. Déterminer la courbe G par la condition que 
la somme des deux longueurs MN et MP soit égale à une 
longueur donnée ia. Construire la courbe C. 

G É O M É T R I E E T M É C A N I Q U E . — On donne un cône de révo-
lution ayant pour sommet l'origine 0 des coordonnées, 
pour axe l'axe des z et pour demi-angle au sommet un 

Ti 
angle égal à — — a. On trace sur ce cône une courbe G 

définie par une relation entre les coordonnées polaires de 
sa projection sur le plan des xy. 

i° Déterminer cette relation par la condition que la 
tangente à la courbe G en chacun de ses points M fasse un 
angle constant V avec le rayon du parallèle du cône 
passant par ce point ; 

•2° Montrer que la tangente à la courbe G au point M 
fait un angle constant avec l'axe des z et calculer l'arc 
de la courbe G; 

3" Un point matériel est assujetti à se déplacer sur cette 
courbe en restant soumis à l'action d'une seule force 
attractive, perpendiculaire à l'axe 0z et inversement 
proportionnelle à la distance du point à cet axe; calculer 
le travail de cette force lorsque le plan passant par l'axe 
des z et le point a tourné d'un angle donné. 

(Juin 1909.) 

A N A L Y S E . — I. Étant donnée l'intégrale curviligne 

P(x,y)dx-{- Q(x, y)dy, 

énoncer et démontrer la condition nécessaire et suffisante 
pour que cette intégrale ne dépende que des deux extré-
mités du contour d'intégration et pour que l'expression » 

Y(x,y)dx-+-Q{x, y)dy 

soit une différentielle totale exacte. 
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fi. Étant donnée une courbe rapportée à deux axes de 

coordonnées rectangulaires 0 ; r , Oy, former Véquation 
différentielle exprimant que l'angle fait avec Ox par la 
tangente en un point quelconque M est le triple de l'angle 
fait avec Ox par le rayon vecteur OM. 

Intégre/' cette équation différentielle et construire les 
courbes intégrales. 

G É O M É T R I E KT M É C A N I Q U E . — On considère la surface 
réglée représentée par les équations 

x — (a -'r- z) c o s t. y = (a — z ) s i n t, 

où a est une constante et t un paramètre variable. 
i° Trouver sur la surface le lieu des points où le plan 

tangent est parallèle à Oz. 
'â° Un point mobile sur la surface est soumis à une force 

représentée à chaque instant par un vecteur dirigé suivant 
la génératrice passant par ce point et ayant pour projec-
tion sur l'axe des z l'expression z-\-f(l), f ( t ) étant une 
fonction de la seule variable t. 

Déterminer la fonction f{t) de telle sorte que le travail 
de la force pour un déplacement quelconque du point sur 
la surface ne dépende que de l'origine et de l'extrémité 
de ce déplacement et évaluer ce travail. 

( O c t o b r e 1 9 0 9 . ) 

Poitiers. 

K P R E U V E T H É O R I Q U E . — On considère deux courbes G et G ' 

dont les équations, en coordonnées rectangulaires, sont : 

( c ) x3y- — x 1 = o ; 
( c') x»y'*—x -H 1 = 0. 

1" Construire ces courbes. Déterminer les points en 
lesquels les tangentes sont parallèles aux axes de coor-
données, les points d'inflexion et les tangentes en ces 
points. 

•a" Démontrer qu'une hyperbole asymptote aux deux 
axes de coordonnées coupe toujours chacune des courbes G 
et G' en un seul point. En déduire qu'on peut exprimer 
rationnellement en fonction d'un paramètre les coor-
données des points de G et de G'. 

T Chacune des deux courbes G et G' partage en deux 
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régions le demi-plan x > o et le quadrant x < o, y > o. 
Dire si ces régions ont ou non des aires finies; calculer 
celles de ces aires qui sont finies. 

Un arc de la courbe G et la corde de cette courbe qui 
joint les points de contact des tangentes parallèles à O r 
limite une aire finie S. Calculer cette aire et l'aire ana-
logue S'. 

Montrer que ces questions peuvent être traitées soit en se 
servant des équations cartésiennes, soit en se servant des 
expressions paramétriques des coordonnées de G et de G'. 

4° Former l'équation différentielle qui admet pour 
courbes intégrales celles qui ont pour équation 

x(xy — x -f-1 = o, 

À étant un paramètre. 
Cette équation différentielle étant donnée, comment 

rintegrerait-on? Y a-t-il des intégrales singulières? 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — I. Combien Véquation 

1 Xz — 3 X- — I 2 J + 2 = O 

a-t-elle de racines réelles? Calculez à près la plus 
grande de ces racines. 

II. Un point pesant se déplace sans frottement sur la 
parabole dont Véquation est X'='iy, les axes étant 
rectangulaires, Vaxe des y étant vertical et dirigé vers 
le haut. 

Calculer la durée des oscillations du point, sachant 
qu'on l'a abandonné sans vitesse initiale en l'un des 
deux points de la parabole qui sont dans le même plan 
horizontal que le foyer. (Juillet 1908.) 

E P R E U V E T H É O R I Q U E . — I ° Construire la courbe G , donnée 
en coordonnées rectangulaires par l'équation 

x(x2 -h y2 ) = x* — y2: 

2° Quel que soit m, la droite issue de l'origine et faisant 
avec Ox un angle dont la tangente est égale à un ren-
contre G en un seul point en dehors de l'origine O. 
Exprimer les coordonnées de ce point en fonction de m et 
former l'équation de la tangente en ce point; 
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3° Combien passe-t-il de tangentes réelles à la courbe G 

par un point donné (a , fi) du plan xO y. Partager le plan 
en régions d'après le nombre de tangentes passant par les 
points de chaque région; 

4° Calculer l'aire de la région dans laquelle ne passe 
aucune tangente À G; 

V Soit M un point de G, trouver l'enveloppe de la per-
pendiculaire MN à Oi\I, quand M parcourt G; 

6° 0 y étant vertical et dirigé vers le haut, étudier le 
mouvement d'un point pesant M glissant sans frottement 
sur la courbe G. 

On supposera qu'au temps t = o le point M est à l'origine 
sans vitesse initiale et l'on examinera ce qui se passe sui-
vant que M est placé sur l'une ou l'autre des deux branches 
de C passant en 0 . 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — I . I ° Déterminer l'intégrale géné-
rale de l'équation 
(., ) y'" — y" — y' H- y = 

Cette forme de l'intégrale générale convient-elle au 
cas où a = î ? 

•>.° En supposant a ^ zb i, déterminer celle des intégrales 
de l'équation (i) qui s'annule ainsi que ses deux premières 
dérivées pour x = o. 

3° Vers quelle limite tend cette intégrale quand a tend 
vers I? Vérifier que cette limite satisfait ci l'équation 

( 2 ) / " — y"—y'-hy = e 

En déduire l'intégrale générale de cette équation. 
4° Déterminer par analogie l'intégrale générale de 

l'équation 

( 3 ) y'" — y"—y-+- y = a?* e*.. 

II. Déterminer les fonctions z(x, y) satisfaisant à 
l'équation 

0z_ _ __ _ ôz_ 
°° ôx ~ y ôy' 

Vérifier que les surfaces z — z(x, y) définies à l'aide 
de ces fonctions sont engendrées par des droites parallèles 
au plan des xz et rencontrant une droite fixe. 

( N o v e m b r e 1 9 0 8 . ) 



( 143 ) 

[D4b] 
LE THÉORÈME DE M. PICARD 

POUR L E S FONCTIONS ENTIÈRES D'ORDRE N U L ; 

Considérons une fonction entière d'ordre nul f{z), 
le fait que |/X5)I croît indéfiniment sur certains cercles 
[théorème de M. W i m a n ( 4 ) ] , a conduit M. Mattson(2) 
à penser que, si l'on prend la fonction f(z) -h a, a étant 
une constante, le rapport des nombres des zéros des 
deux fonctions, contenus dans un cercle de rayon /*, 
tend vers un, lorsque r croît indéfiniment. Dans 
mon Mémoire des Mathematische Annalen j'avais 
indiqué la fonction 

[où E ( # ) désigne la partie entière du nombres], comme 
échappant à la proposition précédente. Je vais consi-
dérer ici la fonction 

qui donne des résultats plus nets. 
i. Je vais d'abord calculer une valeur approchée 

(*) Voir mon Mémoire: Sur les fonctions entières d'ordre nul 
(.Mathematische Annalen, B. 70). 

(2) Voir R U B E N MATTSON , Thèse, Upsal, 1 9 0 5 , p. 4 7 . 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. XI. (Avril 1911.) IO 

PAR M. G. VALIRON. 

(0 
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de F ( z ) pour r voisin de e- . Soit 

où h vérifie l'inégalité 
- < h < i , 

et où 8 est l'argument de On peut écrire 

(2) F ( * ) = A.B.G(i - heiï)*r, 

en posant 
P-i 
W 

z T T ( A = , B=TT( 1 * , 
V / V A he*e*} 

On a immédiatement 

A = = 7Zi > 
^ 3 

ou 

(3) A = 

Calculons une valeur approchée de B. On a 

loorB <2? log ( I 
x 

Mais 

où aq est un nombre ayant pour limite zéro pour p 
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infini. Il vient donc 

P-1 
log B — 1 * y 'i<ie*\ lina a = o. 

he^e*^ />=« i 
Or 

1 
^ in e^ < e^^ < e2''"12/', 

1 1 

de sorte que 

<4) i , o g B I < ^ r v < , 
he* 

quelque petit que soit Y), pourvu que p soit assez grand. 
De même 011 aura 

loge ( ' - — (' + - ) £ î 
p + \ p -+- 1 

où £ est très petit, car le rapport d'un terme au précé-
Ofc 

dent d a n s ^ est Irès petit. 
p-1-1 On obtient donc encore ici 

(5) | log C | < (1 -f- a )he* ^ (1 -h * ) < r/, 
e2 

7if étant arbitrairement petit, et p suffisamment grand. 
Les inégalités (4) et (5) donnent 

B.G == ( i + s ) , 

s étant un nombre complexe tendant vers zéro avec —• 
r P 

En portant cette valeur et celle de A dans l'expres-



( '48 ) 
sion (2) , on aura 

( 6 ) F (* ) = ( 1 -+- e ) e ^ " 3 ( I __ heiï 

égalité valable pour h < 2 (et même dans de beau-
coup plus larges limites). 

2. Soit alors l'équation 

(7) F (2) — == o. 

Il résulte tout d'abord de l'égalité (6 ) que les deux 
fonctions F ( z ) et F(z) — aèità ont le même nombre de 
zéros dans les cercles de rayons 

En effet, la différence des nombres des zéros des 
deux fonctions contenus dans le cercle de rayon r 
est 

— = i o g ( — — , 

J désignant l'intégrale prise le long du cercle de 

rayon r ; or l'expression précédente s'écrit 

e2'' 

pour /* == — l'égalité (6) montre que 

donc 
aeiu ¥17) <l> 

pourvu que /> soit assez grand, c'est-à-dire qu'on a 

riQ—na• 
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On aura le résultat analogue pour le cercle de 
rayon i e 2 

Comme conséquence on voit que l'équation ( 7 ) a iP 
racines comprises entre les deux cercles considérés. 

Nous allons calculer des valeurs approchées de ces 
racines. 

3. En remplaçant dans (7 ) F ( s ) par l'expression (6) , 
nous aurons 

(1 i ) e — he*)*p=aei<», 

ou encore, î ! tendant vers zéro avec -> 
P 

2 p , 

et par suite 
, -fixoP aedto-6(2^-2)] 

O - ^ ' 8 ) 2 = —5-7 > 
e4 

d'où 
1 
~P û ® \ 

-2P <!-£') 

avec A = (o, 1, 2, . . . , iP — 1). 
11 résulte de cette égalité que 0 est d'ordre infé-

1 

rieur a — , et que nous aurons en premiere ap-
- 2P(1 ~ £') e 

proximation iP valeurs pour he 
1 

^ e *r. 
-2(1 — £' ) 

Les racines correspondantes de l'équation (7 ) sont 

zk=z e*phkei(>k 
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Par suite : 
Les iP racines de C équation (7) comprises entre 

e2'' p 

¿es cercles de rayons — et 2 e2 ont sensiblement pour 

points représentatifs les sommets d'un polygone régulier ayant pour centre le point e- et pour 
2'' 
T ( L - S ' J 

rayon e* 
Prenons alors le rapport des nombres des zéros des 

fonctions F ( z ) et F(^) — ciei{ù, ce rapport est égal à un 
pour le cercle de rayon 

puis il va en décroissant jusqu'à une valeur voisine de * 

pour le cercle î?2'—s, il saute à la valeur ^ pour —|— z, 

puis décroît jusqu'à un pour le cercle 
o y 

Ce rapport n'a donc pas de limite. 
Il importe de remarquer que, pour les deux fonc-

tions 
F ( s ) F ( i ) + fl„ 

le rapport eu question aura bien pour limite £//t, quels 
que soient les nombres a, et at différents de zéro, 
parmi les fonctions F ( s ) -f- a une seule présente donc 
un cas d'exception. 

4. La démonstration précédente met aussi en évi-
dence l'inexactitude d'une proposition de M. Zollich(1 ), 

( ! ) Z Ö L L I C H , Beiträge zur Theorie der ganzen transzendenten 
Funktionen der Ordnung Nuit (Inaugural Dissertation. 
Halle, 1908). 
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d'après laquelle les zéros des fonctions a , 
f(z) étant une fonction entière d'ordre nul, sont 
situés à Vintérieur de cercles ayant pour centre les 
zéros de f{z) et dont les rayons sont de Vordre de 
l'inverse des modules des zéros. 

En terminant je remarquerai que la fonction f{z)y qui 
est certainement très spéciale, est pourtant très régu-
lière puisque rn étant le /ilèn,e zéro, on a 

rn = e/'«, 
avec 

< / l < * ( i + s). 

[Cla] 
NOTE M i l L E S DÉTERMINANTS DE WRONSKY ; 

PAR M. G. VALIRON. 

Désignons par la notation 

le déterminant de Wronski relatif aux fonctions y, , 
y21. 

Fniyuyti. -,yn) = 

yt 
ri 

y* 
y; 

.. Yn 

.. y n 

yn-1) yin-1) .. y{ï 

On sait qu'étant donné un déterminant D de degré /i, 
•2N 

si l'on désigne par D^ j le déterminant obtenu 

en supprimant les colonnes de rang i et 2, et les lignes 

de rang n — 1 et n, et par A ^ 1 ^ le déterminant 
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obtenu en prenant les termes de la nième et de la 
( n — j yèmê  Jign e e t c e u x ¿ e ja première et deuxième 
colonnes du déterminant adjoint, on a la relation 

i f 1 2 ) = - D X D ( ' * ) . 
\n — i n) \n — i n ) 

Prenons 
£> = f„(jki,72, ...,y

n
)\ 

on aura 
d ( 1 = F n _ s ( r 3 , 

\n — i n) 
et 

1 * ) 
\n — i ni 
= — F t [ . . . , y n ) , Vn-iiruy*, •yn)], 

comme on le constate aisément [le mineur de y"~2 dans 
Fn est égal à la dérivée de Fw_, (y2, . . . 

On obtient ainsi la relation 

qui s'écrit encore en supposant que la fonction 

n'est pas identiquement nulle, 

?n(yuy*i • •• ,yn) 

C'est cette relation que je voulais établir. On peut 
en déduire que lorsque , y2, . . ^yn) est identi-
quement nul il existe entre les fonctionsyt ,y2i ...,yn 

une relation linéaire et homogène à coefficients cons-
tants. Car, en supposant F , ,^ (jKoJ's? • • ->yn) non iden-
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ti que ment nul, on aura 

d'où 
— Ciri )> 73, . •. ,7*] as Q, 

et ainsi de suite. 

[ 0 * 5 1 , O ' Ô h ] 

Siili L E S LIGNES GÉODÉSIQUES E T L E S SURFACES MIMMA; 

Je me propose d'indiquer un procédé de démonstra-
tion qui donne très rapidement et d'une manière 
analogue la condition pour qu'une ligne tracée sur une 
surface ait le minimum de longueur entre deux points, 
ou pour qu'une surface ait une aire minimum à l'in-
térieur d'un contour fermé. Ce procédé repose sur 
l ' e m p l o i des formules de Codazzi, et fournit en même 
temps la démonstration d'un théorème qui paraît pré-
senter quelque importance. 

I. Lignes géodésiques. — Je suppose la surface 
rapportée à un réseau rectangulaire, l'élément linéaire 

La longueur d'une ligne allant du point uQv0 au 
point u{ vt est donnée par l'intégrale 

PAR M. M. FOUCHÉ. 

étant 
A2 du*-+-B* dv*. 
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où v est une fonction de M, qui prend la valeur pour 
u = u0 et la valeur vK pour u = aK. 

On peut encore écrire cette intégrale 

/
«i 

y/A2 -i- B 'V 2 du, 

en désignant par v' la dérivée de v par rapport à u. 
Si l'on change la fonction p, la variation de l'élément 

de Tintégrale sera 

. dA D ÔB . ^ , Zv' 
A — -+- B v'i -+- B2 v' -rr-

ov ov ùv ^ , 
ûv au. 

y/A2-f- B2t>'2 

Pour trouver la ligne minimum, il faut trouver une 
fonction de v pour laquelle cette variation soit nulle, et 
qui prenne les valeurs et vK respectivement pour 
u = u0 et u = u { . 

Cherchons la condition pour que la ligne ç = const. 
soit minimum. Alors v 0 = vx ; mais il faut que la varia-
tion soit nulle. Comme ( / = o , il faut qu'on ait 

A Â X A — = o, 
ôv 

et, puisque A ne peut être nul, 

d\ 

A ne doit être fonction que de M, et l'on obtient ainsi 
un résultat bien connu. 

D'autre part, l'une des formules de Codazzi donne 

- = - r B, 
ôv 

et puisque B ne peut être nul, il faut que /* = o ; ce 
qui veut dire que quand u varie seule, le trièdre mobile 
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ne tourne pas autour de la normale à la surface. L'axe 
instantané de ce trièdre est donc dans le plan langent à 
la surface. Mais le plan oscillateur à la courbe où u varie 
seule est perpendiculaire au plan passant par la tangente 
et Taxe de rotation. Il est donc perpendiculaire au plan 
tangent. Finalement, le plan oscillateur d'une ligne 
géodésique est normal à la surface. c. Q. F. D. 

II. Surfaces minima. — Toute surface peut faire 
partie d'un système triple orthogonal, et cela d'une 
infinité de manières. Il suffit de lui adjoindre par 
exemple ses surfaces parallèles et ses normalies déve-
loppables. 

Si l'on rapporte tous les points de l'espace à un 
réseau formé de surfaces triplement orthogonales, 
l'élément linéaire de l'espace prend la forme 

ds2 = A2 du2 -h B2 dv* H- G2 dw2, 

où du, dv, dw désignent les éléments d'arc des nor-
males aux trois surfaces. 

Une surface quelconque sera définie si l'on donne w 
en fonction de u et de v. 

Si l'on considère trois axes O a y O y , Oz coïncidant 
au point considéré avec les trois normales, on aura 

dx = A du, dy = B dv, dz = C dw, 

et le plan tangentà la surface sera défini par le système 
d'équations 

X — ¿g _ Y - y _ Z - 3 
A du ~~~ B dv Cdw ' 

dw . dw . 
dw = —r— du H — dv 

ou ov 
ou 

Z — z _ dw X — x dw Y — y 
= ~du ~ K H B ' 
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ou encore 

Le cosinus de l'angle que fait ce plan avec le plan 
xOy sera donc 

A B 

Alors l'élément de surface correspondant aux varia-
lions du et dv des paramètres u et ç se projettera sur 
le plan xOy suivant un rectangle ayant pour aire 

kBdudv, 

et cet élément lui-même aura pour valeur 

t / B î r K ë ) 5 - C 2 K ^ ) 2 + A , B Î du dv-
L'aire comprise à l'intérieur d'un contour (C) sera 

ffy^w^w7^""'"-
Pour avoir l'aire minimum à l'intérieur du con-

tour (C), il faudra trouver une fonction w de u et v 
ayant en chaque point de ce contour une valeur bien 
déterminée et telle que la variation de l'intégrale soit 
nulle. Or cette variation a pour expression, en se 
bornant à l'élément de l'intégrale 

A B A H B — • OW 
\ ow owj 

V^A2B2-h... 

plus des termes qui contiennent tous une des dérivées 
de w. 
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Si donc on veut que la surface où w est constante 

soit minimum, il faudra que la partie écrite plus haut 
soit nulle, ce qui donne, puisque ni A ni B ne peuvent 
être nuls, 

X h B - — = o. 
ow dw 

Si l'on désigne les rotations du trièdre par p, q, r; 
p{, q,, rx ; /?2, q-i, suivant que la seule variable 
est w, v ou w, les formules de Codazzi 

ÔX dB 
— =— r B, — = n A 
dv du 

donnent par permutation tournante 

àB ¿A 
— =—plC, — = q G, 

et l'équation précédente devient, en supprimant le 
facteur commun C : 

pi X — q B = o 
ou 

A _ B _ 
q pi ~ ~ ' 

ce qui exprime que les deux rayons de courbure prin-
cipaux ont la même valeur absolue, mais des signes 
contraires. C'est la propriété caractéristique bien 
connue des surfaces minima. 

Si l'équation 
,àB ¿A 
X— -h B -— = o 

ow ow 

est vérifiée non seulement pour la valeur initiale de w, 
mais pour toute valeur de cette variable, c'est que le 
produit AB est indépendant de w. Alors toutes les sur-
faces de la première famille sont des surfaces minima. 
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Considérons sur Tune d'elles un contour fermé quel-
conque^). Par chacun des points de (C) faisons passer 
la trajectoire orthogonale des surfaces minima; toutes 
ces trajectoires orthogonales forment une surface nor-
male aux surfaces minima, et qui découpe sur chacune 
d'elles une aire constante puisque l'expression de cette 
aire 

f f A B d a d v 

est indépendante de w. 
Cette conclusion ne s'applique pas seulement aux 

surfaces minima faisant partie d'un système triplement 
orthogonal : elle s'applique également à une suite 
quelconque de surfaces minima et à leurs trajectoires 
orthogonales. Dans le langage de la Mécanique on dira 
que : 

Si les surfaces de niveau sont des surfaces minima, 
un tube de force quelconque découpe des aires égales 
sur toutes ces surfaces. 

Pour le démontrer, il suffit de reprendre le raison-
nement précédent avec des coordonnées obliques. 
Soient w le paramètre définissant chacune des surfaces 
minima, u et v deux variables définissant sur l'une 
d'elles un réseau quelconque. Par chaque courbe de ce 
réseau on peut faire passer une surface orthogonale à 
toutes les surfaces minima, et l'on a ainsi un système 
de trois familles de surfaces correspondant aux varia-
bles M, v, TV. Les courbes définies, pour une valeur 
particulière de w, par la variation de u seule ou de v 
seule, font entre elles un angle 9 qui dépend des valeurs 
des trois variables au point d'intersection ; mais les 
courbes où w varie seule sont les trajectoires ortho-
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gonales des surfaces minima. L'élément linéaire de 
l'espace peut alors se mettre sous la forme 

ds* = A l E d u d v - h B2efo2-+- G*dw. 

En raisonnant comme précédemment, on verra que 
le cosinus de l'angle du plan tangent à une surface 
quelconque avec le plan tangent à la surface (V = const. 
sera 

A B 

4 / A 2 B 2 - + - B*C 2 ( ^ Y V G2 A 2 * A B C 2 *L cosO. 
y \ôu/ \ dv ) du dw 

L'élément de surface dw s'obtiendra en multipliant 
sa projection 

AB sin 0 du dv 

par l'inverse de ce cosinus, ce qui donnera 

dw = y/A2 B2 sin2 0 M du dv, 

M étant une somme de termes contenant les carrés et 
le produit des deux dérivées de w. 

Pour que les surfaces w == const. soient minima, il 
faut que la variation de cet élément de surface soit nulle 
quand w reste constante. Or, la variation de M con-
tenant les dérivées de w ne donnera que des termes 
nuls, et il faudra que ABsinS soit indépendant de w, 
ce qui montre que l'aire 

f f AB sin 6 du dv 

est indépendante de w comme on l'a annoncé. 
Cette propriété des surfaces minima est à rapprocher 

de la propriété analogue des lignes géodésiques. 
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[ O ' T a ] 

UNE APPLICATION DU THÉORÈME DE MALUS 
AU P R O B L È M E DE TRANSON; 

PAR M. ÉMILE T U R R I È R E . 

Soit un complexe de droites (C) tel que tout cône 
du complexe admette un axe de symétrie binaire : il 
en est ainsi en particulier pour les complexes quadra-
tiques, puisque chaque cône du complexe étant du 
second degré admet trois axes de symétrie. De chaque 
point de l'espace partent ainsi une ou plusieurs droites, 
en nombre très limité, qui sont les axes des cônes du 
complexe (G); ces axes définissent donc, en général, 
un nouveau complexe (C/). Je me propose de montrer 
que la considération du complexe ( C ) peut avoir parfois 
de l'intérêt. Tout d'abord je donnerai quelques exemples 
de complexes ( G ) . 

1. Si le complexe (C) est le complexe linéaire, tout 
rayon du complexe passant par un point est axe de 
symétrie du plan focal de ce point : dans le cas où le 
complexe (C) est le complexe linéaire, il existe donc 
une infinité de complexes ((7) qui sont tous identiques 
entre eux et au complexe (C). 

La perpendiculaire au plan focal au foyer est un axe 
de symétrie pour le cône dégénéré en un plan. Dans 
le cas du complexe linéaire, il existe donc un autre 
complexe (C ;) , distinct de (C), qui est le complexe 
des perpendiculaires aux plans focaux aux foyers 
c o rrespon dan ts. 



( «6. ) 
Considérons le complexe linéaire dont l'équation 

réduite à sa forme canonique est, en coordonnées 
pliïekériennes, 

ap 3 = o; 

le plan focal du point de coordonnées (x,y, z) a pour 
équation 

Xy — Y x a (Z — z) — o ; 

les axes coordonnés étant rectangulaires, il résulte de 
cette équation que les cosinus directeurs du rayon de(C') 
issu de z) sont, en posant r = y/x- +y2, 

y x a Pi = y p 2 = 7 > Pi — , y 

/ÔM-TÏ /a2H-r2 y/aM-72 

et que l'équation de ce même complexe est 

p * p & — a ( p \ - ) r p l ) = o. 

Ce complexe est donc un complexe quadratique, 
admettant pour transformations infinitésimales celles 
du complexe linéaire lui-même, c'est-à-dire la rotation 
autour de l'axe de révolution Oz et la translation 
parallèlement à ce même axe. 

La détermination des congruences de normales qui 
appartiennent à ce complexe est aisée. D'après ce qui 
précède, il est défini à l'aide de points de départ et il 
suffit de chercher les surfaces de tourbillon du champ 
de vecteurs ( X , Y, Z) : 

X = V = -===•> Z 

s/aï r2 \/a2 -4- r'2 \/a2 -b r2 

les projections du vecteur tourbillon sont : 

a y ax i a1 -H r-

(a2-\~ r2)2 (a*-ht*)« (a2-4-r2)2 

les équations différentielles des lignes de tourbillon 
Ann. de Mathémat., 4e série, t. XI. (Avril 1911.) I I 
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étant 

dx ___ dy a dz 
y x ~~ 2a2-h r2 ' 

ces lignes sont des hélices circulaires 

2 
r = const., z = 6 -H const. : 

a 

les surfaces résolvantes de Transon, identiques aux 
surfaces de tourbillon, sont donc représentées par 
l'équation générale 

2 — — arc tan^ iL __ \< ( x 2 - v2 ), 
a * x J 1 

dans laquelle F est une fonction arbitraire de x- -hy2. 
Si l'on désire avoir non pas les surfaces résolvantes, 

mais les surfaces dont les normales appartiennent au 
complexe envisagé, il suffit de considérer celles-ci 
comme enveloppées par des plans 

x coscp cos^ -h y coso sin <1 -+- s sin o = m, 

où m est l'inlégrale générale, 

COs2? 1 , x aw = —: u; -f- <P ( © ), 
sincp T 

de l'équation aux dérivées partielles du premier ordre 
particulièrement simple 

drry COS2» 
d<\s sin © 

2. Parmi les complexes quadratiques (C), je consi-
dérerai en premier lieu le complexe spécial attaché à 
une quadrique à centre. Les axes de svmétrie d'un cône 
du complexe (C) sont alors les normales aux surfaces 
homofocales à la quadrique, qui passent par le sommet 
du cône. Les axes constituent, par suite, un coin-
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plexe (C') unique et qui n'est autre que le complexe 
tétraédral attaché au système homofocal auquel appar-
tient la quadriqùe. 

Comme second et dernier exemple de complexe qua-
dratique (C) associé à un complexe ( C ) simple, je consi-
dérerai le complexe, d'équation 

PkPi — P$P\ — o, 

des droites équidistantes de deux points (cf. ma Note : 
Conséquences de deux théorèmes de M. Bricard sur 
les tangentes communes à deux quadriques, 1 9 1 0 ) . 

Le cône issu du point (x,y,z) est parallèle au cône 
d'équation 

z{X2-+- Y») — xXZ — y\Z = o; 

les trois racines de son équation en S sont 

S = *, S = Z2); 

à la première racine, S = correspond un axe de 
direction 

y, o, • 

et à chacune des deux autres correspondent deux axes 
de direction 

x, y, z d b \Jx'1 -h y2 -4- z2 ; 

il en résulte qu'au complexe (C) des droites équi-
distantes de deux points correspondent deux com-
plexes ( C ) : l'un est le complexe linéaire spécial 
attaché à la droite à l'infini du plan Oxy et l'autre le 
complexe linéaire spécial attaché à l'axe Os, résultats 
dont il est possible de se rendre compte géométrique-
ment. 

3. Cela étant, considérons un complexe (C) quel-
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conque, mais qui puisse être associé à un complexe (G'), 
et soit ( S ) une surface, supposée réfléchissante, dont 
les normales appartiennent au complexe (C'). De la 
définition même du complexe ( C ) , il résulte que le 
complexe (C) est invariant par réflexion sur la sur-
face (S ) . 

Une congruence de normales quelconque de (C) se 
réfléchira, dans les mêmes conditions, suivant une 
congruence, distincte ou non de la congruence primi-
tive, mais qui sera une congruence de normales, en 
vertu du théorème de Malus. 

Supposons maintenant que le problème de Transon 
soit résolu pour le complexe (C ;) et que l'on connaisse 
une solution unique du même problème pour le com-
plexe (C). Le théorème fondamental de M. Darboux 
qui permet d'obtenir toutes les congruences de nor-
males d'un complexe donné, dès qu'une famille de 
solutions est connue, est inapplicable, en général, au 
cas où une solution unique est connue a priori. Il est 
remarquable que, dans le cas actuel, toutes les con-
gruences de normales de (C) soient déterminables 
lorsqu'une d'elles est donnée. 

La congruence de normales donnée ne sera certaine-
ment pas, en effet, invariante dans toutes les réflexions 
sur les diverses surfaces dont les normales appartien-
nent au complexe (G'). On pourra alors déterminer 
ainsi toutes les congruences de normales de (C) ou 
tout ou moins une infinité de telles congruences, ce 
qui est suffisant pour pouvoir appliquer le théorème 
de M. Darboux. Ainsi donc : Lorsque, le problème de 
Transon étant résolu pour le complexe (G'), on 
connaît une congruence de normales du com-
plexe (G), le problème de Transon est résoluble 
pour le dernier complexe. 
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Le théorème précédent met en évidence l'intérêt 

qu'il y aurait à connaître ceux des complexes quadra-
tiques (C)qui conduisent à des complexes (G7) simples 
ou remarquables, et à chercher si, parmi les complexes 
d'ordre supérieur, il existe des complexes dont tous les 
cônes soient doués d'axes de symétrie binaire ou, plus 
généralement, d'axes de symétrie quelconque. 

[ O l 7 a ] 

SllR L E S CONGRUENCES RE DROITES QUI ADMETTENT 
UN POINT POUR SURFACE C E N T R A L E ; 

PAR M. ÉMILE T U R R J È R E . 

1. Les Nouvelles Annales de 1910 (p. 49 et p. 529) 
ont publié deux articles très intéressants de M. E. Ke-
raval sur les Surfaces partiellement cylindroïdes. 
Entre autres résultats remarquables, M. Keraval a 
établi que la congruence formée par les génératrices 
d'un même système des quadriques 

x2 y2 z2 __ 
( , 3 c r ) (7 -H cr )~ h (Y-HŒ)(a- f -a ) (a -f- a) ( ¡3 -+- a) 1 ~~ 

signalées par M. G. Humbert, en 1890, jouit de la pro-
priété suivante : la surface centrale de cette con-
gruence (c'est-à-dire l'enveloppe du plan équidistant 
des points focaux de chaque rayon) est réduite au 
centre commun O des quadriques (p. 53g des Nou-
velles A nnale s de 191 o). Je me propose de déterminer 
toutes les congruences de droites qui jouissent de la 
même propriété, de donner une réciproque du théorème 
relatif à la congruence considérée par M. Keraval et, 
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enfin, de montrer comment, un complexe de droites 
étant donné, il est possible de déterminer les con-
gruences de ce complexe qui jouissent de la propriété 
en question. 

I. 

2. Soit une droite de coordonnées plùckériennes 
p{, />2, p3, p5, les trois premières de ces six 
coordonnées sont les cosinus directeurs de la droite 
par rapport aux axes rectangulaires 0(x,y, z)\ ces 
cosinus directeurs dépendent de deux paramètres u et v 
par les formules 

U H— v ¿(v—u) UV— I 
Pi = f p-2 = — > Pz = ; 1 UV -h I UV -f-I 1 UV -f- I 

Pn P5? P* S 0 D t des fonctions de u et de e; dans ces 
conditions, la droite envisagée engendre une con-
gruence. Soient d'autre part «r0, y0> ô les coor-
données de la projection sur cette droite de l'origine 
des coordonnées; tout point de la droite ayant des 
coordonnées 

^o-H uv)*\iph 

-0-1- H-

l'équation du second degré en a dont dépendent les 
points focaux est 

àx, dp, 
^ ^ O \ du àv ^ àv du) 

¡Jdw dv X O dv du O du du X O dv dv ~ 

la condition nécessaire et suffisante pour que la surface 
centrale de la congruence dégénère tangentiellement en 
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le point O est celle 

Sdpi dpi ÔXq __ 
du dv dv du ~~ 

qui exprime que le point ( x q , J o i est le milieu du 
segment local. 

En vertu des relations 

g ^ „ = o , S ^ ï 1 - 0 ' 

on peut poser 

du dv 

il résulte alors de formules remarquables entre les 
dérivées des cosinus directeurs, formules qui découlent 
d'ailleurs de la théorie générale de la représentation 
sphérique des surfaces, que la condition précédente 
prend la forme 

d_ r L I ^ d_ r M i = o 
du L(. + dv [ ( I H -

cette dernière forme de la condition conduit immé-
diatement à la solution suivante du problème que je 
m'étais proposé : soit F une fonction absolument 
quelconque des variables u et ç; il suffit, dans les 
expressions ci-dessus données des coordonnées 
y * , de la projection de O sur le rayon (« , v) de la 
congruence, de poser 

dF 
l = ( i uvy—y 

K ' dv 

dF 
M = — ( i •+• MP)2 -r—• 

v ' du 
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3. La détermination analylique de la congruence la 

plus générale dont la surface centrale est réduite au 
point O est ainsi complètement effectuée. Voici une 
définition géométrique fort simple qui découle des 
considérations que j'ai développées dans un article 
Sur une transformation de droites, publié par les 
Nouvelles Annales de 1909 (p. 249), e t dans un 
article qui fait suite au précédent, Sur les surfaces 
de M. Appell ( 1910, p. 

Il résulte des expressions précédentes de L et de M 
que celles de x0l y0l z0 sont susceptibles d'être mises 
sous les formes suivantes : 

, \ , V» r ^ 7 * ' / ^ i ) P 2 ) d(m, ps)'] 

2 l d(u,v) o(u,v) à(u,v) | 

ou nj désigne une fonction quelconque des variables u 
et v. 

Appliquons la transformation de dr 
oites : Zq 

se changent respectivement en les coordonnées pfn 

/>6 de la droite transformée; u est changé en — i et v 
en — i ; finalement p/(, yp5,/?0 se présentent sous les 
formes (analogues à celles de x 0 , y 0 , 

* / , 1) pi = - (1 -4- u v y — — , . •., a à(u, v) 

caractéristiques des congruences de normales. Ainsi 
donc : La congruence la plus générale dont la sur-
face centrale est réduite au point O est transformée, 
par rapport à ce point, de la congruence de nor-
males la plus générale. 

Il suffit donc d'appliquer la transformation de droites 
à une congruence quelconque de normales pourobtenir 
une congruence de droites dont les milieux des segments 
focaux sont les projections du point fixe O. 
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Dans mes articles cités, j'avais établi la propriété 

d'invariance, dans la transformation, qui caractérise les 
congruences de normales aux surfaces de M. Appell, 
congruences qui, par définition, sont des cas particu-
liers de celles que j'envisage actuellement. Le 
théorème que j'avais signalé relativement aux sur-
faces de M. Appell est donc complété par le résultat 
précédent. 

4. La condition trouvée au paragraphe 2 

Sàpi àx0 àpi ôxa _ 
Ou dv dv du ' 

peut être mise sous une autre forme, en introduisant 
les coordonnées plùckériennes par les formules 

J'o = PlP& — / > 3 / > 4 , 

z0 — p2pi> — pi />5, 

et en utilisant les relations suivantes : 

du du du 9 

àpz dpt . dp, 

il vient alors 

à(pk, Pi) à(pi, pt) ^ d(pt,pt) 
d(u,v) d(u,v) d(UjV) 

• O. 

Cette relation entraîne pour la congruence transfor-
mée celle 

à(a?o, Pi) _ à(y0,pi) d(z0, p3) _ o 

d(u, v) d(u,v) d(u, v) 

qui caractérise les congruences de normales (x^, y 0 i 

z0 étant les coordonnées d'un point quelconque de départ 
des rayons). 
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II. 

5. Soit maiotenant une famille dépendant d'un para-
mètre <T de quadriques coaxiales : 

x t y2 Z1 

les génératrices définies par trois complexes linéaires 

2 B C 

, C A P o = P l P 2 , OU { ¿ ¡ = — , 

2 A B 

engendrent une congruence. Je me propose de déter-
miner toutes les familles de quadriques coaxiales telles 
que cette congruence soit une de celles que je viens de 
considérer. 

D'après le paragraphe 4, je dois écrire que l'expres-
sion 

i à(pt, pi) 
ô(u,v) S! 

est nulle, en vertu des équations de la congruence : 
o- doit être regardée comme une certaine fonction de u 
et de v définie par la relation 

¡¿3/>l = O, 

qui est une conséquence des équations de la congruence 
et de l'identité entre les six coordonnées pliïcké-
riennes. En dérivant cette relation et désignant les 
dérivées de ¡JL2, 1x3 par rapport à l'unique variable cr 

par ¡jt/4, pi'2, on obtient des expressions de 
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e» portant ces expressions dans la relation 

da f* ^ dpx àv j 

i l v i e n t 

uQ c* * àp 1 àv n , dpi 

de l'identité 
d(pi, Pi) _ _ . p3 

et des identités obtenues par permutations circulaires 
des indices, il résulte que les fonctions |JL,, ¡ JL 2 , [I.3 

satisfont à l'équation 

qui prend la forme d'une équation de Pfaff 

^ 3 ) - + - P-S(H-S — P I ) - * - K J ) = O ; 

ou encore 
f* 1 Pi T 

lX2 I 
F*S ' 

= o ; 

la signification de cette équation de PfafF est fort 
simple : si ¡ J I | , JJL2, ¡JL3 sont regardées comme les coor-
données ordinaires d'un point, qui décrit une courbe 
lorsque <7 varie, cette courbe figurative est plane et son 
plan passe par l'axe de symétrie ternaire du trièdre 
coordonné. 

¡jt̂ , ¡JI2, ¡¿3 ont pour expressions générales 

jx, = * 2 /(*) + £•( <7); 

A*|, /r2, A*3 sont trois constantes arbitraires ; f (o-) 
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et g{v) sont deux fonctions quelconques du para-
mètre <T; Tune quelconque de ces fonctions pourra 
être égale à <r, sauf dans le cas exceptionnel où elle 
serait constante; dans ce cas, l'autre fonction pourrait 
être prise égale à <7. Il résulte des expressions générales 
de un, ¡¿2, [x3 précédentes que la famille cherchée la 
plus générale est constituée par des quadriques con-
centriques uniquement assujetties à la condition 
d'avoir mêmes directions de plans cycliques. Il en 
est ainsi pour les quaclriques de M. Humbert, pour les-
quelles on a 

^ = a -f- cr, 

¡x2 = p -f- cr, 

[¿3 = Y -+-
6. Ce même résultat, je vais l'établir en cherchant 

une famille de Lamé constituée par des quadriques 
concentriques et à axes inégaux (et par suite néces-
sairement coaxiales) telles que leurs génératrices engen-
drent une congruence dont la surface centrale soit 
réduite au centre commun de ces quadriques. 

l̂ n f̂ a» ¡̂ 3 s o n t inversement proportionnels à A 2 ,B 2 , 
C2 . Posons 

e o e 

il vient 

Ht ri ~ ^ ri = A« ( CB' - BC') , 

et par suite, d'après la relation 

ri) = °» 

on a, quel que soit le facteur 0, 

A' A A 5 

B' B B* 

G' G C* 

= J S | A ' B C ( C — B ) = o . 
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La condition formée par Maurice Levy pour que les 
quadriques considérées appartiennent à un système 
triple orthogonal est d'autre part 

j A ' A ( B - C ) = o; 

des deux conditions il résulte que A', B', C sont res-
pectivement proportionnels à 

A ( B + C), B(C + A), C ( À - f B ) . 

A, B, C sont donc trois fonctions intégrales du système 
d'équations différentielles 

dx dy _ dz 
^ J T T ) y{z ~ z(x -hy )' 

par le changement de variables défini par les formules 

x=YZ, y = ZX, z = X Y , 

ce système se transforme en 

dX = dY = dZ ; 
on a donc 

X = a -f- <7, Y = ¡3 -h a, Z = y + a 

et, par conséquent : 

A = + -h *), • ' 
B = (T -+-cr)(a-+-œ), 

on reconnaît là les expressions des axes des quadriques 
de M. Humbert; X , Y , Z sont respectivement iden-
tiques à ¡JL4, ¡¿2 et [JL3. 

7. Les équations des trois complexes linéaires qui 
ont en commun les génératrices d'un même système 
d'une quelconque des quadriques de M. Humbert 
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étant 

/ ? 4 = ( « - H 

/>*=(? -+•»)/>!, 
/?6= (T -+- ff)/>3> 

il est possible de définir la congruence de ces généra-
trices, lorsque <r est variable, par les équations 

p1 Pt P3 
(« — P) <P — T> Cv — a> = o. 

qui représentent respectivement deux complexes du 
troisième ordre; on peut encore envisager le troisième 
complexe du troisième ordre 

(P — l)PiP*P*-t- (Y — *)P°LP*P>* 
H-(a — (a — — Y) (Y — *)pipip*= o ; 

le premier complexe est celui des génératrices des 
quadriques polaires réciproques, par rapport à une 
sphère concentrique, des quadriques d'un système 
homofocal, et des quadriques homothétiques. Le com-
plexe se transforme en le complexe tétraédral dans la 
transformation de droites (voir mon article, 1909, 
p. 256). Le troisième complexe est celui, considéré 
par M. Humberl, que forment les génératrices des 
quadriques de M. Humberl et de leurs surfaces homo-
focales ( Comptes rendus de VA endémie des Sciencesy 

1890, CXI, p. 964); la transformation de droites le 
change en un complexe de même nature. 

Quant aux trois complexes linéaires, la transforma-
tion de droites les change en trois complexes qui sont 
constitués par des droites sur lesquelles deux des trois 
plans coordonnés interceptent des segments constants. 
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En se reportant à un article intitulé : Sur un complexe 
du quatrième ordre, qui paraîtra prochainement dans 
les Nouvelles Annales, on voit que la congruence de 
normales iransformée de la congruence des généra-
trices des quadriques de M. Humbert n'est autre que 
celle des droites dont trois points invariables sont assu-
jettis à l ester dans les trois plans coordonnés. 

8. Pour terminer, j'indiquerai comment peut être 
résolu le problème suivant : Etant donné un com-
plexe de droites, déterminer celles de ses con-
gruences dont les surfaces centrales dégénèrent en 
des points. 

On se donnera le point, qui pourra être quelconque; 
on transformera alors le complexe, à l'aide de la trans-
formation de droites définie par ce point. Les con-
gruences cherchées admettant le point choisi pour 
surface centr ale seront transformées en les congruences 
de normales du nouveau complexe, et le problème est 
donc réductible au problème de Transon. 

Mais le problème actuel est beaucoup plus général 
que le problème de Transon, puisqu'il faut chercher 
les congruences de normales d'une triple infinité de 
complexes. 

CERTIFICATS D'ANALYSE S U P É R I E U R E . 

Bordeaux. 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — I . Démontrer que toute fonction 
elliptique aux périodes 2(0, 20/ ëst une fonction rationnelle 
de pu et p u. 

II. Soit p = f{0) Véquation d'une courbe plane G en 
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coordonnées polaires. Sur le rayon vecteur OM d'un point 
quelconque M de cette courbe on porte une longueur 
constante MP égale à a et dans le sens MO. Déterminer 
f (6) de façon que, lorsque le point M parcourt la courbe G, 
l'aire balayée par le rayon vecteur OP soit égale à l'arc 
que décrit le point M, multiplié par une longueur con-
stante b. On emploiera les fonctions de Jacobi et Von 
supposera ia> b. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — La fonction pu satisfaisant à la 
relation 

p'*u = 4pw(p2w — i), 

trouver la fonction primitive de 

(PW— 1)2* 
(Juin 1910.) 

Lille. 

P R E M I È R E Q U E S T I O N . — Étude des valeurs réelles de la 
fonction pa : 

i° Lorsque, l'une des périodes étant réelle, Vautre est 
purement imaginaire ; 

•2" Lorsque les deux périodes sont imaginaires conju-
guées. 

Calculer, dans les deux cas, les périodes 20), 210', en 
fonction des invariants gx, g2. 

Construire, dans les deux cas, la courbe 

v = pu, y — p' u. 

D E U X I È M E Q U E S T I O N . — Étant donnée l'équation aux 
dérivées partielles du premier ordre 

(1) f(z,XltX2) ...,Xn>PuPl, ...,/?«) = 0 : 

i° Définir ce qu'on entend par une intégrale complète; 
faire voir comment on peut, d'une pareille intégrale, 
déduire toutes les autres; 

20 Montrer comment l'intégrale singulière peut être 
déduite directement de Véquation (1). 

(Juillet 1910.) 
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i° On considère la série 

n = -4- » 

n = — oo 

quelle condition doit satisfaire la constante a pour 
que celte série soit convergente quel que soit z? 

Cette condition étant supposée remplie, démontrer 
que la somme 6(2) de cette série est une fonction entière 
de z qui admet deux périodes, Vune de première, Vautre 
de troisième espèce; faire voir que S(z) s'annule une fois 
et une seule dans chaque parallélogramme construit sur 
ces deux périodes; donner l'expression générale des zéros 
de &(z). 

3° Etablir la relation qui existe entre la fonction 0 et 
la fonction Œ construite avec les mêmes périodes. Décom-
poser S(z) en un produit de facteurs primaires. 

(Novembre 1910. ) 

Lyon. 

É P R E U V E É C R I T E . — I . On considère l'équation 

/
21T 

g(y)cos(x -hy)dy = 1, V 

où X est une constante donnée et g une fonction inconnue. 

i° Dans l'hypothèse X = i, donner la solution de cette 
équation, en se servant des formules de Fredholm; 

Comment faut-il choisir X pour que cette équation 
cesse d'avoir une solution unique? Que se passe-t-il alors? 

II. Dans un plan, rapporté à des coordonnées polaires 
d'origine O et d'axe polaire OM, on désigne par y 

= Vangle polaire d'un point quelconque du 
cercle (G) de centre O et de rayon 1; et par a, x 
( a > o , o^x^nz) les coordonnées polaires d'un point P 
quelconque. Soit alors W le potentiel en P de la double 
couche de moment g{y) disposée sur le cercle (G). 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. XI. (Avril 1911.) 12 
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i° Mettre W sous la forme 

/
tn 

g(y)A(x,y\a)dy, 

et, dans Vhypothèse a< i, développer A et W suivant les 
puissances entières de a; 

2° Montrer que, si W est nul, quel que soit x, pour une 
valeur particulière quelconque de a, inférieure à i, W eii 

identiquement nul, ainsi que la fonction g\ 
3° En conclure que, pour a < i, /e noyau A fermé et 

que la suite 

i , cosx, sin#, cos2#, sin 2 3?, ..., cos / i# , sin nx, . . . 

fermée; 
4° Trouver les valeurs et les fonctions fondamentales du 

noyau A , />our a < i . 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Épure (d o n n é e s en centimètres) : 
intersection d'un cône et d'un cylindre. — Le cône, limité ci 
sa base et à son sommet, a pour base dans le plan hori-
zontal une circonférence (centre x = o, y = io, z = o; 

rayon — 8). Z e sommet est le point x = o, y = io, £ = 16. 

Z,« cylindre a pour base un cercle de front ( centre x — 3, 

y = io, ̂  = 5; rayon = 5); /es génératrices sont horizon-
tales,, et inclinées à 45° îwr le plan vertical de gauche 
avant à droite arrière. Représenter la partie solide du 
cône extérieure au cylindre. (Juillet 1910.) 

É P R E U V E É C R I T E . — I . Établir les formules relatives au 
passage à travers la couche attirante pour les dérivées 
premières d'un potentiel de double couche. 

II. On imagine les opérations de Fredholm fournies par 
les divers noyaux A (x, y) qui satisfont à un même système, 
supposé donné, d'équations aux dérivées partielles de la 
forme 

/ 1/ w 
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i° Montrer que ces opérations forment un groupe; 
2° Montrer qu'à une opération quelconque de ce groupe 

correspond, en général, une opération du même groupe 
qui en est l'inverse; 

3° Déduire de là une méthode de résolution des équations 
de Fredholm qui correspondent à un noyau \ de l'espèce 
considérée ; et comparer les formules obtenues à celles que 
donne la méthode de Fredholm; 

4° Examiner le cas singulier, dans la résolution des 
équations de Fredholm de ce même type. 

Nota. — Toutes les intégrales définies correspondant 
aux opérations et équations de Fredholm considérées 
seront supposées prises entre les mêmes limites constantes. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Soit 

A==sin6, /rt = sinÔ!, Ar.2=siii62, . . . ; 

/ 1 / 1 / ' i + ki = - , 1 + ^2= —> i -+- A3 = 
cos2 — COS2 — COS2 — 

2 2 2 

Enfin 
K 6 .01 —— = cos2 - • COS2 COS2 — • î K 2 2 2 

Calculer K avec l'approximation que comportent les 

Tables à 7 décimales, sachant que k2 = i- On rappelle que 

7i = 3,14159265 . . . . (Novembre 1910.) 

CERTIFICATS DE GÉOMÉTRIE SUPÉRIEURE. 

Lille. 

On considère, en chaque point M d'une ligne ( L ) tracée 
sur une surface donnée, la sphère <r qui touche la surface 
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et qui contient le cercle osculateur de ( L ) ; on désigne 
par <jj, <j2 les deux sphères œ relatives aux deux lignes de 

courbure du point M, par , les courbures principales Kj K2 
correspondantes, par <p Vangle que fait la tangente <£(L) 
avec la première ligne de courbure; on représente enfin 
par les mêmes lettres accentuées les mêmes éléments 
relatifs au point M' de (L ) , infiniment voisin de M. 

Io Démontrer les formules suivantes : 

M M ' ( ¿ ~~ ïï;) c o s t p = 

MM' - sin <p = ( O î ) , 

MM' ( - î - - JL\ = 
M M U R j ( 0 ) 

1 —- 1 -f- 1 

( O ) ( O î ) 

et tirer de ces formules les conséquences qu'elles com-
portent, au point de vue de la transformation par 
inversion. 

2° £ étant la sphère osculatrice de ( L ) au point M, 
8 Vangle sous lequel cette sphère coupe la surface, 
démontrer qu'on a 

( 2 ) ( s r ) =t ( O ) ± d e = o. 

Conséquences de la relation (2) . 

N. B. — Le symbole \S, T) représente Vangle sous lequel 
se coupent les deux surfaces S et T. 

(Juillet 1910.) 

Q U E S T I O N D E C O U R S . — Détermination des lignes de 
courbure et des courbures principales d'une surface 
quelconque, en coordonnées curvilignes. 
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2° A P P L I C A T I O N . — Calculer la courbure totale ^ ' et la 

courbure moyenne ^—h — de l'hélicoïde : K| K2 

x = u cos(U -t- p), 
y = u sin (U -+- i>), 
z = kv, 

k étant une constante, U fonction de u ; montrer 
que Von peut, par quadratures, déterminer cette 
fonction U ¿fe sorte qu'il existe une relation linéaire 
constante entre la courbure totale et la courbure moyenne. 

(Novembre 1910.) 

Rennes. 

C O M P O S I T I O N 

É C R I T E . — I ° Sur deux surfaces S et S J non 
développables on fait correspondre les points M et MJ où 
les plans tangents sont parallèles. Soient une courbe G 
située sur S et passant par M, MT la tangente en M à C, 
M 6 la direction conjuguée ; soient C J , M I T J , M 1 0 1 les 
éléments correspondants sur SJ. 

Montrer que M 0 et M j B j sont parallèles. En déduire 
que, si MT tourne autour de M dans le plan tangent, 
M T et M I T T se correspondent homographiquement ; définir 
cette homographie au moyen des directions asymptotiques 
en M et M J . 

20 II y a deux directions MT telles que MJT! soit pa-
rallèle à MT; il existe sur S deux familles de courbes, 
à savoir les courbes (A) et les courbes (¡3) telles que les 
courbes correspondantes de Su à savoir ( ocj) et ( fa ) a d m e t -
tant en chaque point une tangente parallèle à la tangente 
correspondante de ( a ) ou de (p) . Les courbes ( a ) et ({3) 
sont conjuguées sur S; les courbes ( a t ) et ( j^) sont conju-
guées sur SJ. 

3° Appliquer ce qui précède à une surface quelconque S 
et à une sphère 'SJ. Montrer que l'on retrouve les lignes de 
courbure de S. 
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4° Vérifier que sur les deux surfaces 

/ x = 3a -h 3«P
5

 - a
3

, 

( S ) \ y = 3P -4-.3P*®— p», 

( s — 3 a'
2

 — 3 P
2

, 

•2 a 

/ C \ y — 2 P 

a
2

-f- P
2

-

2 
F 

DFO/II la seconde ( S I ) est une sphère, les points de para-
mètres a, p se correspondent d'après la règle précédente 
et que les courbes a = const. sur ¡3 = const. se correspondent 
avec parallélisme des tangentes. 

a ( - -î\ 
E P R E U V E P R A T I Q U E . — I . Soit la chainette y = - \ea -H e a). 

La parallèle à 0 y menée par M coupe Ox en P . La 
perpendiculaire à la tangente abaissée de P coupe celte 

tangente en N. On considère le lieu du pointé. Construire 
cette courbe appelée « tractrice ». 

II. En tournant autour de Ox la chainette et la tractrice 
engendrent deux surfaces de révolution dont on demande 
de trouver les rayons de courbure principaux en M et en N. 

Vérifier que la chaînette engendre une surface minima 
( R + R ' = o ) et la tractrice une surface à courbure totale 
constante ( R R ' = const.). ( N o v e m b r e 1910.) 
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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES. 

2084. 
(1907, p. 327.) 

Etant donnés un tétraèdre orthocentrique A B C D et un 
point M de la sphère circonscrite, les parallèles à MA, MB, 
M G, MD menées par Vorthocentre H rencontrent les plans 
des faces correspondantes en quatre points situés dans un 
même plan et ce plan partage le segment MH dans le 
rapport de i à I . G . F O N T E N É . 

S O L U T I O N , 

P a r M . R . B O U V A I S T . 

Prenons l'orthocentre du tétraèdre donné comme origine 
d'un système d'axes de coordonnées rectangulaires. 

Soient 
a?2 -{-j/2 -f- — p - — o 

la sphère conjuguée au tétraèdre et 

x cesa^-f-j' cos 3,--}- z cosY*— />/ = o (i = i , '2, 3, 4 ) 

les faces de celui-ci. 
Les coordonnées des sommets seront 

„ cos a/ , cosÛ,- cos y* x = p5 , y — P — > -3 = p2 > 
1 Pi J 1 Pi Pi 

et la sphère circonscrite aura pour équation 

» 2 cos a/ x2-hy2-i-z2—xp2 •— 

2 cos 3/ 2 cos Y î o , — y o — — z p2 -h 3 p2 = o . 
J 1 Pi r Pi 
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La quadrique de révolution polaire réciproque de cette 

sphère par rapport à la sphère conjuguée sera 

p 2 (a 2 + o2-b w2) 

[, 2 cos a/ 0 S cos 8/ # 2 cos v/ _ "1 
p M + p2 e -h p2 (v 3 s \ = o. 

/>/ ^ Pi J 

Soit 
ux -4- vy -+- (V-3 + Î = o 

un plan tangent à cette quadrique. 
Menons par chaque sommet du tétraèdre des plans parallèles 

aux plans déterminés par l'orthocentre et l'intersection de ce 
plan tangent avec la face opposée. Ces plans ont pour équa-
tions 

( i ) x[piU -4- scosoc/] -¥y[piV -h s cos p/] z [piW -+- s cosy i] 

= p2 ĵ a cosa^H- v cosp,--+- w cosy,-h * 

Considérons maintenant le point M de coordonnées 

. it a 2 cos a/ „ v X cos S, 
» Pl s Pl 

„ w o X cosy,-
, = p 7 + 9 ~~pT' '' 

ce point est le point d'intersection des quatre plans (i). 
Substituons en effet les coordonnées de ce point dans l'équa-
tion du plan i = i, il vient 

u S cos OC/\ , ( 1 ) (px u s c o s a i ) 
\ s Pi 

2 COSp/ 

2 cosy,-¡w S cosvA 
+ \ 7 H — L J H - 5 C O S T L ) 

cosotj-h v cospi h- w cosyi-t- -î- j ; 



d'où 
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r S cos a/ S cos B/ SCOSYz1 h u n- v ^ -h w ^ 
L 5 i>/ />/ J 

H - u COS Of J —f- v COS P I - f - w C O S Y I 

[cosaf 4- cospf -h cosy? 

Ti 
cosa! cosa2-+- cosPi cosp2-f- cosyi cosy2 

Pi 
cosat cosa3-i- c o s c o s p 3 + cosyi cosy3 

p ] 
cosai cosa4-|- cosPi cosp4-h cosyi cosy4~| 

p l J 
= cosai -h v cos pi H- w cosyi-h j > 

Or 
cos a f cos Pf -h cos yJ = i 

et 
cosai cosa2-f- cospi cosp2-+- cosyt cosyj 

P* 
pi cosai cosa3-b cos^i cosp3-b cosyj cosy3 

" P2 "" Pl 
_ cosat cosa4-f- cosPi cosp4-f- cosy! cosy; 

ces conditions expriment en effet que le sommet i = i est 
dans les plans 

x cosoLi-\-y cos P,- -H z cos Y/ — Pi = o (/ = 'I, 3 , 4 ) ; 

d'où finalement 

[2 cosa/ XcosB, SCOSY,- _ 1 
Wp2 f ç p2 £ (Vp2 Li -f- 3 I = O, 

Pi Pi Pi J 

condition vérifiée puisque le plan ux - H PJK +»"Z + Î = O 

est tangent à la quadrique dont l'équation est la précédente. 
On vérifie de même que le point considéré est sur la sphère 
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circonscrite au tétraèdre et sur le plan 

ux -f- vy -4- wz + 35 = 0, 

Or si P est la projection de l'origine sur le plan 

ux -4- v y - H wz + Î = O 

le plan 
ux -h vy + + = o 

est le plan parallèle au précédent mené par le point P, tel que 
H P 

— 1 = 3 ; il en résulte donc que la droite HM est partagée 

par le plan 

ux ^r v y -4- wz -h s = o 

dans le rapport de 2 à i, ce qui démontre la proposition. 
R E M A R Q U E . — Le point M de coordonnées 

„ il . 2 COS CLi a V „ 2 COS 
X = p* HO2 -, y = o2 - -4- P2 — > 

r 5 ' f i S { pi 

w 2 cos y,-
z — p2 (- p* L , 

S Pi 

est le point de la sphère ABGD diamétralement opposé au pôle 
du plan ux -4- vy -h wz -h h = o par rapport à la sphère 
conjuguée, ce qui permet de compléter l'énoncé de la façon 
suivante : 

Étant donnés un tétraèdre orthocentrique A B G D et un 
point M de la sphère circonscrite, les parallèles à MA, 
MB, MG, MD menées par l'orthocentre H rencontrent les 
plans des faces correspondantes en quatre points situés 
dans le plan polaire du point M' diamétralement opposé 
au point M dans la sphère A B G D , par rapport à la sphère 
conjuguée au tétraèdre et ce plan partage le segment M H 
dans le rapport de deux à un. 

2144. 
(1910, p. 95.) 

La droite d'Euler d'un triangle ABC (droite qui joint 
l'orthocentre au centre du cercle circonscrit) coupe les 
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côtés aux points D, E, F . Les trois cercles de diamètres 
respectifs AD, BE, CF ont en commun un point K qui appar-
tient au cercle des neuf points du triangle. Démontrer 
que la distance du point K au pied de l'une des hauteurs 
est égale à la somme de ses distances au pied des deux 
autres hauteurs. V . T H É B A U L T . 

S O L U T I O N , 

Par M. R. B. (1 ). 

Soient A', B', G' les milieux des côtés du triangle ABC, 
0 le centre du cercle circonscrit à ce triangle, H son ortho-
centre. L'orthocentre du triangle A'B'C' est sur la droite OH, 
puisque les deux triangles ABC, A'B'C' sont homothétiques 

A 

par rapport à leur centre de gravité commun qui est sur la 
droite OH. Il existe donc une parabole ( P ) inscrite dans le 
triangle A'B'C' et ayant pour directrice la droite OH. Soit K 
le foyer de cette parabole. 

Le triangle ABC, étant le triangle diagonal du quadrilatère 
circonscrit à ( P ) dont les côtés sont B'C', C'A', A'B' et la 
droite de l'infini, est conjugué par rapport à la parabole. 

Soit E le point de rencontre de la droite d'Euler OH 
avec GA. Le point E est à la fois sur la polaire de K et sur la 
polaire de B par rapport à ( P ) . Le point E a donc pour 

( 1 ) Les éléments de cette solution sont empruntés à celles que 
nous ont adressées MM. R. BOUVAIST et L . KLUG. 
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polaire BK; KE est par suite perpendiculaire à BK, en vertu 
d'une propriété bien connue de la parabole. Autrement dit, 
le point K appartient au cercle de diamètre BE. Il appartient 
de même aux cercles analogues, de diamètres AD et CF . 
Comme le point K appartient au cercle circonscrit à A'B'C', 
c'est-à-dire au cercle des neuf points du triangle ABC, la 
première partie de la proposition est établie. 

Soit maintenant B t la projection de B sur OH. La droite 
BBt étant parallèle à l'axe de ( P ) , la polaire du point Bj est 
parallèle à celle du point B : c'est donc la symétrique du 
point Bj par rapport à C'A'. D'autre part, cette polaire doit 
passer par le foyer K, puisque Bt est sur la directrice. On voit 
donc, en appelant ¡3 le pied de la hauteur issue du point B l f 

que le trapèze BBiKJ} est isoscèle, son axe de symétrie 
étant C'A'. En particulier, on a 

Kp = BB t . 

On a de même, avec des notations analogues, 

Ka = AAlf K ^ C C i . 

Mais, comme la droite OH passe par le centre de gravité 
du triangle ABC, l'une des distances AAj, BB l5 CCt est égale 
à la somme des deux autres. On a donc la même relation entre 
les trois longueurs Ka, Kji, Ky. c. Q. F. D. 

Comme on l'a dit plus haut , MM. R . BOUVAIST et L . KLUG nous 
ont adressé deux solutions. Le premier introduit la considération 
de la parabole ( P ) . Mais la remarque que K a = A A t , . . . est due 
à M. K l u g . 

2149. 

(1910, p. 144.) 

On considère un point P situé sur une normale à une 
ellipse donnée en un point M variable et partageant le 
rayon de courbure MC en deux parties ayant un rapport 
donné. Montrer que l'aire de la courbe lieu du point P 
est une fonction donnée des aires de l'ellipse et de sa 
développée. E , - N . B A R Ï S I E N . 
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S O L U T I O N , 

P a r M . T H I É . 

La propriété reste vraie si l'on remplace l'ellipse par une 
courbe fermée quelconque. 

Je désignerai par (M), (G) et ( P ) les aires respectives des 
courbes décrites par les points M, G, P. 

Soient x, y les coordonnées du point M, R le rayon de 
courbure en M. Les coordonnées du point G sont, avec les 
notations ordinaires, 

v dv ^ dx 
ds J ds 

Celles du point P sont 

, x-hkX y + kY 
r = - — , 7} = — J 
* I + /Î 1 I -+- k 

k étant une constante. On a donc 

(P ) = f ï T ^ j y J ( y + k\)(dx + kdX), 

l'intégrale du dernier membre pouvant être considérée comme 
une intégrale curviligne étendue à la courbe fermée décrite 
par le point M, après qu'on y a remplacé X et Y par leurs 
valeurs en fonction de x , y . On trouve, en développant, 

(p) = l-rr, f̂Y DX + , K\ M fYdx 

Considérons la dernière intégrale 

I =JydX-hYdx; 
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on a 

puis, en effectuant une intégration par parties dans la seconde 
intégrale, 

j*Ydx^ Xx— xdY. 

Le terme intégré Y x reprend la même valeur à la fin et au 
début du circuit d'intégration, on a donc simplement 

j y dx = — Çx dY, 

I = JydX — xdY 

=J*YdX — XdY -+J(y — Y)dX — (x — X) dY • 

mais on a 
(y -Y)dX — (x — X)dY = o; 

ceci exprime en effet que la tangente au point G passe par le 
point M. 11 reste 

I = f YdX-XdY = 2(G). 

On trouve donc finalement 

/ r»x 1 /UN k2-h 2k 

ce qui é t a b l i t la p r o p o s i t i o n . 

Autre solution par M. R . BOUVAIST. 

2150. 

On considère tous les triangles circonscrits à une para-
bole P et tels que les normales aux points de contact soient 
concourantes. Montrer que : 

Ï° Les perpendiculaires élevées aux côtés de ce triangle 
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en leurs milieux ( médiatrices) sont normales à une para-
bole fixe P'. 

20 Les milieux des côtés de ces triangles sont situés sur 
une parabole PF F . E . - N . B A R I S I E N . 

S O L U T I O N , 

P a r M . R . B O U V A I S T . 

Soit 
£2 

x = , y — t, 
ip J 

la parabole P, si les normales en trois points fj, t3 sont 
concourantes 

¿i H- h •+• h — o. 

La tangente au point t a pour équation 

le point TtT 2 a pour coordonnées 

t\ ¿2 t\ -+- t-i x= » y— ? ip J 2 
le point T , T 3 

= illl = £ i ± J ± . 
X 2 p ' y 2 ' 

les coordonnées du milieu M du segment joignant ces deux 
points seront 

4 P 4 p 9 

4 = 4 ; 

ce point décrit la parabole 

4 y2-h px — o. 

La perpendiculaire en M à la tangente T t sera 

• r - T + ^ l * 
t\ i t\ \ 

4 p \ 4PJ 
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elle enveloppe la développée de parabole 

— P)*-+- ioSpy2 = o. 

2153. 
( 1910, p. 240.) 

La normale en un point M d'une ellipse de centre O 
rencontre le grand axe en N. La parallèle à OM menée 
par N est normale à une ellipse fixe, dont deux des som-
mets coïncident avec les sommets du petit axe de l'ellipse 
donnée. E.-N. B A R I S I K N . 

S O L U T I O N , 

P a r M . L . K L U G . 

Abaissons du point M la perpendiculaire MQ sur le petit 
axe, et menons OP parallèle à NM. On a, avec les notations 
de la figure 

QP QO MN 
QM = QL = ML = c o n s L ' 

donc le point P décrit une ellipse ayant mêmes sommets du 
petit axe que la proposée. Il en est de même du point P', 
symétrique du point P par rapport au point O. La tangente 
en P est la droite PT, perpendiculaire à OM, car P est l'or-
thocentre du triangle OMT. La tangente en P' est parallèle 
à PT, donc la normale en P' n'est autre que la droite P'N, oe 
qui démontre la proposition énoncée. 

Autres solutions par MM. BOUVAIST et LEZ. 



( 193 ) 
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SUR LE P U MM ÊTRE DE PRITZ; 

P A R L E L I E U T E N A N T E . D O U G E T . 

But. — Le but de cette étude sommaire est de 
donner une théorie complète du fonctionnement de 
cet appareil, de mettre en évidence les différentes 
approximations à faire pour établir sa théorie, et enfin 
d'établir la valeur de la précision de l'appareil. 

Description et mode d'emploi du planimi'tre de 
Fritz. — Le planimètre de Pritz se compose essen-

Fig. i. 

liellement d'une tige métallique HP recourbée à ses 
deux extrémités. L'une d'elles P est une pointe mousse, 
l'autre H est une lame dont le plan est le plan de l'axe 
de la tige et de Taxe de la pointe P. Sur cette lame, en 

Fig. 2. 

son milieu, se trouve un trait de repère : c'est celui-ci 
que nous appellerons plus particulièrement H. 

Ajant à déterminer l'aire d'une courbe C on place la 
Ann. de Mathémat4e série, t. XI. (Mai 1911.) *3 



de G. On marque le point où se trouve H. Soit h ce 
point. On fait décrire la courbe C au point P. Quand 
la pointe P est revenue à son point de départ, la lame H 
occupe une certaine position, soit h! le point où se 
trouve H, l'aire de la courbe C est proportionnelle à la 
distance d des deux points //, h!. 

Cette propriété se vérifie expérimentalement d'une 
manière aisée. 

En partant d'un point fixe h on fait plusieurs me-
sures : on trouve des points h!, h!', h'" répartis, aux 
erreurs d'expérience près, sur une circonférence de 
centre h. 

Théorie de Vappareil. — Soit C la courbe décrite 
parle point P ; d'après la forme de la lame reposant 

sur le papier, la droite HP restera dans son mouvement 
constamment tangente au lieu de H. La courbe C est 
la courbe obtenue en portant sur les tangentes à TT, 
à partir des points de contact, des longueurs égales à 
la longueur L du planimètre. Ï T est la trajectoire ortho-
gonale des cercles de rayon égal à L et dont les centres 
décrivent C. Une application de la théorie des trajec-
toires orthogonales de cercles ou une démonstration 
directe très simple montre que si la tige du planimètre 
est tangente à C le point correspondant de T T est point 

p 
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d'inflexion, et si la tige du planimètre est normale 
à C le point correspondant de I T est point de rebrous-
sement. 

Elément infinitésimal d'aire. — Soient deux posi-
tions infiniment voisines HP, H'P' de la tige du plani-
mètre. Evaluons l'aire balayée par la tige du planimètre 
en convenant de compter les variations d'angle posi-
tivement quand la tige du planimètre tourne dans le 
sens direct, négativement dans le cas contraire. La 
partie principale de cette aire infinitésimale HP, H'P' 
est L2 do). 

Aire finie. — L'aire balayée par la tige du plani-
mètre entre deux positions HP, H4P, faisant entre elles 
un angle Q est donc 

.Q 
/ L*</o> = L*Q, 

«A 

Q étant évalué en radiant. Si donc nous convenons de 
compter comme positives les aires balayées par la tige 
du planimètre tournant dans le sens direct, comme 
négatives les aires balayées par la tige du planimètre 
tournant dans le sens inverse, nous aurons le résultat : 

La somme algébrique des aires balayées par la tige 
du planimètre est égale au produit du carré de la 
longueur de la tige par l'angle, en radiant, des deux 
positions extrêmes de la tige. 

Cas d'une courbe fermée. — Soit C une courbe 
fermée, partons de la position initiale du planimètre PH. 
Décrivons la courbe G dans le sens indiqué par la 
flèche. Au moment où la tige est tangente à G en P, le 
point H est en H4 qui est un point d'inflexion. 
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Continuons par Jes positions successives de P : 

P 2 P 3 1 V Lorsque la pointe P est revenue en P, point 

Fig. 4. 

de départ, H est en H*. Soit Q, l'angle, en radiant, des 
deux positions extrêmes de la tige du planimèlre. La 
somme algébrique des aires balayées par la tige est 
égale à L2Q. Evaluons cette somme algébrique. Soit G 
l'aire de la courbe et A l'aire du secteur du centre P el 
limité par la courbe T F . Marquons sur la figure paroles 

Fig. 5. 

traits horizontaux sur les aires négatives des traits 
verticaux sur les aires positives. On voit que la somme 
algébrique des aires balayées par la tige de l'appareil 
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est C — A. On a donc la relation 

C —• A = L2Q. 

Nécessité d'approximations. — La théorie jusqu'à 
présent est rigoureuse, mais elle ne donne rien, puisque A 
n'est pas connu. De plus A ne peut pas être facilement 
calculé en fonction de C et il existe de nombreux cas 
très simples où A ne peut pas être calculé en fonc-
tion de C. 

Pour pousser plus loin la théorie, il est nécessaire de 
procéder à des approximations, quille à calculer ensuite 
une limite supérieure de l'erreur commise. 

Première approximation. — Nous supposerons 
que l'aire A est égale à l'aire du secteur circulaire de 
centre Pet de rayon L, autrement dit nous confondrons 
l'aire du secteur curviligne PH'HaH/, avec l'aire du 
secteur circulaire PH'H,, 

A = L*Q. 
D'où 

G = L2Q -h L»Û = 2L*Q. 

Soit S la distance des deux points H, H/(, dislance 
comptée suivant l'arc de circonférence H H., 

8 = Lû, 

d'où, par élimination de Q, 

C = 2 L 0 . 

Deuxième approximation. — Comptons la dis-
tance d des deux points H, H4 suivant la droite HH4 et 
confondons d et S, nous aurons finalement 

• C = ihd. • • : " . 
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D'où un procédé connaissant L, mesurant rf, pour 

calculer C. 

Étude de la précision de Vinstrument. Erreur 
provenant de la première approximation. — Soit p 
la distance au point P du point de la courbe C le plus 
éloigné de P, soit Q ce point; disposons l'instrument 
sensiblement dans la direction PQ. Tous les points de la 
courbe T se trouveront, dans ces conditions, en dehors 
de la courbe enveloppe des cercles de rayon L et dont 
les centres sont distribués sur le cercle de centre P et 
de rayon o. Ce n'est pas là une condition géométrique 
rigoureuse. En pratique elle est toujours satisfaite 
parce que L est grand par rapport à p. Celte courbe 
enveloppe est la circonférence de centre P et de 
rayon L — p. La courbe T est donc comprise entre les 

Fig. 6. 

circonférences de centre P et de rayon L et L — p. 
L'erreur e commise en remplaçant l'aire limitée par T 
par l'aire du secteur circulaire est inférieure à l'aire 
HH'H; ! ! , dont l'expression est L 2 Q — ( L —p)2Q. Pour 
avoir une limite supérieure de l'erreur relative - rem-
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plaçons e par une valeur supérieure [ L 2 ( L — p) 2 ]û 
et C par une valeur inférieure 

G = L 2 Û - h A > L « û + L « û + ( L - p ) » i î ; 

comme limite supérieure -rç de l'erreur relative commise 
on a donc 

V L*-b ( L — p)5 ' 

o u , e n m e t t a n t e n é v i d e n c e l e r a p p o r t j > 

-n = M)' 
Avec un planimètre donné> L est constant. Il faudra 

donc prendre p de telle manière que r\ soit aussi voisin 
de zéro que possible, c'est-à-dire p tel que 

f - so i t a u s s i f a i b l e q u e p o s s i b l e , 
L 

ou tel que 

£ so i t a u s s i v o i s i n de 2 q u e p o s s i b l e . 
L* 

Cette dernière condition se traduisant par 

P 
L P = 

on voit qu'elle est incompatible avec la théorie précé-
dente, supposant L grand par rapport à p. 

Reste donc la première condition : on en déduit la 
règle pratique d'usage : 

Prendre comme point de départ P, un des points 
tels que la distance, à ce point P, du point Q de la 
courbe C le plus éloigné de P soit aussi faible que 
possible, et tel que la courbe C soit tout entière d'un 
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même côté de la tangente en P à la courbe. Orienter 
la tige du planimètre sensiblement dans la direc-
tion PQ. 

Dans ces conditions en désignant par p la distance PQ, 
l'erreur relative commise est inférieure à 

Exemple numérique. — Évaluer l'aire d'un cercle 
de 5cm de rayon avec un planimètre dont la tige est 

n £ 
9* 

L'instrument, s'il est très simple, est très peu précis. 

longue de ioocm. Y} = environ -

Erreur provenant de la deuxième approxima-
tion. — Elle est négligeable devant la précédente, 
l'angle iï étant toujours faible si L est grand. 

[ D 2 b oc] 
SUR QUELQUES SÉRIES; 

PAR M. E. -N. BARISIEN. 

Le but de cette Note est de déduire des séries re-
marquables comme conséquences des développements 
en séries de sin# et cos.r 

x* x5 
( i ) sin^r = x . — 1.2.3 1.2.3.4.5 



( 2 ° I ) 

I . Ces séries deviennent pour x — -

( ï ) ' ( ? ) ' <;)) 1 = - -
à 1 . 2 . 3 i . 2 . > . 4 . 5 

7T \ 6 „> ..il)' . œ I . 2. O . 4 I . 2 . J . 4 • > • Ô 

En égalant les séries (3 ) et (4) , on a, en divisant 

p a r - , 

[ . 2 . 3 1 . 2 . 3 . 4 • 5 

7T / 71 1 

2 \ 2 ! 

D'où 

(5) 9 

1 . 2 1 . 2 . 3 . 4 1 . 2 . 3 . 5 . 6 

.2 1.2.3 1.2.3.4 
^ G 

i . 2.3.4 . "5 1.2.3.4 .5. () 1.2.3.4.5. 6 • 7 

2. En faisant # = tt, (1) et ( 2 ) deviennent 

_ ir» ~6 

1 } 1 1 . 2 . 3 1 . 2 . 3 . 4 . ) Ï . 2 . 3 . / , . > . 6 . 7 • 

7I2 

( 7 ) * = — — .2 1.2.3.4 I .2.3.4 • >. 6 

En «ajoutant (6) et (7) , on a 

/ O X O _ _ G N * , 8TI« 

; 3 " 1 .2 .3 1 . 2 . 3 . 4 . 5 1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 7 

En ajoutant ( 8 ) et .(6), on a encore 
, , , _ 5TI* 71c* . 9716 
{ 9 ) 4 ~ 7 T Ï 3 " " 1 .2 .3 .4 .5 1 .2 .3 .4 .5 .6 .7 
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En général, on a, pour un nombre entier quel-

conque )>, 

( I O ) 1 . 2 . 3 1 . 2 . 3 . 4 . 5 1 . 2 . 3 . 4 . 6 . 7 

3. En retranchant (6) et (7) , on a 

7r' 
(10 1.3 1.2.3.5 

1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 7 1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 7 . 9 

4. Multiplions (6) par (2) , il vient 

71" 71* 7t6 

(12) 2 = 0 , . H , . ,. 7 1.3 1.3.4.3 i.3.4.5.b.7 

En retranchant (7) et ( 1 2 ) , on obtient 

7t* 3T:v 
( 1 3 ) o = -

2 . 3 . 4 . 5 

1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 7 1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 7 . 8 . 9 

On en déduit aussi 

4 - 5 4 - 5 . 6 . 7 4 . 5 . 6 . 7 . 8 . 9 

OU 

(i5) . . 
6 . 7 6 . 7 . 8 . 9 

En ajoutant (7) et (12) , on a encore 

57T* 7?rv 9it6 
( 1 6 ) 4 = 

1 . 2 . 3 1 . 2 . 3 . 4 . 5 1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 7 

5. En faisant x = 2 7t dans (1), on a 

( , 7 ) (ait)* , (a*)8 

ï . 2 . 3 1 . 2 . 3 . 4 . 5 1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 7 
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De même, pour x = 2 Ait, X étant un nombre entier, 
on a 

{ ' 1 . 2 . 3 1 . 2 . 3 . 4 . 5 1 . 2 . 3 . 4 . s . 6 . 7 " " 

La valeur \ = 2tz dans ( 2 ) donne 

_ (27l)» (27T)4 (2TT)6 

(19 ) 

(20) 

3 .4 3 . 4 . 5 . 6 3 . 4 . 5 . 6 . 7 . 8 

On a aussi pour x = 2 An Çk entier) 

_ (2X71)2 (2X71)^ (2X71)6 

( 2 1 ) 

3 .4 3 . 4 . 5 . 6 . 3 . 4 . 5 . 6 . 7 . 8 ' 

6. En faisant x = 45° dans (1) et (2) , on a 

, « G)'. (!)' 
y .2 4 1.2.3 1.2.3.4.5 

• - • G)" • yĵ  1.2 1.2.3.4 

En ajoutant ces deux dernières séries, on a l 'ex-
pression de y/2 en fonction de k 

(23) Ji = 14- 7 , 
7 V 4 1 . 2 1 . 2 . 3 

, (i)', (iy 
1 . 2 . 3 . 4 1 . 2 . 3 . 4 . 5 

7 . Faisons x = 3o° dans (1) et (2) , il en résulte , . (I)" (I)" 
1.2.3 1.2.3.4.5 

\ 4 

v/3 _ . ( ¿ 0 ( e ) ( 2 5 ) — t r- , . 
2 1 .2 1 . 2 . 3 . 4 
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8. La valeur x == 6o° donne pour ( i ) et (2 ) 

( 2 6 ) 

Î27) 

s/l _T. \ 3 , 
% ~~ 3 1 .2 .3 1 . 2 . 3 . 4 . 5 

1.2 I .2.3. \ 

9. En ajoutant (25) et (26), on a l'expression de 
y/3 en fonction de tz 

(28) 

' TZ \ -
6 / 4/3 — 1 • - — — ^3 ' ^ 3 1.2 1.2.3 

1.2.3.4 Î.2.3.4-5 

10. L'égalité de (24) et (27) donne 

7T\» /Tzy 
3 / u T / ( 2() ) 1 = - -I () 1.2 1.2.3 

1 . 2 . 3 . 4 I • 2 . 3 . 4 . 5 1 .2 .3-4« > . 6 

11. L'égalité de (25) et (26) donne de même 

(lY (nY 
(3o) + 3 1 . 2 1 . 2 . 3 

1.2.3.4 1.2.3.4.5 

. f i 

i .2.3.|.5.6 

12. P o u r # = i 8 ° , s'inx — ï—-—• Donc (1) devient 
•4 
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Il en résulte le développement de y/5 en foncli 
de 11 

(31 ) y/5 
r ( - Y 7T \ a o / 

(ao) ( 20 ) 
1.2.3.4.5 1.2.3.4.5.6.7 

13. On peut, par des combinaisons d'addition ou 
souslraclion de ces diverses séries, en obtenir une ¡11-
iînilé d autres. 

Par exemple, l'addition de (20) et (28) donnera la 
curieuse série suivante du développement de y/2 4- yj\\ 
en (onction de tz : 

2 /^V 
( 32 ) y/2 -h y/3 = 2 — 

E r E . E i E 
1.2.3.4 I.2.3.|.5 

(-:)•-(?)' (î)'-(i)' 
1.2.3.4-5.6 1.2.3.4.5.6.7 

Et l'on sait que y/2 y/3 est une valeur approchée 
de 

[ N l l j ] 
SUR l \ COMPLEXE DU QUATRIÈME ORDRE; 

P A R M . E M I L E T U R R I È R E . 

1. Dans les Comptes rendus de VAcadémie des 
Sciences de 1881 (t. XCII, p. 446) et dans les Annales 
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de l'École Normale de 1889 (t . VI, p. 38i), M. Dar-
boux a été amené, à propos de la surface des ondes, à 
étudier une congruence de droites remarquable : celle 
qui est constituée par une droite dont trois points 
déterminés sont assujettis à rester dans Irois plans 
rectangulaires. 

A la suite de Dupin, qui avait établi que tout point 
de la droite engendre un ellipsoïde, diverses recherches 
avaient été faites relativement au déplacement de cette 
droite. M. Darboux démontra que la congruence est 
une congruence de normales; l'une des surfaces paral-
lèles auxquelles reste consomment normale la droite a 
une définition géométrique simple : c'est le lieu du 
milieu du segment formé par la projection du sommet 
du trièdre trirectangle et par la trace de la droite sur 
une des trois faces de ce trièdre. Les lignes de cour-
bure de cette surface sont algébriques. 

Plus généralement, s'il existe deux relations entre 
les longueurs des trois segments de la normale à une 
surface compris entre le pied de cette normale et les 
traces sur trois plans rectangulaires, l'une de ces rela-
tions est nécessairement la suivante : les segments de 
normale compris entre les trois plans ont des rapports 
invariables. 

Tels sont les résultats établis par M. Darboux. Vu 
l'importance de la congruence de normales précédente, 
je me suis proposé d'étudier le complexe des droites 
sur lesquelles deux plans rectangu laires interceptent 
un segment de longueur constante. 

2. Je prendrai naturellement les deux plans pour 
plans coordonnés d'intersection 0,3 ; soit 2 a la longueur 
constante du segment qu'ils interceptent sur les rayons 
du complexe. En prenant les équations d'une droite 



sous la forme 
( ) 

37 — ^o _ y — ro __ * — 
p ~ v ' 

on trouve immédiatement la relation 

4a* = ( P * 0 - a ^ . ( ¿ - ^ H - J j y ) ; 

l'équation du complexe en coordonnées pliïckériennes 
Pn />3, P / > o et/?6 est donc 

ri ' 

Le complexe est du quatrième ordre, résultat qu'il est 
aisé de prévoir géométriquement. Les courbes planes 
du complexe sont, en efïet, des enveloppes de droites 
sur lesquelles deux droites fixes, rectangulaires ou 
obliques, interceptent des segments constants : ces 
courbes sont, par conséquent, des hypocycloïdes à 
quatre rebroussements ou des courbes parallèles d'hy-
pocycloïdes à quatre rebroussements (cf. question 1391 
des Nouvelles Annales, L A G U E R U E ) . Ces courbes étant 
de la quatrième classe, le complexe est bien du qua-
trième ordre. 

On peut d'ailleurs envisager les cônes du complexe. 
Soit M un point de l'espace; le cône du complexe de 
sommet M a pour base dans le plan y — o, par exemple, 
la Irace sur ce plan d'une surface conchoïdale du 
plan x = o; cette courbe est du quatrième degré et, 
par conséquent, Je complexe esl du quatrième ordre. 

3. La détermination des surfaces dont les normales 
appartiennent au complexe peut être effectuée de plu-
sieurs façons. 

Le complexe est engendré par une translation arbi-
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traire parallèle à Oz d'une congruence de normales 
connue : on se trouve donc dans le cas où une famille 
de surfaces non parallèles connue a pour normales des 
droites du complexe. D'après un théorème de M. Dar-
boux, on peut alors déterminer la surface la plus géné-
rale dont les normales appartiennent au complexe. Il 
suffit de considérer l'enveloppe d'une famille à un para-
mètre de surfaces choisies arbitrairement parmi les sur-
faces connues et leurs surfaces parallèles. 

Il est aisé de former l'équation générale des sur-
faces précédentes en coordonnées langentielles. En 
considérant une surface quelconque comme enveloppe 
du plan 

x coscp cos^ - i - y coscp sin ^ -h z sincp = m, 

les coordonnées plückériennes de la normale au point 
de contact de ce plan sont 

px = coscp cos^, 
p t = coscp sin<¡>, 
p 3 = sin cp, 

àxû . , dm . 

ôm , ôrn . , p0 = - — c o s ^ - jjj-sintangcp, 

dm 
5 T 

D'après ces relations, les surfaces cherchées ne sonl 
autres que les surfaces intégrales de l'équation aux 
dérivées partielles du premier ordre 

&Ü5 . A . . . 
— = d~ 2 « eos2 cp cosy sin y, 

c'est-à-dire les surlaces d'équation générale 

w = zp d cos2 cp cos2 ty H- <ï>, 
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dans laquelle <ï> représente une fonction arbitraire 
de o. 

4. Comme application des formules précédentes il 
est possible de vérifier le théorème de M. Darboux sur 
la congruence des droites dont trois points décrivent 
les trois plans de coordonnées. Considérons les trois 
complexes 

PUPÏ + Pl + Pl) = KÎPlph 

Pl(P*i+Pl + Pl) = KlPÎPÏ, 

Pl(P*i+Pl + Pl) = KlPlPl; 

écrivons que les trois équations 

p sin^ — q cosd* tango = K! sincp coscp sin'J/, 

— p cos'^ — q sin<l tango = K2 sincp coscp cosd;, 

q = K 3 cos2 cp sin ty cos 

sont compatibles en p et q; la condition est 

K , + K 2 + K 3 = O, 

et elle est bien remplie actuellement : elle n'est autre 
que la relation algébrique entre les distances de trois 
points en ligne droite. Moyennant cette condition 
on a 

p — sincp c o s o ( K j sin2d» — K2 cos2  

q = — (K, - r K 2 ) sin6 cos^ cos2cp ; 

entre ces expressions de p'et de q existe la relation 
supplémentaire 

^ = = ¿ ( K I - F - K 2 ) s i n 2 0 s i n OV O O '2 
i » , • , àîn dm j , qui exprime que p et q sont les derivees^- et a une 

même fonction : 

m = -+- cos2 TP ) [ ( K J H - K J ) c o s 2 6 - H ( K 2 — K T ) ] H - const. 

Ann. de Mathémat4e série, t. XI. (Mai 1911.) 
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Telle est l'équation des surfaces parallèles orthogo-
nales aux droites de la congruence. 

o. On peut encore appliquer au complexe précé-
dent 

/?6= 'iapx Pu 

la méthode de Transon. Si de chaque point M de 
l'espace on fait partir la droite de cosinus directeurs 

x = £ , Y = — —, L = a a y a2 

les projections du tourbillon du vecteur X , Y, Z sont 

àX ÙY 
à y ÓX 

= 0, 

ÔY ÔZ y 
âz ôy 

à'L dX X 

àx ~~ dz 
=

 'ÔPL 

les lignes de tourbillon sont donc des cercles d'axe O z ; 
les surfaces de tourbillon sont les surfaces de révolu-
tion autour de O z. Pour avoir la congruence de nor-
males la plus générale du complexe considéré, il 
suffit donc de faire partir les droites (X , Y, Z) des 
divers points d'une surface de révolution autour 
de O z. En faisant varier arbitrairement cette dernière 
surface, on engendre toutes les congruences de nor-
males du complexe. 

6. La transformation de droites que j'ai étudiée dans 
les Nouvelles Annales de 1909 (p. 154) permet de 
donner une autre définition géométrique du même com-
plexe. Appliquons-lui la transformation de droites; 
l'équation du complexe transformé est 

PiPk — PiP*= 2ap{p2; 
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ce complexe est quadratique; il est possible de lui 
donner une définition remarquable ( 4 ) . 

Considérons en effet deux droites A, Af de l'espace. 
Nous supposons que O z soit la perpendiculaire com-
mune à A et A', que O x y soit le plan équidistant de 
ces droites et enfin que Ox et O y soient bissectrices 
de leurs directions. Cela revient à dire que nous pre-
nons pour équations des droites A et A' : 

(A) z = i, y= x tan g a, 

(A') z — — r , y = — . r t a n g a ; 

considérons le complexe linéaire 

A2/>2-H A 3 J D 3 4 - A4jp4-T- A5/)3+ A6/?6= O, 

le plus général qui passe par A et A'. Les coordonnées 
pliickériennes de ces deux droites étant 

(A) 

(A') 

Pi = cos a, p2— sina, p3=0, 

( ¿ > 4 = s i n a , /?5 = — cosa, p 6 = o , 

p 1 = c o s a , P i = —sina , o, 

/ ? 4 = s i n a , P o ~ cosa, p&= o, 

on trouve pour conditions 

(Aj — A s ) cosa -h ( A2-f- A 4 ) sina = o, 

(Ai -h A 5 ) cosa -j- ( A i — A 2 ) sina = o; 

( ' ) La détermination des congruences de normales du complexe 
transformé est immédiate ; l'équation à intégrer 

ùrs . , - - = acos9sin2 0 cfcp 

admet pour intégrale générale 

zd = a sin cp sin 2 ^ -h ^ ( ), 

étant la fonction arbitraire d'intégration. 
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on peut donc poser 

A i = psina, A 2 = a - c o s a, 
A 4 = — pcosa, A3 = asina, 

o et <t étant arbitraires; A3 et A0 restent arbitraires. 
Les équations de l'axe du complexe linéaire étant 

A » -L- A 6 J K — _ A 2 - 4 - A V Z — _ A 3 H - A S A ? — A k y 

A V ~~ A 5 ~~ A G 

les coordonnées p l i i c k é r i e n n e s p . \ > psi p(> de 
l'axe sont liées par les relations 

A ) — /?4 = A 2 — p?t = A 3 — pG 

Pi Pi Pz 

et des relations 
A1 == p 1 tanga, 
A 2 = cot a ; 

il résulte que l'axe engendre le complexe 

(PU P<o\ -( — ) sin a cos a — 1 = o ; 
\Pi P 2 / 

d'où le théorème suivant : Le complexe des droites 
sur lesquelles deux plans rectangulaires interceptent 
des segments de longueur constante peut être consi-
déré comme correspondant au complexe lieu des axes 
des complexes linéaires assujettis à passer par deux 
droites données 

7. La congruence des droites dont trois points sont 

( ' ) Dans le cas où a est nul, les complexes considérés dégé-
nèrent respect ivement en le complexe l inéaire spécial et en le com-
plexe des droites équidistantes des deux points [ c f . mes art ic les 
Sur une transformation de droites {1909), et Conséquences de 
deux théorèmes de M. Bricard sur les tangentes communes à 
deux quadriques (1910)]. 
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assujettis à rester dans trois plans rectangulaires est 
représentée par les équations 

/?4 = Kipips, p5— K2pzpu p6= K3pip2, 

compatibles pour + K2 H- K 3 == o. Multiplions res-
pectivement les trois équations précédentes par pt, 

p3, puis par trois constantes A, B, G et ajoutons; il 
vient 

A P I P K - H B C J P 3 / ) 6 = / ? I / J 2 / ? 3 ( A K 1 + B K 2 - H G K 3 ) ; 

il résulte de l'équation précédente que la congruence 
de normales considérée au paragraphe 1 appartient aussi 
à un complexe tétraédral; on peut prendre pour équa-
tion de ce complexe 

( K 2 — K 3 ) I > 1 / > 4 H - ( K 3 — K T ) / > 2 J P 6 - H ( K I — K 2 ; P 3 / ? 6 = o . 

La surface envisagée par M. Darboux jouit donc des 
propriétés des surfaces dont les normales sont des 
rayons du complexe tétraédral; elle peut, en particu-
lier, être considérée comme une surface telle que, sur 
chacune des faces du trièdre trirectangle, les traces de 
la normale et du plan tangent correspondant sont pôle 
et polaire par rapport à une certaine conique. 

[R4ad] 
SUR LA POULIE F I X E ; 

P A R M . L . Z O R K T T I . 

On passe d'habitude avec une grande rapidité dans 
les cours de statique sur les conditions d'équilibre de 
la poulie fixe. Pourtant, précisément à cause de sa 
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grande simplicité, cette machine simple fournit un 
excellent exemple à propos duquel on peut aisément 
expliquer un certain nombre de phénomènes : raideur, 
frottement, adhérence qui sont, pour les élèves, et pour 
tous les élèves, parmi les plus difficiles à saisir. Elle se 
prête également à des expériences d'une grande sim-
plicité. 

I. On néglige les frottements. — 1. Négligeons éga-
lement la raideur et le poids de la poulie, de la corde et 
de la chape 01. Nous sommes donc dans les conditions 
de l'étude élémentaire. On se contente d'habitude de 

dire : prenons les moments par rapport à O sans expli-
quer de quel système matériel il est question. Nous 
avons ici trois systèmes : deux solides, la chape et la 
poulie, et un déformable, la corde. Nous pourrons à vo-
lonté appliquer à l'un quelconque d'entre eux ou à 
leur réunion les conditions d'équilibre du corps solide, 
qui sont toujours des conditions nécessaires si elles ne 
sont pas suffisantes. 

Prenons par exemple le système : corde-poulie. Les 
forces extérieures sont : i°les forces P et Q appliquées 
aux extrémités de la corde (et non transportées aux 
points de contact comme on le fait sans nécessité) ; 2° la 

Fig. i. 
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réaction de la chape sur la poulie. D'où l'équation des 
moments qui donne P = Q. Remarquons tout de suite 
que les frottements de la corde sur la poulie, forces 
intérieures, n'ont pas à intervenir. Dans le raisonne-
ment qui précède il n'est donc pas nécessaire de les 
négliger. 

La réaction est dirigée suivant la bissectrice des deux 
directions P, Q, et a pour valeur sPcosa . 

Si nous considérons maintenant la chape 0 1 , elle est 
en équilibre sous l'action de la force précédente appli-
quée en O et de la réaction du crochet 1. Ces deux forces 
sont opposées. Donc la chape est dirigée suivant la 
bisseclrice des deux directions P et Q. 

2. En négligeant toujours les frottements, essayons 
de faire une théorie plus complète en introduisant les 
poids de la poulie et de la chape. Supposons même que 
la poulie ne soit pas exactement centrée au point de 
vue des masses. Son poids pK est appliqué au centre 
de gravité G distinct de O. On ne manque pas de faire 
observer que ce poids agit alors comme moteur pen-
dant un demi-tour, comme poids résistant pendant un 
demi-tour. Or, considérons la poulie seule, et écrivons 
qu'elle est en équilibre. Les forces extérieures sont les 
réactions de la corde sur la poulie, de la chape sur la 
poulie et le poids de la poulie. Comme on néglige les 
frottements, les réactions sont normales à la surface de 
la gorge qui est de révolution; elles rencontrent donc 
l'axe O. Donc, le moment du poids par rapport à O 
doit être nul, c'est-à-dire que le point G est sur la 
verticale de O. Cela paraît assez étonnant à première 
vue et je conseille de faire réfléchir les élèves à ce para-
doxe. L'explication en est d'ailleurs aisée : puisqu'on 
néglige le frottement, la corde n'adhère pas sur la 
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poulie; celle-ci tend à placer son centre de gravité sur 
la verticale du point O, et ne rencontre de la part de 
la corde aucun obstacle à ce déplacement. 

Le raisonnement du paragraphe 7 subsiste. On a 
encore P = Q . Leur résultante dirigée suivant leur 
bissectrice est égale à aPcosa , et ajoutée au poids de 
la poulie elle fait connaître la réaction Rdu point O. 

Considérons maintenant la chape. Elle est en équi-
libre sous l'action de trois forces : les deux réactions R 
au point O, R' au point fixe I et son poids La dé-
termination soit géométrique, soit par le calcul de sa 
position d'équilibre (en considérant comme les données 
du problème les directions des forces P et Q), est très 
aisée : dans la figure OHGI, on connaît les direc-
tions HG, Hl, HO et les longueurs OG, GI. La figure 
est donc connue en grandeur, et par suite en position 
puisque la droite indéfinie OH est donnée. Le calcul 
est intéressant à faire; je me contente de le signaler. 

3. On peut également calculer facilement la pression 
normale de la corde sur la poulie, en la supposant uni-
formément répartie. Si l'on appelle p la pression par 
unité d'angle au centre, on trouve qu'elle est égale à P. 

IL On tient compte des frottements. — 4. Comme 
je l'ai fait remarquer, pourvu qu'on suppose le centre 
de gravité delà poulie placé au point O, rien dans ce qui 
précède ne suppose qu'il faille négliger le frottement 
de la corde sur la poulie; c'est-à-dire que, tout en 
tenant compte de ce frottement, la condition d'équi-
libre reste P = Q. Or, l'expérience montre qu'il n'y a 
pas égalité entre la puissance et la résistance. Il est 
donc intéressant de chercher à se rendre compte de la 
véritable cause de ce fait. 
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Supposons, pour simplifier, la chape supprimée et 
l'axe de la poulie fixé par deux tourillons O mobiles 
dans deux coussinets. J'ai déjà remarqué que, pra-
tiquement, si le mouvement a lieu, la poulie tourne, 
entraînée par la corde, tandis que, si nous négligions 
le frottement, la corde devrait glisser sur la poulie et 
celle-ci resterait immobile. Donc, pratiquement, il y a 
glissement des tourillons dans les coussinets; et il se 
produit là un frottement dont nous allons tâcher d'ap-
précier l'importance. 

Supposons que, le coussinet étant légèrement plus 
grand que le tourillon, le contact entre ces deux cv-
Jindres ait lieu suivant une seule génératrice, d'ailleurs 
inconnue. Les réactions de la poulie sur les appuis 
pourront donc se réduire à une force unique R (s'il 
y a symétrie) appliquée au point de rencontre de cette 
génératrice et du plan de symétrie. Supposons que 
nous soyons dans les conditions ordinaires, c'est-à-dire 
considérons Q comme donné, et augmentons progres-
sivement P jusqu'au moment où l'équilibre va cesser, 
en supposant qu'il y a adhérence de la corde; par suite 
la cessation de l'équilibre sur les tourillons exige que 
laf orce unique R précédente ait une composante tan-
gentielle égale à R / e t opposée au mouvement futur, 
f étant le coefficient de frottement statique tourillon-
coussinet. 11 est alors facile de faire le calcul. Soit 2a 
l'angle de P avec Q, ¡3 l'angle de R avec la bissectrice 
de l'angle P, Q. Écrivons les conditions d'équilibre du 
système corde-poulie; en projetant sur cette bissectrice 
nous aurons 

( P -f- Q) cosa = R cos¡3 -f- H / s i n p . 

En projetant sur la perpendiculaire 

( P — Q) sin a = R sin £ — R / c o s [ i . 
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El en-pr.çnant les moments par rapport à l'axe O 

( P - Q ) r = R / p . 

Fig. 

^Pcosa 

On résout facilement ce système par rapport à P, 
et II. Posons 

/ = tangcp 

et introduisons l'inconnue 

P 
Q " 

nous aurons 

( 0 

Puis 

d'où l'on tire 

Í» ) 

sin ( ^ — <p) = j sin cp sin a . 

X — t 
X I 

= tang(ß — 9 ) cota, 

^ _ tanga -h tang(ß — cp) 
tanga — t a n g ( ß — cp) 

Demandons-nous maintenant si, dans les mêmes con-
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ditions : Q donné, P croissant, l'équilibre pourrait 
être rompu par un glissement delà corde. La poulie est 
alors fixe. Nous sommes dans un cas bien connu, 

P 
l'équilibre est rompu quand = X atteint la valeur 
suivante 
( 3 ) X ' = 

f désignant le coefficient de flottement corde-poulie. 
On voit donc qu'il y aura rotation de la poulie et 

adhérence de la corde si 

( 4 ) tanga + t a n g ( f t - c p ) _%gû 

7 tanga — tang(P — cp) ' 

et, au contraire, il y aurait glissement de la corde si 

H ) tanga -+- tang(p cp) 
t a n g a — t a n g ( ( 3 — cp) 

Il est facile de montrer que dans les cas usuels c'est 
la première inégalité qui est satisfaite. 

Prenons par exemple 

= iocm, p = '¿cm,5, 
donc 

P _ I . 

puis 
a = 3o° et tangcp = o , i 

(métaux lubrifiés). 
On trouve aisément cp = 5°43' et ¡3 — cp = 43', puis 

sin (a - p + 

A est donc très voisin de l'unité. Calculons au con-
traire V. On a 

logX' = / ' (ii — -2a) loge, 
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d'où Ton tire 
).' = 3,7 environ. 

II est intéressant de faire l'expérience et de déter-p 
miner le rapport ^ dans les deux cas. On se placera 
dans le second en calant la poulie de façon à empêcher 
sa rotation. 

Il est iatéressant de montrer également que le rap-
P 

port Q qui produit le roulement est supérieur au nombre 
trouvé, ce qui montre l'influence de la raideur de la 
corde qu'on a négligée. 

Il est facile de se placer dans des conditions expéri-
mentales telles que l'inégalité (5 ) ait lieu, au lieu de 
l'inégalité (4) . Il suffira de diminuer le second membre, 
en remplaçant la corde par une courroie avec un enduit 
pour diminuer f . On augmentera le premier membre 
au contraire en prenant un gros tourillon avec bande 
de roulement en cuir, en corde ou en bois ^ce qui aug-
mente / e t y j - Le coussinet sera également en bois, 
mouillé de préférence. On peut prendre p = /*. Le coef-
ficient /atteint o,68. Dans ces conditions, les deux 
membres de l'inégalité sont sensiblement égaux pour 
a = 3o°. En augmentant a, on modifiera peu le pre-
mier membre et notablement le second au contraire. 
On pourra donc voir se produire les deux faits et, en 
variant les conditions, montrer l'influence des diffé-
rents facteurs sur le rapport X. 

Remarquons que le premier membre (comme le 
second) diminue quand a augmente. Sa dérivée a, en 
effet, le signe de p2sin2© — r- ( * ) qui est négatif (au 

( ' ) Posons ¡3 — 9 — 6 et s sin cp = ra; on a donc 

sin d = a sin a, 
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moins si l'on veut que p = r). Mais le second membre 
diminue plus vite. 

Remarquons encore que pour a = o, on a ¡3 = <p. 
L'expression (2) de X n'a plus de sens. Mais 011 a di-
rectement 

ce qui permet encore de calculer X. 

CORRESPONDANCE. 

M. E.-N. Barisien. — Sur un problème de progressions. 
Connaissant les sommes Si, S2, S3 des termes, des carrés 
des termes et des cubes des termes d'une progression arith-
métique, reconstituer la progression. 

On sait que si a est le premier terme de la progression, r la 
raison et n le nombre des termes, on a 

<«) S x ^ n { a - r ) - + n { n ^ ~ l ) r, 

/•2 

( 2 ) S2 — n(a — r)--h / i (n- f- 1 )r(a — r)~\- — ?i(n-h i)(2n -+-1 j, 

•">n ( n -+- 1 ) / ( 3 ; S 3 = / i ( « — r ) 3 d — /(a—r )-

« i n + i ) ( 9 j i + j) „ / i ! ( n + i) ! 
1 L /-2 ( a — /•; -Î ; rK 

la dérivée a le signe de 
6' s i n 2 a — s i n 2 0 ; 

or 011 a 
cos 6.6' = a cos a, 

et la dérivée a le signe de 

a ct>s a sin 2 a — cos 6 sin 10, 
ou de 

a sin a cos2a —sin 9 cos20 — a (a2 — t) sin3 a. 
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Si l'on éliminait a et r ou plutôt (a — r) et r entre ces trois 

équations, on aurait une équation en n du 16? degré. 
Le problème paraît donc insoluble. 
Voici cependant des formules que nous croyonsinédites et qui 

ramènent le problème au second degré. On trouve les relations 

( 4 ) « 2 S 3 — 3 / i S! S,-4--aS} = o, 

( 5 ) 7-2^2(7^2 f) = i a ( / t S j — Sf ), 

7 1 2 

L'équation (4 ) qui est du second degré en n a ses deux racines 
positives, mais on ne prendra que celle qui numériquement 
donnera un entier. Connaissant ny on aura la raison /• par ( 5 ), 
c'est-à-dire 

, - S 'j) 
n\Jn2 — ï 

Et ensuite la relation ( 6 ) donnera a en fonction de n et r. 

M. L . K l u g . — Le théorème de la question 2186 (1910, 
p. > >.8) a déjà été publié par Steiner. Voir Journal de Crellet 

t. 30, p. 271-272, ou Gesammelte Werke, t. 11, p. 34^. 

CERTIFICATS DE MÉCANIQUE RATIONNELLE. 

Bordeaux. 

E P R E U V E T H É O R I Q U E . — Une tige homogène AB de lon-
gueur ia se meut dans un plan horizontal et tous ses 
éléments sont attirés proportionnellement à la masse et à 
la distance par un point fixe O de ce plan. L'extrémité k 
est assujettie à décrire un cercle fixe de centre O et de 
rayon R tracé dans le même plan. 

i° Mouvement de la barre quand le point K peut décrire 
librement le cercle. Cas particulier du repos initial avec 
R — a. Construire la trajectoire du milieu de la barre 
dans ce cas. 
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•2° Mouvement de la barre en supposant que A soit 
assujettie à décrire le cercle avec une vitesse angulaire 
constante tu donnée. 

Il n'y a pas de frottements. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — A O B est une tige pesante homogène 
pliée en son milieu de façon ci former l'angle 6, 

A r instant initial, le plan AOB est vertical, le point O 
est immobile et les deux points A et B ont des vitesses <x et P 
perpendiculaires à ce plan. 

Le solide étant ainsi lancée calculer sa force vive, une 
seconde après l'instant initial. (Juin 1910.) 

Gaen. 

E P R E U V E T H É O R I Q U E . — Un gyroscope est constitué à l'aide 
d'un solide de révolution homogène pesant, S, dont l'axe A 
est supporté ci l'aide d'une chape G. La chape G est un 
solide homogène pesant constitué par trois grands cercles 
identiques CI, C2, C3 , orthogonaux deux à deux et appar-
tenant ci une même sphère; Vaxe A est Vintersection des 
plans des deux cercles CI et C 2 , et le centre de gravité de 
la chape coïncide avec le centre de gravité du gyroscope. 

On imprime au solide S une rotation initiale 10 autour 
de son axe et par rapport à la chape; on pose le gyroscope 
sans autres vitesses initiales sur un plan horizontal fixe; 
le contact avec le plan est un point du cercle G3, et ce 
cercle est maintenu dans un plan vertical par des appuis 
fixes. 

On accroche en un point du cercle C 3 un poids P. Etudier 
le mouvement du gyroscope. Indiquer le sens du mou-
vement relativement au sens de la rotation to. Examiner 
si Von peut supprimer les appuis dit cercle C 3 . 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Une plaque pesante est abandonnée 
sans vitesses initiales sur un plan incliné sur lequel elle 
glisse sans frottement. A un instant quelconque on place 
sur la plaque une masse pesante A, sans vitesse relative-
ment au plan incliné. 

i° Le mouvement de la plaque sera-t-il altéré si l'on 
suppose que la masse A peut glisser sans frottement sur 
cette plaque ? 
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'à" On suppose la niasse A liée à la plaque et Von 

demande de calculer la perturbation produite dans le 
mouvement de la plaque. 

On suppose que la masse A soit infiniment petite par 
rapport ci celle de la plaque et assimilable à un point 
matériel, et Von se borne à calculer les parties principales 
des perturbations. (Juin 1910.) 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — Un cône G, homogène, pesant, de 
révolution, et dont le demi-angle au sommet est égal 
à |5°, est suspendu par son sommet à un point fixe. 

Le cône G s'appuie sur un cône fixe identique de même 
sommet, d'axe vertical, et sur lequel il glisse et tourne 
sans frottement. 

I° Déterminer le mouvement du cône G, les conditions 
initiales étant quelconques. 

2° Le cône G étant au repos, on accroche sur ce cône un 
poids P, assimilable ci un point ; trouver le mouvement que 
prend le cône G. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Un tube cylindrique, homogène, 
pesant, et de révolution, repose sur un plan horizontal 
qu'il touche tout le long d'une génératrice. 

On place à l'intérieur du tube, sans vitesse initiale, un 
poids P, assimilable à un point, et dont la masse est égale 
à celle du tube. Le poids P est supposé placé dans une 
situation infiniment voisine de la génératrice de contact, 
et dans le plan perpendiculaire à cette génératrice mené 
par le centre de gravité du tube. 

Calculer approximativement le mouvement que prend 
le tube sur le plan horizontal et le mouvement du point P 
dans le tube. On néglige l'épaisseur du tube et les frotte-
ments. (Novembre 1910.) 

Dijon. 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — Équations de Lagrange. Equa-
tions canoniques d'Ilamilton. Stabilité de l'équilibre. 
Théorèmes de Lejeune-Dirichlet et de Liapounoff. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Un cylindre circulaire homogène 
pesant est mobile autour des extrémités de son axe supposé 
vertical. Ce cylindre porte sur la surface extérieure un 
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canal infiniment mince qui a la forme d'une hélice et 
cette hélice fait deux spires sur le cylindre. On abandonne 
sans vitesse à la partie supérieure du canal une bille 
pesante qui le parcourt et tombe. On demande la vitesse 
de rotation que possède alors le cylindre supposé primiti-
vement immobile. 

Données : 

Poids du cylindre ikg 

Hauteur du cylindre im 

Hayon de base om,3o 
Poids de la bille ioo8 

S 9™»8I 
( J u i l l e t 1 9 1 0 . ) 

Grenoble. 

E P R K U V E THÉORIQUE. — Un cylindre circulaire droit ho-
mogène S est posé sur un plan N parfaitement poli. Il 
est soumis à un système de forces données D. 

i° Former par deux méthodes différentes les équations 
différentielles du mouvement de S lorsque D est quelconque. 

2° Intégrer ces équations dans les deux cas particuliers 
suivants : 

a. D est une force constante en grandeur, direction et 
sens, appliqué au centre G de S ; 

b. D est un couple dont le plan est parallèle à W et dont 
le moment est une fonction connue de l'angle 4> que fait 
l'axe Gz du cylindre avec un axe 0 y tracé dans le plan II. 

3° Exprimer que la section droite de S passant par le 
centre roule et pivote sans glisser sur le plan II. Du résultat 
obtenu déduire les conditions auxquelles le dyname D 
doit satisfaire pour que l'absence de glissement supposée 
réalisée à Vinstant initial persiste pendant tout le mou-
vement ultérieur. 

Notations : M, masse du cylindre; 
A = B, C, moments principaux d'inertie relatifs au 

centre G; 
Tp R, coordonnées de G par rapport à trois axes 0 $ , 

GYj, OÇ, les deux premiers étant situés dans n ; 
<p, angle d'un rayon G y du cylindre avec OÇ. 

On donne D par les projections X, Y, Z de sa résultante 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. XI. (Mai 1911.) 10 
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de translation sur 0 £ , Orn OÇ par ses moments résul-
tants suivants : \ par rapport à GÇ parallèle à OÇ mené 
par G, v par rapport à Gz axe du cylindre, par rapport 
à la perpendiculaire commune à ces deux droites. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Dans un plan vertical fixe, un 
point matériel pesant M, de masse m, est relié à un point 
fixe 0 par un fil élastique de masse négligeable. La 
tension du fil en JVI est supposée proportionnelle à Vexcès 
r— l de la longueur r du fil sur une longueur fixe l \ la 
tension serait d'ailleurs mk pour un allongement r—l 
égal ci Vunité. 

i° Déterminer la position d'équilibre. 
•2° Etudier les petites oscillations (au voisinage de cette 

position d équilibre ). 
3° Etudier les petites oscillations lorsqu'aux forces pré-

cédentes s'ajoute une résistance opposée à la vitesse, pro-
portionnelle à cette vitesse et égale à met pour une vitesse 
égale à l'unité. 

On désigne par 9 l'angle que fait OM avec la verticale 
descendante. (Juillet 1910.) 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — Une circonférence homogène peut 
tourner sans frottement autour d'un de ses diamètres qui 
est vertical et fixe. 

Un point matériel pesant est mobile sans frottement sur 
la circonférence. 

i° Former les équations du mouvement du système, 
indiquer leur intégration, déterminer la réaction exercée 
par la circonférence sur le point. On ne demande aucune 
discussion. 

2" On suppose en second lieu que la circonférence 
exerce sur le point une résistance opposée à la vitesse du 
point par rapport à la circonférence et proportionnelle à 
cette vitesse. Déterminer les équations du mouvement du 
système et les intégrer dans le cas où le point reste voisin 
de la position d 'équilibre, sa vitesse étant petite. 

Paramètres : <?, angle du plan de la circonférence d'un 
plan vertical fixe; 6, angle du rayon aboutissant au 
point eb de la verticale descendante. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Un cercle homogène de rayon a. 



de masse m, mobile dans un plan horizontal fixe, vient 
heurter intérieurement une circonférence fixe G de ce 
plan, de rayon R > a , sur laquelle il ne peut que rouler 
sans glisser Cette liaison est sans frottement et persiste 
après le choc. 

Trouver le mouvement suivant le choc, sachant qu'im-
médiatement avant le choc la vitesse du centre G du cercle 
a pour projections X Y sur le rayon I x et sur la tangente I y 
à la circonférence G, et que la vitesse, angulaire de 
rotation du cercle est w. 

On demande de trouver aussi la perte de force vive, la 

percussion de réaction et la réaction exercée par G sur le 
cercle dans le mouvement suivant le choc. 

Application numérique. — Le rayon R est de im, le 
rayon a de idm, le poids du cercle de ikg. Immédiatement 
avant le choc, le cercle tourne autour de son centre, la 
vitesse correspondant à 100 tours par minute. 

É P R I H VK TIIKOIUQUR. — I. Équations générales du mou-
vement d'un corps solide, rapportées à des axes mobiles 
d'une manière quelconque. On examinera successivement 
le cas où l'origine des axes mobiles est fixe dans le corps, 
et celui où elle ne l'est pas. 

II. Appliquer les résultats précédents à la détermination 
du mouvement d'une sphère homogène pesante à surface 
parfaitement rugueuse, qui roule sans glisser sur une 
sphère fixe. 

Y' 

X 

(Novembre 1910.) 

Lille. 
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III. Un cerceau circulaire de masse m est posé sur un 

sol horizontal ; un point matériel de masse m est fixe 

à Vextrémité d'un rayon horizontal et abandonné sans 
vitesse. Le coefficient de frottement du cerceau et du sol 

est fo = i» Le cerceau, initialement, roulera-t-il ou glis-

sera-t-il sur le sol? 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Expliquer la règle donnée par 
Halphen pour déterminer géométriquement les éléments 
du déplacement hélicoïdal équivalent à deux déplacements 
hélicoïdaux successifs donnés. 

Exécuter l'épure avec les données suivantes : 
Pour le premier déplacement, l'axe Aj est une verticale 

ascendante, la rotation est de 3o° et se fait de gauche à 
droite, la translation, descendante, est de 6

c m

. 

Pour le deuxième déplacement, l'axe A2 est de front, 
montant vers la droite, incliné de 45° sur Aj, distant de 
de 4CM, en avant; la rotation est de 600 et se fait de gauche 
à droite; la translation, ascendante, est de 6 m. 

(L'épure sera accompagnée d'une légende explicative.) 
( Jui l le t 1 9 1 0 . ) 

E P R E U V E T H É O R I Q U E . — I . Calculer les expressions des 
Composantes de l'accélération d'un point mobile dans 
l'espace suivant la tangente à la trajectoire et suivant le 
rayon vecteur allant du point ci la projection ortho-
gonale il d'une origine fixe 0 sur le plan osculateur à la 
trajectoire. Les mettre sous la forme 

rh2 1 Idh* t A* dq*\ 
p*Q ¿p* \ ds pp ds ) 

où p est le rayon de courbure, q la distance 0£2, r et p les 
distances de 12 au point mobile et à la tangente à la tra-
jectoire, h le moment de la vitesse par rapport à Q et 
s l arc de la trajectoire. 

II. Étudier le mouvement d'une toupie sur un plan 
horizontal parfaitement rugueux, dans les conditions 
initiales suivantes : 
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les composantes de la rotation instantanée étant 

p — 6 ' s in^ — o'sin6 cos^P, 

q = 6 'cosV -h cp'sin 6 sin W, 

r — W-h <p'cos8; 

P est le poids, l la distance du centre de gravité à la 
pointey A et C les moments équatorial et axial relatifs à 
la pointe. 

Après avoir déterminé 0 en fonction du temps, on fera 
le calcul explicite de cp et de ^F. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Une barre homogène A A J de 
masse 2 m est suspendue par ses extrémités à deux fils sans 
masse de même longueur l attachés à deux points fixes 0 
et Oj ; ces deux points 0 êt Oi sont au même niveau et l'on 
a O O ^ A A I . En A et A T sont attachés deux pendules 
simples AM et AJ MJ de même longueur l et de même 
masse m. L'ensemble est mobile dans un plan vertical. 

Rapporter les petits mouvements de l'ensemble au 

système des coordonnées normales et calculer les périodes 
des oscillations correspondant à ces coordonnées. 

Prendre l — iom, g = 9,808 m : sec2. 
(Novembre 1910.) 

Lyon. 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — Une barre A B homogène, pesante, 
infiniment mince, est fixée par son extrémité A en un 
point fixe autour duquel elle peut tourner librement. 
A son autre extrémité B est attaché un fil sans masse dont 
l'autre extrémité C est fixe. La droite AG des deux points 
fixes fait un angle quelconque a avec l'horizon. 

i° En supposant d'abord le fil inextensible et de longueur 
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fixe R, on demande de trouver le mouvement du système 
en le supposant placé à Vinstant initial dans un plan 
quelconque P passant par AG, et lancé à partir de cette 
position avec une vitesse quelconque, de manière cependant 
que le fil soit et reste d'abord tendu. Discuter. 

En supposant en second lieu le fil élastique, / 'intensité 
de la tension du fil aura pour expression K 2 ( / * — R), 
dans laquelle K2 est un coefficient constant de proportion-
nalité, R la longueur du fil non tendu, et r la valeur, à 
l'époque quelconque t, que prend cette longueur par suite 
de la tension à cette époque. On demande de reconnaître 
si l'équation de d'Alembert et les équations de Lagrange 
sont encore applicables sous leur forme ordinaire. Dire 
comment il faut les modifier, et établir complètement les 
équations qui remplacent celles de Lagrange dans ce 
nouveau cas. 

E P R E U V E P K I T I Q U E . — Les côtés adjacents d'un quadri-
latère plan et convexe Aj Bj BA sont égaux deux à deux et 
de longueur constante : At A = AB = c ; A, R, = Bj B = d. 
Les sommets At et Bj restent fixes. Lorsque les angles 
varient, le côté AB se déplace et entraine dans son mouve-
ment un plan mobile P qui glisse sur le plan Pj du qua-
drilatère. 

i° Trouver le lieu du centre instantané de rotation 
dans Pi et dans P. 

•>/' Ces deux lieux sont des limaçons de Pascal, ayant 
respectivement pour points doubles Aj et B. Démontrer que 
si les tangentes au ¡joint double sont réelles pour l'un des 
limaçons, elles sont imaginaires pour l'autre. 

Soit C un point du plan P invariablement lié à AB et 
soit T sa trajectoire sur P , . On trace dans P le vecteur GB' 
équipollent à BB t et l'on construit les triangles Cj A| B, et 
GB' G' semblables ci GAB et semblablement orientés. Montrer 
que lorsque G décrit T la droite B' G' conserve une longueur 
constante et que ses extrémités se déplacent sur des cercles 
de même rayon, ayant pour centres les points Bt et Ci du 
plan fixe. 

4° Trouver les roulettes du mouvement ainsi défini par 
le déplacement de B'C'. (Juillet 1910.) 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — Etant donnée une hélice tracée sur 
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un cylindre de révolution d'axe vertical pris pour axe Oz 
dirigé vers le haut, on considère la surface S engendrée 
par une àtvc\'\-droite qui se meut de manière que son extré-
mité restant toujours sur O S auquel elle est constamment 
perpendiculaire, elle s'appuie en même temps sur Vhélice. 
Cette surface étant supposée réalisée matériellement, on 
choisit les axes Ox et O y fixes de sorte qu'une surface S 
identique à S mais fixe et coïncidant avec S à l'époque 
initiale t = o ait pour équations 

¿r = pcosx, / = psina, z=h a, 

où p et a sont deux paramètres arbitraires, mais p restant 
positif ainsi que la constante h. 

Quant à S, nous la supposons animée d'un mouvement 
de rotation uniforme autour de Oz en sens contraire de 
celui des a croissants, la valeur absolue de la vitesse 
angulaire étant désignée par o>. Cela posé, un point 
matériel pesant M est astreint à se mouvoir sans frottement 
sur cette surface sur laquelle il est lancé, à t = o, dans le 
sens des a croissants et de manière qu'on ait à ce moment 

di do 
—r — - 7 - — o , dt 1 dt 

la position initiale étant donnée par a = o, p = p, > o. 
Intégrer autant qu'on le pourra et étudier le mouvement. 

On appliquera la théorie du mouvement d'un point sur 
une surface variable. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Un point matériel est sollicité par 
une force variable F, parallèle à une direction fixe D; il 
est soumis, en outre, à une résistance R dirigée en sens 
contraire de la vitesse. 

Soit M la position du point à un instant donné t, et soit 
MN la longueur de la corde du cercle de courbure de la 
trajectoire en M menée parallèlement à la direction D. 

1" Montrer que la vitesse du point M, à l'instant t. est 
égale en grandeur à celle qu'il aurait si, partant du 
repos, il avait parcouru, dans le vide, un chemin égal au 
quart de MN, sous l'action d'une force constante, en gran-
deur et en direction, et égale à la valeur de F à l'instant t. 

2° La trajectoire étant donnée par son équation y = 
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on demande de déterminer la loi de variation de la résis-
tance R, en supposant connue la loi F = f ( x ) suivant 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — Une plaque rectangulaire et 
homogène OABC est mobile autour de sa diagonale OC. 
Le point 0 est fixe et la diagonale OC est assujettie à 
rester dans un plan horizontal. 

Étudier le mouvement de ce système. 
A Vorigine la droite OC est immobile, la plaque est 

horizontale et elle tourne autour de OG avec une vitesse 
angulaire to0. La masse de la plaque est M. Le côté OB du 
rectangle est 2, le côté OA est 2 f i . 

On indique, et il est inutile de le vérifier, que Vellipsoïde 
d'inertie de la plaque relativement au point O est 

quand on prend pour axe des x la diagonale OG et pour 
axe des y la perpendiculaire à OG menée dans le plan de 
la plaque du même côté que OA par rapport à OG. 

Soient trois axes fixes OXYZ dont OZ est vertical et 
trois axes mobiles dont Oz est normal à la plaque, Ox est 
suivant la diagonale OG et O y dans le plan de la plaque. 

Soit W l'angle XOx et 6 1 angle ZOz. 
Le théorème des forces vives donne la relation 

(1) 40'2-+- (32 4 cos 2 0)W 2 — 2 y/2 0 'Wsinô = 4 wj. 

La somme des moments des quantités de mouvement par 
rapport à l'axe fixe OZ est constante et l'on a 

( 2 ) ( 3 2 - h 4 c o s * 6 ) * T - y/2 sin0.6' = o. 

De (1) et ( 2 ) on tire 

laquelle varie la force F. (Novembre 1910.) 

Marseille. 

— [4#2-+- 32jk2H- 3 6 z 2 — 2 / 2 x y ] = 

S O L U T I O N . 
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Puisque 6' ne s'annule jamais, la plaque tourne toujours 
dans le même sens en allant du minimum îd0 de 0' à son 

maximum w0 ^ / j j ^ » ^e s 0 1 'te que la vitesse de rotation autour 

de OC est presque constante. La durée de la révolution est 

'oV 64 
P̂" changeant de signe avec 0, le mouvement de Ox est 

T i /2 oscillatoire. On a = — arc tang = environ 6°, pour l'am-
4 4 

plitude. Le maximum de W (en valeur absolue) a lieu quand 

la plaque est verticale. Donc W varie entre o et — e t , par 
3 y / 5 6 

suite, la plaque tourne autour de OC d'un mouvement presque 
uniforme et OG oscille autour du point O sans que sa vitesse 

angulaire dépasse ^^L. ou environ — o)0 et l'amplitude est 
3 y 5 6 9 2 

d'environ 6°. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — En an point O d'un plan incliné 
on attache un fil élastique de masse négligeable à l'extré-
mité duquel on place un point pesant P. Construire gra-
phiquement la vitesse et la trajectoire de ce point. 

Le plan fait avec l'horizon un angle dont le sinus 
est 0 ,2 . La longueur du fil à l'état naturel est de iocm. 

A l'origine du temps le point P est sans vitesse, le fil est 
horizontal et il n'est pas tendu. 

Le fil s'allonge proportionnellement à sa tension et il 
doublerait de longueur sous l'action d'une tension égale 
au poids du point P. 

On fera deux dessins sur deux feuilles séparées avec des 
intervalles de temps égaux pour l'un à JQ de seconde et 
pour l'autre à ¿V On se bornera à une oscillation simple. 

(Juin 1910.) 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — Un plan vertical ¿ O A tourne 
autour de la verticale Oz avec une vitesse constante w. 
Autour du point fixe A, et dans le plan z OA, peut tourner 
une plaque rectangulaire homogène dont le centre de 
gravité est en A. 
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i° Trouver les positions d'équilibre relatif de la plaque 

et examiner si elles sont stables ou instables. 

2° Etudier le mouvement de la plaque en supposant 
qu'à l'origine des temps la plaque ait son grand coté 
horizontal et qu'elle ait, dans le plan ¿OA, une vitesse 
relative égale à 

2—b 2 

W 

en appelant a et b les longueurs des côtés. 

Y S 

SOLUTION. 

Prenons pour Ax et Ay les axes de symétrie de la plaque 
et pour A^t et AJKI des axes, l'un horizontal, l'autre vertical, 
dans le plan zOA. Nous aurons, pour un angle 6 entre ces 
axes, 

xt = x cosô — y sin 0. 

Aux forces réelles, ajoutons la force d'entraînement et la 
force centrifuge composée, toutes deux changées de signes. 
La dernière, normale au plan sOA, n'interviendra ni dans 
l'équilibre ni dans le mouvement. Soit d la distance de A à 0 ,3 . 
La force d'entraînement pour un point est 
Les forces m w ^ o n t une résultante passant en A qui est fixe. 
Il suffit d'exprimer que la somme des moments des forces 
mto?ir, par rapport à A est nulle. On obtient 

« « 2 — b2 
— o)2sinO cos0 M — = o. 

TZ 
Donc pour Péquilibre, il faut 0 = o ou 6 = Si l'on prend 8 

très petit et si l'on a a > ¿>, le signe de la somme des moments 
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montre que 0 = o correspond à la stabilité. De même 0 = — 

correspond à l'instabilité. 
Pour étudier le mouvement, le théorème des forces vives 

donne 
/a* - b2 

—— = ( 0 / — — — cos 0, 
dt y aï -+- 62 ' 

en tenant compte des conditions initiales. On voit que 0 croît 

à partir de zéro et tend vers ^ en mettant un temps infini. 

É P R E U V E PRATIQUE. — Un point de masse JJL est soumis à 
l'action d'une force constante en grandeur, mais variable 
en direction. La grandeur de la force est égale à 144 
dans le système C. G. S. La direction de la force varie 
uniformément et fait un tour par seconde. La vitesse 
initiale du point est nulle. 

Donner, pendant une seconde, par un graphique appro-
ximatif et sans aucun calcul, la représentation de V ho do-
graphe et celle de la trajectoire du point en prenant des 
intervalles de temps égaux à y2 de seconde. 

On expliquera le dessin dans une copie. 
( O c t o b r e 1 9 1 0 . ) 

Montpellier. 

E P R E U V E THÉORIQUE. — La base inférieure d'un cylindre 
de révolution, homogène et pesant, peut se déplacer sans 
frottement sur un plan horizontal fixe. Le rayon de base 
et la hauteur du cylindre sont égaux à im. Sur la surface 
latérale du cylindre est fixé un tube creux, de section 
infiniment petite, dans l'intérieur duquel peut glisser 
sans frottement un point M ayant même poids que le 
cylindre. Le tube a la forme d'un arc d'hélice ayant 
pour origine un point A de la base inférieure du cylindre, 
et pour extrémité un point B de la base supérieure ; les 
méridiens du cylindre qui passent par A et B sont rectan-
gulaires; un mobile qui décrirait l'arc AB, en se dirigeant 
de A vers B, tournerait dans le sens direct autour de la 
verticale ascendante dirigée suivant l'axe du cylindre. 

Le cylindre étant au repos, le point M est abandonné 
sans vitesse en B, dans le tube. 
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i° Calculer le temps que mettra le point M pour arriver 
en A. 

2° Déterminer le déplacement du cylindre pendant le 
même temps. 

É P R E U V E P R A T I Q U E (Mécanique). — Une plaque de fer 
infiniment mince et homogène a la forme d'un segment 
de cercle. Le rayon du cercle et la corde du segment sont 
égaux à IM. La densité du fer est 7 ,6 

Calculer le moment d'inertie de la plaque par rapport 
au centre du cercle. (Juillet 1910.) 

E P R E U V E T H É O R I Q U E . — Une plaque circulaire infiniment 
mince, homogène et pesante, est invariablement liée à une 
tige rectiligne dépourvue de masse, qui est perpendiculaire 
à son plan et passe par son centre. Le solide ainsi constitué 
est mobile autour d'un point fixe situé sur la tige. 

Etablir les équations du mouvement, les conditions 
initiales étant quelconques. 

2° Etudier le mouvement dans le cas particulier où, à 
l'époque initiale. la tige est immobile, tandis que le solide 
tourne autour de cette tige avec une vitesse angulaire 
donnée u>. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Une barre rectiligne, homogène et 
pesante, faisant avec l'horizon l'angle 0, est abandonnée 
sans vitesses initiales dans un plan vertical fixe. Lorsque 
l'extrémité inférieure de la barre vient choquer un plan 
horizontal fixe, le centre de gravité est animé de la 
vitesse v. La barre et le plan horizontal sont parfaitement 
élastiques. 

Quelle valeur faut-il donner à l'angle 0 pour que la 
valeur de la vitesse angulaire de la barre immédiatement 
après le choc soit maximum ? 

Quel est, lorsque 9 a cette valeur, le mouvement initial 
de la barre après le choc ? (Novembre 1910.) 

Poitiers. 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — I . Un disque circulaire homogène 
posé sur un plan incliné P descend le long d'une ligne de 
plus grande pente de ce plan sous l'influence de son poids. 
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On suppose que le plan est assez rugueux pour empêcher 

tout glissement du disque. Le roulement du disque s'effec-
tuant dans un plan vertical, montrer que Vaccélération 
de son centre est égal aux f de l'accélération que prendrait 
un point matériel glissant sans frottement le long d'une 
ligne de plus grande pente d'un plan parallèle au plan P. 

On négligera le frottement de roulement. 

II. La partie supérieure d'une courroie sans fin flexible, 
inextensible et d'épaisseur négligeable, repose sur un 
cylindre de révolution à axe horizontal, tandis que l'autre 
partie pend librement. On suppose la courroie en équilibre 
dans un plan vertical perpendiculaire à l'axe du cylindre 
et l'on donne le rayon R du cylindre ainsi que l'angle cp 
de la verticale avec le rayon du cylindre qui aboutit à 
l'un des points A, B où la courroie entre en contact avec 
le cylindre. 

On demande de calculer : 
i° La longueur de la courroie; 
in La distance OD de l'axe du cylindre au point le plus 

bas D de la courroie. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Une tige homogène cylindrique 
pesante de masse m et de longueur ia effectue de petites 
oscillations autour de son extrémité A. Soit T la durée 
d'une oscillation double. 

On soude à l'autre extrémité B et de façon que les axes 
coïncident une autre tige homogène pesante de masse m' 
et de longueur 2 b. Soit T' la durée d'une oscillation 
double du pendule ainsi constitué. 

T ' — T 
Calculer le rapport ——— de l'accroissement de la 

période à la période primitive. 
En donner une explication simplifiée quand m' est petit 

par rapport à m. 
Faire le calcul et se rendre compte de l'approximation 

obtenue quand 
m = 5oo8; m ' = ioe; 

ia = ioocm ; 2 b = 20e111. 

(Juillet 1910.) 
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Rennes. 

E P R E U V E T H É O R I Q U E . — I . Équilibre et mouvement relatifs 
à la surface de ta Terre. 

Ji. Une barre horizontale AB tourne uniformément 
autour de la verticale A 2 du point A avec une vitesse 
angulaire w. Une seconde barre BG, homogène et pesante 
est articulée en B avec la première. Étudier sommairement 
le mouvement relatif de cette seconde barre, qui reste 
constamment dans le plan BA z. On suppose qu'il n'y a 
pas de frottement. Déterminer les positions d'équilibre 
relatif en distinguant l'équilibre stable de l'équilibre 
instable. Etudier les mouvements infiniment petits dans 
les différentes hypothèses. Calculer la réaction en B. 

La densité linéaire de la barre BG est égale à l'unité. 
On posera AB = a, BG = b, et l'on désignera par G 

l'angle de BG avec la verticale descendante. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Un disque circulaire vertical non 
homogène est assujetti à rouler sans glisser sur une 
horizontale. Déterminer la durée des petites oscillations 
du disque dans le voisinage de la position d'équilibre 
stable. (Juin 1910.) 

E P R E U V E T H É O R I Q U E . — I . Équilibre d'un milieu continu 
déformable. Répartition des efforts. Equations générales 
de l'équilibre. 

II. On considère une chaine pesante, homogène, parfai-
tement flexible, de grosseur négligeable. Cette chaîne est 
disposée sur une table horizontale de façon qu'une partie 
AB pende verticalement et que la partie horizontale BG 
soit rectiligne et perpendiculaire au bord de la table. 
Cette ¡tartie horizontale glissant sur la table éprouve un 

frottement proportionnel à la pression normale. 
i° Etablir les conditions d'équilibre. 
2° Étudier le mouvement quand il a lieu, en supposant 

que la partie horizontale glisse dans sa direction et que 
la portion pendante reste verticale. 

3U Calculer dans le cas du mouvement comme dans 
celui de l'équilibre la tension de la chaine en chacun de 
ses points. 
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Nota. — En B le profil du bord de la table est arrondi 

suivant un quart de cercle de rayon très petit. On sup-
posera d'abord le frottement nul sur la portion arrondie, 
et l'on examinera ensuite les modifications à introduire 
dans les formules pour le cas où le coefficient de frottement 
sur cette portion serait le même que sur la partie hori-
zon/aie de la table. 

Épreuve pratique. — Moment d'inertie de la section 
droite d'une poutrelle en acier en I par rapport à l'are 
perpendiculaire à la lame, passant par le centre de 
gravité. 

Dimensions en millimètres r X ^^ • 1.1 x 12 
Le moment d'inertie sera exprimé en centimètres cari és. 

(Novembre 1910.) 

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES. 

2154. 
( 1910, |>. 2 j o . ) 

On donne un cercle G de centre O et de rayon H et un 

point fixe A. tel que OA = — • On considère toutes les 

ellipses qui ont le cercle G pour cercle orthoptique et qui 
passent par A. 

Montrer que : 
i° Ces ellipses enveloppent une ellipse ; 
2° Le lieu de leurs sommets se compose de deux cercles ; 
3° Le lieu de leurs foyers se compose de deux lemniscates 

dr Bernoulli. E. -N. B A R I S I E N . 

S O L U T I O N , 

P a r M . L . K L U G . 

I° Soient B le symétrique de A par rapport à O, S et S'les 
points de rencontre de AB avec le cercle donné. Soit encore 
AD la tangente en A à l'une des ellipses variables consi-
dérées ( E ) . Cette ellipse passe en B et sa tangents en ce point 
est BG parallèle à AD. En outre, si AD et BG rencontrent 
respectivement en D et G le cercle donné, DG est perpendi-
culaire à AD et BG. DG est <Jonc tangente à l'ellipse ( E ) , 
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puisque le cercle donné est son cercle orthoptique. Si I est le 
point de contact, OG doit passer par le milieu de Bi. OG est 

donc parallèle à AI; de même OD est parallèle à BI. On voit 
donc que l'ellipse ( E ) touche au point I, l'ellipse fixe ayant 
pour foyers A et B et pour grand axe SS'. C'est l'enveloppe 
cherchée. 

2° Soit x la longueur du demi-diamètre d e ( E ) , conjugué 
de AB. On a, par le théorème d'Apollonius, 

2 

x 2 - h OA — somme des carrés des demi-axes de ( E ) 
= R2 = 2ÔÂ 2 , d'où 

x = OA. 

Ainsi AB est un des deux diamètres conjugués égaux de ( E 
Soient alors M un des sommets de cette ellipse, cp l'angle que 
fait OM avec OA. Si ON est un demi-axe perpendiculaire 
à OM, on doit avoir 

ÔM°"-b ÔN2== R2 , 
OM ^ 

d'où 
OM = db R cos 9 , ON = ± R sin 9 . 

Les points M et N décrivent donc les deux cercles ayant 
pour diamètres OS et OS'. 

3° Soit F un foyer de (E) , supposons-le porté par l'axe OM. 
On a 

Ô F 2 = OM2 — Ô N 2 = R2 cos 2cp ; 

ce qui montre que le point F décrit une lemniscate de Ber-
noulli, de foyers A et A'. 

Autres solutions par M M , A B R A M E S C U , R . BOUVAIST , et H . L E Z . 
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RECHERCHES (iEOMÉTRIQUES SUR LES NORMALES 
A UNE PARABOLE ISSUES W M MÊME POINT; 

P A R M . J . P L A N E . 

Dans cette Note, à laquelle j'ai été amené par la 
recherche d'une solution géométrique de questions 
proposées dernièrement, sur ce sujet, dans les Nou-
velles Annales, je me propose surtout de faire une 
étude d'ensemble sur les propriétés des triangles ins-
crits et circonscrits à une parabole aux trois pieds des 
normales issues d'un même point. Ceci m'a conduit, 
dans les débuts du travail tout au moins, à retrouver 
un certain nombre de propriétés bien connues (dues à 
Steiner entre autres). Aussi dans l'impossibilité où je 
suis de citer les noms de tous les auteurs originaux je 
prie le lecteur de considérer bien moins la nouveauté 
des propriétés que j'établis que celle des démonstra-
tions. 

Pour faciliter la lecture de cette Note, je me suis 
efforcé de conserver toujours les mêmes notations. Je 
désignerai en particulier par w P, toQ, wR les normales 
issues d'un point to à une parabole (n ) , par ABC le 
triangle circonscrit à (II) aux points P, Q, R ; a, ¡3, y; 
a4, y, les points où ses côtés coupent l'axe et la 
tangente au sommet de ( i l ) , et d'une façon générale 
par K7, K", Kwles projections d'un pointquelconque R 
sur F axe, la tangente au sommet et la directrice de (II). 

Ann. de Mathémaù., 4* série, t. XI. (Juin 1911.) 16 



normales toP, coQ, co R par rapport au foyer F de (II) 
sont les perpendiculaires élevées de a, ¡3, y aux côtés 
BC, CA, AB ( J ig . i). Elles se coupent en to4 symé-

trique de to par rapport à F . w, est par suite sur le 
cercle circonscrit à ABC, la droite de Simpson corres-
pondante étant Taxe de (H). Mais le foyer F est aussi 
sur ce cercle, la droite de Simpson correspondante 
étant la tangente au sommet. 

Ces deux droites sont rectangulaires, d'après une 
propriété connue et d'ailleurs facile à établir géomé-
triquement; F et w, sont donc diamétralement opposés 
sur le cercle circonscrit; par suite : 

Le centre O du cercle circonscrit à ABC est Vho-
mologue du point (o dans une homothétie de centre F 
et de rapport — i . Son rayon est OF. 

2. Une droite de Simpson est équidislante de Tor-
thocentre et du point qui lui a donné naissance ; donc : 

Fi 

P" P 

p. 
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L* orthocentre H du triangle ABC est le pied sur 

la directrice du diamètre de (II) passant par co. 

3. La droite OH coupe l'axe en un point G tel que 

OG _ OF » 
O H OTO ~~ 3 3 

donc : 

Le centre de gravité G du triangle ABC est sur 
l'axe. 

On sait que la distance du centre de gravité G d'un 
triangle à une droite est le tiers de la somme algé-
brique des distances des trois sommets à la même 
droite, donc : 

La somme algébrique des distances des points A, 
B, C à Vaxe est nulle. 

4. La première proposition énoncée nous montre 
que : 

Les médiatrices du triangle ABC restent, quand 
(o varie, normales à une même parabole ( n 4 ) , homo-
thétique de (H) par rapport au foyer, le rapport 
d'homo thé lie étant — 

i 

o. Elle nous montre encore immédiatement que : 

Le milieu 1 de BC est fixe lorsque co décrit la nor-
male coP, c'est le milieu de aa,. 

On en conclut que si, avec les axes ordinaires, les 
coordonnées de P sont (x, y) celles du point I sont 

y , = T 
et comme 
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on en tire 

V s = —x\ y 8 ' 

et par suite : 
Le lieu des milieux des côtés du triangle ABC 

lorsque m varie est une parabole (ÏL2) déduite de (II) 
par ho mot hé tie par rapport au sommet S et dans le 
rapport — g-

6. Les milieux des côtés BG, GA, AB coïncident res-
pectivement avec ceux des segments aa,, (3[3,, yy<, 
donc, en vertu d'une propriété bien connue : 

A, B, G et par suite H sont sur une hyperbole 
équilatère (H) ayant Vaxe et la tangente au som-
met pour asymptotes. 

(Je dois cette démonstration, plus simple que celle 
que j'avais d'abord fournie, à l'amabilité de 1V1. Bricard 
qui a bien voulu me faire l'honneur de revoir mon tra-
vail. ) 

Le centre de cette hyperbole (H) est le sommet S 
de (II;), donc : 

Le cercle des neuf points du triangle ABC passe 
par le sommet S de la parabole (II). 

II. T R I A N G L E INSCRIT . — 7. Le milieu de Q R et le 
point A sont sur une parallèle à l'axe, donc 

2 P P ' = 2 A A ' ; 

d'où : 
La droite qui f oint les centres de gravité de deux 

triangles inscrits et circonscrits à une parabole aux 
mêmes points est parallèle à Vaxe. 

En particulier : 
Le centre de gravité G* du triangle PQR est sur 

l'axe. 
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Il y a mieux, on a 

PP" = Sa =-(CC*-f .BB") ; 
donc 

£PP' = — iZAA* 
et 

SGt = - 2 S G . 

Le centre de gravité G, du triangle PQR est ho-
mothétique par rapport au sommet S et dans le rap-
port — 2 du centre de gravité G du triangle ABC. 

8. On a 
QQ' -h RR' == — PP' = Pt P', 

P4 étant symétrique de P par rapport à l'axe. 
Les milieux de SP< et de QR sont sur un même dia-

mètre, SP< et QR sont donc parallèles, autrement dit 
SP et QR sont antiparallèles par rapport à l'axe et, 
d'après une propriété connue, le quadrilatère PQRS 
est inscriptible. 

Le cercle circonscrit au triangle PQR passe par 
le sommet. 

9. Proposons-nous de chercher son centre O j . 
Ce cercle et le cercle de diamètre Ato ont pour axe 

radical QR. 0 4 est donc le milieu du segment qui 
joint 10 au point de rencontre o>2 des perpendiculaires 
abaissées de A, B, C sur leurs polaires. 

Mais A(O2 par exemple est parallèle à FAW. En effet 
FAW est perpendiculaire à la tangente à (II) au pied 
sur cette courbe du diamètre passant par A. 

De plus AH, parallèle à Fa4 , est parallèle à DA", 
D étant le pied de la directrice; donc ( f ig . 1) 

A A'" _ A" A'" HH8 _ DF 
HA" ~~ DA'" ' H A'" DA'"9 

d'où 
HHt = 2 AA", 
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L'homothétique de Aco2 par rapport au foyer et 
dans le rapport — 2 passe par H; donc ( f i g . 1) : 

Le centre 0< du cercle circonscrit à PQR est le 
milieu du segment <0 <o2, co2 étant homothétique de H 

par rapport à F [rapport — Son rayon est 0 4 S. 

10. Connaissant 10 on saura donc construire d'une 
façon très simple les points O, G, H, G4 et par 
suite aussi l'orthocentre H{ de PQR. 

Fig. 2. 

1 1 

Mt 0 v*>2 

Ces constructions se résument dans la figure 1 où 

F T 7 - + - 2 F O = o , FÏÏ-+- ? F c ^ = o, 

GH + 2GO = 0, gTHT-4- 2 G 7 O 7 = O, 

SGi - f -1SG = o ; 

O, H, et co2 sont sur une même parallèle à l'axe. 

11. Le paragraphe 5 a un corrélatif qu'il suffit de 
citer : 

Les côtés PQ, PR découpent sur Vaxe de la para-
bole un segment qr dont le milieu J est fixe quand 
cû décrit tu P. C^est le milieu J de SPf. L'enveloppe 
de PJ quand P varie est une parabole (n'2) . 
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On peut ajouter que : 

Quand w décrit wP, QR antiparallèle à SP se déplace 
parallèlement à lui-même. 

III. A P P L I C A T I O N S . — 1 2 . La condition nécessaire 
et suffisante pour qu'un triangle inscrit (ou circons-
crit) à une parabole (II) soit tel que les normales 
à (II) aux sommets (ou aux points de contact) soient 
concourantes est que son centre de gravité soit sur 
Vaxe. 

En effet considérons simultanément les triangles ABC 
et PQR circonscrit et inscrit à (II) aux mêmes points 
P, Q, R. Si le centre de gravité G de ABC est sur l'axe, 
celui G4 de PQR y est aussi (§ 7) et réciproquement. 

En conservant les notations de la figure i on a donc 

Tr, prw r r , A A , QQ -4-RR' PP' Q i r = BB -h CC = — A A = — = = oc* S. 
2 i 

1 est donc le milieu de aa4 et, si O est le centre du 
cercle circonscrit à ABC, les normales à (II) aux points 
P, Q, R concourent en to sur OF tel que Oto = 3 0 F . 

Cette condition nécessaire est donc aussi suffisante. 

13. Le foyer F n'est évidemment pas un point quel-
conque du cercle circonscrit à ABC. 

Proposons-nous de rechercher quelles sont les para-
boles inscrites dans un triangle donnée ABC et telles 
que les normales aux points de contact soient concou-
rantes. 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'il en 
soit ainsi est que l'axe de la parabole passe par le 
centre de gravité G de ABC. 

Soit F le foyer d'une telle parabole (fig. 3). 
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Le théorème de Poncelet nous indique que 

Mais 
FAG = BAG'. 

FAG = FAG h- GAG, 

AGF = GAG' = GAB -h BAG' = FAC!-+- GAB 

en grandeur et sens, donc 

FAG — AGF = GAG - GAB = const. 

Le point F se trouve donc sur une hyperbole équila-

Fig. 3. 

1ère de diamètre AG, le diamètre conjugué faisant avec 

AG un angle égal à Î A G — GAB. La tangente en A 
est donc la symédiane du triangle ABC. 

Cette hyperbole est donc bien déterminée, elle coupe 
le cercle circonscrit à ABC en trois points F , F 4 , F 2 

autres que A et qui répondent à la question. Ces points 
sont évidemment sur les hyperboles analogues passant 
par B et G; donc : 

Etant donnés un triangle ABC et G son centre de 
gravité, les hyperboles équilatères ayant pour dia-
mètres AG, BG, CG et tangentes respectivement en 
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A, B, C aux symèdianes de ABC, font partie d'un 
même faisceau dont les sommets autres que G sont 
sur le cercle circonscrit. 

Ces sommets F, F|, F a sont les foyers des trois 
seules paraboles inscrites dans ABC et telles que les 
normales aux points de contact soient concourantes. 

Les points F , F , , F 2 , G forment un groupe ortho-
centrique; G est par suite orthocentre du triangle 
F F « F a . 

Cette dernière partie permet de construire facilement 
F4 F 2 connaissant F et ABC. Si S est le deuxième 
point de rencontre de FG avec le cercle circonscrit 
à ABC, F 4 F 2 est perpendiculaire au milieu de GS. 

14. La même question se pose dans le cas des tri-
angles inscrits : 

Quelles sont les paraboles circonscrites à un triangle 
donné PQR et telles que les normales en P, Q, R 
soient concourantes. 

Nous rechercherons les sommets de ces paraboles. 

F i g . 4. 

Soit S un tel sommet (fig> 4)> ' ' e s t s u r cercle cir-
conscrit à PQR et une de ses propriétés caractéris-
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liques est que SG4 (axe de la parabole) est bissectrice 

de l'angle PSPM SP, étant parallèle à QR. 
Soit F le point où SG< coupe le cercle circonscrit. 
Par hypothèse 

P F == FPi , 
mais 

SQ = B Pi, 
donc 

P F — S Q = F R ou P Q ^ ^ = P Î \ P H . 

F est donc le foyer d'une parabole inscrite dans PQR 
et telles que les normales aux points de contact soient 
concourantes : c'est l'un des points F , F«, F 2 du para-
graphe précédent; d'où : 

Etant donné un triangle PQR il existe trois para-
boles et trois seulement circonscrites à PQR et telles 
que les normales en P, Q, R soient concourantes ; 
leurs trois sommets S, S f , S2 sont sur le cercle cir-
conscrit à PQR. Ce sont les inverses des points F , 
F 4 , F 2 dans Vinversion de centre G< qui transforme 
ce cercle en lui-même. Le triangle qu'ils forment 
a donc le point G< pour centre du cercle inscrit. 

Remarquons d'ailleurs que si R est le rayon du cercle 
circonscrit à PQR, 0 4 son centre, le rayon r du cercle 
inscrit à S S 4 S 2 est donné par la relation d'Euler 

0 7 G i = R2 — 2 R r . 

15. On aurait pu arriver au même résultat d'une 
autre façon. 

Soit S un des sommets cherchés. Menons par Gi la 
parallèle à QR qui coupe SP en R . SG< étant bissec-
trice de PSP 4 le triangle SKG* est isocèle. S se trouve 
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donc sur une strophoïde de pôle P, de point double G< 
ayant pour directrice la parallèle à QR menée par G<. 
Tout point de rencontre de cette strophoïde et du 
cercle circonscrit (autre que P et les points cycliques) 
est d'ailleurs un point S cherché. Il y a donc trois som-
mets S, S , , S2 , situés sur le cercle circonscrit et sur trois 
strophoïdes analogues à la précédente. 

D'ailleurs : 

Le triangle formé par les trois points de rencontre 
de deux strophoïdes ayant même point double a ce 
point double pour centre du cercle inscrit. 

Il suffit pour le voir de transformer par inversion 
par rapport au point double commun. Les deux stro-
phoïdes se transforment en hyperboles équilatères et le 
triangle transformé a le point double comme ortho-
centre. 

1 6 . P R O B L È M E . — Construire les trois normales à 
une parabole (II) donnéef issues d\in point donné to, 
connaissant l'une d1 elles. 

Les résultats précédents nous permettent d'en donner 
une solution très simple. 

Soit toP la normale connue (fig- i). On a immédia-
tement un côté PBC du triangle circonscrit. On a aussi 
le cercle circonscrit à ce triangle, d'où deux sommets B 
et G, les normales inconnues sont donc les normales 
à (II) aux points de contact de (II) avec les tangentes 
issues de B et G. 

Cette construction n'est possible que si OF > OI. 
Si OI = OF, B et C sont confondus en 1, le troisième 

sommet A est sur (II) et confondu avec Q et R, w est 
alors le centre de courbure de la parabole en A. 
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17. Dans ce cas nous voyons (fig- 5) que : 

Etant donnés une tangente Paa, quelconque à la 
parabole, 1 le milieu de aa, , PQ sa polaire : 

Le cercle circonscrit à QFI est tangent en I à Paa , ; 
Le cercle circonscrit à PQS est tangent en Q à (II); 
Le point de rencontre to des normales en P et Q 

à (II) est le centre de courbure de cette courbe en Q. 

F i g . 5 . 

On peut en déduire la construction bien connue du 
centre de courbure to en un point Q d'une parabole. 

En effet si to< est symétrique de to par rapport à F, il 
est sur le cercle circonscrit à QFI et diamétralement 
opposé de F, FQ est donc perpendiculaire sur Qtor; 
d'où : 

Le centre de courbure to en un point Q d'une pa-
rabole s'obtient en menant par le foyer F la per-
pendiculaire à QF qui coupe la normale en Q au 
milieu M de Qto. 

18. La droite PQ est d'ailleurs la polaire de I par 
rapport à (II) mais d'autre part le lieu de I est une para-
bole (II2) (§ 5), l'enveloppe de sa polaire est une 
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parabole (n ;
2) et en considérant des points particuliers 

on voit que : 

Venveloppe des cordes joignant les pieds des nor-
males à une parabole (II) issues des différents points 
de sa développée est une parabole (IT) homothé-
tique de (II) par rapport au sommet S le rapport 
d'homothétie étant — 8. 

On peut d'ailleurs établir directement cette propo-
sition. 

Si I, est le pied sur (II) du diamètre passant par 1 
( j i g . 5) on a 

P P ' 

Dans une parabole 

donc 

M i 
; = const. ; 

i i 

si' -
 s p

' 
SI, - — , 

mais 

donc 
S I ' ^ — S I J , S P ' = 2 S J ; 

S J = — 8 S I 2 . 

PQ enveloppe donc bien la parabole (AU) annoncée. 

19. On a vu d'une façon générale (§ 12) que 
A A' = Sa, . Ici on a donc 

P P ' 
Q Q ' = S « ! = • 

Soient /?, q, r les centres de courbure de (II) en P, 
Q, R ; pP|, ^Q, , rR| les deuxièmes normales à la 
parabole issues de p, q, r; on a 
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S P , P ' , = 2 PP' — o. 

Le centre de gravité du triangle P i Qj R< est donc sur 
Taxe ; par suite : 

Les secondes normales à (II) issues des centres de 
courbure de cette courbe en P, Q, R concourent en 
un même point. 

20. Comme cas particulier du problème résolu au 
paragraphe 16 on voit qu'on saura toujours construire 

les normales à (II) issues d'un point de cette courbe. 
Dans ce cas P est confondu avec OJ ( J ig . 6 ) et 

A * P P ' H D nrv . AA = S a, = — = = OO : 
2 2 

OA est donc parallèle à l'axe; de plus 

F P HP 
OA = OF = — = — , 

2 2 

H, F, A sont donc en ligne droite et FH -j- 2 F A ~ o . 
A est alors confondu avec le point w2 ( § 9 ) le 

cercle circonscrit à PQR a pour diamètre PA. 
11 y a mieux : quand co varie, A décrit comme co2 la 
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symétrique A de la tangente au sommet par rapport au 
foyer, mais c'est le pôle de QR; QR passe donc par un 
point fixe K pôle de A. 

Les cordes joignant les pieds des normales ci une 
parabole issues d'un point de cette courbe passent 
par un point fixe K symétrique du sommet S par 
rapport au pied D de la directrice. 

21. Ceci nous permet de trouver les points de ren-
contre d'une parabole (II) et de sa développée. 

P sera centre de courbure si Q, R, A sont confondus 
sur (II). Les points cherchés P, P2 sont donc ceux 
situés sur les normales à (II) aux points où celle-ci est 
coupée par A. Le pied 8 de A sur l'axe est d'ailleurs le 
centre de courbure au sommet S, de plus les tangentes 
à la développée en P, P2 sont P, A l ? P2 A2 {fig< 6) . 

Si SD = p, on a 

S8 == p, SL = 2 /?, 
et comme 

PiP't = 2AiA'i, SP\ = 4p, 

Ces résultats sont bien connus. 

I V . C O R R E S P O N D A N C E [ t o ; A , B , C ] . — 2 2 . L e s 

résultats qui précèdent permettent d'établir entre les 
points du plan considérés comme points co et les points 
A, B, C ou les côtés QR, RP, PQ correspondants, une 
correspondance ( i , 3) jouant pour les normales le rôle 
de la théorie des pôles el polaires pour les tangentes. 

Et d'abord il suffit d'étudier la correspondance (co; 
A, B, C), les propriétés des côtés QR, RP, PQ n'étant 
que les corrélatives des propriétés des points A, B, C. 

Quelques résultats sont immédiats. Ce sont les seuls 
que nous donnerons. 
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23. Si to décrit une normale wP à la parabole (II) , 
B et C décrivent la tangente correspondante; de plus 
comme 

F F ' 

AA = — — , 

A décrit un diamètre de (II). 
24. Si to décrit une parallèle à Vaxe, H est fixe, 

A, B, C décrivent donc Vhyperbole (H) qui passe 
par H et a Vaxe et la tangente au sommet pour 
asymptotes. 

25. Si to décrit une perpendiculaire à Vaxe, G est 
fixe, A, B, C décrivent donc une parabole (IV) homo-
thétique de celle (ÏI2) lieu de I, par rapport à G, le 
rapport d'homothétie étant — 2. 

Toutes ces paraboles (IV) sont égales entre elles, si p 
est le paramètre de (II), leur paramètre commun est ~ et 
elles se déduisent l'une de l'autre par translation paral-
lèle à l'axe. 

26. A, B, C sont toujours sur deux faisceaux de co-
niques, les paraboles (II') et les hyperboles équila-
tères (H). 

Si 10 décrit une droite A les coniques (H) et (II7) se 
correspondent homographiquement : En effet, étant 
donnée une hyperbole (H), le point H est bien déterminé 
et unique, il en est donc de même de (o, G et par 
suite de (II') ; étant donnée une parabole (IV), G est bien 
déterminé, Hto = 3 G F est connu, to est donc bien 
déterminé et unique et par suite aussi l'hyperbole (H) 
correspondante. 

A, B, C décrivent donc une courbe du 4e degré. 
Mais, si to est le point à l'infini sur A, les coniques 
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(H) et (II') dégénèrent en la droite de l'infini' consi-
dérée comme droite double, celte droite double fait donc 
partie du lieu et le lieu véritable est une conique (T) . 

De plus si to est le point à l'infini sur A, on voit im-
médiatement qu'une asymptote de (T) est la tangente 
à (II) perpendiculaire à A {fig- 7) . 

Fig. 7. 

0 

Si P est son point de contact, B et C sont sur cette 
droite ; A est donc à l'infini sur le diamètre de (II) situé 

PP' à une distance de l'axe. C'est la deuxième 
2 

asymptote de (T). 
Soient I leur point de rencontre^ centre de ( T ^ IQ la 

deuxième tangente à (II) issue de I. On a 
PP' + QQ' = 2II' = 2 AA' = — PP', 

donc 
QQ' = 4II'. 

I est le milieu du segment déterminé sur IQ par l'axe et 
la tangente au sommet de (II), il décrit quand A varie 
la parabole ( f l 2 ) ( § 5 ) . 

Ann. de Mathémat., 4e série t. XI. (Juin 1911.) 17 
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En résumé : 

Si ù) décrit une droite A, A, B, C décrivent une 
conique (T) ayant pour asymptotes la tangente à (II), 
perpendiculaire à A et une parallèle à l'axe. 

Le lieu des centres des coniques (T), lorsque A 
varie, est la parabole (Iï2). 

27. S élant le milieu du segment a. A'7 déterminé sur 
la tangente au sommet par les deux asymptotes de (T) 
on voit que : 

Dans toute conique (T), le diamètre conjugué des 
cordes perpendiculaires à Vaxe passe par le som-
met S de (II). 

De même : 

Le diamètre conjugué des cordes parallèles à A 
passe par le foyer F de (II). 

Il en résulte en particulier que : 

Etant donnée une hyperbole quelconque (F), ily a 
une infinité de paraboles (II) correspondantes et ces 
paraboles sont ho mo thé tiques entre elles par rapport 
au centre l de (F). 

Les propriétés qui suivent sont la conséquence im-
médiate de ce qui précède : 

28. Deux triangles ABC quelconques sont tou-
jours inscrits dans une même conique (T). 

29. Deux coniques (Y) et (T7) se coupent à distance 
finie en trois points qui sont les sommets du triangle 
ABC correspondant au point to de rencontre des 
droites A et A7 qui leur sont associées. 



( »5
9
 ) 

Donc : 

30. Lorsque la droite A tourne autour d1 un point u> 
les coniques (T) correspondantes font partie d'un 
faisceau ponctuel ( F ) ayant pour sommets le point 
à Vinfini sur l'axe de (II) et les points ABC corres-
pondant à (t>. 

Lorsque ce point o> décrit une droite A tous ces 
faisceaux ont en commun la conique (V) correspon-
dant à A. 

Comme cas particulier on peut citer : 

31. Lorsque la droite A se déplace parallèlement 
à elle-même les coniques (T) forment un faisceau ( F ) 
dyhyperboles ayant mêmes asymptotes, (T) se rédui-
sant à ses asymptotes lorsque A est normale à (II). 
Ces faisceaux ont en commun la droite de Vinfini 
considérée comme droite double. 

32. Remarquons aussi que dans chacun des faisceaux 
( F ) il y a une hyperbole (T|) passant par le sommet S 
de (II). Elle correspond à la droite A qui passe par le 
centre de courbure S de (II) au sommet. Lorsque A 
tourne autour de S, on a : 

Les hyperboles (T,) osculatrices à une parabole 
(O) à son sommet S et passant par le point à V infini 
sur Vaxe ont leur deuxième asymptote tangente 
à (II). Il y a une infinité de triangles inscrits dans 
(r<) et circonscrits à (II) en P, Q, R. Les normales 
à (II) en P, Q, R concourent en un point <o, qui pour 
une même hyperbole (Tt ) décrit une droite A passant 
par le centre de courbure 5 de (II) au sommet. 

33. Toutes les coniques (T) peuvent être définies de 
la façon suivante : 
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On considère une conique particulière (F') et un 
faisceau (F7) particulier ne contenant pas (T'), les 
coniques (T) font toutes partie des divers faisceaux 
déterminés par (T1) et une conique quelconque de (F') . 
De plus toutes les coniques ainsi définies sont des 
coniques (F) donc : 

Les coniques (T) font toutes partie d'un réseau 
ponctuel ayant une droite double, la droite de Vin-
fini. 

La facobienne du réseau est donc formée de cette 
droite double et du lieu (n2) des centres des co-
niques (T). 

Les résultats précédents peuvent servir à établir 
quelques autres propriétés. 

34. Si A décrit une droite D (QR passe par un 
point fixe K), co décrit une parabole dont l'axe est 
perpendiculaire à D. 

En effet cherchons combien il y a de points o> sur 
une droite quelconque À : lorsque to décrit A, A décrit 
une conique (T) qui coupe D en deux points. A un 
point A correspond un point w et un seul, u> décrit 
donc une conique. 

w ne peut s'éloigner indéfiniment que si les normales 
en Q et R sont parallèles ou si l'une d'elles est rejetée à 
l'infini. Ces deux cas se produisent simultanément si 
QR est parallèle à l'axe. La direction asymptotique 
double est donc celle de la normale au pied sur (II) du 
diamètre passant par K. Elle est bien perpendiculaire 
à D polaire de K. 

La propriété énoncée au paragraphe 20 apparaît alors 
comme un simple cas particulier de la proposition pré-
cédente. 
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35. Plus généralement et par des considérations ana-

logues on reconnaît que : 

Si to décrit une courbe (C) de degré /?, A, B, C 
décrèvent une courbe (Ci) de degré an. 

Si A décrit une courbe de degré n, co décrit une 
courbe de degré in et par suite B et C une courbe de 
degré 3 n. 

En particulier si A décrit une droite, B et C décrivent 
une cubique. 

36. Si l'on sait construire la tangente T en un point co 
de (G) et si l'on connaît les points A, B, C de (C 4 ) 
correspondants [et pour cela il suffit de connaître une 
normale à (II) issue de co], on saura construire les tan-
gentes à (C, ) en A, B, G. 

En effet, considérons une droite quelconque passant 
par co. Soient co un de ses points de rencontre avec (C), 
A,, B<, C, les points correspondants de (C,). A, B, G, 
A l 7 B<, C, sont sur une même conique (F , ) dont nous 
connaissons les asymptotes. Lorsque A tend vers la 
tangente T à (G) en o>, A 4 9 B f , G f tendent respecti-
vement sur (G,) vers A, 13, G; donc : 

La conique (F) correspondant à la tangente T 
à (G) en un point co est tritangente à (G, ) aux points 
A, B, C correspondant à co. 

Tout revient donc à construire les tangentes en trois 
points donnés A, B, G d'une hyperbole dont on con-
naît les symptotes, problème très simple et bien connu. 
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DÉTERMINATION DES COMPLEXES DONT LES SUR-
FACES RÉSOLVANTES SONT DE RÉVOLUTION ET 
COAXIALES; 

PAR M. ÉMILE T U R R I È R E . 

Dans mon article Sur un complexe du quatrième 
ordre, j'ai montré que les surfaces résolvantes du 
complexe des droites sur lesquelles deux plans rectan-
gulaires O x z et_ Oyz interceptent des segments de 
longueur constante, étaient, pour une certaine réparti-
tion des rayons de ce complexe, des surfaces de révo-
lution autour de Oz. Je me propose de former l'équa-
tion dont dépendent tous les complexes jouissant de la 
même propriété : ce serait une erreur de croire qu'elle 
caractérise les complexes de révolution; le complexe 
cité n'est nullement de révolution et, pour un .complexe 
de révolution donné, la nature des résolvantes de 
Transon reste subordonnée au choix des points de 
départ des rayons. 

A chaque point M ( x , y , z) de l'espace, Transon 
associe une droite de cosinus directeurs X , Y, Z. Les 
surfaces résolvantes ne sont autres que Jes surfaces de 
tourbillon dans le champ de vecteurs (X , Y, Z), ainsi 
que cela résulte de l'équation même donnée par 
Transon. Le problème que je me propose d'étudier est 
donc le suivant : il s'agit de déterminer un champ de 
vecteurs de longueur égale à l'unité, tel que toutes 
les lignes de tourbillon soient des circonférences 
coaxiales 

z = const., = const. 
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On aura donc des relations de la forme suivante 

dY dZ 

dz ày ~ 

dZ dX 

dx dz ~ 

ôX dY _ 

dx 

\ est une fonction de (x,y, z). Il résulte de la troisième 
équation et des relations 

dY dZ , dX dZ ^ 

dz dy J ' àz dx ' 

que X n'est point quelconque et satisfait à la condi-
tion 

^ dx °° dy 

qui exprime que \ est une fonction de z et de 

r = \J x'1 -+- y'1 ; 

il est donc possible de considérer \x et \y comme les 
dérivées partielles en x et en y d'une certaine fonction 
de z et de r. 

On arrive ainsi à la conclusion suivante : les compo-
santes du vecteur cherché sont nécessairement de la 
forme 

v ¿V v TJ dV ,Yl \ 
X = ——> Y = — , Z — h r) ; 

dx dy àz 

V est une fonction des trois variables x, y, z; Ç est 
une fonction de z et de r. Entre ces fonctions il 
n'existe qu'une seule relation exprimant que le 
vecteur est égal à un : 

m 
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La fonction V n'est donc pas quelconque : elle est 
intégrale d'une équation aux dérivées partielles du 
second ordre obtenue en écrivant que l'une des deux 
racines de l'équation du second degré en Ç, 

dV 

est de la forme spécifiée, c'est-à-dire satisfait à l'équa-
tion du premier ordre 

àt àt y X— = G. - dx oy 

Les calculs sont d'ailleurs susceptibles d'une sim-
plification, par suite de l'introduction de coordonnées 
cylindro-polaires : on écrit que l'une des racines de 
l'équation en Ç 

(iy-MSMS-O'" 
salisl'ail à la condition 

K 
55 = o ; 

l'équation du second ordre est alors immédiatement 
écrite. A toute intégrale de cette équation correspond 
une (ou deux, plus particulièrement) fonction Ç de z 
et de r ; on détermine ainsi un des complexes cher-
chés. 

Il est préférable de ne pas utiliser cette équalion du 
second ordre et de se donner la fonction Ç de ^ et de /'. 
Les fonctions V correspondantes dépendent alors d'une 
équation remarquable qui est de la forme de celles que 
l'on rencontre en Mécanique. On remarque d'ailleurs 
que la variable 0 se sépare des deux autres variables, ce 
qui permet de simplifier la recherche d'une intégrale 
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complète; posons, en effet, 

V = a 6 + W ( s , r ) ï 

a désigne une constante arbitraire; quant à W , c'est la 
nouvelle fonction inconnue, qui ne contient que set/* ; 
cette fonction W est définie par l'équation du premier 
ordre à deux variables seulement 

/d\\y /ÔW A * 
(-ôf) 

Si, en particulier, Ç se réduit à une fonction de z 
seulement, cette dernière équation est à variables 
séparées. Soit 

on a alors une intégrale 

W = J \ J i — b ï - ^ d r - h b z + Çi + c, 

dont il est aisé d'obtenir une expression débarrassée 
de signe de quadrature ; c, et Ç ne jouant finalement 
aucun rôle dans les équations du complexe, on peut 
les supposer identiquement nulles et poser 

-/»A7 V = a O - f - 6 * -+- I [ / 1 - b2 — ~dr; 

le complexe correspondant est constitué par les paral-
lèles aux génératrices d'un certain cône de révolution 
autour de Oz, et la distribution des rayons de ce com-
plexe est définie par les formules 

x H + Î 

Y 

Z — b. 
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La surface la plus générale dont les normales appar-

tiennent au complexe précédent est une surfice déve-
loppable enveloppée parles plans perpendiculaires aux 
génératrices d'un cône de révolution autour de Oz, 
en des points d'une courbe quelconque tracée sur ce 
cône. 

[A3 g] 
SUR L'ERREUR COMMISE DANS LE CALCUL APPROCHÉ 

D'UNE RACINE D'ÉQUATION PAR LA MÉTHODE DE NEWTON; 
P A R M . A R N A U D D E N J O Y . 

Soient f(x) = o une équation, a et b deux nombres 
dont on sait qu'il y a entre eux une racine et une seule 
de cette équation. On considère a comme une valeur 
approchée de cette racine La méthode de Newton 
pour le calcul de £ consiste, à prendre pour nouvelle 
valeur plus approchée de Ç, le nombre 

L'erreur que l'on commet en choisissant pour £ cette 
valeur est évaluée par une formule qui se trouve 
dans tous les Ouvrages d'enseignement et que nous 
rappelons ci-dessous. Cette formule me paraît défec-
tueuse de deux points de vue : 

i° Elle ne tient compte que de l'étendue de l'inter-
valle où est enfermée la racine et nullement de la 
petitesse du résultat de substitution f{a>), petitesse qui 
manifestement doit donner une indication sur la proxi-
mité où a se trouve de 
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2° Elle ne nous donne pas une limite inférieure non 
nulle de la valeur absolue de l'erreur commise, dans le 
cas où nous connaissons le sens de cette erreur, c'est-
à-dire le signe de /". 

Nous allons donner à l'erreur une nouvelle forme ne 
prêtant à aucune de ces deux criliques. 

Posons, selon l'usage, 

On a, f" étant supposée continue entre a et 

( i ) / ( a ) + / i / ' W + ^ f ( a + 0/i) = o o < 0 < i . 

Comme 

+ ¿L.—— h -h — 
j («) / ' ( « ) 

l'erreur E commise sur Ç en choisissant aK est 

h 

r* , , , h- f"(a-±-§h) , , , . Lette erreur est egale a - — — - — M étant le 
& 2 j ( a ) 

maximum de \f'f(x) \ dans l'intervalle de a à b, 
on a 

\b — a p M 
( 2 ) E = < 

avec 8 2 < i , le signe de S étant connu, si celui def" 
l'est. Telle est la formule habituelle que nous voulons 
modifier. 

Ecrivons l'équation ( i ) sous la forme plus maniable: 

( 3 ) A + B A + C A 2 — o . 

L'idée qui nous guidera est la suivante: Si A est suf-
fisamment petit, h peut être développé suivant les 
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puissances de A, le premier terme est — g-» et le second 

nous donnera l'ordre de l'erreur commise en bornant 
h à son premier terme. 

Résolvons l'équation (3) . On a : 

; B B 4 / 4AC 

La racine A, très petite en même temps que A, cor-
respond au signe -j- devant le radical. Donc, le radical 
ayant un sens arithmétique, nous écrirons 

i B B / 4 AC 

Or, d'après 

/ ( I u) = / ( ! ) + Ufi I) -f- (l -4- e U) (O < 6 < I), 

formule valable si /(#) , ff{x)<, f'r(x) S 0 Q t continues 
quand x varie de i à i -f- ¿¿, on a, si u ]> — i , 

Si donc 

on a, en posant 

\ u u2 

( I - h t t ) S = I - h 3 • 

2(1 + 6 « ) * 

H2 

4 AG 

B B r 2AG 2A2G2 
'2 G 2 G 

ou, si 

[aALi 2 A* G2 i - j 

/ 4QAGX2 

l 1 B» y 
A A2G 
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Supposons a assez voisin de £ et par suite f { a ) =• A 

assez petit pour nous donner 

^ B* ^ 2 

Alors, si AC >> o, on a 

i < 5 < v / 8 < 3 ; 

si AC < o , on a 
i i 
3 / 8 

Rétablissons les notations primitives. On a 

Lorsque/*(#) est très petit, s est très voisin de i . Dans 
tous les cas, même si l'on ignore le signe de f"(a-4-0 A), 
dès que la condition 

( 6 ) / ( a ) / ' ( a + 9 / , ) , 

est vérifiée, on sait que 

et l'on connaît la position de s relativement à i dès que 
l'on sait le signe de f{a) f" (a -f- 8 h). 

L'expression 

( 7 ) / , 3 ( a ) 

échappe aux deux critiques que nous avions faites à la 
formule habituelle. 

En eiïét, d'abord elle fait jouer un rôle à la valeur de 
/(à) dans la détermination de l'erreur commise en 
choisissant a« comme valeur approchée de En second 
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lieu, si nous connaissons le signe de/", c'est-à-dire le 
sens de l'erreur commise, nous avons une limite infé-
rieure non nulle de la valeur absolue de l'erreur. 

11 est à remarquer que notre formule ne nécessite 
pas, comme la formule (2), l'obligation d'enfermer Ç 
entre deux limites rapprochées. Elle montre que la 
méthode de Newton donne d'aussi bons résultats quand 
f(a) est du signe opposé à f"(x) (dans le domaine 
séparant la racine) que dans l'hypothèse adverse. 
(Même les résultats sont meilleurs dans le premier cas, 
contrairement à l'opinion courante, en ce sens que, à 

A G valeurs absolues égales de le nombre a t est plus 

approché de ? si AC est négatif que si AC est positif. 
La représentation géométrique donnerait de ce fait une 
explication intuitive.) 

La formule (7) conduit donc à appliquer la méthode 
de Newton, dès que, par excès ou par défaut, on a de 
la racine une valeur approchée donnant un résultat de 
substitution suffisamment petit, sans avoir à s1 inquiéter 
du signe de /", à la condition de connaître seulement 
une limite supérieure de son module. 

Soient M le maximum de N le minimum 
de | f'(x) j dans une région où est comprise la racine Ç. 

Pour avoir £ à ^ près, par une seule application de la 

méthode de Newton, il suffira de trouver dans la région 
considérée un nombre adonnant dans f ( x ) un résultat 
de substitution inférieur en valeur absolue à 

[et satisfaisant aussi à la condition (6) indépendante 
de n]. Si l'on connaît le signe d e / " ( x ) dans la région 
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et si f ( a ) f f f ( & ) est négatif, la limite fournie par celle 
formule peut être multipliée par y/3 . 

Donnons une application numérique de la for-
mule (7) . 

Soit à résoudre l'équation 
f { x ) == x3 — gx H- i = o. 

Elle possède deux* racines positives. Nous allons, 
pour la plus grande, déterminer sa valeur approchée à 
une unité près. A cette valeur, nous appliquerons la 
méthode de Newton et nous calculerons successivement 
par la formule habituelle (2) et par notre formule (7) 
l'erreur commise. 

La plus grande racine ij est comprise entre 2 et 3 ; 
on a 

f ( V = ~ 9, / ( 3 ) = i . 

Appliquons la méthode à la valeur à une unité près par 
excès, soit 3 ; a sera donc égal à 3. On a 

« - 3 / ( 3 > - 3 ' 

La formule (2), où nous faisons b = i, a = 3, 
M = 18, nous enseigne simplement que l'erreur sera 
inférieure à s>. 

La formule (7) nous donnera deux limites compre-
nant l'erreur. On a : 

, / 2 ( 3 ) / " ( 3 6 ) 
' r r ï T ) 

Evaluons 
4AC _ / ( 3 ) / ' ( 3 - 6 ) 

B* * / ' « ( 3 ) 

Ce nombre est égal à 

4 x 6 x (3 - 6) a / 0\ 
ï * = i V - l ) -
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Il est donc positif et inférieur à ~ < i - On a donc 

i < s <[ y/8 . A la rigueur, y/8 pourrait être remplacé par 

L'erreur commise est négative et sa valeur absolue 
est d'une part inférieure à 

3 , / 2 ( 3 ) / " ( 3 ) 

et d'autre part supérieure à 

/ 2 ( 3 ) / 7 2 ) = 

2 / ' » ( 3 ) 972' 

Le rapport des deux limites est 

La formule habituelle, qui nous donne seulement 
une limite supérieure de l'erreur, nous la donne en-
core 200 fois trop forte. 

[ D 2 a a ] 

DÉMONSTRATION D'UN THÉORÈME SUR LES SÉRIES 
A TERMES POSITIFS; 

PAR M . ARNAUD D E N J O Y . 

On sait que, dans une série convergente un à termes 
positifs et J A M A I S CROISSANTS avec/i, le produit/? un tend 
vers zéro, quand n croît indéfiniment. 

Voici une démonstration qui me paraît fondée sur 
la vraie raison de ce fait : 

e étant un nombre arbitrairement donné à l'avance, 
la convergence de la série équivaut à l'existeuce d'un 
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nombre p tel que 

£ 
up+1 -h u , , + 2 M« < - j 

quel que soit n supérieur à p. D'après l'hypothèse de 
la non-croissance des termes de la série, on a 

Donc 
(n—p)un<: 

Si donc 
n > -ip, 

on a 
nun<z 

d'après 
n 

n — p > 
2 

Donc, tend vers zéro avec c. Q. F. D. 

On sait que la condition de la non-croissance de un 

est essentielle. Si elle n'est pas exigée, un n'est assu-
jetti qu'à tendre vers zéro. ( Voir B O R E L , Leçons sur les 
séries à termes positifs.) Par exemple, on aura 

n un = \fn, 

pour une infinité de valeurs de n, si, dans une série 
convergente à termes positifs, on remplace le terme 

dont Je rang est p 3 par Les termes substitués for-

mant une série convergente, la série modifiée est encore 
convergente, sans que nun tende vers zéro. 

Ann. de Mathémat4e série, t. XI. (Juin 1911. ) 1 8 
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[ B l c ] 
DÉMONSTRATION D UN THEOREME DE KUMMER 

SUR UN TVPE DE DETERMINANTS; 
PAR M. T H . GOT, 

Ancien Ingénieur de la Marine, 
Professeur au Lycée cTAgen. 

Dans le Tome 135 ( 1 9 0 9 ) du Journal de Crelie, 
M. Saalschiitz donne une série de formules relatives à 
certains déterminants qu'il appelle Zirkulante et qu'on 
pourrait appeler, je crois, circulaires. La dernière for-
mule qu'il indique se trouve déjà dansKummer (au signe 
près, qu'il ne précise pas)} c'est pour l'expression du 
nombre des classes d'idéaux, que ce dernier l'emploie, 
dans son Mémoire du Journal de Liouville, t . XVI 

Gomme M. Saalschiitz ne donne pas la démonstra-
tion de la formule, et que la démonstration de Kummer 
est incomplète, je crois utile d'en donner une nouvelle, 
d'autant plus que cette formule paraît susceptible 
d'autres applications. 

Soit D le déterminant circulaire d'ordre n — 1 : 

( 1 8 5 1 ) . 

a\ a 2 
a> CT3 

D = a 3 

an-2 an-1 
du-1 
an ax 

an-i afl an-k an-3 

La formule à démoiUrer est la suivante : 
Si l'on a 

(0 6/j -h at-{-... h- an = o, 
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on a 

( 2 ) D = ( - i ) 
( n - H ) U - l ) 

2 W(to>l ) U(M3). . . u { i û n - x ) 

formule où u(co) désigne le polynome : 

u( a) ) = a , -h a 2 w -h a 3 to2 H- . . . -+- an uia~l, 

el où wt, (t>2, . . . , w,!..! sont les racines de l'équation : 

x ' 1 ' 1 - h X n - z - h . . . - h X - h l = o . 

Soit en effet w une racine quelconque de cette équa-
tion; on a, comme G)* est égal à i , 

• «2 • a 3 to* ¿¿(to) = ai 

t o u ( m ) — a t t o « 2 w 2 +  a3 ^ • 

tO2 u((û) = CL\to2 -f- a 2 W1' + + 1 

t o " - 1 m ( t o ) = ( j o / i _ 1 - h a j a 3 to 

- h « / i W « - 1 , 

-+- a« , 

H- A«« , 

•«»ai»-*. 

En considérant ¿¿(io) comme donnée, on a ainsi, 
entre o>, o)2, w71'"1, n relations linéaires, dont par 
suite le déterminant est nul : 

( 3 ) 

a i — il a 2 a3 

an-1 — w 

a>n 
an-i 
an-i 

a 2 «3 « 4 

Cette équation du nìòme degré en u admet pour ses 
n racines 

fottìi), M((0S), £¿ (0 ; 

cette racine m(i) est nulle à cause de la relation (i) . 
Le terme tout connu est donc nul et le coefficient 

du terme en u du déterminant développé est égal à 
— u ( c o , ) u ( G > 2 ) U ( C O W _ , ) . 

Ce coefficient est la somme changée de signe des 
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mineurs relatifs aux éléments de la diagonale principale, 
du déterminant (3 ) , dans lequel on a fait u — o. Soient 
M4, M2Î . . M N ces mineurs. 

Tous ces mineurs sont égaux ; en effet, le déterminant 
ne change pas de valeur si l'on recule les p premières 
colonnes de n — Ï — p rangs, puis les p premières 
lignes de n — i — p rangs, ce qui entraîne un nombre 
pair de permutations de lignes ou de colonnes; le 
( p -f- i) ,eme terme de la diagonale principale devient 
alors le premier et Ton constate que le nouveau déter-
minant est identique au premier. Tout revient donc à 
démontrer que l'un de ces mineurs, M{ par exemple, 

est égal à ( — i) 
{ n-f-2 ) (/i —1) 

2 D : 

a ! «2 
«« a, . an-2 

M,= «//--1 au . • • a>n-z 

«3 ak . . . «! 
En ajoutant toutes les lignes à la seconde et tenant 

compte de ( i ) on remplace les éléments de cette ligne 
p a r — — « 3 , — a n et l'on voit alors que —M-| 
est formé des mêmes lignes que D, à leur ordre près. 

Pour ramener à leur place les n — 2 dernières lignes 
de M<, il faut effectuer n — 4 + ^ — 5 -+- . . . + 1 

1 r 1 . * j • ( n -h (n — 3 ) permutations de lignes, c est-a-dire — 
On a donc 

(n — i) (n - 3) 

D'ailleurs 

- M , = ( - i ) 

( / i - 4 ) ( / i - 3 ) , 1 et 

D . 

( n -1 •2)(/l — I ) sont 

de même parité; on a donc bien 

M(U>, ) M(W2) . .. a((jj/t_t ) = n Mi = (-
(n -4-2: (n — 1) 

) 2 nD. 
C. Q. F . D . 
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Remarque. — Cette formule donne la norme du 

( — \ 
nombre u(io) dans le corps circulaire c ( e n sous 
une forme commode. 

D'ailleurs, tout entier de ce corps peut se mettre 
aisément sous la forme u(tù) dans laquelle la somme 
des coefficients a 2 , a n est nulle; ils ne sont 
alors pas entiers, mais cette transformation peut 
cependant être avantageuse. 

[L1 6a] 
SUR LE CENTRE DE COURBURE EN UN POINT D'UNE CONIQUE; 

PAU M. G. VALIRON. 

Voici une méthode simple et nouvelle, je crois, 
pour obtenir la construction du centre de courbure en 
un point d'une conique. 

On sait que les pieds des normales passant par un 
point se trouvent sur une certaine hyperbole passant 
par ce point, l'hyperbole d'Apollonius. Inversement 
toute hjperbole, dont les directions asymptotiques 
sont les directions principales de la conique, et qui 
passe par le centre, est l'hyperbole d'Apollonius d'un 
certain point. Ces propriétés se démontrent géomé-
triquement. 

Ceci rappelé : soient M un point d'une conique, M' 
un point voisin, les normales en ces deux points se 
coupent en un point I, qui se trouve sur l'hyperbole 
d'Apollonius FP passant par M et M'. Faisons tendre 
M7 vers M ; le point I a pour position limite le centre 
de courbure C en M, l'hyperbole H' devient l'hyper-
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bole d'Apollonius H tangente à la conique en M. On 
obtient ainsi le résultat suivant : 

Le centre de courbure C en un point M d'une 
conique est le point d'intersection de la normale en 
M avec Vhyperbole d'Apollonius H, tangente en M 
à la conique. 

Pour construire le point C, il suffit, comme je l'ai 
fait ailleurs (*), d'appliquer le théorème de Pascal. 

La figure donne l'une des constructions qu'on peut 
ainsi obtenir dans le cas d'une conique à centre; Ox, 
Oy sont les axes, MT la tangente, MN la normale, 
PQ est parallèle à la droite MT, QC à O y. 

Cette construction n'exige le tracé d'aucune perpen-
diculaire, la tangente et la normale étant connues; elle 
est donc graphiquement plus simple que celle donnée 
en général dans les cours de spéciales ( 2 ) . 

(1) Sur la courbure des courbes triangulaires (J. Math, sp 
février 1911). 

(2) Voir par exemple NIEWENOLOWSKI, Cours de Géométrie, 
analytique, t. II , p. 249, ou PICARD, Traité d'Analyse, t. I, p. 358. 
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INTRODUCTION A LA T H É O R I E DES NOMBRES ALGÉ-

BRIQUES ; par J. Sommer, professeur à la Technische 
Hochschule de Dantzig. — Édition française revue et 
augmentée. Traduit de l'allemand par A. Lévy, pro-
fesseur au lycée Saint-Louis, avec Préface de J. Hada-
mard. — Grand in-8° de 3^6 pages, chez A. Hermann. 
— Prix : i 5 francs. 

Il convient de féliciter le traducteur, M. Lévy, et l'éditeur, 
M. Hermann, de l'heureuse idée qu'ils ont eue de nous pré-
senter une édition française de cet Ouvrage. Il serait superflu 
de faire à nouveau l'éloge du livre du professeur de Dantzig, 
après l'analyse détaillée que le regretté J. Tannery en a 
donnée dans le Bulletin des Sciences mathématiques de 
1907. Répétons seulement qu'il atteint complètement le but 
de son auteur : fournir au lecteur, par une étude claire et 
détaillée des corps quadratiques et cubiques, le moyen 
d'aborder ensuite, sans difficulté, les théories générales dans 
les Ouvrages fondamentaux de Dedekind, de Kronecker et 
d'Hilbert. 

L'auteur suppose seulement connu du lecteur le programme 
d'Algèbre de nos classes de Mathématiques spéciales. Toutes 
les propositions élémentaires de la Théorie des Nombres, qui 
ne sont pas partout classiques et qui sont employées dans 
l'Ouvrage, sont démontrées dans un premier Chapitre. 

Le second développe la théorie des corps quadratiques. Un 
grand nombre de notions essentielles de la théorie générale 
sont introduites de la façon la plus naturelle et la plus 
suggestive dans ce cas particulier; citons celles d'idéal, de 
classes d'idéaux, d'unités. La théorie est poussée jusqu'à 
l'étude des genres, faite d'après les méthodes de Hilbert. 

Le troisième Chapitre contient des applications intéressantes 
au dernier théorème de Fermât, aux formes quadratiques 
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et aux interprétations géométriques de Klein et de Min-
kowski. 

Le quatrième Chapitre traite des corps cubiques et le 
dernier des corps relativement quadratiques par rapport à un 
corps quadratique. 

Lorsque nous aurons ajouté que de nombreuses applications 
numériques accompagnent les démonstrations, nous aurons 
fait comprendre tout le profit que les lecteurs français ont 
à tirer de cet Ouvrage, dans la traduction très claire que 
nous en donne M. Lévy. Tu. GOT. 

CORRESPONDANCE. 

M. E.-N. Barisien. — Résolution d'équations au moyen 
d'identités. — On peut appeler les équations de ce genre 
équations-énigmes, car elles seraient presque impossibles 
à résoudre sans la connaissance d'identités appropriées. En 
voici deux exemples intéressants : 

I. Résoudre l'équation du huitième degré 

(•i^ + a 2 ) ' ^ (2x2 - a 2 ) 4 - h (4 ax)'* 
— ( ^ ^ l î ^ ^ - f a 1 ) ^ bK 

On a l'identité 

(ix2-+- ( : I X a * ) * H - (4 ax)'* 
= (4xi-h- iia2x2-+- a^)2-*- (4a?4— i-la^x*-h a1*)2, 

de sorte que l'équation devient 

(4^ — iia*x2-h al>)2 = 6» 

et se décompose en deux équations bicarrées 

(4a?*— iia2x2-\- a1* — bk) (4a?4— iia^x2^- ak-\- b1*) = o. 
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Et les huit racines sont 

t j = = = = = 
•-2 f _ / 3 g 2 ± y / 8 a » + b** 

i V ' 

xx 

X 2 

a?4 

Xh ) / , 

k V a 
#8 ) 

I I . Résoudre Véquation du huitième degré 

2(3a?»-H a 2 ( 3 a ? * - + - 2«a? — a 2 ) 4 — (/ ,aa?) 4 = 6«. 

Or on a l'identité 

2(3* 2 -+- a * y 

= (3a?2-+- 2aa~ — a2)4-+- (3a?2 — 2aa? — a 2 ) 4 - h (4a#) v -

L'équation devient donc 

(3a?2— 2 a a? — a 2 ) 4 = 68 . 

Elle se décompose ainsi 

(3a?2— 'iax — a 2 — ¿>2) (3a?2— lax — a 2 b i ) 

[(3a?2 — 2 a a? — a 2 ) 2 - h ] = o ; 

(3 a?2— 2 a a? — a 2 — b2) (3a?2— 2 «a? — a 2 + 6 2 ) (3 a?2 — 2 a a? — a 2 — ¿>2 / ^ ^ a ? 2 - - 2 a a ? - - a 2 H - 6 2 i) = o. 

On est donc ramené à résoudre quatre équations du second 
degré, ce qui donne les huit racines 

a?, ) _ a ± / 4 A » H- 3 62 

a?2 ( ~~ 3 

a?3 ) _ a~h/4 a 2 — 3 62 

a?4 ( ~~ 3 

i _ q ± y / 4 r t 2 - j - 3 6 2 / ^ T 
a?6 S ~ 3 

a?7 ) _ « z b y / ^ a 2 — 3 6 2 / ^ H 
^s i ~ 3 
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Si 6 = 0, ces racines deviennent les deux racines qua-

. . a 
druples x ~ a et x = — —• 

M. Joseph Joffroy. — Fermât a trouvé une propriété 
arithmétique qui est traduite par l'égalité 

aP = mp -4- a. 

Généralisée elle devient 

( 1 ) = mp 4 - a , 

p étant premier et les autres nombres entiers quelconques. 
Application de la formule (1). — Soit 

(•2) x'r> -+-JK37 = <z37 ; 

(1) fournit aisément 

l 3 m - h x, 
\ 5 m - h x , 

x37 = - 7 m -1- 4?, 
1 1 3 m -+- x, 

F 19771-4-^7, 
• 3 6 m —H x. 

Donc a ? 3 7 — x qui est multiple de 2, 3, 5, 7, i3 , 19, 37 est 
multiple de leur produit et je puis écrire 

x37 — x — 2 . 3 . 5 . 7 . [ 3 . 19.37 m = P m, 

yV-y^Pm', 
¿37 _ z = Y>tn\ 

x31 -hy3~ — z37 -h Pmi = x-hy — z, 

ou, en vertu de ( 2 ) , 

( 3 ) x -hy — z = P w , , 

il est aisé de prouver que P m t est positif; ( 3 ) donne 

x = P m 1 -+• (z —y) 

et, si j'ai x <y < z, donne 

x > P -4- 1 ou # > 1 9 1 9 1 9 1 . 

Conclusion. — Si l'équation (2 ) admet des solutions entières, 
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elles sont supérieures à ce nombre, ce qui n'invite pas à penser 
que cette équation en admet. 

Remarque. — De la formule 

— m p a 

je tire aussi aisément 

« 8 5 = 2 . 3 . 5 . 7 . 1 3 . 2 9 . 8 5 = 6 7 2 9 4 5 0 m h- a , 

a'*9 = 2 . 3 . 5 . 7 . 1 3 . 1 7 . 4 9 = 2 2 7 4 0 9 o m -h a, 

et j'en conclus comme ci-dessus pour les solutions entières de 

/p8o j _ y — 

j'49 == 4̂9̂  

supposées possibles, des nombres considérables. 
La même remarque est applicable à autant d'équations de 

Fermât que l'on veut considérer. 

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES. 

1945. 
( 1902, p. 575. ) 

Déterminer les complexes tels que le couple [M, P], formé 
sur chaque droite par le point central M de la corrélation 
normale et par le plan P passant par celte droite et nor-
mal au plan central de cette corrélation, forme un groupe 
de contact. 

On entend par là que les points M peuvent être distri-
bués sur une famille de surf aces telles que le plan tangent, 
en chaque point M à la surface qui y passe, soit préci-
sément le plan P . - A . P E T O T . 

S O L U T I O N , 

Par M. A. B. 

Rappelons quelques notions relatives aux complexes li-
néaires et congruences de droites, qui sont bien connues et 
qui rendront la solution immédiate. 
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i° Étant donnée une droite D d'un complexe, il existe une 

seule droite D' du complexe, rencontrant D en un point M. 
Soit P le plan limite formé par D' et D. 

Sur la droite D, les couples [M, P ] forment une corrélation 
anharmonique, dite corrélation normale du complexe. 

i° Quand une congruence est formée de droites d'un 
complexe, si, pour une droite D de la congruence, on déter-
mine les foyers F et FÎ et les plans focaux correspondants P 
et Pj, les deux couples [F , P t ] et [F j , P ] sont deux couples 
de la corrélation normale du complexe. 

Pour les surfaces focales de la congruence, le plan tangent 
en F est Pi et le plan tangent en F t est P. 

3° Considérons une droite D d'un complexe, un point M de D 
et le plan P t relatif à un autre point Mj de cette droite D. 

Si les points tels que i\I peuvent être distribués en une 
famille de surfaces S, de façon que la surface S qui passe 
en M y admette le plan Pj comme plan tangent, condition 
d'Euler, les plans Mt relatifs aux plans tels que Pi pourront 
à leur tour être distribués en une famille de surfaces Si, de 
manière que la surface Si qui passe par Mi y admette pour 
plan tangent le plan P relatif à M. 

En eiîet, les droites du complexe peuvent par hypothèse (à 
cause du problème de Transon) être distribuées en une 
famille de congruences, dont les surfaces S sont les surfaces 
focales d'une série; les surfaces Sj seront les surfaces focales 
de l'autre série, et, eu égard à l'alternance des plans focaux 
et des foyers, la proposition se trouve établie. 

Appliquons ce résultat au complexe de l'énoncé. Pour lui, 
les points M et Mi sont le point central C et le point à l'infini 
sur D; les plans P et P! correspondants sont rectangulaires. 

Le complexe est formé par une famille de congruences de 
normales, puisque les plans focaux de ces congruences sont 
rectangulaires. 

Comme un foyer est à l'infini et que les deux foyers sont les 
centres de courbure de la surface à laquelle D est normale, la 
surface lieu de C est développable. 

Conclusion. — Le complexe est formé par les normales à une 
famille de surfaces développables dépendant d'un paramètre. 

La réciproque est facile à démontrer. 
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2157. 
( 1910, p. 335.) 

Démontrer, en partant de Véquation générale d'une 
quadrique en coordonnées tétraédriques, que le rapport 
des distances d'un point courant M aux plans tangents 
en deux points fixes Mt et ¡Vl2 est proportionnel au rapport 
des distances du plan tangent en M aux deux points fixes 
Mi et M,. G. F. 

SOLUTION, 

P a r M . T H I É . 

Soient 
/ ( X , Y , Z , T ) = o 

l'équation de la quadrique, (xl9 yu ...), (x2, ...), 
( x , y, . . . ) les coordonnées respectives des points Mj, M2 

et M. L'équation du plan tangent en Mt est 

àf v àf v — X -4- - r - Y + . . . = o, ôxx dyx 

en posant comme d'habitude 

f ^ i O ^ h U ( X = xi , Y = jki , . . .)• 
àxi c * X 

Si D! est la distance du point M à ce plan tangent, on a, 
kx ne dépendant que du point Mj, 

^àxt dyxJ J 

on a aussi, avec une notation analogue 

d'où 
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ou encore, en vertu d'une identité connue, 

àf 

D2 k, ôf 
ox 

k, 
La fraction qui multiplie dans le second membre , est égale 

Ki 
au rapport des distances des points Mj et M2 au pian tangent 
en M, ce qui prouve la proposition énoncée. 

Autre solution par M. BOUVAIST. 

2158. 
(1910, p. 335.) 

Soient AB une corde d'une hyperbole èquilatère de 
centre O et G le milieu de cette corde; M étant un point 
de la courbe et P étant la projection de ce point sur la 
corde AB, on a 

AÎGVM -h BA^BM = — OC, OP. 

Cas où AB est un diamètre. G. F. 

S O L U T I O N , 

P a r M . T H I É . 

Employons le signe de la congruence =3 pour indiquer que 
deux angles sont égaux à un multiple près de TT. Si D est le 
milieu de MB, les quatre points O, D, C, P sont, comme on 
sait, sur un cercle, et l'on a 

OC^OP = l iC/DP. 

Soit M' le symétrique du point M par rapport à AB. DC est 
parallèle à MA et DP est parallèle à MB'. On a donc 

DCJ3Î" = MA/BM' = MA^AB -f- AB^BM7 

= — AB^MA — ÂJB^BM = — AB^MA — BA^BM, 
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( *8

7
 ) 

oc, OP — — AB, MA — BA, BM, 

ce qui est l'égalité à démontrer (en remplaçant, pour plus de 
généralité, le signe = par le signe ==). 

Si AB tend vers un diamètre, le point G tend vers le point O, 
et OG tend vers le diamètre conjugué de AB. Quand le 
point M varie sur l'hyperbole, le point P décrit AB, et le 
second membre de l'égalité a une valeur constante. On a donc 
dans ce cas 

AB^AM -}- BATBM = const. 

Gela veut dire que AM et BM font avec AB des angles dont 
la somme est constante, et l'on en conclut immédiatement que 
ces droites engendrent des faisceaux inversement égaux. C'est 
un résultat bien connu. 

Autres solutions par M M . P A R R O D et B O U V A I S T . 

2159. 
(1910, p. 336.) 

Démontrer que les foyers de toutes les hyperboles èqui-
latères d'un plan ayant un diamètre commun sont sur 
une lemniscate. L . K L U G . 

S O L U T I O N , 

P a r M . P A R R O D . 

Soient O le centre, A une extrémité du diamètre commun 
et F un foyer. Dans le triangle OAF, menons la hauteur AH 
et désignons par p le côté OF et par w l'angle A O F ; on a 

O H 2 — AH2 — 2 
donc 

p2 _ 2a 2 (cos 2cp — sin2 cp ), 

p 2 = 2 f l J COS2Cp. 

Autres solutions par M M . A B R A M E S C U , B A R I S I E N , B O U V A I S T et K L U G . 
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2 1 6 1 . 
(1910, p. 336.) 

Une pyramide régulière, de sommet S, a pour base un 
rectangle A BCD. On considère le paraboloïde de révolution 
de sommet S qui passe par le cercle circonscrit au 
rectangle A BCD et le parallélépipède indéfini dont ce 
rectangle est la section droite. 

Démontrer que le solide commun à ces deux corps, 
limité au plan de base de la pyramide, a un volume 
double de celle-ci. M . D ' O C A G N E . 

Désignons par M , %b et h Jes dimensions du rectangle et 
la hauteur de la pyramide. 

L'équation du paraboloïde étant 

S O L U T I O N , 

P a r M . P A R R O D . 

y2 -+- z2 = ?,px, 
on a 

a2-\- b2 — iph. 

L'expression du volume commun est 

Simplifions, il vient 

2 V = ~ • 'ia.2b.f1. 

c. Q. F . D . 
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[ M 3 6 b ] 
suit L4 COURBURE 

» E S IIIOl VII im iOl ES GAUCHES DE PREMIÈRE ESPÈCE; 
F A R M . C . S E R V A I S , 

Professeur à l'Université de Gand. 

1. Soient MNPQ un quadrangle inscrit dans une 
conique S, ABC le triangle diagonal, A = (MN, PQ), 
B = ( M P , N Q ) , C E = ( M Q , N P ) ; m la tangente au 
point M; P , = = ( w , Q P ) , N, = (m,QN) , At = (m,CB) , 
BL = (/w,CA); a et b les droites AMN, BMP. Le 
rayon de courbure p de la conique S au point IVI est 
donné par la formule (*) 

l MNt MPt sin (ab) 
NtPt sin(/?ia) s i n ( m b ) 

Si l'on désigne par C4 le point AB) on a 

( MNi A, C| ) = — i, ( M P , B , C 1 ) = - i 
ou 

x __ 1 1 1 _ 1 1 
¡vînT ^ AÎXT M c 7 ATPT ~~ ÂIB7 Mc7 ' 

De ces égalités on déduit 

» N . P , V , P>T 

M N , . M P , M A J . M B } ' 

par suite 
MA,.MB, s i n ( a 6 ) 

Aj Bt sin( ma) sin(mb ) 

( * ) S E R V A I S , Sur la courbure des coniques et des cubiques 
gauches (Mémoires de VAcadémie royale de Belgique, t. I, 
1906). 

Ann. de Mathémat., 4* série, t. XI. (Juillet 1911.) ! 9 
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Une conique étant déterminée par un triangle 

conjugué ABC, un point M et la tangente m, le 
rayon de courbure en ce point est donné par la for-
mule 

_ MAt.MBi s i n ( a b ) 
^ A , B , sin( ma) s\n(mb) 

A,, B, désignent les points {m, CB), ( m , CA); a, b 
les droites MA, MB. 

2. Une biquadratique gauche de première espèce 
est déterminée par le tétraèdre ABCD conjugué aux 
quadriques dont elle est l'intersection, un de ses 
points M.4 et In tangente ms en ce point. Le plan 
oscillateur JJLf au point M, de la courbe est le plan tan-
gent en M, à Iby perboloïde (H) conjugué au tétraèdre 
ABCD et ayant pour génératrice ra4. Les arêtes oppo-
sées AB et CD, AC et BD, AD et BC déterminent dans 
le plan JJL, les sommets opposés P et P4 , Q e t Q 4 , 
R et R, d'un quadrilatère complet et les droites p etp s , 
q et q\, r et /•, projetant de M, les sommets P et P4, 
Q et Q, , R et R, sont en involution. C'est une invo-
lution de tangentes conjuguées à Thyperboloïde (H); 
par suite l'un des rayons doubles est la génératrice m { , 
ou la tangente à la biquadratique au point \14. 

3. Les côtés BC, CA, AB d'un triangle ABC sont 
coupés par une transversale m issue du point M, aux 
points A|, B, , Cj ; les sommets A, B, C sont projetés 
de M suivant les droites a, b, c \ on a 

(MÀj Bj Cj ) = ( m a b c ) , 

car si M, est le point (BC, AM) on a 
( M A i B i C O = ( M l A l G B ) = ( a m c b ) = ( m a b c ) . 

4. Les faces BCD, A CD, ABD, ABC déterminent 
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sur la tangente m, les points A,, B , , C t , D4 situés 
respectivement sur R4 Q l 7 RQ, RQ, , R { Q ; on désigne 
par K , le point ( m , , P P , ) ; la propriété 3. appliquée 
successivement aux triangles PP<Q, P P 4 Q ( , et à la 
transversale mK issue du point M,, donne 

{mqippx) = (MtKiAiCi), 
( M Q P I P ) — ( M I K T B , ) . 

D'après le n° 2, on a 

(mq^ppi) = (mqpip), 
donc 

(M 1 K 1 A 1 C,) = (M I K 1 D 1 B 1 ) = (K ,M 1 B 1 D 1 ) , 

et le point est le conjugué de M4 dans l'involution 
(A t B h C J D J ) . On déduit de là la construction du 
plan oscillateur en M, à la biquadratique. On déter-
mine le conjugué K, du point M, dans l'involution 
(A, BÎ, C< D , ) , la droite K , P P 4 issue de ce point K4 

et s'appujant sur les arêtes opposées AB, CD du 
tétraèdre ABCD, est dans le plan oscillateur cherché (*). 

5. Le plan oscillateur p., coupe le cône de sommet D, 
perspectif à la biquadratique, suivant une conique S 
tangente en M, à la droite mK et conjuguée au 
triangle P< Q, R. Le rayon de courbure de cette 
conique S, qui est aussi celui de la biquadratique, est 
donné par la formule ( n ° l ) : 

M j A j . M ^ , s i n ( rqx) p — • 
AjB, sin(/ni/*) sin(//?Içr1) 

Les droites /- = M 4 R , Q, sont les traces sur 
le plan des plans M< AD, M, B D ; on les désignera 
pour la symétrie des notations par aK, bK. Ainsi : 

( 1 ) G . S E R V A I S , Sur le complexe tétraédral ( Mathesis, 3* série, 
t. I X , p. 7 ) . 
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Une biquadratique gauche de première espèce 

étant déterminée par le tétraèdre conjugué ABCD, 
le point M, et la tangente mK en ce point, le rayon 
de courbure au point M, de la courbe est donné par 
la formule 

__ M, Aj.Mi B, sin(d\ b\) 
P A1B1 sin ( /n t ci\ ) sin bx ) ' 

les points A,, B| sont les traces de la tangente mK, 
sur les faces CDB, CD A du tétraèdre ; les droites 
aK, bK sont les traces des plans M,DA, M, DB sur le 
pian oscillateur ¡JL, à la courbe. 

6. Le poinl M4 détermine sur la biquadratique le 
quadruple M,, LYJ2, M3, M.4. A ce quadruple corres-
pond, dans l'homologie harmonique ayant pour centre 
le poinl A et pour plan d'homologie BCD, le quadruple 
M',, M!>, Mj, Mj. Dans les homologies harmoniques : 

( B , C I ) A ) , ( C , D A B ) , ( D , A B C ) , 

on a les groupes de points correspondants : 

( M J , M 2 , M 3 , M / F ) , ( M ' , , M ' , , M ; , M I ) , 

(M, , Mj, M3, M4), ( M ; , M ' v , M ' t , M ' t ) , 
( M , , m 2 j M 3 , M 4 ) , ÎM; M ; , M ^ , M ; ) . 

La biquadratique gauche est projetée du point M̂  
sur le plan u, suivant une cubique plane; pour la faci-
lité les projections des points considérés seront indi-
quées par les notations de ces points. La tangente nï% 

à la biquadratique gauche au point M'4 rencontre les 
tangentes //?,, m2, /?i3, m^k la même courbe aux points 
M,, M2, M3, M4 ; par suite les poinls M,, M2, M3, M, 
de la cubique forment un quadruple sur cette courbe; 
son tangentiel est la trace M'4 de sur le plan p.,. 
Cette trace est la projection du point M'4 de la biqua-



( ^ 9 3 ) 
dratique sur le plan ¡JL4. Les homologies considérées 
plus haut montrent que les points M,, M*, M',, M^ de 
la biquadratique sont dans le plan ADM< ; donc les 
points M ( , M4, M; de la cubique plane sont sur la 
droite a, intersection des plans ¡JI, et A.DM, (n°5) . De 
même les points M 0 M3, M'2 de la cubique sont sur la 
droite b n intersection des plans p., et BDM^ Le rayon 
de courbure de la cubique plane égal à celui de la 
biquadratique est donc donné par la formule du n° S. 
Par suite : 

Soient M'f, M!,, M3, M's un quadruple d'une 
cubique plane, M, le point de la courbe ayant M̂  
pour tangentiel; A,, B, les points d'intersection de 
la tangente mK au point avec les tangentes aux 
points M ' N M[2; au b{ les droites M , M ' , , M , M I , ; le 
rayon de courbure de la cubique au point Mj est 
donné par la formule 

^ _ Mt Ât M, B, s i n ( a t 6 , ) 
1 Aj Bj sin(/n, a,\) sin( nix b] ) 

7. Les quatre points M l ? M2, M3, M4 de la cubique 
formant un quadruple, le triangle M2M3M4 est conju-
gué à la conique polaire du point M4. Le rayon de 
courbure au point M< de cette conique est donné par 
la formule 

M I A 2 . M I B 2 s i n ( a x b \ ) 

^ A2 B2 sin(/?ii ax ) sin(/Wj ¿>1 ) ' 

A2, B2 sont les points (m4, M2M3) (m4, M2M4), b{ 

les droites M1M4M'|, MjMgM^ On sait que le rayon 
de courbure p de la cubique au point M4 est égal à la 
moitié de pf; par suite : 

Si MM M2V M3, M4 est un quadruple d'une cubique 
plane, le rayon de courbure de la courbe au point 
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est donné par la formule 

— 1 MA2.MB2 si n i a j ù i ) 
** ~~ à AjB2 s in(m 1al)sin(/?^ 16l ; ) , 

A2î B2 sont les points de rencontre de la tangente mK 

au point MÎ avec les droites M2M3 , M 2 M 4 ; aK,bK 

les droites M, M4, M, M3. 

8. Des nos 6 et 7 on déduit 
MAj.MB, _ MjA2 .M tB2  

9 AjBi "" A 2B 2 

Ainsi : Soient M2, M3, M4 un quadruple d'une 
cubique plane ; M',, M'3 respectivement les points 
(M, M/,, M 2 M 3 ) , M, M,), (Mj M2î M3M.4); 
A|, B4 les points de rencontre de la tangente m, au 
point M< avec les tangentes aux points M'n Mg ; A2, 
B2 les points de rencontre de m{ avec les droites 
M2 M3, M2 M4, on a 

MAi.MBi _ MA2.MB2 

Ai Bj ~ A 2B 2 

9. Si Ci|, C2 sont les points de rencontre de la tan-
gente m{ avec la tangente au point M'3 et la droite 
M3 M4 on a de même 

MAi.MCt _ JY1 A2.MCa  
2 Ai Ci ~ A2G2 

On déduit des deux dernières égalités 

(MiAiBtGj) = (M 1 A 2 B 2 G î ) . 

On peut établir autrement cette dernière propriété 
et déterminer le second point double de la projective lé 
déterminée par les trois couples de points A, A2, B t B2 , 
Ci C2. Le tangentiel T du quadruple M,, M ,̂ M3, M'4 

est le corésiduel du groupe M f , M 2 ,M 3 , M4, et le point 
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M4 est le tangentiel du quadruple M, M2 M3 M4. Les 
coniques circonscrites au quadrangle M, M2 M3 M4 

rencontrent la cubique en des couples de points EF 
alignés sur T et la droite EF engendre un faisceau 
projeclif au faisceau de coniques. Parmi ces coniques 
on considère les coniques dégénérées (M, M4, M2 M3), 
( M, M3, M2 M4), (M, M 2, M3M4), la conique tangente 
à la cubique au point M̂  et celle qui passe parM4 . 
Elles coupent une seconde fois la droite mK issue deM< 
aux points A2, B2, C2, M4. Les rayons homologues 
du faisceau ( T ) sont TM'n TM;, TM;, TM,, TM'4 ; par 
suite 

( A , B T C I M I M ; ) Â ( A , B 2 C 2 M I M ' 4 ) . 

Soient M,, M2, M3, M4 un quadruple ayant pour 
tangentiel M't ; M, , M2, M, les points ( M, M4, M2 M3), 
(M4M3 , M 2 M 4 ) j (M 1 M 2 ,M 3 l\14); A h B n C,, A 2 , B 2 , C 2 

les points de rencontre de la tangente M, M4 res-
pectivement avec les tangentes aux points M'^Mg, 
M3 et les droites M2 M3, M4 M2, M3 M4 ; on a 

( A T B I C I M J M'4 ) A ( A 2 B 2 C 2 M ! M 4 ) . 

10. La tangente ?n\ au point M< de la biquadratique 
gauche est uue génératrice d'un hyperboloïde (H) cir-
conscrit à la courbe; soient s une génératrice de même 
système que mK ; M', P, Q trois points de la biquadra-
tique ¡JL;, a,, les plans m{ M', mK P, /n, Q; P', les 
traces de la droite M{ M' sur les plans sP, sQ. On a 

5 ( M I P M ' Q ) A M , ( M I P M ' Q ) 

ou 
(MjP'M'Q^ÂÎfi ia jfx 'p , ) . 

De cette égalité on déduit 
M tM' _ M'P'.MiQ' sin(q1^i) 

sin(fji, p ') ~ P 'Q' sin(fi 'a,) sin(fii P j ) ' 
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Si l'on suppose que le point M' se rapproche indéfini-
ment de Mi à la limite on a 

_ = i M t P t . M t Q t s i n Q , ^ ) 
3 Pi Q i s i n ( a l a 1 ) sin(^t f^) ' 

T est le rayon de torsion de la courbe au point M! ; 
Pi, Q, les traces m̂  sur les plans $P, sQ. 

11. Les points P et Q étant quelconques sur la 
biquadratique, on peut leur substituer les points M'^ 
M!> de la courbe situés respectivement sur les droites 
AM|, BM4 joignant le point M4 aux sommets A, B du 
tétraèdre conjugué. A la droite PP, génératrice de (H) 
il faudra substituer la génératrice analogue issue de M't; 
cette droite n'est autre que la tangente m\ à la courbe 
au point M', ; elle correspond à la droite m, dans l'ho-
mologie harmonique (A, BCD), par conséquent le 
point ms m\ analogue à P, est le point A< = (jnK, BCD). 
De même l'analogue de Q, est le pointB, = (mt, ACD); 
quant aux plans mK M', et mK M!, ils sont identiques à 
m{ A el m{ B. Par suite : 

Une biquadratique gauche de première espèce 
étant déterminée par le tétraèdre conjugué ABCD, 
le point M1 el la tangente m, en ce point, le rayon 
de torsion au point M| de cette courbe est donné par 
la formule 

_ M i A i . M) B t s in(q1^1) 
~~ 3 A i B t sin((j.1a l) sin( p-i j^) ' 

les points A4, B, sont les traces de la tangente mK 

sur les faces CDB et CDA du tétraèdre; les plans a,, 
p, projettent de la tangente m{ les sommets A, B ; 

f est le plan oscillateur à la courbe du point M,. 

12. Lemme.— SoientP4 ,M, ,M 2 , P2 les sommets d'un 
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quadrilatère gauche; a,, (JL,, a2 les plans P2 P| Mly 

P, M, M2, M, M2 P2, M2 Po P< ; on a 

Pi P 2 . M , M2 sin(fx 1a 1) sin(fi 2 a 2 ) 

= M i P i . M 2 P 2 s i n ( a , a 2 ) sin([x, [JI2). 

Soient m2, f\, g\, aK les droites P j M , , P2M2 , 
P4 P2 , M, M2, M, P2 . Dans les trièdres (gK aK mK), et 
( f a, m2), et les triangles P< P2 M, et P2M, M2 on a 

sin( p-ja, ) sin( (x, fx2) s i n ( j j i 2 a 2 ) _ s i n ( a , a 2 ) 
sin i a ^ ) s i n ( a 1 m 1 ) s i » ( / i « | ) s i n ( / r c 2 a , ) 

sin ( / i a i ) _ M1P1 s in i« !^ - , ) _ M 2 P 2 

sin(a , /?r , ) — P t P2 ' s in( /?? 2 «i ) ~~ MiMj* 

donc 
P J P 2 . M j M 2 s i n ( ( J L j A I ) s i n ( j J t 2 a 2 ) 

= Mi P , . M 2 P 2 s i n ( a i a 2 ) sin(jJL, jx2). 

13. Soient M n M2 deux points correspondants 
d'une hiquadratique gauche; les tangentes ÏYÏ2 en 
ces points sont deux génératrices de même système 
d'une quadrique (H) circonscrite à la courbe. Les 
rayons d'osculation pK, p2 en ces points sont deux géné-
ratrices de l'autre système; si q est une génératrice de 
ce système, on désigne par P,, P2, Q2 les points 
mKp2, mK q, m2pK, m2q; par a, , ¡3i? ¡A,, a2, ¡32, ¡x2 les 
plans (m,jp2), (m, q), <>,/>,), (m2px), (m2 q), (m2p2)\ 
par TJ et T2 les rayons de torsion de la hiquadratique 
aux points et M2. Gela étant on a (10) 

M I P , . M 1 Q L . M 2 P 2 . M 2 Q 2 

9 T i T 2 = P i Q , . P . Q , 
s i n ( a i P i ) s i n ( a 2 p 2 ) 

sin ( ai ) sin ( f*i pi ) sin( ¡xt a2 ) sin ( p2 ) 

Dans les quadrilatères gauches P, M,M 2P 2 , M,Q, Q2M2 
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el P,Q< Q 2 P, on a 

(a) 

j P , 1*2 . M i M 2 s i n ( JJLJ a , ) s i n ( (JL2 a 2 ) 

l = M 1 P 1 .M î P s s in(a 1 a 2 ) s in( (x 1 [ i . 2 ) , 

) Q i Q i . M i M j s i n i a t P O s i i H a , ^ , ) 
j = M 1 Q 1 .M 2 Q 2 s in(a 1 a 2 ) s in( [3 1 p 2 ) , 

' = P 1 Q l . P 2 Q 2 s i n ( { j i 1 [ j L 2 ) s i n ( p 1 p 2 ) ; 

par suite 
- 2 

= P.P* MtQ|.M2Q2  

9 " T 2 P7Q' ; . ? ;Q 2 2 ' 

Ainsi : Si M,, ¡JI,, et m2, }JU> désignent les 
tangentes, /es plans oscillateurs et les rayons de 
torsion d'une biquadratique gauche en deux points 
correspondants M, et M2 ; Pi et P2 les points m{ p.2, 
m2 ï Qn Q2 las points d1 appui sur rns et m > d?une 
sécante issue d1 un point quelconque de la courbe, 
on a 

= l y p î M^Q'.M7Q22 

14. Si la quadrique (H) est un paraboloïde, on peut 
supposer la génératrice q à l'infini, on a dans cette 
hypothèse 

P7P22 9 x l x 2 = sin2(jA1|x2) 

Ainsi : Si les tangentes m, et m2 en deux points 
correspondants d'une biquadratique gauche sont 
des génératrices (Vun paraboloide^ on a la relation 

P1P2 
9T i ~ sin2(|x, p.2 ) 

lo. Si les points correspondants M,, M2 sont tels 
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que le plan oscillateur en l'un d'eux passe par l'autre, 
on a P , E E E M , , P 2 E = M 2 ; par suite 

T = M7M22 

Donc : Si les points M,, M2 de la b¡quadratique 
gauche sont tels que le plan osculateur en l'un 
d'eux passe par l'autre, on a 

_ M t M 2  
9 T L T 2 ~ S H I « ( H , F X 2 ) ' 

16. Soient m{, ¡ji|, t, la tangente, le plan osculateur 
et le rayon de torsion en un point M, d'une cubique 
gauche; s, P, Q une sécante et deux points quelconques 
de la courbe ; P, , Q4 les traces de m{ sur les plans sP,, 
sQ, ; a,, les plans m, P, m, Q ; on a 

= r M ^ j . M , Q t sinÇat^) 
3 PiQ, sin(fx|a1)»in(fx1p1) ( 

On déduit de cette formule les théorèmes suivants : 

Si mK, IX,, T, et m2j T2 désignent les tangentes, 
les plans oscillateurs et les rayons de torsion d'une 
cubique gauche en deux points quelconques M< et 
M2 ; P« et P2 les points ni{ ¡X2, m2 ; Q,, Q2 les points 
d'appui sur mK et m2 d'une droite issue d'un point 
de la courbe arbitrairement choisi, on a 

P7P22 MTQ'.MTQ2* 

Si les tangentes mK et m2 sont des génératrices 
d'un paraboloïde circonscrit à la cubique gauche, 

( 1 ) C . S E R V A I S , Sur la courbure des coniques et des cubiques 
gauches (Mémoires de l'Académie royale de Belgique, 1906, p. 12). 
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on a 

ox - ^ 

17. Les égalités ( a ) du n° 13 permettent d'écrire la 
valeur de l'expression 9 T T T 2 S O U S la forme suivante 

2 • 
- - _ M ' M » sin»(g1p1)sin»(«<p2) 

9 T , T 2 ~ sin2 (ai<x2) sin^ji, sm*(l*î pi)' 

on peut utiliser cette relation dans les nos 13 et 16. 
18. Soient (i2iK)et (C2) deux courbes gauches quel-

conques, mK, p.4, et m2, ^2 ^ tangentes, /es 
plans oscillateurs et les rayons de torsion en deux 
points M4, M2 situés respectivement sur ) et (C2) ; 
P t , P2 les points m4 ¡ju, m2 ¡jl, ; Q,, Q2 deux points 
quelconques pris respectivement sur mK et m2\ 
ï expression 

» PIP' \ÎTQI .M7Q>2 
•CJXJ sin2( [Xj tu2 ) p^* /¡TQ* ' 

es/ projective. 
Soient a,, ¡3,, a2, t32 les plans w, M2, mK Q2 , m2 

m2 Q, -, à la figure considérée correspond, dans une pro-
jectivilé quelconque, une seconde figure dont les élé-
ments seront représentés par les notations des éléments 
homologues de la première, mais accentuées. Pour les 
courbes (C1 ) et (C, ), (C 2 ) et (C 2 ) o n a ( ' ) 

1 M T P J . M T Q T S I N Ç ^ F R ) 

x, Pi Qi sin(^,a 1 )sin(fx 1 p 1 ) 
M'^.MjQ't sin (a\ ) 

P'i Q1 sin ( p'j a't ) sin ( p', ) ' 
M 2 P 2 . M 2 Q 2 sin(a 2p 2) 

Z 2 P 2 Q 2 s in(p 2 a 2 ) sin(p 2 p 2 ) 
= . M ' 2 P ; . M ' 2 Q ' 2 s»» ( < » ; & ; ) 

Xi ' Qi S i n ( lx2 a2 ) S , n ( ^2 P 2 ) 

( 1 ) C . S K R V A I S , La courbure et ta torsion dans la collinéation et 
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Ces égalités montrent que l'expression 

T _ _ I M I P T . M T Q T . M , P 2 . M 2 Q 2 

P l Q l . P 2 Q 2 

s i n f g ^ i j s i n Ç g t f c ) 
sin(jx,a,; sin(jx,a,) sin(jxi sin( ¡x2 p, ) 

est projective. 
D'après les égalités (a) du n° 13 l'expression T peut 

s'écrire 

T == — * * * * * M7qi.M7Q22 
T , T 2 S I N Î I I I . F I , ) P ~ Q J . Ï T Q 2

2 ' 

on a aussi 
T = J L _ * * * * * * S I N V A T P Q S I N V A , ^ ) 

" sin2(ai a2 ) sin2( [J, ) sin»( (i.2 p2) 

Ces expressions sont donc projectives. 
19. Si l'on suppose et Q2 à l'infini, T se réduit à 

i P7P 2 

T!T2 sin2( {̂ i [i.2 ) 

Cette expression n'est donc pas altérée par une trans-
formation affine. 

20. Si les plans osculateurs en M| et M2 passent 
respectivement par les points M2 et M,, on n P , ~ M , , 
P2 = M2 et l'expression T se réduit à : 

I M I M ; 

t , t 2 sin2(fjti^2) 

Cette expression est donc projective. 

la réciprocité (Mémoires in-8 de VAcadémie royale de Belgique, 
1 8 9 8 , p. 7 ) . 

( L ) DEMOULIN, Sur la théorie générale des congruences recti-
ligties ( Comptes rendus, 1900, p. 1702). 
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21. Soient P|, Q4 trois points quelconques 

d'une génératrice m{ d'une quadrique S; |xj, a f , ¡ï4 les 
plans tangents en ces points; R41 R', les rayons de 
courbure principaux de la surface S au point M4 ; on a 

P LY _ M ^ - B T Q Î s i n ' Q x ^ , ) 
1 1 pTQ» sin2( ji-! ai) sin2( pi ) V 

On déduit de cette formule, par les égalités ( a ) du 
n° 13, les théorèmes suivants : 

Soient M, et M2 deux points quelconques $ une 
quadrique S; mK et a4, m> et a> les génératrices 
passant par ces points ; b une génératrice du système 
(at, a2l . . . ) ; P4 , P2 , Qi, Q2 las points mK a 2 , m2 a{, 
m4 6, m2b ; R, et R ',, R2 et R'2 les rayons de cour-
bure principaux aux points M4 et M2 ; ¡JL4 et ¡x2 les 
plans tangents à S en M» et M2 ; on a 

Ri R',. R2 R ; sinH nu p . ) = P ^ 2 ^ • 
P I Q I . P 2 Q 2 

Si la quadrique S est un paraboloïde, on a 

R 1 R 1 . R 2 R , 2 sin*(fAtHt) = PJP2. 

[I2e] 
GÉNÉRALISATION II I M ; FORMULE DE LAPLACE 

RELATIVE AUX PROBABILITÉS OES ERREURS; 
F A R M . L E L I E U T E N A N T M O N F R À I X . 

Laplace a donné de la probabilité pour que la somme 
des erreurs faites dans n observations soit numérique-

C. S E R V A I S , La courbure et la torsion, etc., p. 4°» 
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ment égale à x, la formule très générale suivante : 

ik — ^dx f cos(a#) dz Ç o(x ) cos (CLX) FLTE^J > 

dans laquelle v(x) est la loi de probabilité des erreurs 
dans une épreuve, x la limite positive de ces erreurs. 
Pour la démonstration de cette formule et les consé-
quences intéressantes que Ton peut en tirer nous 
renvoyons à un article de M. Hélie publié dans le 
Mémorial de VArtillerie navale, t. III, i8j5. 

Nous nous proposons dans ce qui va suivre de ré-
soudre le problème plus général suivant : 

Supposons que dans une mesure l'erreur soit la résul-
tante d'un très grand nombre d'erreurs ayant respec-
tivement pour loi de probabilité 

et soient 
X \ , X F , . . . , X N 

leurs limites. Quelle est la probabilité pour que l'erreur 
résultante soit numériquement égale ou inférieure à un 
nombre donné? 

Partageons les intervalles 

en intervalles partiels d'étendue d!; et considérons les 
polynomes 

7«! 
V * . (e*»/'arfS -h <•>,(*, d%) d\\ 

mn 

2*» (e*»i*d\ -f- e-^nioLdi) ^ ( kn d\ )d\ \ 
i 

m,, /n2, • • Mn sont des entiers tels que 
mt d\ — xu m2 d\ = xiy . . m n d\ = xn. 
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A des infiniment petits près tels que 

f n 

ces polynomes ont respectivement pour valeur 

IJn terme quelconque de leur produit sera de la 
forme 

Or le produit 

représente la probabilité du concours des erreurs 

et nous pourrons dire que la probabilité pour que 
l'erreur résultante ait une valeur donnée ld\ est le 
coefficient de 

dans le développement du produit des polynomes con-
sidérés. 

Soit A ce coefficient; la probabilité d'une erreur 
numériquement égale à ld\ sera 2A. Ce développe-
ment sera de la forme 

Multiplions-le par 

- d% = c o s ( / a d^) dï> 

L'un des termes du produit sera A<ia, tous les autres 
conserveront la même forme et, en intégrant par rap-

Œj d\. . .<jM djj, 

etiOLd% 
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port à a de o à nous aurons 

c o s ( / a d\)d\ £2» ^ (x ) c o s ( a x ) dx 

X I ••• / On(x)ç,is%{aLx)dx 
J 0 

Si le nombre des erreurs composantes est très grand, 
l aura une très grande valeur et d\ étant infiniment 
petit nous pourrons remplacer le produit indéter-
miné ld\ par x , de sorte que 

2 A f cos(zx) dOL I '¿" f I ... f I , 

expression d'où l'on déduit la formule de Laplace si l'on 
suppose que toutes les erreurs composantes suivent la 
même loi de probabilité. 

Admettons que ces erreurs suivent la loi de Gauss 
et posons 

a „ =. v 
o ( x ) = — : X = oc, 

v/rc 

a prenant les valeurs a , , a2, an. Nous aurons, en 
appliquant une formule connue, 

a2 
a - r--— e-a2x*'cos(a.x)dx = e 4rl2 „ >/* 

et, par suite. 
. dx f" -a'Srrr . w 

A = — I e *ai C Q S ( I X ) d% 
u Jo 

et 
i f y - i . 

A = dx -4r = = e ^"ï. 

•VSït 
Ann. de Mathémat., 4e série, t. XI. (Juillet 1911.) 
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Posons 

nous aurons 
A = e d x . 

& 
Ceci nous montre que l'erreur résultante suit la loi 

de Gauss (* ) et qu'on peut la considérer comme due 
à une épreuve isolée dont la précision a est donnée par 
la relation 

a2 Ad a\ 

Reprenons la relation 

• x J' 
elle représente la probabilité d'une erreur totale égale 
à x , la probabilité d'une erreur totale numériquement 
inférieure à x aura pour valeur 

\\—-( dx i cosi zar ) dx I in f f . . . I 
71 Jq Jt) / L «A ' JQ J 

OU 

» - U - ^ - K ' T - r ] -
La somme des erreurs est nécessairement inférieure 

à x{ + x.j -h .. . H- xfl en valeur absolue; la probabilité 
d'une erreur inférieure à Sa^ est donc égale à i et nous 

( l ) Nous rappellerons que la démonstration directe de ce théo-
rème a été donnée par M. d'Ocagne ( Nouvelles Annales, 3e série, 
t. XIV, 1895, p. i33). 
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aurons 
7t r 0 0 sin a 

* ~Jo / 0 

X Q £2^y* fi(^) cos(xx) dx^, 

Q désignant le produit des diverses intégrales. La seule 
hypothèse faite sur les fonctions o est que 

r x 
2 I o ( ¿r ) — j ; 

on a en effet la certitude que l'une des erreurs est 
numériquement inférieure à sa limite. 

Nous poserons 

2 f f(x)dx 
•A 

f ( x ) étant une fonction quelconque continue entre o 
et x . La relation ci-dessus deviendra 

f fi(x) COS3C.T dx 
- _ _ . v - , . - ¿ . . . . . - » 

f M x 

Si en particulier toutes les fonctions J\ sont des 
constantes, il restera 

sinao?i sinaa?2 sina(¿pt -4- a?2-+-.. . -h xn) ^ __ jz 
axi ax2 a 29 

dont l'intégrale 
Ç * sin na ^ s i n a ^ it 

est un cas particulier. 
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r ^ i f ] 

SUR UN COMPLEXE QUADRATIQUE 
DONT TOUS LES CONES SONT DE RÉVOLUTION ; 

PAR M. É. TURR1ÈRE. 

1. Dans mon article intitulé Une application du 
théorème de Malus au problème de Transon (Nou-
velles Annales, 1911, |). 160), j 'ai considéré 1111 com-
plexe de droites (C) tel que tout cône du complexe 
admette un axe de symétrie binaire, ou plusieurs axes 
de cette nature. Si le complexe (C) est le complexe 
linéaire, tout cône du complexe admet un axe de symé-
trie perpendiculaire au plan focal au foyer correspon-
dant et une infinité d'autres axes qui sont des rayons 
du complexe (C) lui-même. 

Ce cas singulier n'est pas le seul pour lequel tout 
cône admet une infinité d'axes de symétrie. Soit en 
effet le complexe quadratique (C) d'équation 

(aiPi-h a^pz-h a3pz -f- a4/>4a3/?s -f- a6p&)* 

a«, a25 ak-> a 0 , a désignant sept constantes arbi-
traires. Tout çône de ce complexe de sommet M est 
bitangent au cône isotrope de même sommet le long 
des deux génératrices situées dans le plan focal de M 
par rapport au complexe linéaire (T) d'équation 

alPl a2pt-+- a3pi-h akpk-\- a~0p-0-+- a6p6 = o; 

en d'autres termes, tout cône du complexe (C) est de 
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révolution; l'axe de révolution est la perpendiculaire 
en M au plan focal de ce point par rapport au complexe 
linéaire (T). En se reportant donc à l'article précédem-
ment cité, on voit qu'on peut associer au complexe (C) 
deux complexes (C') : l'un d'eux n'est autre que le 
complexe linéaire (T) et l'autre est le complexe qua-
dratique constitué par les perpendiculaires aux plans 
focaux de (T) aux foyers correspondants. 

11 suffit donc de connaître une solution du problème 
de Transon relatif au complexe (C) précédent pour 
pouvoir considérer ce problème comme étant résolu. 

Cette propriété découle d'ailleurs d'autres remarques; 
avant de les indiquer et de former la solution la plus 
générale, il convient de réduire l'équation du complexe 
(C) à la forme la plus simple. A cet effet, il suffit, par 
un changement d'axes, de prendre pour axe O^ Taxe 
du complexe linéaire (F) associé au complexe (C). 
L'équation de(C) prend alors la forme 

(P&-Kpzy= a*{p\ +p\ 

la constante K est nulle si le complexe (T) est spécial, 
c'est-à-dire si l'expression 

A4 H- a^a^-r- a:i 

est nulle. 

2. Le complexe (C), tout comme le complexe linéaire 
(F) auquel il se réduit lorsque la constante a est nulle, 
est invariant dans la translation infinitésimale parallèle 
à l'axe Oz et dans la rotation infinitésimale autour du 
même axe. L'équation des surfaces dont les normales 
appartiennent au complexe (C) admet donc trois trans-
formations infinitésimales distinctes : l'une est la trans-
formation caractéristique, d'après Lie, des équations de 
cette nature : la dilatation infinitésimale; 1 es deux 
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autres sont celles qui correspondent aux deux déplace-
ments infinitésimaux précédents. 

Dans ces conditions, puisque la connaissance de deux 
transformations infinitésimales est suffisante pour 
déduire la solution générale d'une solution particulière 
unique, nous nous trouvons en présence d'un nombre 
surabondant de transformations infinitésimales. Pour 
engendrer la trajectoire la plus générale du complexe 
(G), il suffit donc de prendre l'enveloppe d'une famille 
de surfaces prises arbitrairement parmi les parallèles 
aux surfaces déduites, par un déplacement hélicoïdal 
infinitésimal, d'axe Oc et de pas arbilraire, d une tra-
jectoire partic 111ière. 

Comme solution particulière, on pourra envisager 
la surface ( S ) qui va être considérée plus loin. 

3. En se reportant au Chapitre de ma Thèse (*) relatif 
aux complexes de translation ou de révolution, on voit 
qu'il convient d'utiliser les coordonnées géographiques 
pour déterminer le plus simplement possible les sur-
faces trajectoires du complexe (C) . Considérée comme 
enveloppe d'un plan d'équation 

x cosf c o s ^ - h y cos<p sin ^ - h z sin cp = m, 

la trajectoire générale est intégrale de l'équation du 
premier ordre ( 2 ) 

dxs 
- r + K sin© = a ; /loi 

(1 ) Sur les congruences de normales qui appartiennent à un 
complexe donné (Paris, 1911 , et Annales de la Faculté des 
Sciences de Toulouse ). 

( 2 ) D 'une façon précise , le c o m p l e x e q u a d r a t i q u e ( C ) se décom-
pose en deux complexes semi-linéaires ( Cf. le Chap i t re c o r r e s -
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conformément à la théorie générale, celle-ci s'intègre 
immédiatement et l'intégrale générale est 

ts — (a — Ksincp)^-h<ï>; 

<ï> désigne une fonction arbitraire d'intégration de la 
seule variable cp. 

De cette expression générale résulte une génération 
géométrique simple de la surface trajectoire générale 
du complexe (G), faisant intervenir une surface de 
M. Appell particulière, 

m — 

l'hélicoïde gauche à plan directeur 

77T = s in CD 

et une surface générale de révolution autour de O s 

ru — <i>. 

Pour solution particulière, on pourra donc prendre 
la surface (S) d'équation 

Tir = (a — K sincp)^, 

dont les lignes de courbure présentent la particularité 
intéressante d'admettre pour images sphériques des 
loxodromies : cette propriété résulte du fait que m est 
une fonction linéaire de ^ et de A sincp(1 ). 

Parmi les surfaces trajectoires du complexe (G) les 

pondant de ma Thèse) auxquels correspondent deux fami l les de 
surfaces trajectoires intégrales des équations 

cto i ~ + K sincp = ± a ; 

(1 ) Cf. mon article intitulé : Application de l'équation des télé-
graphistes aux surfaces dont les images sphériques des lignes 
de courbure sont des loxodromies ( Nouvelles Annales, 1910, p. 21). 
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seules surfaces qui jouissent de cette propriété sont 
les surfaces qui correspondent à la fonction 

«t> = A sin <p -+- B, 

A et B étant deux constantes, c'est-à-dire les surfaces 
déduites de ( S ) par une translation parallèle à O s . 
Pour les autres surfaces trajectoires des droites du com-
plexe, les images sphériques des lignes de courbure ne 
sont pas des loxodromies, mais ces lignes de courbure 
sont immédiatement déterminables : leur équation dif-
férentielle est, en effet, indépendante de à. 

L'équation différentielle des lignes de courbure, en 
coordonnées géographiques d'une surface quelconque, 
est (Cf. Nouvelles Annales de 1910, p. 2 1 ) de la 
forme 

c M — cos2cp, d ^ - h F(<p, •!/), dvd^ — Q. 

Si l'on suppose que F ne dépende que de s, les surfaces 
correspondantes sont intégrales d'une équation aux 
dérivées partielles linéaires et du second ordre. Les 
surfaces trajectoires des droites du complexe (C) sont 
des intégrales particulières. L'interprétation géomé-
trique de cette propriété est la suivante : les images 
sphériques de toutes les lignes de courbure de chacun 
des systèmes se déduisent de l'une d'elles par rota-
tion autour de Oz. 

4. Pour terminer, je ferai observer que l'équation 
aux dérivées partielles des mêmes surfaces trajectoires 
du complexe (C) est, en coordonnées ordinaires, 

qx—py — K = a . 

on reconnaît là une équation remarquable qui a été 
étudiée par M. Darboux (Leçons sur les systèmes 
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triple-orthogonaux, p. 86) et considérée de nouveau 
par M. J . Haag dans sa Thèse ( F a m i l l e s de Lamé, 
composées de surfaces égales, p. 11 ; Annales de 
rEcole Normale supérieure, 191 o). M. Darboux a 
caractérisé les surfaces intégrales de cette équation par 
la propriété d'être superposables aux surfaces qui leur 
sont parallèles. M. Haag fait remarquer, en évitant 
toute intégration, que ces surfaces admettent deux 
hélicoïdes d'axe Oz et de pas K pour nappes de leur 
développée. De cette remarque M. Haag déduit une 
construction simple des congruences de normales de 
ces surfaces. 

P . S . — La lecture des Mémoires de M. E. Kera-
val, Sur les surfaces partiellement cylindroïdes, 
m'avait amené à écrire un article Sur les congruences 
de droites qui admettent un point pour surface cen-
trale (Nouvelles Annales, 1911, p. 165). Je dois 
ajouter que M. Haag, dans son Mémoire Sur certains 
mouvements remarquables et leurs applications 
(,Journal de Mathématiques pures et appliquées, 
1910, p. 367), signale comme « très intéressante en 
elle-même » l'étude de la congruence des génératrices 
des quadriques de M. Humbert et indique plusieurs 
propriétés remarquables de cette congruence, celle de 
la surface centrale notamment. 
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CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE EN 1911. 

Composition de Géométrie analytique et mécanique ; 

S O L U T I O N PAR M . J E A N S E R V A I S . 

On donne trois axes de coordonnées rectangu-
laires Ox, Oy, Oz. 

i° Trouver les équations de la parabole (P) qui 
satisfait aux conditions suivantes : son foyer a pour 
coordonnées x = î , y = o, z = o ; son axe est pa-
rallèle à Oy; elle passe par O; enfin elle tourne sa 
concavité vers les y positifs. 

2° Montrer qtCà chaque point M de Vespace cor-
respond, en général, un point R de Vaxe Oz et un 
seul, autre que O, tel que la droite MR rencontre 
(P). Calculer OR^w f onct ion des coordonnées de M. 

3° Parmi les droites MR ainsi définies, on consi-
dère celles qui sont parallèles au plan z = Ix. 
Trouver et étudier leur lieu géométrique. 

4° On imagine que M soit la position d1 un point 
matériel libre de masse égale à V unité et que le vec-
teur MR représente la force unique qui agit sur lui. 

Que peut-on dire du mouvement projeté sur le 
plan x Oy ? 

Que peut on dire du mouvement lui-même quand 
la vitesse initiale de M est dans le plan MO s ? 

5° Faire Vétude complète du mouvement avec les 
conditions initiales suivantes : 
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Cordonnées du point M : x0 = —2, y0 = o, 

z0 = 0 ; 

Projections de sa vitesse : x'0 = o, y'0 = 0, z'Q = 3. 

1. La parabole (P) est située dans le plan xOy. Son 
équation dans ce plan est 

ou 

(1) x2—2.r — 2 y — o. 

2. Soient xK ,yK, z{ les coordonnées d'un point M de 
l'espace, z2 la cote OR du point R. 

Les équations de la droite MR sont 

x y z — z2 (2) — = = • 
xt y, zt — z2 

Elle coupe le plan xOy au point de coordonnées 

x \ z2 — yxz2 
X = J y = — y z = o. 

1 -— Z-» ,3 J Z2 

Exprimons que ce point est situé sur la parabole (P) 
et nous avons 

¿2 l X
2

Z
2
 \ 

¡Vzt — zt
 J l ) 

En supprimant la solution z2 = o, il reste 

(x\—'ixi - '2yt)z2-h 2zi(xi-hyi) = o, 

ce qui donne pour le segment OR 

2 z l ( x i - h y i ) 

3. Remplaçons z
2
 par sa valeur dans les équations (2 ) 
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de la droite MR et il vient 

yi zxx\ 

Exprimons que cette droite est parallèle au plan 

z == Ix. 

La parallèle menée par l'origine à la droite MR a 
pour équations 

fL — 2L = z(<x*~ 23M — *y\) 
Xi yx z

x
x\ 

on doit donc avoir 

x\ — ixx — %yx 

ou 
xx{zx— Ix 1 ) - H '1 l(x 1 - H J K L ) = O. 

Gomme le point M est un point quelconque de la 
droite MR, l'équation précédente, où Ton considère 
xK, yK, zK, comme des coordonnées courantes, est l'équa-
tion du lieu. C'est un paraboloïde hyperbolique dont 
les plans directeurs sont 

x = o, z = lx 

qui passe par O : et par la parabole (P) . 

4. Si M est un point matériel de masse 1 soumis à 
la force 

F = MR, 

son mouvement projeté sur xOy est celui d'un point 
soumis à une force centrale proportionnelle à la distance, 
car 

X = — 37, Y = — y . 

Si la vitesse est quelconque, la projection de la tra-
jectoire sur le plan xOy est une ellipse de centre O. 
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Si la vitesse initiale est située dans le plan MOs, sa 

projection sur le plan xOy passe par O et la trajec-
toire se projette suivant une droite passant par O. Le 
mouvement dans l'espace s'effectue dans le plan M O : . 
Mais alors le point où la droite MR rencontre la para-
bole est un point fixe, intersection (autre que O) du 
plan MOs avec la parabole. 

La force MR est donc centrale et le mouvement suit 
la loi des aires. 

o. Si les conditions initiales sont : 

Coordonnées de M : 

X
0

= — 2 , j 0 = O , ZQ = O, 

Projections de la vitesse : 

le mouvement a lieu dans le plan xOz. 
La droite MR rencontre la parabole ( P) au point A, 

de coordonnées x = 2, z = o, situé sur Ox. 
Fig. 1. 

I 

Soient xy z les coordonnées de M, l'équation de la 
droite MA (fig. 1) est 

X — 2 . Z 
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La cote OR du point R est donc 

X = o, Z = — — • 
X — 2 

Les équations du mouvement du point M dans le plan 
xOz sont donc 

dïx _ 

d*z '?. z —zx 
dt2 x — 2 x — 2 

En tenant compte des conditions initiales, la pre-
mière équation donne 

x = — 2 cos t. 

Formons la combinaison des aires qui donne 

d*x , N d*z 

ou 
<ix . dz 

en intégrant et tenant compte des conditions initiales. 
On a alors, en remplaçant a? par — 2C0s£, l'équation 
suivante pour déterminer z : 

dz 
(i -+- cos t) —,—z sin t = 6. 

dt 

L'intégrale de cette équation linéaire privée de se^ 
cond membre est 

45 = A ( L -+- CO S T ) . 

Posons 

z = u(i -h cos/); 

on a, pour déterminer u, l'équation 
du 

cost)* = 6, 



d'où 

on en lire 

( 3.9) 

J ( ( I H - C O S * ) 2 

u — 3 tang ^ -4- tang3 -h C ; 

[ t t t 
3 tang - -4- tang3 - + C 2 cos2 

En vertu des conditions initiales, C == o et, par 
suite, 

t t 
z — 3 si 111 H- 1 sin2 ta ri £ - . 

l«'ig. 2. 

(c2.o) M o ] 

Le mouvement est donc défini par les équations 

x — — 2 cos t. 

z = sin -h tang2 - j • 
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La trajectoire est, en posant tang - = 6, la cubique 
unicursale 

Ö2 — i 
X — a 

3 ) 

6 2 + 1 ' 

représentée par la figure 2. Le mobile part de M0 et dé-
crit la branche infinie M0B en un temps fini t = T:. 

Composition d'Algèbre et Trigonométrie ; 
S O L U T I O N PAR M . J E A N S E R V A I S . 

On donne Véquation différentielle 

/ s d-y dy , 

où a et b désignent deux constantes réelles. 

1. Trouver une série entière Â0 -+-X, oc -f- + . . . 
y mi vérifie Véquation (i) et sy assurer quelle est con-
vergente. 

IL Constater : 

I° Que les coefficients X0 et X,, demeurent arbi-
traires; 

2° Que la série peut s'écrire 

X0<p(a?} a , a, 6 ) ; 

o et ^ désignant deux séries entières en x dont les 
coefficients sont des fonctions de a et b; 
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3 ° Que ces fonctions satisfont à V équation ( i ) ; 
4 ° Que leurs dérivées cpj.et^ satisfont chacune 

à une équation de même forme. 

.III. Exprimer o' (x, a, b) et ^\xya,b) en fonc-
tion de © (x, a,b — i ) et 'I (x, a, b — i ). 

IV. Quand b est entier positif, suivant qu'il est 
pair ou impair, la série cp ou A devient un polynome. 

V. Discuter, daprès le signe de a, la réalité des 
racines de ces polynomes © ou ^ suivant la parité 
de b. 

Soit 

y — X0-h \xx -h X2#2-+- X 3 < r 5 -+- . . . 

-h X,„a?'» 4- X m + 1 -h X m + , + . . . , 
on a 

^ = Xj -i- n\2x 3 X 3 a ? 2 - h . . . 

-+- m X ¿f'» - •1 + (m -+-1 )X,„+ ! xm-+- (m -f- 2) X - h . . . 

et 

d% y 

— 2X2-+- 2 . 3 X 3 ^ - h . . . - f - m(m — i)\mxm~* 

Formons l'expression 
¿¿y cfe?2 dx J 

et écrivons qu'elle est identiquement nulle en égalant 
à zéro le terme constant, le coefficient de x, etc., celui 
de xm. 

Nous obtenons les égalités 
6X0-t- 2 a X 2 = o, 

( 6 — i ) X , H - 2 . 3 a X 3 = o , » 

(6 — /w)à,„+(/m + i)(m -f- 2)aXm_H2= o; 

^4/m. de Mathémat., 4" série, t. XI. (Juillet 1911.) 21 
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on en tire 

X - b > A 2 — A O, ia 

) - ' 1 ~ h \ 

• 

x, = x p ~ 2 ~~ b X 
v2/î (2yp— i)%pa %l) 

Ce qui donne, en multipliant membres à membres, 
(I) {ip)\a" A°' 

De même on a , i-b. 

X - 3 ~ b \ 
5 ~ J J ^ ^ 

•i _ ¿p — i — u i ip — i — b 
2 p( 2 a, 

D'où Ton déduit 

( 2 ) Xf*+t = (2p.-hi)la? 

Les formules ( i ) et (2) donnent ainsi les coefficients 
de la série y vérifiant formellement l'équation diffé-
rentielle proposée, quels que soient et X{. 

La série peut se mettre sous la forme 
X0 <p(o?, a, b) -f- Xt <\>(x, a, b), 

en posant 

(3) a , b) = , + (~ "¡II-* W . . . 

(2/>) ! a/» 
et 

( i , = 

(2/) -H 1)! an 
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Or ces deux séries S<H*1 toutes deux convergentes quels 
que soient«, b et x car, dkns ces deux séries, les rap-
ports d'un terme au précédent sont respeclivement 

'ip — 2 — b m 2 » — 1 — 6 
—— x8 el x~ 
{ i p — i)ipa -2p(2p-hi)a 

qui tendent tous deux vers zéro quandp croît indéfini-
ment. 

Chacune de ces séries partielles étant convergente 
la série totale l'est aussi et l'on peut poser 

y = X0 cpO, a, b) - H X J a, 6), 

o et ^ étant deux fonctions définies par les égalités (3) 
¿ i ( 4 ) -

Il est clair que ces fonctions ĉ  et ^ vérifient séparé-
ment l'équation proposée, car <p est la solution parti-
culière obtenue en faisant À0 = i et = o, landis que 
à est celle qu'on obtient pour X0 = o et — i. 

© et ty élant représentées par des séries entières, 
leurs dérivées sont obtenues en dérivant ces séries 
termes à termes, on a donc 

ôx a Ma1 

(ip — \)\ai> 

et 

dx il a 4 ï d* 

, (i — 6 ) ( 3 — 6 ) . — ^ ^ 
(ip)\aP 

On voit immédiatement qu'on a 

= _ -<|/(.r, a, b— i) 
ôx a 
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et 
g * 6 - 1 ) . 

On en conclut que ~ et ~ sont des solutions particu-
lières de l'équation déduite de la proposée en clian-

. géant b en b — i 

d1 y dy , 

ce qu'on pourrait d'ailléurs vérifier directement. 
Lorsque b est un nombre entier pair, b — ip, tous 

les termes de la série (3) qui donne a, b) sont nuls 
à partir du terme en x2*+2. Dans ce cas cp est un poly-
nôme de degré 2 p. 

De même si b est un entier impair, b = ip + 1, le 
développement de a , 6) est limité et A est un poly-
nôme de degré 2 p -f- 1. 

On a 

o(.r, a , 2/? ) = 1 -h — x 2 -h (— 1 y 

v 2p(2J5 — 2) . . . 4.2 a . (— [)/> 1 L Z— x2P 
} (2 p)\ar 

et 

, a , ip -h 1 ) = .r -h ( - 1 ) ^ -H ( - i )» ¿r* .. 

. 2 p( 2D 2 ) . . . 4 • 2 « , . 

(2p i) \ aP 

On voit immédiatement que lorsque a est négatif 
tous les coefficients des polynomes v ( x , c i , i p ) et 

(x, a, ip -f-i ) sont positifs. 
Par suite toutes les racines de l'équation 

a , 2p) = o 
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s o n t i m a g i n a i r e s , e t l ' é q u a t i o n 

^p + 0 = o 

n'a qu'une seule racine réelle : x = o. 
Examinons alors le cas où a est positif. 
Comme on a 

c p ' O , ip) = — a , 2 p — i ) 

e t 

+ = 2/)), 

si l'on considère la suite des équations entières 
i <?(x, a, 2 ) = o, 

^(¿f, a, 3 ) = o, 

o(x, a, 4 ) = o, 

a, 2/? — 2) = o, 

^(¿r, 2/? — i ) = o, 

cp(¿r, a. ip) = o. 

a , 2/> 4- i ) = o, 

les racines réelles de chacune d'elles séparent les 
racines de la suivante, en vertu du théorème de Rolle. 
Or, d'après ce qui précède on a 

f ( x , a, 2 p ) = — ^ a, 2/> — i) = — ^ <pO, a, ip — 2) 
¿1 a 

et 

^(a?, a, 2/> 4- 1) = cp'O, a, 2 p ) = — ?£<\>(x, a, 2/? — 1), 

comme d'ailleurs çp et ^ sont des intégrales de l'équation 
proposée 

a cp"— a? ©'4- 2f>cp = 0, 

a y — x t y (2 p 4 - 1 ) ^ = o, 
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on en conclut qu'on a identiquement 

cp (:r, a, ip) -h ^ ai 2P — 0 — a> 2P — 2) = ° 

et 
( i p -f- i ) ( a , '2 /? -+- i) 

— rr a , 2 / ) ) — 2 / ) a,ip — i) = o. 

Ces deux dernières identités prouvent que pour 
toute valeur de x qui annule ( x , p — i ) les deux 
polynomes ©(#, a, 2/>) et v ( x , a , i p — 2 ) prennent 
la même valeur numérique, et que pour toute valeur 
de x qui annule cp(#, a, 2/?) les deux polynomes 
A (a?, a, ip 4 - i ) 41 (xi ai %P ~~ 0 P r e n n e n t des va-
leurs numériques de même signe. 

En d'autres termes pour toute valeur de x qui an-
nule Vun des polynomes de la suite ( S ) les deux 
polynomes qui le comprennent prennent des valeurs 
numériques de même signe. 

Il en résulte que, lorsque a > o, chacune des équa-
tions ( S ) a toutes ses racines réelles et distinctes. 

Il suffit de prouver que si celte proposition est 
vraie pour une des équations ( S ) elle est vraie pour la 
suivante. 

Supposons que l'équation 

a, 'ip — 1) = o 

ait toutes ses racines réelles et distinctes. 
Soient a et ¡3 deux racines consécutives. 
Entre ces deux racines il y a, d'après le théorème 

de Rolle, une racine et une seule de l'équation dé-
rivée 

9(3-, a , 2 p — 2 ) = o; 
on a donc 

cp(a, a , 'ip — 2 ) <p(jâ, a , ip — 2) < o, 
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mais, comme d'après la remarque précédente 

<p(a, a , 2/? — 2 ) =<p(a, a, ip) et 
<p(P, 6, 2 / ? - 2 ) = cp(ps 6, 

on en conclut aussi que 

<?(«, a, a / > ) ? ( p , a , a / 0 < o . 

Par suite, entre deux racines consécutives quel 
conques a et ¡3 de l'équation 

4> (rr, a , ip — i) = o, 

il y aura au moins une racine réelle de l'équation sui-
vante 

a, 2/)) = o. 

Si donc la première a toutes ses racines réelles, il en 
est de même de la seconde. Or, les deux premières 
équations de la suite ( S ) 

çp(#, a , 2) = o, 

4/(3?, a , 3) = o 

ont manifestement leurs racines réelles et distinctes 
quand a > o. 

Il en est donc de même des suivantes. 
On peut remarquer que les équations de la suite ( S ) 

ne dépendent que de Si donc on pose 
\fa 

x = \/a.z, 

on obtiendra des équations en 5 à coefficients numé-
riques et ayant d'ailleurs toutes leurs racines réelles. 
On en conclut que lorsque a est négatif les racines des 
équations ( S ) sont imaginaires pures, de la forme ¿je. 
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Composition de calcul numérique. 

Application de la règle à calcul à la fonction 
jK^sïrhr' où x représente le rapport de l'arc au 
rayon. 

i° Dresser une table de la fonction en faisant 
croître x de o à 100 grades par échelons de 
10 grades. 

2° Fournir un moyen d'étendre l'usage de la 
table en dehors de ses limites et calculer la table 
auxiliaire nécessaire à cet effet. 

3° Application : Calculer y pour un arc de 
5f\i gradesy au moyen des deux tables construites. 

CORRESPONDANCE. 

M. E.-N. Barisien. — Sur le triangle équilatéral 
minimum inscrit dans un triangle ABC. — Voici une 
propriété de ce triangle, que je crois inédite : 

On trouve pour la longueur a du côté de ce triangle équi-
latéral minimum : 

2 S \pl a = y 

v / < Z 2 4 - 6 2 - H C 2 - M S / 3 

Voici un moyen d'obtenir graphiquement la valeur de a. 
Si A'est le sommet du triangle équilatéral construit sur BG 

à l'extérieur du triangle ABC, on voit que 

T T ' 2 , * o a f H -6» -h c* - f - 4 S s / 3 AA = a* -H c2 — 2aç cos(6o°-b B ) — — — • 



( ) 
il en résulte que 

___ 2S  
a ~~ AA' " 

a est donc la hauteur d'un triangle de base A A' et dont l'aire 
est S , aire de ABC. Or i S = aha. Donc 

aha 

Par conséquent, le côté a est une quatrième proportion-

nelle au côté a, à la hauteur correspondante ha et à la 
longueur AA'. 

Ce qui permet de construire facilement«. 

R. de Montessus et R. d'Adhémar, docteurs es 
sciences mathématiques. — C A L C U L NUMÉRIQUE (Opé-
rations arithmétiques et algébriques, Intégration). 
i volume grand in-18 jésus, cartonné toile, de 
25o pages, avec figures dans le texte. (Encyclopédie 
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scientifique, O. Doin çt fils, éditeurs, 8, place de 
l'Odéon, Paris.) Prix : 5 fr. 

Cet Ouvrage est divisé en dçux Parties : 

La première Partie traite des opérations arithmétiques 
abrégées et surtout du calcul pratique des racines des équa-
tions tant algébriques que transcendantes. Tous les procédés 
de calcul des racines sont exposés et des applications numé-
riques nombreuses illustrent les méthodes. Les principes du 
calcul des différences terminent cette partie. 

Dans la seconde Partie on trouvera une théorie des 
Intégrales et des Equations différentielles et aux dérivées 
partielles, avec applications numériques, et des applications 
de la méthode des approximations successives aux fonctions 
implicites et aux équations. 

SOLUTIONS DE QUESTIONS IMtOl'OSÉKS. 

2155. 
i1901, p. 240.) 

Il y a deux systèmes de coniques ayant leurs foyers sur 
une conique c et un contact double avec c; les coniques 
du premier système enveloppent outre c le cercle sur 
lequel se coupent les tangentes orthogonales de c ; les 
coniques de Vautre système enveloppent outre c les deux 
directrices de c. ( L . K L U G . ) 

P R E M I È R K S O L U T I O N , 

P a r I ' A U T E U R . 

Il y a deux systèmes de coniques passant par les foyers 
d'une conique k et ayant un contact double avec k : les 
cordes de contact du premier système sont les diamètres de k 
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et aussi les diamètre*» des coniques de ce système; les cordes 
de contact de l'autre système sont parallèles à l'axe focal de k 
et aussi à Taxe focal des coniques de ce système. Donc : si 
une conique a un contact double avec la conique donnée c et 
ses foyers sur c, ces foyers sont les extrémités d'un diamètre 
ou d'une corde parallèle à l'axe focal de c. 

Soient O le centre, A A, et BB, deux diamètres de la 

F i g . i . F ig . 2. 

conique ° avec la propriété que les tangentes aux points A, B 
se coupent orthogonalement au point P. 

Si A' est le point symétrique de A par rapport à la tan-
gente BP, les trois points A , , B , A ' sont en ligne droite et 

A t B ± B A ' = A, A ' = IOP ; 

donc OP est égal au demi-grand axe d'une conique w, ayant 
ses foyers aux points A, A, et un contact double avec c aux 
points B, Bi. 

Donc, si l'on fait varier le diamètre AAj, les coniques u ou 
les coniques du premier système enveloppent outre c le cercle 
concentrique avec c et de rayon OP. 

Nous décrivons un cercle par les foyers F, F , de la conique c 
qui coupe c aux couples de points G, Ci et D, D, symétriques 
à l'axe non focal de c. 

Parce que les angles F, DC,, GDF sont égaux : la conique v 
avec les foyers CC, et passant par le point D a un contact 
double avec c aux points D, D,. Mais les deux quadrilatères 
inscriptibles DFCF t et D F C i F t nous donnent 

C D . F F i = D F . C F , -h D F , . C F , 

G! D. F F , = DF.Ci Fj -h DF, .C, F 
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OU 

(CD h - C 1 D ) F F 1 = DF(CF,-+- CjFO-f - D F , ( G F - * - C , F ) 

et, si a a est l'axe focal de l'ellipse c, on a 

-aa = CF! - G, F, = GF Ci F = DF -f- 1JF, 

C D - C . D ^ . 

Résultat analogue pour l'hyperbole c. 
Donc, les deux directrices de la conique c sont les tangentes 

de la conique v aux extrémités de l'axe focal. Alors toutes les 
coniques p, ayant un contact double avec c et leurs foyers aux 
extrémités des cordes parallèles à l'axe non focal de c, enve-
loppent outre c les deux directrices de c. 

Note. — Pour la parabole c, les deux systèmes des coniques u 
et v se confondent et leur enveloppe est la directrice de la 
parabole. 

D E U X I È M E S O L U T I O N , 

P a r M . E . - N . B A R I S I E N . 

Prenons comme conique G l'ellipse 

( G ) + a*y2 — a*ô2- o. 

On voit qu'il existe: i°un système de coniques bitangentes 
à G et concentriques à G ; 2° un système de coniques bitan-
gentes à G et ayant leur centre sur l'un des axes de C. (Pour 
que les foyers de ces dernières coniques soient sur C, il faut 
que leur centre soit sur Paxe non focal.) 

Examinons donc ces deux systèmes. 

I. Coniques bitangentes et concentriques à G. — L'équa-
tion générale d'une conique bitangente et concentrique à 
l'ellipse G est 

b^x* -h a-y* — «2/>2 -h y — m x)* — o, 
ou 

( i) ( ¿ î + Àm« )x*-h ( a 2 - h -xm\xy — a*b* = o. 

On sait que, pour la conique générale 

Ax*-b 2Bxy H— iDx + 2E/ + F = o, 
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les équations qui donnent les foyers (a , p.) sont 

( 2 ) ( B 2 — AG) (a* — P 2 ) — 2(CD — B E ) a 

-h 2 ( A E — B D ) p — D*-t- E 2 - h (A — C ) F = o, 

( 3 ) ( B 2 — AC)ap — ( AE — B D ) a 

— (CD — B E ) P — DE -f- B F — o. 
Or, ici 

A = B = — m X , G = a2 X, 

D = o, E = o, F = — a2b2. 

Les équations aux foyers deviennent donc 

( 4 ) [a2b2-±-\(a2m* + &2)](a2 — p*) 
— [c2-+-X(i - m2)]a2b2 = o, 

( 5 ) [ a 2 6 2 - f - \(a2m2-\- 6 2 ) ] a p - m\a2b2 = o . 

Si les foyers sont sur G, on doit avoir, en outre, 

(6) b2a2 -h a2 p2 — a2 b2 = o. 

Il faut éliminer a et p entre (4), ( 5 ) et (6). 
De ( 4 ) et ( 6 ) on tire les valeurs de a2 et p2, qui, portées 

dans (5) , donnent une équation en X qui se réduit au premier 
degré, et l'on a 

. a'+b* 
~~ (a2-+-b2)(af+m2 + b!>)' 

Cette valeur de X, portée dans (1), conduit à l'équation 
ordonnée par rapport à m 

( 7 ) a*m2[b2x2 + (a2-t- b2)(y2—b2)] 

-h2ma^b'*xy -f- b«[a2y2-h (a2 -h b2) ( x 2 — a 2 ) ] = 0 . 

L'enveloppe est donc 

[b2x2-h (a2-\- b2) (y2 — b2)) 
x [a2y2-+- ( a 2 - h b2) (x2—a*)] — a2b2x2y2 = o 

et s'écrit 

(b2x2-+-a2y2 — aïb2) (x2-+-y2 — a 2 — b2) = o. 
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On a donc bien pour enveloppe des coniques ( i ) l'ellipse C 

et son cercle de Monge 

( 8 ) ^ + - 62 = o. 

Remarque. — Si l'on calcule les longueurs des axes de 
l'ellipse ( 7 ) , 011 retrouve pour le demi-axe focal v / a 2 6 2 , car 
les sommets du grand axe sont situés sur le cercle ( 8 ) . On 
trouve pour le demi-petit axe 

m2-f- b* 

Le lieu des sommets du petit axe est la quartique 

( a 2 # 2 - f - 62JK2) y 2 ) = b * y 2 

qui a pour aire 7 i ( a 2 - h 6 2 — a b ) , différence des aires de C et 
de son cercle de Monge. 

II. Coniques bitangentes ci G et ayant leur centre sur le 
petit axe de C. — L'équation générale de ces coniques est 

b*x2 — a>y2 — «262-f- u(y — k)2 = o, 
ou 

( 9 ) (rt2-b <Jt)X2 -- 'ïky-y -+" ¡J-k2— a*b*-= o. 

En faisant dans ( 2 ) et ( 3 ) 

A = ¿>2, B = o, G = a 2 H- p, 

D = o, E = — k\i, F = 11 k*-a*b\ 

on a les équations aux foyers 

( 1 0 ) ¿>2(«2H- p ) ( a 2 — p2)H- ib*kix$ 
— A2|JL2-h ( c 2 - h A2 — a 2 6 2 ) = o, 

auxquelles il faut adjoindre l'équation (6 ) . 
De ( Ï I ) on tire 

3 = -*£-. 
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Ën portant dans ( 6 ) , on a 
afik* ¡i* 

a l = a2—-

Ces valeurs de a et {3, portées dans ( io ) , conduisent à 

_ _ aïb* 

Cette valeur de fjt, portée dans ( 9 ) , conduit à l'équation sui-
vante, ordonnée par rapport au paramètre variable k, 

k*[c*(b*x*-+-a*y*) — al>b*] -4- a a ^ ^ z + ^ f ^ - a « ) = o. 

De sorte que l'équation de l'enveloppe est 

[ C 2 ( 6 2 ¿ P 2 -+- « 2 ) _ a w ¿ 2 ] ( ^ 2 ___ a 2 ) _ a 4 ¿ , » ^ 2 = Q 

O U 

(b*x2+-aiy*—a*b*)(c*x* - a*) = o. 

L'enveloppe comprend donc l'ellipse C et ses deux direc-

trices a? = :+: — • 
c 

Cas où la conique C est une parabole. — Dans ce cas, les 
deux systèmes n'en forment plus qu'un seul, et l'enveloppe 
comprend la parabole et sa directrice. De sorte qu'on a la 
propriété suivante : 

Les paraboles qui sont bitangentes à une parabole P et 
ont leur foyer sur P, sont tangentes aussi à la directrice 
de P . 

Généralisation de la question. — I. Si au lieu du cercle 
de Monge de l'ellipse C, on considère un cercle quelconque 
concentrique S, 

( S ) R 2 = o , 

on trouve les propriétés suivantes : 

Si l'on considère les coniques 2 qui sont bitangentes à 
la fois à Vellipse C et à son cercle orthoptique S : 

i° Le lieu des foyers de 2 est Vellipse U 

x2 y2 
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(Si R* = a -+- c'est-à-dire si S est lé cercle orthopttque 
de C, l'ellipse U devient bi«n G. ) 

•2° Le lieu des sommets du petit axe de S est la quar-
tique 

(x2 - f -y*) [( R 2 f a ) x 2 -f- (R 2 — a « ] 
= a2 ( R2 — è2 ) - h 62 ( R2 — a 2 )y2, 

d'où Faire est 

<J = 7 î v / ( R 2 — a 2 ) ( R 2 — 62 ), 

c'est-à-dire la différence des aires de S et de U. 
3° Les directrices de S enveloppent L'ellipse V 

( V ) a?2(R2 — 6 2 ) a 2 ) = R*, 

qui, dans le cas de la question proposée, est 

II. Si, aii lieu des deux directrices de l'ellipse G, on consi-
dère deux droites D et D' perpendiculaires au grand axe, 
x = ± Î/, on a la propriété suivante : 

Si l'on considère les coniques qui sont bitangentes à la 
fois à l'ellipse G et aux droites D, D', le lieu de leurs 
foyers est la conique 

x- y2 __ a'2 

d* d2 — a'2 ~ c 2 * 

a 2 
Pour d — — > on retrouve l'ellipse C. 

E R R A T A . 

1911, page 188, lignea en remontant, au lieu de une fonction 
donnée, lire une fonction linéaire. 

1911, page 190, après l'énoncé de l'exercice 2150, ajouter (1910, 
P- « 4 4 ) . 

191 î, page ao5, ligne a, au lieu de II, lire iz. 
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[B4b] 
SEMI-INVARIANTS D'UN POLYNOME; 

PAR M. G. FONTENÉ. 

1 . O n a p p e l l e semi-invariants d'un polygone X 
l e s f o n c t i o n s e n t i è r e s d e s c o e f f i c i e n t s q u i n e s o n t p a s 
a l t é r é e s p a r l a s u b s t i t u t i o n y x h, o u e n c o r e q u i 
d é p e n d e n t s e u l e m e n t d e s d i f f é r e n c e s d e s r a c i n e s , d e l a 
f o r m e d e l a figure f o r m é e p a r l e s p o i n t s - r a c i n e s . P o u r 
u n p o l y n o m e d e d e g r é m , l e n o m b r e d e s s e m i - i n v a r i a n t s 
d i s t i n c t s e s t m , e n c o m p t a n t c o m m e s e m i - i n v a r i a n t l e 
c o e f f i c i e n t d e xm. 

O n p e u t f o r m e r c o m m e i l s u i t u n s y s t è m e c o m p l e t 
d e s e m i - i n v a r i a n t s . S o i t 

v m j m (m — i ) 

l e s q u o t i e n t s d e s d é r i v é e s p a r m , m (m — i ) , . . . s o n t 

X/n_! = axrn~l -f- -

(m — i )(m — 2) 
-h ^ cxm~~z-+-. . ., 

X j = ax*-¥- 2bx h- c, 
Xi = ax -+-
Xo = CL. 

S i l ' o n p o s e 

d'où 
U = ax -f- by 

- b U 
x = 1 , 

a a 

Ann. de Mathémat., 4* série, t. XI. (Août 1911.) 22 
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t e p o l y n o m e X m s e t r a n s f o r m e e n u n p o l y n o m e e n U 
d o n n é p a r l a f o r m u l e d e T a y l o r , s a v o i r 

m (m — i . . . 3 ) U™-* v / — b\ U'" 
1 . 2 . . . (m - 2 ) 

s a n s t e r m e e n U m ~ " 4 ; o n a d o n c , e n m u l t i p l i a n t p a r 

a,™-* X m = Um-4- m ( m ~ ~ I ) v U 
1.2 ' 

t m ( m - i ) ( m - 2 ) $ u „ , _ a ] _ 
1 . 2 . 3 ' 

y , 8 , . . . é t a n t l e s e x p r e s s i o n s q u ' o n o b t i e n t e n r e m -

p l a ç a n t x p a r ^ ^ d a n s l e s p o l y n o m e s 

'ibx c, 
« a?3 - f - 3 b x% 3 c x ci, 

e t e n m u l t i p l i a n t l e s r é s u l t a t s p a r a , a 2 , . . . ; o n a 
a i n s i 

Y = ( 6 2 — 2 ¿ > 2 ) - h tf.C, 

8 = ( _ 363) — Zab.c -+-

o u , e n m e t t a n t a e n t ê t e d e l a s u i t e , 

a, 

Y = a . c — 62 , 
8 = — 3 a 6 . c H - 2 6 3 , 
e =s a s . e — 4 a ï b . d - h 6a6* .c — 36*, 

O r — e s t l ' e x c è s d e x s u r l a m o y e n n e a r i t h m é t i q u e 

— - d e s r a c i n e s d u p o l y n o m e X ; q u a n d o n f a i t l a s u b -
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s ti tu ti on y == x -f* A, la moyenne arithmétique/des 

racines du polynome en y est -4- /*, et l'excès de y 

A sur cette moyenne est encore ~ Il suit de 
là que âivTf* ••• forment un système de semi-inva-
riants, qm$$iit d'ailleurs distincts et en nombre m. 

2. Tout invariankt^atif à une valeur de m s'exprime 
en fonction des semì4uvariants correspondants, et 
devient un semi-invariant; pgur les valeurs plus élevées 
de m; On a, pour m = 4? le$ invariants 

S = « e — 4 M - * - 3c 2 , 
T = ace -h — ad2— ebl~- c3; 

si on les prend sur le polynome en U, qui n'a pas de 
terme en U3 , on a 

a 2 S s=e-*-3Y», 
a 3 T = ye — ô * — f > ; 

pour la première formule, par exemple, comme on a 

remplacé x par ^ S a été divisé par a*, mais on a 

multiplié ensuite chaque coefficient par a3 , de sorte 
que S a été multiplié par a 2 . On pourra donc, à partir 
de m = 4> employer un système de semi-invariants 
comprenant 

a> Y, o, (S, T ) ; 

bien entendu, ces cinq quantités sont liées par une 
relation qu'on obtient en éliminant e entre les deux 
formules ci-dessus : cette relation est 

a 2 ( y S — a T ) = 4Y 3-*-8 2 . 

Pour m = 4? le polynome en U peut s'écrire J 
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3. Je me propose d'appliquer les semi-invariants à 
la discussion des équations de degré 2, 3, 4, 5 au point 
de vue des racines multiples, et d'utiliser la transfor-
mation U = ax b pour la réduction de l'intégrale 

J X étant un polynome du quatrième degré. 

[A3c] 
DISCUSSION D E S ÉQUATIONS DE DEGRÉS 2 , 3 , \ , 5 

AU POINT DE VUE DES RACINES MULTIPLES; 
PAR M. G. FONTENÉ. 

P R E M I È R E PARTIE. 

1. Semi-invariants. — Les seules fonctions des 
coefficients qui figurent dans la discussion d'une équa-
tion algébrique entière X = o, au point de vue des 
racines multiples, sont les semi-invariants (vo i r la 
Note précédente). On doit supposer qu'on a fait choix 
d'un système de semi-invariants fondamentaux. 

2. Constantes de Sturm. — Parmi les expressions 
qu'on peut construire avec les semi-invariants fon-
damentaux, les suivantes jouent un rôle important dans 
la question des racines multiples; elles ne suffisent 
d'ailleurs pas à la résoudre. 

Considérons une équation de degré m, dont les ra-
cines sont a, ¡î, y, • . . ; nous désignons par la 
somme des produits des carrés des différences des ra-
cines prises p à p ; on aura par exemple 

D m | 1 = S ( o t - P ) « ( « - T ) « ( P - Y)1-
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Les quantités D sont en nombre m — i , depuis Dm i 2 

ou S (a — ¡3)2, jusqu'à Dm>m qui est le produit des 
carrés des différences des racines. L'équation aux cad-
rés des différences des racines donnerait à considé-

ra ( m — i ) . , . , „ «i, 
rer - quantités, moins intéressantes d ailleurs 
que les quantités D. 

Le produit est à un facteur numérique près, po-
sitif ou négatif, le quotient du discriminant par 
a étant le coefficient de xm\ on trouvera plus loin une 
règle pour le signe de ce facteur. 

D'une manière générale, à des facteurs près qui sont 
ici sans importance, les quantités D sont les constantes 
de Sturm, c'est-à-dire les coefficients des termes de 
degré le plus élevé dans les polynomes de Sturm. 

3. Usage de ces constantes. — Voici la part de 
ces constantes dans la discussion.; 

a . Si l'on a 

(1) Dm,m ^ O, 

l'équation n'a pas de racine multiple. 

b. Si l'on suppose Dm?TO = o, l'équation a une 
racine double, soit a = ¡ 3 ; on a alors, pour former 

les m quantités 

P, P, Y , 

et D m,m-i se réduit à 

2 X I I ( P - Y ) J ( P ~ O ) » . . . . 

Si l'on suppose 

( 2 ) "DW)m = o, . - . 

l'équation a simplement une racine double. 
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c. Si Ton suppose D m , m _ 0 , Dm,TO_I==0? deux des 

m—1 quantités fî, y, . . . sontJégales, soit qu'on ait 
y = 8, auquel cas l'équation a deux racines doubles, 
soit qu'on ait f i = y , auquel cas l'équation a une ra-
cine triple. Dans les deux cas, on a, pour former 
D m , m _ 2 , m quantités où l'on peut trouver seulement 
m — 2 quantités distinctes, et D m , m _ 2 se réduit à un 
produit unique affecté d'un coefficient numérique. Si 
l'on suppose 

( 3 ) D „ , T M = O, D M Y M - \ = O, D / / ; $ W - 2 O, 

l'équation a simplement deux racines doubles ou une 
racine triple. 

On peut continuer ainsi, jusqu'au cas où, tous les D 
étant nuls, l'équation a une racine dont l'ordre de mul-
tiplicité est m. 

4. Insuffisance de ces constantes. — 11 restera à 
distinguer le cas de deux racines doubles du cas d'une 
racine triple, . . . ; on devra pour cela faire intervenir 
autrement les semi-invariants. 

5. Equation du deuxième degré. — Soit le poly-
nôme 

ibx -+- c; 

outre a, qui est un semi-invariant sans intérêt, il 
existe un invariant qui est le discriminant ac — 62 

ou y : 

il y a une racine double si y est nul. 

6. Equation^ du troisième degré. — Soit le po-
ly nome 
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l e s s e m i - i n v a r i a n t s f o n d a m e n t a u x s o n t 

a, y = a c — ò*, 8 = — 3 a 6 c 4 - 2 6*; 

l e d i s c r i m i n a n t s e c o n s t r u i t a v e c c e s s e m i - i n v a r i a n t s . 
O n a 

D3,3 = I I ? ! ( a 2 rf» -h 4 ac 3 — 6aôcrf -h 4 — 3 c*) 

e t 

— S i — y ; 

l a s e c o n d e e x p r e s s i o n d u d i s c r i m i n a n t s ' o b t i e n t d i -
r e c t e m e n t s u r l e p o l y n o m e U 3 - + - 3 y U + 8 , q u i r é s u l t e 
d e l a t r a n s f o r m a t i o n U = ax - f - b ( N o t e p r é c é d e n t e ) . 

O n a a l o r s c e T a b l e a u : 

4 y3 -4- 8 2 ^ 0 pas de racine multiple, 
4 Y 3 - 4 - 8 2 = 0 

4 y3 + o ! = o 

Y = o 

une racine double, 

une racine triple. 

7 . Équation du quatrième degré. — S o i t l e p o -
l y n o m e 

ax
w

-t- 4bx
%

«+• 6ca?24dx -+- e; 

o n u t i l i s e l e s s e m i - i n v a r i a n t s 

y = ac — b
t

1
 B = a*d — 3 abc -4- 2 6 s , 

e t l e s i n v a r i a n t s 
S = a e — c 2 , 

T = ace h- 2 — a d * — e b * — c 3 ; 
c e s c i n q q u a n t i t é s s o n t l i é e s ( N o t e p r é c é d e n t e ) p a r l a 
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r e l a t i o n 

O n a 

Mais ces quantités ne suffisent pas à la discus-
sion : 8 et S vont intervenir autrement. Les conditions 

S 3 _ - 2 7 T 2 = O , 2yS — 3 a T = o, y ^ o, 

Relatives au cas de deux racines doubles ou d'uné ra-
cine triple, donnent 

S2 (a 2 S — 12 y2) = o; 

on peut donc avoir 
S = o, 

ou bien 

d'où 
0 = 0 , 

d'après la relation écrite plus haut. Or, d'une manière 
générale, la condition 8 = o exprime (pour une équa-
tion du 4e degré) que la somme de deux des racines est 
égale à la somme des deux autres. L'hypothèse S = o 
correspond donc ici au cas de deux racines doubles et 
ne convient pas au Cas d'une racine triple; pour une 
racine triple on a, dès lors, S = o, 

et la réciproque est exacte, car on ne peut avoir 

a 2 ( T s — a T ) = 4Y3-4-S2. 

D M = ~ 3 a r 4 , ( * T S - 3 « T ) , 
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avec 
8 = 0 , 

puisque cela donnerait 

Tf = o. 
On a ce Tableau : 

une racine double, 

S 3 — 2 7 T 2 T^O pas de racine multiple, 

S3 — 2 7 T 2 = 0 

2Y S — 3 a T ^ o 

S3 2 7 T 2 = o j deux racines doubles ou une 
2 Y S — 3 a T = 0 > racine triple, selon que 8 

y 0 j ou S est égal à zéro, 

S3 — 2 7 T 2 = o j 

2 Y S — 3 a T = o > une racine quadruple. 
Y = O J 

Jl est facile de montrer qu'il y a deux racines doubles 
pour 

2 y S — 3 a T = o, 8 = 0, 

la condition 0 = 0 donne en effet, d'après la relation 
qui a déjà servi dans le calcul inverse, 

A2(YS — aT) = 4Y3 011 a2YS = i2Y3> 

pu, avec y ^ o, 

a1 a3 

On remarquera que, avec S3 — 2 ^ T 2 = o , on peut 
avoir 

8 = 0, 

sans qu'il y ait deux racines doubles; les racines 
peuvent être a, a, a -+- A, a — à, aussi bien que oc, a, ¡3, jî, 
pour que la somme de deux des racines soit égale à la 
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s o m m e d e s d e u x a u t r e s I I f a u t g a r d e r l a c o n d i t i o n 

— 3 a T = o. 

8 . Equation du cinquième degré. — S o i t l e p o l y -
n o m e 

a#*4- \ ocx*-+-\odx*-\- 5 ex 4 - / ; 

o n a u r a à u t i l i s e r l e s s e m i - i n v a r i a n t s 

a , 

Y = ac — b2, 
S = ae — 4 àd-h 3 c2 , 

T — ace -+- ibcd — ad2— eb2— c 3 , 

S = 3 a2df— 2 a 2 e 2 — g abcf-k- abde 4 - i 8 a c 2 e — i i a c d 2 - ± - 6 6 3 / — i5b2ce 4 - 1 0 b 2 d 2 > 

l ' i n v a r i a n t 

J = a2/2— \oabef -h 4 a c d f - + - i 6«ee 2 — iiad^e 
4- i 6 6 2 d / 4 - 9 b 2 e 2 —12bc2f— 7 6 b c d e 4 - 4 8 W 3 

4 - 4 8 c 3 e — 32C2rf2, 

e t e n f i n l e d i s c r i m i n a n t . L a f o n c t i o n S a m o i n s d e 
t e r m e s q u e l a f o n c t i o n S — S 2 , i n d i q u é e é g a l e m e n t p a r 
S a l m o n ; j e l a d é s i g n e p a r 2 p a r c e q u e , s i l ' o n f a i t 

a = o, 5 6 = a ' , \oc — l\b', . •••> f—e\ 

e l l e s e r é d u i t ( s a u f u n f a c t e u r n u m é r i q u e ) à a'2 S ' . 
L e s c o n s t a n t e s d e S t u r m o n t é t é c a l c u l é e s p a r 

M . R o b e r t s (Quarterly Journal, t . I V , p . 1 7 5 ) . V o i c i 
l e u r s v a l e u r s , à d e s f a c t e u r s p r è s q u ' o n p e u t n é g l i g e r 
i c i 

D6>5 ou le discriminant, < z v / 4 4 - . . . , 

Y j — 4 S S 8 ( S 3 — 2 7 T 2 ) , 

D m 5 Y S - 9 « T , 

D m Y -

S i l ' é q u a t i o n a d e u x r a c i n e s d o u b l e s , e x a c t e m e n t , o n 
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peut étudier J , qui est un invariant, en supposant 
que ces racines sont zéro et oo ; on a ainsi 

J = — o . 

Si l'équation a une racine triple, en la supposant 
nulle ou infinie, on a J = o. (Salmon fait observer 
que, si une équation de degré m a une racine multiple 
d'ordrep , avec 2 p > m1 tous les invariants sont nuls; 
c'est ainsi que, pour l'équation du quatrième degré, 
on avait 

S = o, T = o, 

dans le cas d'une racine triple). 
Si D5 ) 5 et D5>4 sont nuls, il y a au moins une racine 

triple; en supposant que cette racine soit zéro, ce qui 
est permis au point de vue des semi-invariants, on a 

S = 3 c2 ; 

selon qu'il y a une racine triple et une racine double, 
ou une racine quadruple, on a 

S ^ o ou S = o. 

On a ce Tableau : 

t>5,5 0 pas de racine multiple, 

D 5 , 5 = O j . 
\ une racine double. 

D 5 i 4 o | 

Do,5 = o 1 deux racines doubles ou une 
D 5 A = o > racine triple, selon qu'on a 
D g S ^ O ) ' ' J ^ ' O O u J a O , 

D3 ,5 = o \ 
D- — o I u n e r a c * n c double et une racine 

0 ,4 > • triple, ou une racine quadruple, 
Ds,3 — o l selon qu'on a S ^ o o a 8 = o ; 
D m 3^0 J 

si tous les D sont nuls, on a une racine quintuplé. 
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La fonction 

n ( « + p — 

avec i5 facteurs, s'annule dans le cas de deux racines 
doubles et ne s'annule pas dans le cas d'une racine 
triple; c'est un semi-invariant de poids égal à i5 , 
d'ordre égal à 12, contenant par exemple un terme 
en a 9 / 3 . Pour le calculer, on chercherait la condition 
qui exprime que la somme de deux racines est égale à 
la somme des deux autres; la racine restante étant celle 
de l'équation 

ax — m — o, 

on exprimerait que, dans l'équation 
X : (ax — m) = o, 

la somme de deux racines est égale à la somme des 
autres, ce qui donne 

m3 4- 3£m*4- (8ac — 562)//î 4- iÇ>àld — ^oabc 4- 25 b3 = o; 

on éliminerait m entre cette relation et la relation 

On aurait à écarter la solution parasite a = o, à la-
quelle correspond la valeur 

m =— 5b. 

9 . Remarque sur le signe du discriminant. — 
Bien que ce signe soit ici sans importance, je rappelle 
le fait suivant qui mériterait d'être plus connu. 

Appelons discriminant, et désignons par A, le quo-
tient para du résultant des équations o , . X ' = o , 
résultant dont le signe ne dépend pas de l'ordre dans 
lequel on prend les différences des racines des deux 
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équations. Ce résultat est, pour une équation du 
quatrième degré : 

a 4 b 6 c 4 d e o o 
O a 4 6 6 c 4 d e o 
o o a 4 6 6 c 4d e 
a 3b 3 c rf o o o 
O a 3 b 3 c rf o o 
O o a 3 b 3 c rf o 
0 o o a 3 b 3 c 3 d 

a 4 b 6 c 4G? e o o 
o a 4 6 6 c 4 Û? e o 
o o a 4 6 6 c fxd e 
o — 6 — 3c — 3 d — e o o 
o o — 6 — 3c — 3<* — c o 
o o o — 6 — 3c — 3d — e 
o 0 o a 3 6 3c 3d 

en prend le quotient par a . Ce quotient contient 
un terme en a 3 e 3 , provenant de 

a 2 x 

o — e o o 
o o — e o 
o o o — 6 
a o o o 

et ce terme est a 3 e 3 . D'une manière générale, on aura 
le terme amgm, que m soit pair ou impair. 

Le discriminant ainsi défini, 

ac — b2, 

2 /»3 

OU 

O U 

S
2

 4 Y
3 

ax 7 

S * — 2 7 T 2 , 

est de signe contraire au produit des carrés des 
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différences des racines pour un polynome.de degré 
4 ^ 4 - 2 ou 4 A- + 3, tandis qu'il :à le même signe 
que ce produit pour un polynome du degré 4 k ou 
4 ^ 4 - 1 . ( S A L M O J V , Algèbre supérieure, p. 3 4 5 ; voir 
ci-dessus les expressions des quantités D2,2> 1̂ 3,3 d'une 
part, D4,4 d'autre part.) 

Si, partant d'une équation du quatrième degré, on 
passe à une équation du troisième degré en faisant 

a = o, [\b ~ a' 6 c = 36 ' , 4 o ? = 3 c ' , e — d\ 

on a 
s — ! * y , 

avec un signe —.11 en sera de même chaque fois que 
l'on passera d'une équation de degré pair à l'équation 
de degré immédiatement inférieur. 

D E U X I È M E P A R T I E . 

10. Je vais reprendre d'une manière différente l'étude 
de l'équation du quatrième degré 

X ^ axv-h 4 bxz-+• 6 e x 2 - h 4 d x + e = o ; 

on obtiendra ici les expressions des racines multiples; 
Le polynome dérivé du polynome X est 4 X f } - en 

posant 
Xj = ax*-\- 3bx*-\- 3cx -j- d. 

On a 
(!) a X s = X i ( f l i P + 6 ) + R, 

en posant 

R = 3 ( a c - 6«)ar»-h 3 ( a d — bc)x + ae — bd. 
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O n a e n s u i t e 

(2) 3 (ac — 6 2 ) 2 X , = Rx[a(ac—b*)x-±-3b(ac — 6 2 ) 
— a(ad — 6 c ) ] - i - a Y , 

en posant 

Y = [2(ac — 62)S — 3aT]x-h[(ad—bc)S — 36T]. 

Il faut alors distinguer deux cas; et c'est là un défaut 
de la méthode, les deux cas n'étant pas distincts dans 
le cas où l'équation a simplement une racine double» 

I . — a c — o. 

11. Pour que le polynome X ait uné racine doublé 
et une seule, il faut et il suffit que le polynome Y ait 
une racine et que cette racine annule le poly-
nome R. Nous admettrons que le discriminant de X 
est S 3 — 27 T*, et nous écrirons les conditions 

S 3 — 2 7 X 2 = o, . 

2 y S — 3 a T ^ o. 

12. Si l'on veut que le polynome X ait deux ra-
cines doubles ou une racine triple, il faut et il suffit que 
les polynomes X et X< aient un plus grand commun 
diviseur R du second degré, non carré ou carré par-
fait. Dans les deux cas le polynome Y doit être identi-
quement nul, ce qui donne les conditions 

S 3 — 2 7 T 2 = O, 
2*yS — 3 a T = o. 

On en conclut comme précédemment 

8 x S = o* 

On peut d'ailleurs observer qu'on a 
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O r l e d i s c r i m i n a n t d u p o l y n o m e R , q u i e s t b i e n d u 

s e c o n d d e g r é a v e c l ' h y p o t h è s e y ^ o , e s t 

y S - f - 3 a T ou 3yS, 

e u é g a r d à l a c o n d i t i o n 
2 y S — 3 a T = o. 

O n a d o n c l e r é s u l t a t s u i v a n t : 

S * — 2 7 T * = o ) ^ , , , , 
/ Ô = o, deux racines double, 

2 y S — 3 a T = o \ 
.. , -, 0 \ S = o, une racine triple ; 

d ou 5 x S = o ) 1 

i l n ' y a p a s l i e u d ' a c c o m p a g n e r l a c o n d i t i o n S = . o , d e 
l ' i n é g a l i t é S ^ o , c a r si l ' o n a v a i t 

8 = o, S = o, d'où T = o, 

o n a u r a i t 
Y = o , 

d ' a p r è s u n e r e l a t i o n d u n ° 5 . 

II. — ac — b
i

= o. 

1 3 . O n a a l o r s 

R = 3(arf — bc)x (ae — bd), 

e t , d ' a p r è s l ' é g a l i t é (2) , l e p o l y n o m e Y e s t l e p r o d u i t 
d u p o l y n o m e R p a r ad — fee; o n a 

— B C ) 2 = Z 2 Y S — 3 A T . 

I l n ' y a , p a r s u i t e , r i e n d e c h a n g é p o u r l e c a s d ' u n e 
r a c i n e d o u b l e ; l ' i n é g a l i t é , 

ad — bc 76 o 

n e d i f f è r e p a s d e l ' i n é g a l i t é 

2 y S — S ^ T V o . 
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S i l ' o n s u p p o s e ' ; : ' ' : 

ad — bc = o, 

il ne peut y avoir de racine multiple que si le poly-
nôme R est identiquement nul, c'est-à-dire si l'on a , 

ae — bd=z o; 

le polynome X est alors divisible par sa dérivée, il a 
une racine quadruple. La condition ad — bc = o équi-
vaut à 2 y S — 3 a T = o, qui se réduit d'ailleurs à 
T == o ; comme on a 

« S = ' A ( A E — bd) — 3 b(ad — bc), 

la condition ae — bd=o équivaut à S = o, par suite à 

S 3 — T 7 T * R = O. 

14. En rapprochant les résultats obtenus, on re-
trouve le Tableau du n° 7. ; " ; ; ? 

15. R E M A R Q U E I. — Lorsque le polynome X a une 
racine double unique, c'est la racine de l'équation Y = o. 
Or, le hessien du polynome X jest 

H = (ac — b*)x'*-\- i(ad—bc)x'
i

-\-,.. ; 

considérons le covariant bien connu 

2 S H —• 3 T . X , 

ou 

[i(ac —b* ) S 4 [ ( « D — bc) S — 3 h T J . . , ; 

sa dérivée troisième, divisée par 24, est précisément le 
polynome Y. La racine double du polynome X est donc 
la racine du polynome ' — 

' . . . . . . . . : • ; • ( 2 S . H — 3 T . X ) W = O . : - ; 

Ann. de Mathémat.
t
 4* série, t. XI. (Août 191t.) 
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C'est qu'en effet le covariant ci-dessus est 

quand le polynome X a une racine double a, ce cova-
riant se réduit à 

1 6 . R E M A R Q U E I I . — Salmon observe que, dans le 
cas de deux racines doubles, le polynome X et son 
hessien ne diffèrent que par un facteur constant; on a 
donc pour ce cas 

ac — ¿>
2

 __ ad — bc __ ae -\-2bd — 3c
2

 __ be — cd 
a 2 6 6 c id 

_ ce — d2 _ 3T 
~ C 2 S ' 

le covariant 1 S . H — 3 T . X est alors identiquement 
nul. 

Les conditions 

2 ( a c — ¿>2)S - 3 a T = i o , 
(ad— 6 c ) S — 3 è T = o 

expriment directement que le polynome Y est identi-
quement nul ; l'égalité 

ac — b2 _ ad—bc 
a ib 

n'est pas autre chose que S = o. L'équation en ~ déduite 
de l'équation X = o rend compte des égalités 

2 (ce — d*)S — 3 e T = o, 
(be—ed)§ — 3<*T = o. 

Dans le cas d'une racine triple a, le hessien est à un 
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facteur constant près (x a)4 . On a alors 

S =s a, T = o, 

et le covariant 2 S. H — 3 T . X est encore identique» 
ment nul. 

Si l'on se reporte à l'expression de ce covajriaqt 
donnée plus haut ppur le cas d'une racine double, 011 
voit encore qu'il est identiquement nul pour y = 8 
(deux racines doubles) et pour a = y (une racine triple). 

1 7 . R E M A R Q U E I I I . — On aurait pu employer l a 
transformation U =ax-\-b, qui substitue au poly* 
nome X le polynome 

U * 6 Y U * - M 8 U - + - * S - - 3 Y * ) ; 

d'une part on aurait eu 

d'autre part on aurait eu 

a 2 R = 3 Y U « H - 3 8 U -H ( a » S — 3 Y 2 ) , 

dont le discriminant prend facilement la forme 
y S -f- 3 a T . 

[R6a] 
APPLICATION BU T t É f t R É M E DE M. A P P E L L SUR L E MOMENT 

DE LA QUANTITÉ M MOUVEMENT PAR R 4 P P 0 R T A D N 
COMPLEXE D'UN M O R I I « SOUMIS A UNE FORCE APPARTE-
NANT A CE COMPLEXE* - GÉNÉRALISATION DE L'ÉQUA-
TION DE CLAIRAUT ; 

PAR M. CH. P L À f R I E R , 
Ancien Elève de l'Ecole Polj&çchnique. 

Dans son Cours de Mécanique rationnelle ( t . L, 
p. 3 i i ) , M. Appell généralise ainsi l'application à un 
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mobile soumis à une force ; i° constamment perpen-
diculaire à un axe; 2° située constamment dans un 
même plan avec un axe, des théorèmes de la quantité 

"de mouvement et du moment de la quantité de mou-
vement : Si la résultante des forces agissànt sur un 
mobile appartient à un complexe linéaire, le mo-
ment de la quantité de mouvement par rapport à ce 
complexe est constant. 

Autrement dit, si la force XYZ, appliquée au mo-
bile z) de masse i , satisfait constamment à 
„l'équation 

pX-hqY + rZ + a(yZ - ¿ Y ) 

. 4 - b{jzX — xZ) 4- c(xY — yX) = o, 

où q, /*, 6, c sont des constantes, nous dirôns 
qu'elle appartient au complexe (p, y, r , a , 6, c) et nous 
aurons la relation : 

Nous nous proposons d'appliquer ce théorème au 
mouvement d'un mobile astreint à se déplacer sur un 
héiicoïde quelconque d'axe O z et de pas h = %Tzk, ce 
mobile n'étant soumis qu'à la réaction normale de la 
surface. 

Nous remarquerons tout d'abord que les normales à 
tous les hélicoïdes d'axe Oz et de pas h forment un 
complexe linéaire; en effet, les normales en question 
qui passent par un point M(#, y, z ) sont toutes situées 
dans le plan mené par M perpendiculairement à la 
tangente en M à l'hélice de pas A et d'axe O z. Les 
paramètres directeurs de cette tangente sont 

dx dv dz / dz dy \ 
4 ~ q ~~f H /* —j— 4 ~ cl [ y —; * - 7 -dt * dt de Y dt dt ) 

( dx dz\ / dy d,x\ 
4 - b ( z - t - — a? - r - } 4 - cl x-T- —y —r ) 

\ dt dt) \ dt J dt) 
dx — const, 

y\. x, k: 
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Appelons a , ¿>, c les paramètres directeurs d'une droite 
du complexe passant par M. Le complexe considéré ést 
défini par la relation 

— y a -h xb + /:c = o. 

Nous en déduirons immédiatement que le mobile dont 
nous étudions le mouvement est soumis à la réaction 
normale de l'hélicoïde N ( X Y Z ) appartenant au comi 
plexe (o, o, k, o, o, i ) . 

Appliquons alors le théorème de M. Appell en 
appelant p la distance du mobile à O2; v, sa vitesse; 
w, l'angle de sa trajectoire en M avec l'hélice de pas h 
et d'axe O s passant par M; cp, l'angle de la tangente 
en M a cette hélice avec un plan horizontal. 

Décomposons la quantité de mouvement suivant 
deux directions rectangulaires : MT tangente à l'hélice 
et MN ; le moment par rapport au complexe de la com-
posante suivant MJN (droite du complexe) est nul. 

Et le théorème de M. Appell donne, par suite, en 
tout point de la trajectoire, 

(1) kv coso) sincp -+- pv cosw cos<p == const. 
. % 

Or l'angle o est tel que tang <p == et l'on sait qu'un 
P 

mobile astreint à l'unique condition de se déplacer sur 
une surface décrit avec une vitesse constante une ligné 
géodésique de la surface. 

L'équation (1) peut donc s'écrire, en remplaçant ^ 
par sa valeur, •,.*„-. 
(.2) cosui = const. 

Elle définit les lignes géodésiques des hélicoïdea 
et constitue une généralisation de l'équation de Clai-
tfaiit : * • 
(3) p cost») sri coast.' s ~ 
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q u i d é f i n i t l e s l i g n e s g é o d é s i q u e s d e s s u r f a c e s d è 
r é v o l u t i o n ( h é l i c o ï d e s d e p a s n u l , c ' e s t - à - d i r e t e l s q u e 

* = o ) . 
A u p o i n t d e v u e d e l a t h é o r i e d e s s u r f a c e s l ' é q u a -

t i o n ( 2 ) p e u t d ' a i l l e u r s ê t r e c o n s i d é r é e c o m m e u n e 
c o n s é q u e n c e d e l ' é q u a t i o n d e C l a i r a u t e t d u t h é o r è m e 
d e B o u r s u r l ' a p p l i c a t i o n d e s h é l i c o ï d e s s u r l e s s u r f a c e s 
d e r é v o l u t i o n . 

A G R É G A T I O N D E S S C I E N C E S M A T H É M A T I Q U E S 
( C O N C O U R S DE 1 9 1 1 ) -

SUJETS DES COMPOSITIONS. 

Mathématiques élémentaires. 

I. Si Von mène à une ellipse (C) de centre G deux cercles 
bitangents, l'un (A) ayant son centre A sur Vaxe focal, 
Vautre (B) ayant son centre B sur Vaxe non focal, le point 
d

}

intersection I des cordes de contact MM' et NN' est un 
point limite pour le système des deux cercles. (On 
demande aux candidats une démonstration indépendante 
de la théorie des pôles et polaires dans les coniques; s*ils 
emploient l

f

équation de la droite AB, rapportée aux axes 
dt l'ellipse, pour montrer d'abord que le point I est sur 
cette droite, ils établiront géométriquement les formules 
qui expriment GA et CB au moyen des coordonnées CP et 
CQ du point I. Ils pourront donner subsidiairement une 
démonstration fondée sur la théorie des pôles et polaires 
dans les coniques.) 

II. On donne deux cercles (A) et (B), de centres h. et B, 
dont l'un (A) est intérieur à Vautre; soit I celui des deux 
points limites du faisceau (A, B) qui est intérieur aux 
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deux cercles. ( Ce choix du point I a pour but décarter 
une discussion que les candidats n'auraient pas le temps 
de faire convenablement.) ' 

Si Von mène par I deux cordes rectangulaires MM' et NN' 
appartenant respectivement aux deux cercles, il existe 
une ellipse (C) doublement tangente aux deux cercles, les 
cordes de contact étant M M ' e f N N ' ; le démontrer. Les 
cordes variant, les pôles R et S de ces cordes sont sur une 
droite fixe A perpendiculaire à la droite AB en un point J ; 
les circonférences qui ont pour diamètres les segments RS 
sont orthogonales à la circonférence de diamètre AB qui 
est le lieu des centres des ellipses (C); les carrés a* et b1 des 
demi-axes des ellipses ( G ) sont, les uns et les autres, pro-
portionnels aux distances CD des centres Q, à la droite A : 
les ellipses (G) sont, par suite, semblables entre elles. 

III. Les données restant les mêmes, les tangentes en M et M' 
sont rencontrées par les tangentes en N et N' aux points E , F , 
G, H. Désignant par Wangle que fait IM avec le prolon-
gement de BA, on établira les six relations qui déterminent 

en fonction des constantes delà figure (r, B , = A , - ^ - = B ) 

et du paramètre \ les éléments essentiels du quadrilatère 
IMEN, à savoir les angles IME = a, INE ==p, les côtés IM 
et IN, les côtés EM et EN; les deux dernières de ces rela-
tions sont 

. n R s i n ( B — X ) 
EM sin a -f- EN cos S = ^ R COSA 

t-it»t . o — / * c o s ( X - h a ) EM cosa -4- EN sin B = r sin A 

. „ , . . EM B 
Venfier au moyen de ces relations l égalité 

et en déduire que le quadrilatère EFGH reste inscrit à un 
cercle fixe (O) du faisceau'(A, B) lorsque les cordes MM 
et NN' varient. On déterminera la position du centre 0 de 
ce cercle en fonction des longueurs IA, IB , JA, J B , J I , en 

calculant successivement p-^y OA, O B ; on calculera aussi 
. U B 

la distance J O , on interprétera géométriquement la for-
mule obtenue , et Von en déduira une conséquence pour 
les circonférences décrites sur les segmenti R S comme 
diamètres. * ; v L 
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Comparant deux expressions différentes de la valeur du 

ME / \ 
rapport en fonction des quantités 1E, IH, MIE = 

MIH = 8, on obtiendra y == o, et Von interprétera ce résul-
tat en considérant les diagonales E G et FH. De quelle 
nature est la correspondance entre les droites E G et F H ? 

SOLUTION PAK UTF ANONYME. 

I . a. Par le calcul. — En considérant l'ellipse comme pro-, 
jection du cercle, sans invoquer de propriété focale, on a (ftg. i ) 

PM2 = A F . P Ï Ï , P m ^ C P . P Ï Ï , 

d'où 

É L - ÂL 
a * ~~ GP 

et. par suite, 

GP _ AP _ GA / _ i \ 
( A ) « « ~ & ~ * * C R J ' 

puisque CP. GR = en projetant l'ellipse suivant un cercle, 
on a de même, si l'on considère le point N, 

CQ _ J K ^ 
¿>2 ~ «2 c s j ' 

les relations ( a) et ( p) sont d'ailleurs équivalentes, car les unes 
ou les autres, appliquées au point M, donnent sur la normale 
en M 

F I _ Â M _ F A 
a* ~ fa ~~ c2 * 

On peut dire encore, en considérant l'ellipse comme projec-
tion du cercle et en invoquant en même temps la propriété, 
focale de la tangente, 

GA . GR = c 2 r GP . GR =? a 1 , 

ce qui donne les relations ( a ) , en introduisant dès le début le 
segment GR utilisé à la fin de la seconde partie; on.a ensuite. 
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le cercle FNF' passant en B et par suite en S r 

G B . C S = — e ' , C Q . C S = 6*, 

ce qui donne les relations ( j i ) . 
Sans considérer l'ellipse comme projection du cercle, on 

Fig. i. 

m 

0 / ^ j f — \ V V 

( ' 

.. è 
Ì 7 / ¡ r v ^ 

' / / v 1 
\ F C v y * f i 

/ / y , j ^^ 

R 

B 

ff 

peut dire aussi : on a d'abord, en appelant p et p' les rayons 
vecteurs du point M, 

AF _ AF' c _ i G A _ GA 
p ~ p' "" « ~~ p'—P ~~ £ C P ' 

a 
d'où •, ' : 

f l — G A » 
~~ CP ' 

on écrit alors les relations (a ) , en tenant compte de la propriété 
focale GA, GR = c* ; on en déduit les relation? (y ) ; celles-ci 
donnent les relations ( p ) pour la normale en M, et on les 
applique au point N en tenant compte de la propriété fpcale 

CB . CS = — c*. • . 

Ou bien, le cercle NFF ' ayant B S çomjne diamètre, la, 
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similitude des triangles BA'F et BFN donne : 

BA' B F _ A ' F _ c 
B F ~~ BN FN - a ' 

d'où 
- BA' _ c2 

BN "" a « ' 
BA7 _ W>_ _ A/JV ( ï

 ' & ~~ a* ~~ b* ' 

sur la normale en N. On en déduit ( a ) et (p) , en introduisant 
les points R et S. 

Si l'on considère maintenant sur AB le point I défini par 
les relations 

Ï B __ _ AB 
a« b* "" c2 ' 

on voit que les cordes MM' et NN' passent par ce point. 
On pourrait dire encore : la corde NN' étant fixe, le point M 

variant, GA et GP sont proportionnels, donc GA et Qï sont 
proportionnels, donc la droite IA rencontre Taxe non focal en 
un point fixe, et ce point fixe est le point B, comme on le 
voit en mettant le point M en N. L'idée est, en somme, que 
la forme de la division M, A, B' ne dépend que de l'ellipse, 
comme le montrent les relations ( Y ) . 

La méthode à laquelle l'énoncé fait allusion consiste à vérifier 
la relation 

CP GQ _ 

GÂ GB 

ce qui est immédiat. 
Montrons que I est un point limite. Des relations 

C Â . C Ï Ï = = c « , CB . GS = — c2 , 
on déduit 

G B . G S G Â . G R ; 

le quadrangle (A, R, B , S ) est donc orthogonal, la droite RS 
est perpendiculaire sur AB, et cette droite est alors la polaire 
du point I par rapport à chacun des cercles ( A ) et ( B ) . 

[On aurait pu établir la relation GB. GS = ' — c * pour le 
point M, soit C 8 V C S f ss — c*, en observant que le quadrangle 
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( A, R, B' , S ' ) est orthogonal, et en écrivant , 

GB7. G S 7 = — G A . GR = — c2 ; 

on se rend mieux compte ainsi de la relation 

G B . G S = — C A . GR, 

dont on fait usage ici.] 

I . b. Solution géométrique. — Considérons la polaire du 
point I par rapport à l'ellipse. Elle passe par le point R, et 
aussi par le point R t qui est le conjugué du point I par 
rapport à M et M' : elle est donc la polaire de 1 pour le 
cercle (A); elle est de même la polaire de I pour le cercle ( B ) ; 
le point I a donc même polaire RS par rapport aux deux 
cercles, c'est un point limite. [On sait d'ailleurs que, si une 
conique ( C ) est doublement tangente à deux coniques ( A ) 
et ( B ) , les cordes de contact passent par l'un des sommets du 
triangle autopolaire commun relatif à ces deux coniques, 
leurs pôles étant sur le côté opposé ; c'est cela qu'on démontre 
i c i . ] 

Remarque. — Le point I est intérieur au rectangle circon-
scrit à l'ellipse parallèlement aux axes; il peut être intérieur 
ou extérieur à l'ellipse, intérieur ou extérieur aux deux 
cercles. 

II . Les cercles ( A ) et ( B ) étant donnés, ainsi que le point 
limite I et les cordes rectangulaires MM', NN', menons par A 
et B des perpendiculaires à ces cordes qui se coupent eft un 
point G; il existe une ellipse de centre G qui a ses axes 
dirigés suivant CR et GS, qui passe en M (par suite en M'), 
et qui est tangente en M (par suite en M') au cercle ( A ) : 
en effet, nous pouvons tracer un cercle de centre C tel que 
les points de contact des tangentes menées de R à ce cercle 
soient sur MM', et l'ellipse.qui admet ce cercle comme cercle 
principal et qui passe en M répond aux conditions énoncées. 
J e dis que cette ellipse est tangente en N et en N' an cercle ( B ). 
I l existe, en effet, un cercle de centre ( B ) doublement tan-
gent à l'ellipse; la corde de contact passe au point I, elle est 
portée par NN'; Tun des points lirait.es du cercle considéré. 
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et du cercle ( A ) étant le point I, ce cercle est le cercle ( B ) . 
(On aurait pu considérer l'ellipse de centre G, tangente en N 

Fig. 2. 

et N' au cercle ( B ) ; les foyers de cette ellipse sont donné» 
par le cercle de diamètre B S . ] -

Les points R et S sont sur la droite A qui est la polaire 
commune du point I par rapport aux cercles ( A ) et ( B ) . 
^ Le quadrangle ( A , B , R , S ) étant orthogonal, la circonfé--
rence de diamètre RS est orthogonale à celle de diamètre AB. 
Voici une démonstration simple de ce fait : l'ensemble formé 
par la première circonférence et le triangle inscrit SCR, et 
l'ensemble formé par la seconde circonférence et le triangle 
inscrit ACB peuvent être rendus homothétiques par rapport 
au point G au moyen d'une rotation d'un angle droit autour 
de G ; les tangentes en Q sont donc orthogonales. Les circon^ 
ferences qui ont pour diamètres leg segments RS , ayant leur$ 
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centres en ligne droite et étant orthogonales à un cerde-fixe, 
forment un faisceau ; elles coup§pt la droite AB en deux points 

fixes L et V définis par la relation J L * = JA. JB. 
Nous reviendrons sur ces circonférences. 
On a trouvé, dans la première partie, 

TB _ TK^ _ AB  
a 2 ~~ b* *" c* ' 

les ellipses (G) sont donc semblables ; l'idée est que la forme 
de la division I, A, B détermine la forme de la division M, A, B', 
et, par suite, les rapports des quantités a 2 , 6*, c2. Gomme on 
avait d'ailleurs 

GP AP GA 1 
a- ~ Ò2 ~ c2 

Bl Â I BA 1 
a 2 ~~ b* ~~ c2 ~ w 

puisque les segments de la division G, A, P sont aux segments 
de la division B, A, I comme GD est à CR ; a 2 , 6 2 , c 2 sont donc 
proportionnels à GD lorsque MM' et NN' varient. On pourrait 
introduire dans cette démonstration les points U et V où la 
droite GD rencontre MM' et NN' ; on a par antiparallèles 

a 2 = CP . CR = GU CD = B Ï . GD, 

b2 = CQ . GS = GV . CD = A Ï . CD. 

Signalons encore les relations 

c2 = C Â . C R = — CB . CS = B Â . CD . 

III. a . Considérons le contour quadrangulaire IMEN. Les 
triangles AIM et BIN donnant 

sin(90 — a ) _ sinX _ sin[X - r (90 -r. a)] 
~ K F ~ r ~ ~~ IM * 

sin(90 — ft) _ ëinCgo — X) _ sin [90 — X — ( 9 0 — f t ) ]  
BI ~ : R IN ; ; 



on a donc 

( 0 

(2) 

et 

( 366 ) 

cos a s=5.À sinl. ^A = ^ ^ , 

( B I \ 
B = - j - J 

Fig. 3. 

IM = 

IN = 

— r cos (a -f- X) 
sinX 9  

R-sin (ft — X) 
cosX ' 

ou encore, d'après ( i ) et ( 2 ) , 

( 3 ) I M = r ( - s i n a — A c o s X ) , 
( 4 ) IN = R (sin ft — B sinX); 

on a d'ailleurs directement ces dernières formules en écri-
vant 

IM =5 PM — PI sss r sina — AI cosX = r ( s i n a — À cosX), . . . , 

c'est-à-dire en appliquant aux triangles AIM et BIN une des 
relations classiques obtenues par projection. 
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Par projection sur IM et suf IN ón a enfin 

EN sin p -4- EM cosa =* IM, 
EM sin a -+- EN cos p = IN, 

ou, d'après (i) , ( a ) , ( 3 ) et ( 4 ) , 

( 5 ) EN sin p -h A . E M sinX = r ( s ina — A cosX), 
( 6 ) EM sin a -f- B .EN cosX = R ( s i n p — B sinX). 

Si l'on divise membre à membre, on voit que, pour établir 
, . . EM B .. # la relation = —, il faut verifier qu on a 

E N A - ^ 

A(sin p -+- B sinX) _ r ( s in« — A c o s X ) 
B(s ina -+- A cosX) R(sin p — BúrnTi}* 

ou 
A . R _ sin2« — A l eos 2 X 
B./* ~~ sin2p — B2 sin2X ' 

en tenant compte à nouveau de ( i ) et ( a ) , cette relation devient 

A . R _ i — A2 

B .r ~ i — B 2 ' 
ou 

A . R ( i — B 2 ) = B . r ( i — A 2 ) , 

ou, en divisant par AB, 

Or, a priori, les quatre quantités ft* A*, A., B, relatives à 
un système (le deux cercles, sont liéfeS pûr unç r e g i o n qui 
exprime tfüé Í est point limite ; on dbtt avoir, J étaat le con-
jugué de t |)flr rapport aux deux cercles,« 

BJ — BÏ = ÂT — A ! , 
ou 

R « — r * — 
IL. _ BI = -Lr - Al, 
BI AI 

ou 

( ? ) 5 - B . R - f - Â T ; 

c'est bien ce qu'il fallait établir. 
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[En considérant l 'ellipse comme projection d'un ôercle, on a 

fa I M . i M ' I M . I M ' r * — LA* 
a * im.im' IN. IN' R î _ J^

1

 ' 

TÂ . ! 
comme on a trouve —- = = , on doit avoir 

: « f iB 

I Â > 2 — T a 2 

. . . Ï B R 2 — IB 2 

ou 
À : R _ I — A» 
B : /• i — B 2 ' 

c 'est la relation ( S ) sous la forme qu'on a d 'abord rencontrée 
ci-dessus.] 

o • ' , , i . EM B Si 1 on veut arriver a la relation 77x7 = et non pas se 
E N A r 

contenter de la vérifier, le mieux est de calculer directe-
ment EM et EN sur la figure, en projetant le contour IMEN 
sur une perpendiculaire à EN et sur une perpendiculaire 
à EM ; on a d'abord 

EM s i n E = IN sin ft — IM cos fi 

= R sin¡3(sin ft — B sinX) — B./*(sing — AcosX) cosX 

= — B ( R sinft sinX -f- r s ina cosX) 

- i - ( R s i n * f t - h A . B . r cos 2 X) , 

et le second terme devient 

R — RB* cos2X A. B . r cos2 X, 

ou 

B ^ h- ( A r - B . R ) cos*x J ; 

on a de même, en permutant A et B , R et /-, a et ft, X et-^- — X, 

EN s i n E = — A ( r s ina cosX-H R sinft sinX 

a | J 1 - H B . R — A . r ) s i n 2 x J ; 

dans ces expressions de EM et de EN, les premières paren-
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thèses sont identiques ; les secondes parenthèses sont égales, 
c 'est-à-dire qu'on a 

R r 
_ - + - ( A . r — B . R ) c o s » X = ^ 4- ( B . R — A . r ) sin'X, 

c a r cela donne 

ÏÏ~X = B . R - A . r , 

, i • i EM B et c est la relation (6 ) ; on en conclut -r— = . 
A 

a- • i» EM B , . 
Ainsi Ion a = —» c est-a-dire que le rapport des puis-

sances du point E, par rapport aux cercles ( A ) e t ( B ) , est 
B2 — ; la même chose ayant lieu pour les points F , G, H, il 
résulte d'un théorème connu que le quadrilatère EFGH reste 
inscrit à un cercle fixe ( O ) du faisceau (A, B), lorsque les 
cordes MM' et NN' varient. Le fait que ce quadrilatère est 
inscriptible à un cercle se vérifie d'ailleurs aisément. 

Gomme on a 

2 - _ A2. E A — B 2 . EB = A V 2 _ B * R V 
EA — /-2 _ B2 ^ 

EB — R2 A 2 

le centre O de ce cercle est déterminé par la relation 

ÔA B2 

OT-A. ( A < B ) ; 

à cause de 

r» IA.JA j â J B 
on a donc 

OÂ _ ]B_ . 
ÔB ~~ JB J Â 

O \ 
de sorte que — — est égal au rapport anharmonique (I, J , B, A), 

OB 
et l'on en déduit, en appliquant la relation d'Euler pour quatre 
points en ligne droite, 

ÔX OB AÏÏ - 1 
I B . J A I A . J B - J I . A B Jl 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. XI. (Août 1911.) 
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on a encore 

JO = J A -f- AO = JA -H Ï B 1 _ J A 

JI 
J A . J B 

J I 
ou 

JO . J l = J A . JB 

or, si l'on appelle X et Y les points d'intersection de la droite 
JO avec le cercle ( 0 ) , on a 

de sorte que le produit J O . J J représente la puissance du 
point J par rapport au cercle ( 0 ) ; cette puissance est donc 
égale à J A . J B , d'où il suit que l'axe radical du cercle ( O ) et 
du cercle de diamètre AB passe en J ; dès lors, les circonfé-
rences décrites sur les segments RS comme diamètres sont 
orthogonales au cercle (O) , puisqu'elles le sont au cercle de 
diamètre AB ; on a 

J K . J S = ~ - J Â . J Ï Ï = : — TÔ.JT = — J X . T Y , 

et les quadrangles (X , Y, R, S) sont orthogonaux, comme les 
quadrangles (A, B, R, S). 

Les triangles 1RS sont conjugués par rapport au cercle ( O ) ; 
ils ont leur orthocentre en O, et à cela correspond la relation 
J R . J S = — JO. JÏ. 

Le fait que le lieu des points dont le rapport des puissances 
par rapport à deux cercles ( A ) et ( B ) est constant se trouve 
être un cercle du faisceau (A, B), fait évident si les cercles 
se coupent, se trouve établi d'une manière générale si l'on 
part de ce théorème : la différence des puissances d'un point 
par rapport à deux cercles est égale au double produit de la 
distance des centres par la distance du point à l'axe radical 
de deux cercles. Si l'on veut vérifier ici le fait en question pour 
le cercle ( 0 ) , qui est un cercle particulier du faisceau, on peut 
vérifier la relation 

aJO 
J O . J i = J X . J Y 

JI J X J Y J X . J Y 

0 E * = 01 x OJ . 

La formule de Stewart 
2 2 

E \ : O B - EB.OA = EO. AB — OA . OB . AB 



( 3;« ) 
avec 

OB OA AB 
A* B» A 2 — B* 

donne 
2 —*-2 Î A 2 r i A n 2 

A 2 . E A — B 2 . ER = ( A 2 — B* )EO — ^ 

on a donc 
2 

A 2 PS A R 
A2 r 2 — B2 R2-f- = ( A2 — B 2 ) O E 2 ; 

A" — B2 

or, si l'on se reporte à l'établissement de la formule (8) , on a 
( le sens positif étant de B vers A ) 

ÂB = X I — B l = A r — BR, 

T r _ T T 77T '* R _ B / - A R . A B - A J - B J - x - ï ï _ A . B > 

on peut donc écrire 

I Ï Ï ( A r + B R ) + Â B A - B [ , B r ~ A R ) = ( A * - B ' ) Ô P , 
AL — r>-

A B ( A » / - B » R ) — 
( A « - B » ) « = ' 

Or on a, d'une part , 

_ ( A r — B R ) B 2 _ A 3 r — B3 R 
- A 2 — B2 r ~ A2 — B2 ; 

on a, d'autre part , 

et, en évaluant cette fois AB par rapport à l'origine J , 

( B / — A R ) B 
A r _ A ( A r - B R ) _ AB 

A2 — B 2 A A ( A 2 — B2 A 2 — B 2 ' 

on a donc bien 

ôë 2=ÔT X OJ. 
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On peut remarquer les formules 

m _ O B _ OA 
A2 B2 

IH. b. En ce qui concerne les angles y et 8, on a, d'une 
part, 

ME __ J E ^ MH III 
sin y sin a* sin 8 ~~ sin a* 

d'où 
ME _ 1E sin y 
MH ~ IH sin o ' 

relation évidente d'ailleurs; on a, d'autre part, 

ME _ B _ MH_ 
ESN ~ A ~~ HN' ' 

d'où 
TE cosy 

ME __ _EN_ _ sin p _ l E c o s y 
MH ~ HN' ~~ IHcosS ~~ IH coso' 

sin p 

la comparaison des deux résultats donne tangy = tango, ou 
y = o. Ainsi, les demi-droites IE et IH sont également incli-
nées sur IM et sur IN; il en est de même des demi-droites IE 
et IF ; il suit de là que les demi-droites IF et IH sont opposées. 
En conséquence, les diagonales EG et FH passent en I, et sont 
également inclinées sur MM' et NN'. 

Il est facile de voir géométriquement que IM est bissectrice 

de l'angle El H ; plus généralement, étant donnés deux cer-
cles et un de leurs points limites I, considérons une sécante 
qui les rencontre aux .points E et H, M et Mj : si U et V sont 
les deux points qui divisent harmoniquement, les segments EH 
etMMi, le cercle de diamètre UV est orthogonal aux deux 
•cercles donnés ; ce cercle passe donc en I, l'angle UIV est droit, 
les droites IU et IV sont bissectrices de leurs angles EIH et 
MIM]. Si la sécante devient tangente en M à l'un des cercles, 
la droite IM est bissectrice de l'angle EIH. 

Si l'on se donne la droite FUI, ce qui détermine les points F 
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et H r on peut mener du point F deux tangentes au cercle ( B ) . ^ 
ce qui détermine deux points E ; on a alors deux droites El a ; > 
la correspondance entre les droites EIG et FIH est une 
correspondance doublement quadratique. 

III. c. Si l'on suppose bien connue la théorie des polaires 
dans le cercle, comme le quadrangle EFGH est inscrit a u . 
cercle ( 0 ) , on voit d'abord que les points R et S sont con-
jugués par rapport à ce cercle, d'où il suit que les circonfé-
rences décrites sur les segments RS comme diamètres sont 
orthogonales à la circonférence ( 0 ) . 

Le triangle diagonal du quadrangle EFGH est autopolaire 
par rapport au cercle ( O ) ; les côtés opposés EG et F i l se 
croisent donc en un point qui est le pôle de RS, c'est-à-dire 
au point I, puisque le cercle ( O ) fait partie du faisceau (A, B ) ; 
on a, en I, un faisceau harmonique (MM', NN', EG, FH) , et 
c'est là une propriété de deux coniques bitangentes à une 
même conique. Le triangle variable 1RS est autopolaire par 
rapport au cercle ( O ) ; son orthocentre est en O, et l'on a 
J R . J S = — J O . J I ; comme on a aussi J R . J S = — J A . J B , on 
retrouve la relation J O . J I = J A . J B . 

III. d. Le quadrilatère EFGH étant circonscrit à l'el-
lipse ( G), le théorème de Brianchon montre encore que les 
diagonales EG et FH passent au point de croisement I des 
cordes de contact MM' et NN'; le faisceau en I est harmo-
nique, de sorte que les droites rectangulaires MM'etXN' sont 
les bissectrices des angles que forment les droites EG et F H . 

Le quadrangle EFGH étant inscrit à un cercle, les bissec-
trices des angles formés par les trois couples de côtés opposés 
aux points R, S, I, sont parallèles. 

Remarque. — Le quadrilatère EFGH est un polygone de 
Poncelet, inscrit à un cercle fixe, et dont les côtés restent tan-
gents à des cercles fixes, les divers cercles appartenant à un 
même faisceau. On connaît des polygones mobiles dont 
chaque sommet décrit une conique particulière, dont 
chaque côté reste tangent à une conique particulière ; pour 
le cas des triangles, on trouve deux systèmes différents de 
six coniques (Nouvelles Annales, 1897, p. 449 e t 454)» 
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Mathématiques spéciales. 

On considère dans un plan la parabole ( P ) et la 
droite ( D ) dont les équations sont, en coordonnées rec-
tangulaires, 

y2—ipx = o, y — a = o. 

I. Une droite variable (A), issue de l'origine O, ren-
contre ( P ) en un point A, et ( D ) en un point B ; trouver 
le lieu ( C ) des points M et M' symétriques par rapport à 
Vorigine et conjugués harmoniques par rapport à A et B, 
M étant supposé constamment entre A et B. 

Les tangentes en M et M' à (G) rencontrent respecti-
vement en I et Y la tangente en A à ( P ) ; construire le 
lieu (T) des points I et I' et distinguer sur ce lieu les arcs 
qui correspondent à I des arcs qui correspondent à I'. 

Construire les tangentes en M à (G) et en ï à (Y). 

II. D'un point I de (Y) on peut mener ci (C) trois tangentes 
chacune d'elles rencontrant ( C ) en un point autre que le 
point de contact ; montrer que les tangentes à (G) aux 
trois points ainsi définis concourent en un point J dont on 
exprimera les coordonnées en fonctions de celles de I ; 
reconnaître si les tangentes menées cle I ou de J à (G) sont 
réelles. 

Du point I on mène à ( P ) une tangente autre que IA ; 
soit T son point de contact ; du point I on mène à ( C ) deux 
tangentes autres que IM; soient Tj et T2 les points, autres 
que les points de contact, où elles rencontrent (C)', trouver 
le lieu du centre de gravité du triangle TTj T 2 . 

III. Par l'origine on mène deux droites également in-
clinées sur les axes' et rencontrant une tangente en un 
point M de (G) en des points Q et Q'; l'axe OY rencontre 
cette même tangente en R ; trouver le lieu des points Q' 
et Q tels que la somme des inverses des longueurs OQ, OQ' 
soit égale à l'inverse de la longueur OR. 

Ce lieu comprend une partie d'une branche d'une courbe 
algébrique; trouver l'aire comprise entre cette branche et 
son asymptote. 
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Calcul différentiel et intégral. 

I. Soient A une droite donnée, O un point fixe sur cette 
droite. 

Déterminer les surfaces S telles que la trace du plan 
tangent en un point quelconque M, sur le plan AOM, 
coupe le rayon vecteur O M sous un angle donné a. 

La recherche des surfaces S se ramène à Vintégration 
d'une équation linéaire aux dérivées partielles E ; indi-
quer comment on peut engendrer les surfaces S à l'aide 
d'une caractéristique choisie de celte équation. 

H. Les surfaces E qui coupent les rayons vecteurs issus 
d'un point donné O sous un angle donné ol sont les inté-
grales d'une équation F aux dérivées partielles du pre-
mier ordre. 

i° L'équation F admet-elle des surfaces S comme solu-
tions particulières ? 

2° Déterminer les surfaces S. 
Comment une surface £ peut-elle être engendrée à 

l'aide d'une caractéristique choisie, par seul déplacement 
du plan de cette courbe ? Quelles sont ses lignes de 
courbure ? 

3° Une surface 2 déterminée peut être engendrée d'une 
infinité de façons comme enveloppe de surfaces S ou lé 
particulières. 

On peut toujours choisir la famille d'enveloppées de 
telle sorte qu'en tout point de contact l'enveloppe et l'en-
veloppée aient mêmes centres de courbure principaux. 

4° Toute surface S peut être obtenue comme intégrale 
commune à l'équation F et à une équation linéaire aux 
dérivées partielles du premier ordre dont l'origine est 
4analogue à celle de l'équation E. 

Mécanique. 

Une boule pesante rencontre le sol supposé horizontal. 
On demande d'étudier son mouvement ultérieur à partir 
du moment où la boule touche le sol. 
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I. On supposera la boule sphérique et homogène. On 

négligera la résistance de Vair et les frottements de rou-
lement et de pivotement. On admettra Vhypothèse de 
Newton d'après laquelle la composante verticale de la 
vitesse du point M de la boule qui vient en contact avec le-
sol se trouve multipliée immédiatement après la rencontre 
avec le sol par un facteur négatif (— e) qui ne dépend 
que de la nature des surfaces en contact, avec o^e^ i. 

I I . La discussion devra surtout mettre en évidence s'il y 
a glissement ou non-glissement dans les contacts. Elle 
montrera que la forme de la trajectoire du centre c de la 
boule dépend essentiellement (pour des substances don-
nées) de Vangle aigu Oj de la verticale descendante avec 
la vitesse initiale du point M, fixe sur la boule, qui vient en 
contact avec le sol. 

I I I . On appellera m la masse de la boule, p son rayon7 

f le coe fficient de frottement de glissement de la boule 
contre le sol. On prendra comme origine des axes fixes la 
position initiale o du centre c de la boule quand elle 
arrive au sol et comme axe oz une verticale ascendante. 
On appellera a1? {ih yt, pl} q{, rx les projections de la 
'vitesse de c et de la vitesse angulaire de rotation instan-
tanée de la boule au moment oà elle touche le sol; ftj r 

Y\i P\y r'\i les valeurs de ces projections après la ren-
contre ; vx et v\, les valeurs initiale et finale, au moment 
de la rencontre avec le sol, de la composante horizontale 

de la vitesse du point M, j^tang Oj = - — ^ 

Comme application de la discussion, on pourra indi-
i i 

quer, en supposant e = -, / = -, les formes de la trajec— 
2 7 

5 toire de c pour tang GA = i, tang 6, = - ou tang 0t = 4- On 

$ 

pourra aussi examiner le cas où = = t a n g 8 1 < — 

et ivx — ~ J nul ou très petit. 
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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES. 

1579. 
(1888, p. i i2 . ) 

Si les nombres positifs a{, «2> «3, ... sont tels que Von 
ait(an— n) = a pour n infini, on aura également 

n 

y n \n~/ 
E . C E S A R O . 

S O L U T I O N , 

P a r M . G . P O L Y A . 

Prenons 

ai = 1 a 2 — 2 -4- r 2 . . . . , an = n rn, 

et nous avons à examiner l'expression 

/ 

n -

Par hypothèse 
lim rn = a , 

lim — = e<x\ 

on en conclut aisément : 
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Reste à prouver que la limite du premier facteur est i . 

n 2 

ri 1 /I , 1 2 , 2 7i, n\"l 
n \ - H — - i o g — I — l o g - - + - . . . - H - l o g -_ g L4 n\n n n ° n n n) J On remarque que 

î. i 

Jf x log# dx = 
o 

x2 , x2 
— loga: -
2 4 0 4 

et l'exposant devient 

zi I ( — log h — — Iog — ) - — / ¿r log.r dx 
l\n * n n * n n * n / n J ° J 

X 

X=t A ~ 1 

i. x = i. 

i 

n i ( — log — — x log .r ) dx = — log -—h -r— • 
J0 \n ° n ° y 2/i 4" 

II. X = 2 , 3, . . ., n. 

l o g = — log — -f- ( ¿T -
° n * n ' 

i / x y - - # — 
2 \ 71 / À 

n \ n J 

( o < 6 < i ) . 

Quand ¿F est resserré dans l'intervalle Z'- - f —\ 
\ n nj 
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En intégrant 

X 

/X 1 \ 
i dx 

1 = 1 X —1 
n 

n 

= h + i~n n [ i ( * • + - r = r ] 
X = Î 

n = 1 

« • 2 s 
X = i 

a = î 4 

i i 
i -I- -

2 3 " " n — i i - b l o g ( / i — i) 

-devient nul pour n infini; nous n'avons qu'à chercher la limite 
de 

2 
X = i 

Mais d'après la formule de Stirling 

.. i .2.3.., n ,— lim — = s/nzt 
nn e~ n y n 

.. i .2.5. . .n , V i .2 n 
hm — = i, h m log- = — i. 

ne-in^ 

En rapprochant les extrêmes 

n ,  
1 i / » / l . 2 . 3 . \ e* -11-f-iog-— I 

lim / î 1 » ^ 3 . . . / i« = lim e2 v n ' = î . 
n -+- 1 T 

n ~ 
C. 0 . P. D. 

Remarque. — En supposant / ( # ) , / ' ( # ) , / " ( # ) continus, 



Dans la démonstration précédente on était obligé d'établir 
la même égalité par un calcul plus détaillé, parce que ces 
conditions simples manquaient d'être remplies. 

Autre démonstration ( 1 ) . — Soit f(x) une fonction telle que 
f"(or) converge vers zéro pour x infini, conservant le même 
signe, toujours diminuant en valeur absolue. 

+ Î T ? T / , ( " > ~ F { N ~ 1 ) J ~ f h U " { N ~ 0 

(l) Voir C E S A R O , Lehrb. d. alg. Analysis (p. 2 7 3 ) , d'où nous 
avons empruntée la méthode suivie. 
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Faisons n = 2, 3, . . . , n. 

+/'<„_,)+!/»(„)] 

La série à droite converge, ayant des termes à signes alter-
nés et décroissants sans limite; c'est-à-dire, l'expression à 
gauche a une limite finie et déterminée pour n infini. Posons 

x2 x2 

f O ) = — - y / O ) = ^logtf , 

/ ' ( * ) = 1 + logtf, / ' ( * ) = i , / ' " ( * ) = - - L . 

En appliquant le résultat obtenu, il est facile de montrer 
que 

— log n — f 1 log 1 -h 2 log 2 •+• 3 log 3 -4 - . . . 
2 4 L 

-f- (n — 1) log(/i - 1) -4- l-n l o g / i j 

n 

tend vers zéro pour n infini. c. Q. F. D. 

1580. 
(1888, p. 112.) 

Si dans la question précédente, on fait 

bn-= -(ai+fl2H-...+ a„) 
n 

on a 
n 

lim = 
y n \n / 

E . CESARO. 
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SOLUTION, 

P a r M. G . POLYÀ. 

On fait 

ai = i -h /*i, flî=2 + r2, an = n rtl 

¿>1= y (i-H n), bi= + rt) 

6 t = I -+- I -+- ¿>2 = 1 -+- I -h '2 -

^ = « + 1 + 2 

n 
rt-+- . .-h rn 

n 

Gomme dans la question précédente 

\fn 
n 

e1 
= lim - — J tyOvfi*. . . n" 

Y R 
x l imW ( i + i + 2/- i ) . . .\ i-

/'i-H r-i-h. h r,A " 2 

1 6 6 1 . 
(1894, p. i.) 

Démontrer que*, si le rapport d'un terme au terme pré-
cédent dans la succession a{, a^a^, ... tend vers une limite 
finie et déterminée k, on a, pour n croissant à l'infini, 

lim 's/a'^a'^-i . . . «»• = 

Mj, Ma, Ms, . . . étant les termes dune série convergente 
quelconque dont la somme est i. 
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S O L U T I O N , 

P a r M . G . P O L Y A . 

Posons 

l o g a i = a , , l o g a 2 = o t j , . . . , l o g a r t = a n , 

lim %n = logA:. 

Le logarithme de l'expression donnée est 

qt Un -+- Un-X -+- 0t3 Un-t -4- . . . -4- tt/i-i u2 -h ctn Uj 
n 

— ( g l — ( « 2 •—g8)(M/f+- . . 
n 

( g " - t —««)(**»-+- Ms-t-. . .-4- u n ) 
n 

n 

Le second membre converge vers 

.. a 2 — a t - 4 - a : { — a 2 - + - . . . -h a /f — a / t _ t lim (ut un) 
n 

= lim CLn a ' lim(wi-+-. •.-+- u n ) 

= s log&. 

Je dis que le premier converge vers o ; soit : 

= — | pour i — i, 2, 3, . . . , 
S ^ | uM -4- u^-K • •-+- uk| = \sk — pour i,k = 1 , 2 , 3 , 4 , . . . , 
N un nombre entier choisi de manière que 

| u n -f- u n + \ -H . . . -h Wv | ^ — 

pour }JL, v = N -h i, N -h 2, N -h 3, . . . ; tous les trois nombres 
existent, par hypothèse. Le premier membre est donc plus 
petit que 

(N — i ) A S A ( / i — N) £ 
n n 2 A 

pour tous les n = N -+- i, N -f- 2, . . . ; alors on prendra n si 
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grand qu'on ait 

(N — i) AS £ 
n 1 

QUESTIONS. 

2181. — Trouver le lieu du centre d'un cercle inscrit à un 
triangle conjugué à une conique C, l'un des sommets du 

2l82. — M étant un point d'une courbe (G), déterminer 
une autre courbe (Ci J, telle que les tangentes aux points 
correspondants M et Mj se coupent sur l'axe Ox. De même, 
déterminer la courbe (C 2 ) , telle que les normales aux points 
correspondants M et M2 se courent sur O j ' ( a x e s rectangu-
laires). 

Déterminer la courbe (G) par la condition que les tan-
gentes aux points iSlj, M2, correspondant à un même point M 
de (G), soient parallèles. 

Examiner le cas, où les courbes (G) et (C 2 ) passent à l'ori-
gine, de telle sorte que M2 vienne coïncider avec l'origine en 
même temps que M. 

Enfin, examiner le cas où la courbe (Gj) passe aussi à 
l'origine, de telle sorte que les points Mi et M soient en même 
temps à l'origine. 

Déduire un procédé pour l'intégration de l'équation diffé-
rentielle 

triangle variable étant fixe. N . A B R A U E S C V . 

x-h(i — m)yy' = >Jm(x2 -hy2) — m2 y2 -h n. 
a + ï r - M f * — Y * ) / 

N . A B R A M E S C U . 
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[M29e] 

SUR CERTAINES SURFACES GÉNÉRALISANT LA CHAINETTE 
DE C 0 R I 0 L 1 S ; 

PAR M. É. TURRIÈRE. 

1. L'une des formules les plus remarquables de la 
théorie des surfaces, en coordonnées tangenlielles, est 
certainement celle qui donne l'expression de la somme 
des rayons principaux de courbure R et R/; l'impor-
tance de cette expression découle de sa forme linéaire 
par rapport à la fonction qui individualise la surface et 
par rapport aux dérivées des deux premiers ordres de 
cette fonction. 

Les axes sont rectangulaires; suivant les cas, suivant 
qu'il existe ou non une direction ou un axe privilégié 
(un axe de révolution, par exemple), il y a lieu d'uti-
liser l'une ou l'autre des équations 

X coscp cosò -f- Y coscp sin 6 -f- Z sincp = w, 
u(X — ï Y ) - t - p ( X + i Y ) + (uv — i)Z = (uv -{-

pour représenter le plan tangent. On a alors l'une ou 
l'autre des expressions 

_ r%r àxn d* m i à2 m (1) R + R = 2T3 - tangcp- h - — H -pr' ' T dcp dcp2 coso Oty-

( 2 ) R 4- R' = 2w -+- (1 4- uv)1 • 7 du àv 

La seconde de ces expressions a été utilisée dans 
l'étude de certaines classes de surfaces, telles que les 
surfaces minima, les surfaces de M. Appel! et les sur-
faces de M. Goursat. Je vais appliquer les relations 

Ann. de Mathémat4* série, t. XI. (Septembre 19*1.) 25 
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précédentes à une classe de surfaces qui généralisent 
les surfaces minima et qui s'introduisent en cherchant 
à étendre aux surfaces une propriété de la chaînette de 
Coriolis. 

2. La chaînette d'égale résistance de Goriolis est 
caractérisée par la propriété suivante : la projection de 
tout rayon de courbure sur une direction fixe a une 
longueur constante. En cherchant à étendre cette pro-
priété à des surfaces, on est conduit à se poser le pro-
blème suivant : Soient C, Cf les centres de courbure 
principaux en un point M d'une suif ace (S) et A le 
milieu du segment GG7; déterminer les surfaces (S) 
pour lesquelles le segment MA se projette sur une 
direction fixe suivant un segment de longueur 
constante. 

Je prendrai l'axe OZ, appartenant à un système 
d'axes orthogonaux Oxyz et parallèle à la direction 
considérée; je désignerai par ^ la projection constanle 
de MA sur OZ. R et R' étant les rayons de courbure 
principaux, les surfaces ( S ) seront caractérisées par la 
propriété 

s ino 

Pour a = o, les surfaces (S) se réduisent évidemment 
aux surfaces minima. 

Lorsque a est différent de zéro, il suffit de connaître 
une solution ( S 0 ) du problème pour en déduire toutes 
les autres, par une construction géométrique fort 
simple. Considérant, en effet, une surface quelconque 
comme enveloppe du plan d'équation 

P i X ^ - p t y - ^ p Z Z = TT7, 

où p\tpi^p^ désignent les cosinus directeurs de lanor-
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male au point de contact M avec la surface et où T» 
désigne la distance de l'origine des coordonnées O au 
plan tangent en M, soit la fonction relative à la 
solution particulière ( S 0 ) supposée connue; soit de 
même m, la fonction m relative à la surface minima 
générale (S 4 ) . Dans ces conditions, il est évident que 
la solution m la plus générale du problème posé est 
donnée par la formule 

W = CTq -+- T7T j, 

qui s'interprète immédiatement : soient (S), (S 0 ) , (£«) 
les podaires de la surface générale cherchée (S) , de la 
surface particulière ( S 0 ) et de la surface minima géné-
rale ( S ^ , par rapport au point O; soient IJL, ¡JL0, ¡JLÎ( 

trois points correspondants, respectivement sur (S) , 
(S 0) , (S|), et alignés avec O; la relation précédente 
exprime qu'on a 

0[JL = O {¿o -h OfJLj, 

d'où la construction de p. connaissant u0 et JJI, ( 4 ) . 

3 . La solution particulière ( s 0 ) peut être obtenue de 
plusieurs manières. On peut tout d'abord chercher les 
surfaces (S ) qui sont de révolution autour de OZ. 
Posons 

p = /072-+-JK2, 

l'équation aux dérivées partielles du second ordre des 

(*) La méthode précédente est générale et s'appliquerait au cas 
où le segment MA serait une fonction quelconque et donnée des 
cosinus directeurs p

v
 p

2
, p

3
. 
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surfaces ( S ) étant, en coordonnées ordinaires, 

<3) a(rt -i-*
2

) = R(I-H — ipqs+ t(i-hp
2

 ), 

la fonction /doit satisfaire à la relation 

celle-ci est une équation différentielle du premier ordre, 
qui est linéaire par rapport à la fonction p envisagée 
comme étant une fonction inconnue de la variable f\ 
et cette équation linéaire 

df p a 

<*? /(! + / ' ) W 2 

admet pour intégrale générale 

P = - 7 / ' / ' 
A désignant la constante arbitraire d'intégration; il en 
résulte alors, pour z, l'expression suivante 

* = L ° g /< 
/ y/l-H 

Vv/i + / 2 - i 

à une constante additive près, qui peut évidemment 
être prise égale à zéro. 

Pour la valeur zéro de a, les expressions précédentes 
de p et de z conduisent aux relations 

ï Â 

dont la seconde représente bien la chaînette ordi-
naire. 

Pour toute autre valeur de a , les expressions précé-
dentes de p et de z qui représentent la méridienne de 
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la surface de révolution cherchée peuvent être mises 
sous diverses formes en prenant pour paramètre un 
arc io ou un argument 9 liés à / p a r Tune 011 l'autre des 
relations 

/ = s h a 8 , 
f = tangau). 

Mais ce qui importe surtout c'est d'obtenir une solu-
tion simple du problème posé. Une solution de cette 
nature s'obtient aisément en particularisant la constante 
arbitraire A. En prenant A = o, on obtient la surface 
engendrée par la courbe exponentielle 

( 4 ) - ~ = L O 

a -te)-
surface qui est homothétique à la surface 

- = Log p ; 

en prenant K = l-a |ou — o n obtient aussi une 

surface particulièrement simple; les expressions de p 
et de ^ se réduisant en effet à 

/ T T / ^ + i 

il vient, à une constante additive près qu'il est permis 
de négliger, 

( 5 ) - i - L o g ( , - § ) , 

équation d'une surface homothétique à celle dont 
l'équation est 

z = L og(i—p*). 

4 . La détermination des surfaces de révolution qui 
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sont des solutions du problème posé, peut être égale-
ment effectuée en coordonnées tangentielles. Puisque 
Taxe OZ est un axe de révolution, il y a lieu d'utiliser 
la relation ( i ) 

dm à*m i ô2w 
K + R = 2 0 — tango h ——— r r r 4 dcp dcp2 coscp 

il s'agit de chercher les solutions m indépendantes de 
la longitude ò de l'équation aux dérivées partielles 
obtenue en écrivant 

R R' = —T—— • 
sincp 

Je poserai-
7TT = sin f . 

3> désignant une fonction de la seule variable cp ; 
l'expression de R -j- R ; devient pour une surface géné-
rale de révolution 

i d ( d<& \ 
(6) H + R ' = - : -7- sin2cp c o s o — ; 

sino cos cp ao \ 4 1 «<p / 

l'équation différentielle du second ordre qu'il s'agit 
d'intégrer est donc réductible à deux quadratures, qui 
s'effectuent sans difficulté et donnent la relation 

fî> = <IJ0 + <ï>!, 
où l'on pose 

<ï>0 = — a Lo g( tan g <p ) 

et où représente la fonction 4> relative au caté-
noïde; pour solution particulière (S 0 ) , on peut donc 
prendre 

( 7 ) m0 = ~ a sincp Log(tangcp) 

qui représente, à une translation près, la surface (4) , 
précédemment obtenue. 

o. Dans les deux paragraphes précédents, je me suis 
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occupé de la détermination d'une surface ( S ) de révo-
lution. Mais il est possible de trouver des solutions 
particulières du problème par une méthode diffé-
rente. 

Etant donnée l'équation, en coordonnées ordinaires, 

r ( i q*) — ipqs -+- t{i-f-p2) = o, 

des surfaces minima, Scherk a découvert la solution 
particulière dépendant d'un paramètre \ 

/ON cosXy ( 8 ) e*z— 
% COsX.2? 

en cherchant une solution de la forme 

5 = fonction de x -h fonction de y. 

La même méthode appliquée à l'équation (3) conduit 
également à des surfaces ( S ) remarquables. Posant, 
en effet, 

z = X(x) + Y(y), 

cette équation (3) donne 
f -h x'

2

 i -h y'
2  

( 9) 1 f — = a , 
x y' 

après division parX" et Y" : l'une des dérivées secondes 
X", Y'7 ne peut être nulle, car d'après l'équation ( 3 ) 
les deux dérivées sont nulles si l'une est supposée 
l'être, en se bornant en outre aux surfaces réelles; 
supposer X'7 et Y" simultanément nulles conduit à une 
surface dégénérée en un plan arbitraire. 

Dans la relation (9), les variables sont séparées; on 
doit donc poser, puisque les variables xy sont indépen-
dantes, 

1 x'* 1 h- X — — a , 
x 1 

j y 2 1 — x 
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A désignant un paramètre arbitraire et constant; les 
deux équations différentielles du second ordre précé-
dentes ont pour intégrales générales : 

v a ( i -h X) T / ->\x — x0)\ 
X — Log ( COS — r-i J -4- X0 , 

2 a ( i -h A) / 
a ( f - _ X ) / *(y — y»)\ y 

Y _ - Log ^cos a ( | _ X ) 

avec quatre constantes d'intégration x0, y0, X 0 , 
qu'il est permis de prendre égales à zéro. La surface 
(S 0 ) ainsi déterminée, et dépendant du paramètre A, 
a donc pour équation : 

a ( H - X ) . 
2 

a ( i — X) 

Log 

Log 

ï—" 
a( I - H X ) 

2 Y 
COS , a( I — A ) 

cette surface ( S 0 ) présente une particularité intéres-
sante : les lignes conjuguées x = const., y = const. 
qui par translation engendrent la surface, sont des 
chaînettes de Coriolis. 

Les lignes asymptotiques et les lignes de plus grande 
pente, l'axe O^ étant supposé vertical, sont immédia-
tement déterminables, les équations différentielles 
correspondantes étant à variables séparées. Quant aux 
lignes de courbure, leur équation n'est à variables 
séparées que lorsque A prend la valeur zéro; la surface 
( S ) correspondante 

2 5 
• — i x 'a y 

= COS COS - Z -a a 

présente la plus grande analogie avec la surface minima 
de Scherk. Ces deux surfaces sont homothétiques aux 
surfaces d'équations 

/ e~z— cos x x c o s j , 
( io ) < _____ cosar 

( 6 cos y 1 
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Jes projections des lignes de plus grande pente de cha-
cune d'elles sont superposables aux projections des 
lignes de niveau de l'autre. 

Les lignes de courbure de la surface représentée 
par l'équation (10) s'obtiennent immédiatement, leur 
équation différentielle étant 

dx2 dy2 

cos 2 a? c o s 2 ^ ' 

il convient de remarquer que, puisque cette équation 
différentielle ne contient pas de terme en dx dyy la 
surface est intégrale particulière d'une équation aux 
dérivées partielles du second ordre 

r(i -4- <72 ) = />2) 

qui fut étudiée par Fuchs ( * ) et ramenée par lui à la 
forme 

d2to do) àto 
2 ( * + " â ldp = 7 Ï + 

Pour terminer l'énumération des propriétés de la 
surface ( io) , je ferai observer que cette surface rentre 
dans la classe de surfaces d'équation 

ez cosa? cos y = const, 

qui appartiennent à un des premiers systèmes triple-
orthogonaux connus : d'où découle une nouvelle 
méthode de détermination de ses lignes de cour-
bu re. 

6. Le problème que je m'élais proposé au deuxième 

( L ) FUCHS, Integration der partiellen Differentialgleichung 
r (i-hq

7

) — t(i-hp') = o 

( Journal de Creile, i860 ). L'équation considérée par Fuchs est 
celle des surfaces dont les tangentes principales sont, en projection 
sur G xy et en direction dans ce plan, symétriques par rapport 
aux axes Ox,Oy. 
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paragraphe est donc complètement résolu, puisque 
j'ai obtenu diverses solutions particulières, dépendant 
d'ailleurs de constantes arbitraires, ce qui n'était pas 
nécessaire. Il est possible de prendre pour la solution 
particulière ( S 0 ) l'une des surfaces simples et remar-
quables qui ont été signalées plus haut. Je choisirai, 
par exemple, la solution ( 7 ) ; elle est susceptible d'être 
mise sous la forme 

1 — UV _ uv — 1 
m = a Loer 

JNY ! T 0 

\/7w 

qu'il est possible d'obtenir directement d'ailleurs à 
partir de l'expression (2) . Pour éviter l'introduction 
d'imaginaires dans l'équation des surfaces minima, 
j'utiliserai les coordonnées u et ç, et non les coordon-
nées cp et Dans ces conditions, l'équation générale 
des surfaces (S ) cherchées prend la forme 

TO UV — I T UV — 1 2((>U-f-MV) 
= L o g — — - - + - U -f- V 

a uv -h 1 Juç uv -+-1 

dans laquelle U(t t ) et V ( p ) désignent deux fonctions 
arbitraires de chacune des variables u et v, et U', V' 
leurs dérivées. 

[Hl lc ] 
S I R L 4 RÉSOLUTION 

DE LfÉQUATION INTÉGRALE A NOYAU S Y M É T R I Q U E ; 
PAR M A. PROSZYNSKI. 

1. Je me suis proposé de trouver la solution de 
l'équation de M. Fredholm à noyau symétrique (ou 
plutôt : à noyau de M. Schmidt) par l'application 
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directe de la formule générale de M. Fredholm à ladite 
équation. 

Soit l'équation intégrale 

( o / c K(«, 0 / ( 0 «fe = +(*)• 

La fonction <1 (s) est donnée, K (s, t) est donnée, 
c'est le nojau. 

La fonction inconnue /(s) est donnée par la formule 
de M. Fredholm 

( 2 ) 

x f T>(\,s,t)ty(t)dt 
J n 

D ( X ) 

où D (A) et D (A, s, t ) sont les séries entières en A 

( 3 ) D(X) = i + ^ . y K ( s l s l ) d s l 

X* °rl r l \ K(s l 5 l ) K(s,*,) 
K ( S 2 S J ) K ( S 2 S 2 ) 

4-

X ds j d.?2 -+-... 

X* 
' / V 

K(SiSi) . . . K(* , *p) 

K(SpSi) . . . K(spsp) 

x dsi . . . dsp-h... ; 

(4) 

= — j ^(Î)K(S, 

I K ( M ) K(Sl5!) 
— . . . 

f * 
K(st) K ( « T ) . . . K ( M P ) 

K ( Î , 0 K ( S , Î I ) . . . K ( ^ ) 

K ( * P 0 K ( I P 5 I ) . . . K (spsp) 

x . . . dsp—.... 
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En employant la notation de M. Fredholm 

K(spsv)^(spsv)9 f dsl... f dsp~ C 
J ( ) J Q 1.2...p 

on peut écrire le terme général de la série ( 3 ) et celui 
e ( 4 ) sous la forme 

( S J S , ) . . . ( S i S p ) 
X/' £1 

et 

Up+i 
1 . 2 . . . / ) 

(SPS,) . . . ( ^ 1 , , ) 

(st) (sst) 
(Sit) (StSx) . . . 

(ssp) 
(SlSp) 

(Spt) (SpSi) . . . (SpSp) 

2. Si l'équation intégrale est de la forme 

* o 

où les X sont négatifs, les séries (3 ) et ( 4 ) deviennent 

X 
( 6 ; D ( X ) = = i - n § ( , 

• < - > # s 
1.1.../» 

(stst) . . . 

( S P S J ) . . . (SpSp) 

( 7 ) D ( \ s , t ) = J b(t)K(sxt)dt 

+ f\(t)di 

(st) (ssi) . . . ( 5 S P ) 

1.2.../» 

( i j Î J (5i5i) . . . U i ^ ) 

(*pO (SpSt) . . . (SpSp) 
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La formule (2) s'écrit 

x f D(l,s,t)ty(t)dt 
( 8 )

 = D ( X )
 • • 

La fonction f(s) est méromorphe en "k dans tout le 
plan de la variable complexe),; ses pôles sont simples, 
ce sont les zéros de la fonction D Çk). A chaque 
valeur de A, différente de la racine de l'équation 
D (A) = o, correspond la solution unique de l'équation 
intégrale (5) . 

3. Appliquons maintenant ces résultats au cas de 
l'équation considérée par MM. D. Hilbert et Erhardt 
S ch m id t. 

Ecrivons l'équation intégrale 

( 9 ) / ( « ) - * f i K ( s 1 t ) / ( t ) d t = ^ ( s \ 
J0 

où le noyau K (s, t) est assujetti aux conditions sui-
vantes : 

i° Il est symétrique 

(10) K (st) = K( ts). 

20 II est la somme de produits de fonctions qu'on 
a j>pelle les fonctions cp 

< , . ) K 

k - 1 

où n peut être un nombre fini ou infini. 
3° Il est intégrable. 
4° Son carré est aussi intégrable. 

Le noyau K ( s , t) s'appelle le noyau de M. Schmidt. 
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4. Disons maintenant quelques mots sur les fonc-

tions <p : o{ (s), .... 
Voici leurs propriétés : 

i° Elles sont orthogonales 

(12) f <fk(s)o/(s)ds = 0 (kjél). 
do 

2° Elles sont normales 

(1:0 f il(s)ds = i. 

3° Elles sont linéairement indépendantes. 

5. Les valeurs du paramètre À, qui sont les zéros de 
la fonction D(X), sont appelées les auto valeur s (JAWhevl, 
Schmidt). La suite des autovaleurs 

( i l ) >>1, >2, X8, . . . 

est : i° dénombrable; 20 pour une autovaleur X = 1/ ne 
correspond qu'un nombre fini des fonctions çp, qu'on 
appelle autofonctions ; 3° dans un intervalle fini, il 
existe un nombre fini d'autovaleurs ; 4° les autres 
valeurs sont réelles; 5° à chaque autovaleur \ = \t 

correspond une autofonction cp/ qui est une solution 
de l'équation intégrale homogène symétrique 

( i 5 ) f(s)-\f K(s,t)f(t)dt=o. 
Jo 

L'ensemble d'autofonctions correspondant à toutes 
les autovaleurs relatif au noyau donné s'appelle le 
système complet. 

MM. Hilbert et Schmidt démontrent le théorème 
d1 existence qui est le plus essentiel dans cette théorie; 
voici l'énoncé de ce théorème : 
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<( Si le noyau est symétrique en s et en t, il existe 

au moins une auto valeur \0 de \ (4 ). » 

6. Quelques questions en Mathématiques et surtout 
en Physique mathématique offrent des exemples de 
fonctions <p. Citons d'abord les polynomes de 
Legendre 

Les limites d'intégration sont + i , — i . 
Les éléments de série de Fourier 

â A 1 / 4 " , A " W — COS3?, 4 / — c o s a a ? , . ..-, 4 / C O S / L # , . . . . 

Les limites d'intégration sont TC et o. 
La suite des dérivées premières des intégrales de 

l'équalion linéaire 

(16) g + X A ( * ) = o, 

où A n'est pas quelconque : ses valeurs sont les pôles 
de l'intégrale de (16), qui est une fonction méromorphe 
en X; on démontre d'ailleurs que ces pôles sont réels 
et simples. Dans le problème des cordes vibrantes et 
celui du mur, l'intégrale de l'équation (16) est prise 
entre des limites finies, tandis que dans les problèmes 
d'armille, du refroidissement de la sphère, elle doit 
satisfaire aux conditions limites. La recherche de la 
fonction harmonique (les problèmes de Dirichlet et de 
Neumann) se ramène à l'équation intégrale de 

(1 ) Voir : PICARD, Cours prof essé pendant te second semestre à la 
Faculté des Sciences de Paris, en 1909, et D'ÀDHEMARD, L'équation 
de Fredholm et les problèmes de Dirichlet et de Neumann, 1909, 
Paris. 
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Fred holm 
p 

X C s, \ 1 cosc? J <KS) f(s)-+-\J / ( » ) -

où F est la longueur du contour, s est un point fixe, 
<j est un point mobile du contour; © est l'angle de la 
normale extérieure au point c avec le rayon r qui 
joint le point s au point o* ; /(s) est l'inconnue (la 
densité). 

7. Cherchons maintenant la solution de l'équation (9). 
À cet effet, calculons d'abord la fonction D ( X ) donnée 
par la formule (6) . 

Le second terme se calcule immédiatement 

( . „ / V ^ ^ i p i i ^ v i . 
I=1 i—l 

Calculons le déterminant d'ordre i qui ligure dans 
la formule (()). A cause de la symétrie de K(s , l ) on 
peut écrire ce déterminant sous la forme 

K ^ - f t ) K(SiS2) ••• ; 
K ( S I S 2 ) K ( I J . V 2 ) . . . K ( S 3 S Î ) 

l ' o ) 

K ( S , S / ) K ( S 2 S , ) . . . K ( 5 , S / ) 

en désignant 

\llJJ f / . / = > I h...H T * Ai A 2 A ,1 

Il s'agit maintenant de calculer le résultat de 17-uple 
intégration du déterminant (18). La chose se simplifie 
considérablement à cause des propriétés des fonctions o, 
(n° 5 ) qui entrent dans les éléments du déterminant en 
question. 

=t<Ptl<?22...î?/, 
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Dans le développement du déterminant ( 1 8 ) nous 

aurons les termes suivants : 

( a ) Le terme 

( 2 0 ) 
/ 

Le résultat de l'intégration est évidemment 

n 

2è-1=1 

(b) Des éléments cpy* et o^j donnent, après une 
double intégration, le même résultat. En effet, à cause 
de ( 10 ) on écrit 

En intégrant deux fois, on trouve 

< » > / . ' / . ' W ^ Y ^ - i w 

8. Cela étant, je dis que dans le résultat de 17-uple 
intégration du déterminant ( 18) on aura trois espèces 
de termes : 

i° D'abord le terme principal qui, d'après (a)r 

devient 

(•>.3) j f • • « j f <pn?22 . * - ? n dsj... dsj = . 

20 Considérons le produit 

Supposons qu'il renferme l fois la somme Ojj et 
m paires de sommes symétriques (vpq, f q P ) . 

Ann. de Mathémat. 4° série, t. XI. (Septembre 1911.) 26 
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L e r é s u l t a t d ' i n t é g r a t i o n e s t 

(2.1) 

3° Supposons que dans (a) se trouvent i facteurs : 
'cpjh où j k et que les indices de deux facteurs quel-
conques <p jk. et cp ikl soient tels qu'on ait k j l et y /{¿. 
Dans ce cas, le résultat de 17-uple intégration sera 

( 2 5 ) 2 > r -u k 

Ecrivons enfin 17-11 pie intégrale d'un produit (a) 
composé de t sommes cp̂ /t, ni paires ( c p p q , <fqp) et 
j facteurs cp/v/- o^cp,..,. où r k ^ f k et r k ^ é f n r i ? £ f k , 

avec les conditions : i° l -f- 2 m 4- j = e, 

La vérification de ces résultats n'offre aucune diffi-
culté. 

Démontrons par exemple le 3°. 11 faut calculer 
l'intégrale i-uple 

(^7) 

ou 

f f . . . f ?l«i ?2«a • ' ' ds\ dsl ' ' ' dS'ii 
«/0 t/0 J o 

Parmi les nombres a{J a2j a; se trouvent évi-

(*) Ces termes (26) se rencontrent pour la première fois dans le 
développement du déterminant du sixième ordre (¿ = 6) . 
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d e m m e n t i , 2 , . . . , n; o r , e n f a i s a n t l e p r o d u i t d e s 
p r e m i e r s t e r m e s d e c h a q u e s o m m e S , o n o b t i e n t 

S? ' 

17-upie intégrale de ce terme est donc 

1 

H 
D'une pareille manière, le produit des seconds termes 

de chaque somme S est 

M ' 

le résultat d'intégration est 
[ 

xT 

Le résultat total est évidemment 
n 

iz** 

9. Théorème. — L'intégrale multiple (i-uple) du 
déterminant d'ordre i (18) est égale à la somme des 
{ ^ j termes, formés de la façon suivante : le numé-
rateur de chacun de ces termes est i ! et le dénominateur 
est un produit de i facteurs \kx, \k. dont les 
indices forment une certaine combinaison faite avec 
les nombres i, 2, . . . , ti pris i à i. Or, nous avons la 
formule à démontrer 

( 1 8 ) I I " ' I ¿ J — <p22<?33 • • • ? * ï d*\ d s 2 d s 3 . . , d S i 
do J 0 do ^^ 

C ) 
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où ( ri ) = . n ' .x, c'est le nombre de termes du déve-\i / i\ (n — i)\ 
loppement. Pour démontrer ce théorème, remarquons 
d'abord que les formules (23), (^4) ( ' ), (25 ) montrent 
que le résultat de l'intégration du terme principal (^3) 
contient un groupe de terme composé de r—r—- r-

AJ, À2 , AI 

et que ce groupe n'a pas de semblables dans tout le 
développement, landis que tous les autres groupes de 
termes ont des semblables. Je dis d'ailleurs qu'ils se 
détruisent. En effet, les éléments desquels sont formés 
tous les termes sont les suivants : 

i i i 
y-y y-y y- > 
Al A2 A» 

I I I 

M ' K' K 

Si nous formons tous les groupes possibles homo-
gènes de degré d'homogénéité égal à i, il est évident 
que ces groupes seront précisément ceux du déve-
loppement du déterminant (18) après une i-uple inté-
gration. Le coefficient de chaque groupe est le même 
tlans l'ensemble de termes négatifs et dans celui de 
termes positifs, il est égal à d'ailleurs chaque groupe 

^sauf le groupe composé de termes tels que ^ ^ 1 ^ 
a son semblable qui se trouve dans l'autre ensemble, et 
par conséquent tous ces groupes se détruisent mutuel-
lement; il ne reste donc que le groupe 

" S x . * . . : . * , ( 2 ) ' 

( 1 ) Pourvu qu'on ait l^ - i . 
( 2 ) Le calcul effectif montre que si i est pair, la somme des 



( 4«5 ) 
10. Écrivons maintenant la fonction D(X) . A 

cet effet, nous nous servons des formules (6) , (18) 
et (28) 

ou en simplifiant, on obtient finalement 

k- 1 

On voit manifestement que les pôles de la fonction 
D(X) sont précisément les autovaleurs à 2 — 

exposants de ^ est paire dans l'ensemble positif et impaire dans 
l'ensemble négatif, en oulre il y a i — 2 termes différents dans l'en-
semble positif et i—3 dans l'ensemble négatif. Voici les résultats 
finals : 

i = 4 f f f f ± V ? n ? 2 2 c p 3 3 c p 4 4 dsx ds2 ds> ds4 

6 f y J L T V J j - e V - L 

1 

'='0 f f f f f ±V'pn...?M o'o j 0 t/ 0 0 j 0 



( 4o6 ) 
11. Calculons le numérateur de la formule (8) , 

c'est-à-dire la fonction D()v, s, t) [on la désigne encore 
A ( À , s , t); voir, par exemple, R . D ' A D H É M A R D , Uéqua-
tion de Fredholm, 1909]. 11 est presque évident que 
le déterminant d'ordre i qui figure dans (7) se réduit 
à son premier élément multiplié par le mineur corres-
pondant, qui est précisément le déterminant considéré 
dans la fonction D 

Or nous aurons 

<3o) f ... f 
» 0 

K (st) K O J ) 

K(sì xt) K(si-isi) .. 

2 . . . ^ 
9AUI) CpA-(g/-i) 

X,, 

dsi .. . dsi-i 

¿d AA- " " ^ X/, 

dSi-x 

Tous les autres mineurs du premier ordre s'annulent 
à cause de l'identité des éléments, de sorte que la 
fonction D ()., s, t) devient (7) 

" T S ' è l ^ j f * < ' > • < < " « - " 
/ 0 

A-

«A 
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o u e n s i m p l i f i a n t , o n t r o u v e finalement 

(30 

En mettant les formules (3o), (3 i ) dans ( 8 ) on 
obtient 

> 2 1 
— x T 

l l ( ' - x l ) 

ou en développant les S et II on obtient finalement 

n i 
(3a) / ( ^ ^ ^ ( i j + x J ^ f x [ dt. 

c'est la solution de l'équation (i i ) . 
M. E. Schmidt a trouvé cette formule par une méthode 

tout à fait différente, en s'appuyant sur « le théorème 
d'évidence ». ( Voir : M. P I C A R D , Cours d'Analyse 
supérieure, 1 9 0 9 , et R. D ' A D H É M A R D , L'équation de 
Fredholm, Paris, 1 9 0 9 . ) 

( l ) J J ( i — Y^j ^ ^ indique que l peut prendre toutes les 

valeurs sauf l — k 
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[M'6g] 

S I R L E S TRIANGLES INSCRITS E T CIRCONSCRITS 
A UNE CARTÉSIENNE ; 

PAR M. R. BOUVAÏST, 
Enseigne de vaisseau. 

L'équation générale d'une cartésienne en coordon-
nées trilinéaires normales est 

\(ayz-\- bxz-^- cxy) — (ax -f- by-+-cz) (ux -h vy -+- wz)]2 

— (ax -y- by cz)z(olx -h ¡ 3 y - + - y 2 ) — o , 
le c e r c l e 

(ayz -+- bxz -f- cxy) — (ax by -h cz)(ux -h vy wz) = 0 

ayant pour centre le foyer singulier de la courbe, et la 
droite 

olx - f - $y - f - y = o 

étant l'unique bitangente de celle-ci. 
La courbe considérée passera par les sommets du 

triangle de référence. Si Ton a 

— fi! q Ol — w 2 

* ~~ a ' ^ ~ b' ( ~ c 

Elle sera tangente aux côtés du triangle si l'équation 
b1 f -2 ac v -h ( b w — c v )2 ] y2 

-+- beyz \i(bw — cvy-\-ia(bw->rcv) — a 2 ] 

-h c 2 [2a b w -f- (bw — cv)l]z2 — o, 

et les deux autres équations obtenues en permutant 
circulairemcnt, a, b, c, a, c, (v sont carrés parfaits. 
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Ces trois conditions équivalent aux suivantes 

i a 
bw H- cv — —> 

4 
b CU -h aw =r - y 
4 

av -f- bu = -1 

qui admettent pour solutions 

cos A cosB cos G 
u = y V — ; y W = ; , 

4 I 4 

et l'équation de l'unique cartésienne circonscrite au 
triangle de référence est 

[4 {ayz -J- bxz -+- cxy) 
— (x cos A. -h y cosB -h z cosC) (ax -h by + cs ) ] 2 

cos2 A cos2B cos2 CI o r cos2 
- ( a x -f- by H- c z )3 \x —— 

i° Points de contact de la courbe avec les côtés 
du triangle. 

Les droites joignant les sommets aux points de 
contact situés sur les côtés opposés sont 

| by (a H- 2 c c o s B ) — c z (a -f- -ib cos G) = o, 
( i ) < cz(b -h s a cos G) — ax(b -+- ic cos À ) = o, 

( a x (c -h ib cos A) — by(c - r 2 a cos B ) = o; 

la première de ces droites passe visiblement par le 
point 

[o, ^ J -+- b cosC^ sin G, -4- C cosB^ sin b J , 

milieu du segment compris entre le milieu du côté BC 
et le pied de la hauteur perpendiculaire à ce côté. 

Donc : La cartésienne considérée touche les côtés 
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du triangle ABC aux pieds des perpendiculaires 
abaissées sur les cotés du centre du cercle des neuf 
points. 

Remarque. — Les droites ( i ) ne peuvent être con-
courantes que si le triangle considéré est isoscèle. 

2° Tangentes à la cartésienne aux sommets du 
triangle donné. 

Soit y — \z = o la tangente à la courbe au point A; 
pour déterminer X il suffit de former l'équation des 
droites joignant le point B, aux points d'intersection 
de cétte droite avec la courbe et d'écrire que cette 
équation est divisible par z'2. 

Il vient 

c ( c -b cos A)2X -+- b( b -h 2 c cos A) 2 = o, 

la tangente est par conséquent 

y z 
T ( C + 2 Ô COS A )2 H — (b -h 2C COS A) 2 = o. 
b c 

La droite joignant les points de contact de la courbe 
avec les côtés CA et AB a pour équation 

7 c + 2fl cosB b - h l a cos G 
— ax 4- b y 7 -h c z T r = o, 

c ib cos A 6 - h 2 c c o s A 

la parallèle à cette droite menée par A a pour équation 

j ( 6 + 2 c cos A) + 5 ( 0 + 2 6 cos A ) = o, 

le faisceau formé par cette droite et sa conjuguée par 
rapport à CA, AB est 

/ 2 ( è + 2C cos A) 2 — z2(c -h ib cos A)2 = o ; 

le faisceau inverse 

z*(b -h ic cos A ) 2 — y 2 ( c -h 2 b c o s A ) 2 = or 
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et la polaire du point à l'infini sur BC ^o, i , — ^ est la 
tangente à la cartésienne en A. 

Donc : La tangente en A ci la cartésienne est la 
médiane issue de A du triangle formé par BC et le 
faisceau inverse du faisceau formé par la parallèle 
à la droite joignant les points de contact de la 
courbe avec CA et AB et la conjuguée de celle-ci par 
rapport à CA et AB. 

3° Foyer singulier de la cartésienne. — On sait 
que, comme l'a démontré M. Humbert, les diamètres 
des cartésiennes sont perpendiculaires à leurs cordes 
correspondantes et passent par le foyer singulier. Dans 
le cas actuel, le foyer de la cartésienne sera par suite le 
point de concours des perpendiculaires élevées aux 
côtés du triangle, au milieu des segments compris entre 
le milieu de chaque côté et son point de contact avec 
la courbe. C'est visiblement le milieu du segment com-
pris entre le centre O du cercle ABC et le centre 0 ( , du 
cercle des neuf points. Le foyer singulier est d'ailleurs 
le centre du cercle 

4 ( ayz -+- bxz -h c xy ) 
— (¿rcosA -hj^cosB -+- z cosC) (ax -h by -+- c z) = o; 

on vérifie facilement que c'est le point indiqué. 
Le cercle précédent passe par les points d'intersec-

tion de la courbe avec la bitangente. La droite 
xcos A -hycosB -f- ¿cosC = o étant l'axe orthique du 
triangle (axe radical du cercle circonscrit et du cercle 
des neuf points), on voit que le cercle considéré fait 
partie du faisceau déterminé par ces deux derniers. 

Donc : Le foyer singulier de la cartésienne est le 
milieu du segment compris entre les centres des 
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cercles circonscrits et des neuf points et le cercle 
ayant pour centre ce point et passant par les 
contacts de la courbe avec la bitangente fait partie 
du faisceau déterminé par ces deux cercles. 

4° Bitangente de la cartésienne. — La bitangente 
est la droite 

¿rcos2A y c o s 2 B .3 cos2 G ! Il I r* 

C'est la droite coupant les côtés du triangle, au 
milieu des segments compris sur chacun d'eux entre le 
pied de la hauteur perpendiculaire au côté considéré 
et l'intersection de ce côté avec l'axe orthique. C'est 
par suite, si l'on désigne par H2, H3 les pieds des 
hauteurs, le lieu des centres des coniques inscrites au 
triangle H, H 2 H 3 et tangentes à l'axe orthique, ou 
encore le lieu des centres des coniques conjuguées au 
triangle ABC et tangentes à l'axe orthique. Parmi ces 
dernières il y a deux, hyperboles équilatères dont les 
centres sont les points d'intersection du cercle ABC 
avec la bitangente; ces hyperboles équilatères étant 
inscrites au triangle H2H ; , , leurs centres sont sur 
le cercle conjugué au triangle H< H 2 H 3 , la bitangente 
est par suite l'axe radical du cercle ABC et du cercle 
conjugué au triangle Ht H2 H3. 

Remarque. — L'équation de la bitangente peut 
s'écrire 

¿rcos2A y c o s 2 B ^COS2G 

X y Z 1 / r X = h ^ - i -(ax -h by cz) = o; 
a b c J J ' 
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elle esl donc parallèle à la droite joignant les points 
d'intersection des côtés avec les tangentes aux sommets 
opposés au cercle ABC. 

5° Point d'intersection de la cartésienne avec le 
cercle circonscrit au triangle donné. — Les points 
d'intersection situés à distance finie, du cercle circons-
crit et de la courbe sont sur la parabole 

(,x cos A -h y cos B -+- z cos G)2 

, . / cos2 A cos2B cos2C\ 
— { ax -h by -+- cz) I x h y— h s ) = o, 

parabole dont Taxe est parallèle à l'axe orthique du 
triangle ABC} pour obtenir le quatrième point D Tin-
tersection de la courbe, il suffit donc de mener par A 
une droite AD, faisant avec l'axe orthique le même 
angle que BC et de prendre son intersection D avec le 
cerc le A B C . 

Remarque. — La parabole considérée touche la 
bitangente de la cartésienne, et ses quatre autres 
points d'intersection avec cette dernière sont sur le 
cercle des neuf points du triangle ABC. 

Si l'on prend pour origine le foyer singulier de la 
cartésienne et pour axe des x l'axe de la courbe, l'é-
quation de celle-ci devient 

( x ^ - h y 2 — R 2 ) 2 — k3(x — a) = o. 

On voit que la cartésienne est le lieu des points tels 
que le rapport du carré de leur puissance par rapport 
à un cercle fixe à leur distance à une droite fixe est 
constant. 
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Nous allaas calculer, pour la cartésienne inscrite et 

circonscrite au triangle ABC, les trois paramètres de 
grandeur p2, d. 

i° Calcul de p2. — Nous avons vu plus haut que le 
cercle T passant par les points d'intersection de la 
courbe avec la bitangente et ayant pour centre le foyer 
singulier F (milieu du segment compris entre le 
centre O du cercle circonscrit et le centre Oj du cercle 
des neuf points) appartenait au faisceau formé par le 
cercle circonscrit et le cercle des neuf points. Nous 
aurons par conséquent, en désignant par R le rayon du 
cercle circonscrit, 

2 5 R2 
p2-b OF 

d'autre part 

3 R2 = 3 OG -+- " + , c 

a 

(G étant le centre de gravité de ABC) et 

3 OG = 4 OF = OH 
(H étant l'orthocentre de ABC), d'où 

3R 2 = 

d'où enfin 

i 6 0 F 2 

i6p2 = R2 -f- a 2 - h ¿>2-*-c2. 

2° Calcul de kz. — A3 est égal au rapport changé 
de signe du carré de la puissance tz du sommet A par 
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rapport au cercle T, à la distance de A à la bitangente 

a? cos2 A y c o s 2 B ¿ c o s 2 C 

L'équation du cercle T s'obtient en ajoutant membre 
à membre les équations des cercles O et 0 4 ; il en résulte 
que la puissance TC est la demi-somme des puissances 
de A par rapport aux cercles O et 0< ou la demi-
puissance de A par rapport à c'est-à-dire 

bc cos A 

La distance de A à la bitangente est 

. /¿A cos2 A 
0 A = -=—•> 

as/P 

/¿A étant la hauteur de ABC issue de A et P étant 
égale à 

cosvA cos^B cos*C 1 p 1 

2 cos2 A cos2 B cos2 G T a b c l 
abc LcosA cosB c o s C j 

d'où 

K3 — _ _ B 2 ° 2 C O S 2 A X 
~~ 16 /icos*A 

_ s/P _ _ Rabc y/P . 
" 32S ~ ~ ~ 8 ; 

reste à calculer y/P. 

^ cosvA cos4B cos*C p — ; i j 
a 2 6 2 c2 

i cos2 A cos2 B cos2 G / a 6 c \ 
abc \cosA cosB cosGJ' 
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or 

a b c ___ abc 
cos A cosB cosC ~ 4 R2 c ° s A c o s B c o s C ' 

d'où 

p __ cos4 A c o s 4 B cos 4 C cos A cos B cos C 

__ ( 4 R 2 - a 2 ) 2 t ( 4 R 2 — 6 2 ) 2 ( 4 R 2 — C 2 ) 2 
~~ 16 R4 a- i G R* + i 6 Rv c2 

(¿> 2 - f -c 2 — g») ( a 2 - h c 2 — ¿> 2)(a 2-i- 6 2 — c 2 ) 
i (> R2 « 2 ¿>2 c2 7 

P ~ iWa*b*c* ! 4 R 2 ( a " 6 2 c 2 + a 2 C 2 ) R 2 ~ b C * 2 J 

— i6R2a262c2-4- « 2 6 2 c 2 0 2 4- + c2) 

-h R 2 ( a 2 - i - c*)»j; 
o r 

a 2 ( £ 2 - 4 - c 2 — a 2 ) -4- 6 2 ( a 2 - 4 - c2 — ¿>2) -4- c 2(rt 2-f- ¿>2 — c 2 ) 

= 'iabc(a cos A -4- 6 cos B -h c cos G) 

= 2 ( a 2 6 2 H- a-c2-+- ¿>2 c 2 ) — a'* — b'+ — c* 

= — ( « 2 4 - 6 2 4-C' 2 ) -4- 4 (« 2 ^ 2 -+- 6 2 c 2 4 - rt2C2) 

2 S <7,2ô2c2 

d'où 

4 R 2 ( a 2 6 2 - f - ¿>2c2-+- a 2 c 2 ) = ( a 2 - b è 2 4- c 2 ) 2 R2 4- a 2 6 2 c 2 ; 

en tenant compte de cette relation la valeur de P 
devient 

~ 4 R2 a 2 ¿>2 c2 

d'où 
\/R 2( a 2 -+• 6* -h c* )2 — 3 a 2 ¿>2 c 2 = — • 

16 

Calcul de d. — La longueur rf est la distance du 
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point F à la bitangente, Je point F a pour coordonnées 

H 

- j [3 cos A -4- I cosB COS G], 

[3 cosB -4- 'i cos A cos G], 

— [ 3 cos C -f- 2 cos B cos A ] ; v ^ cos* A R _ 4 ^ ^ , 7 — [3 cos A H - 2 cos B cos C] fl 4 -, 
d ou 

d \/V = ^ ^ 2 cos ^ cos ^ cos ] ' 

2 cos3A ^ i ^ [ fa -+- c2 -f- a 2 a 2 6c cos À ] 
a "" ~âbcZà L 2 ¡"R2 J 

_ i [~«2-f- 62-4- c2 a6c~l 
~~~ L ^ 4 R J 

X ( a cos A -I- 6 cosB -h c cosC), 

^ cos3A i r « 2 - f - 6 2 - 4 - c 2 «262c2~| 
^ «Se l 2 8 R* J ' 

A 13 / - V c o s A 
2 cos A cos B cos G > AmA a 

= i cos A ôosB cos G x labc 

cosA cos B cosG 

« 6 c 8 a 2 6 2 c 2 

r i cos A 
a 

a2-f- 62-y-c2 4 (a*-4- 6*-4- c2)<is* 62-f- 6» c»-+- a* c2) - 8 a 2 6* c 2 — c*)» 
« 6 c X 8 a 2 62 c2 ' 

ou en remplaçant 

4(« 2 6 2 -4 -6 2 c 2 -4 - a * c 2 ) par ( a 2 h - à2-+- c 2 ) 2 -4- C* 

2 cos A cos B eos G 

H« 

cos A a 2 -h fa -f- c2 «2-4- 6*-+- c 2 — 8 B2 

a abc ' 8R* 

rfe Mathémat.y 4e série, t. XI. ( Septembre 1911.) 27 
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d'où 

/ /p — Ji + ¿» + C8)- 3a*b*c* 
^ 4 8 

d'où 

^ _ R»(a»-h ¿ 2 4 - c2)2 — 3 a 2 6 * c 2 4 - 4R 4 (a 2 - f - 6 2 - f - c 2 ) 
16 R2 y/ R2 ( a 2 -h 62 -h c* )* — 3 a 2 62 c2 

Nous voyons que les irois paramètres p2, /r3, s'ex-
priment en fonction de R2 , a2 -f- b2 -f- c2, a2 b2 c2 ; nous 
allons cherchera résoudre le problème suivant : 

Etant donnée une cartésienne, déterminer les 
triangles in se rit s et circonscrits. 

Nous avons 

— k3 R 2 ( tf 2 4- -I- C2) _ Ta . „ „ d ! — - r — - et a2-+-624-c2 = i6p2 — R2r R2 — 4 x ib/^ k 

d'où 
- À3 ( 16p2— R 2 ) R2 ^ 
R2 16X:3 x 4 ' 

la valeur de R2 est déterminée par l'équation 

R6 — i6p 2 R 4 — 64<^À3R2— 64 ¿6== o; 

j>osons 
R2 = 4 0, 

l'équation devient 

4p2e2— 4^*36 — k* = o; 

la condition pour que l'équation 

x^ -f- p x~ -f- q x r — o 

ait ses trois racines réelles est 

4 q * - p i q i - h r [ 4 p 3 - ~ i 8 p q - i - 2 7 r ] < o, 
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ce qui, dans le cas actuel, donne 

( i ) — i 6 ^ ) - f - i 6p* (p* — d * ) < o. 

La cartésienne 

- p*)*— k*(x — d) = o 

est l'enveloppe des cercles 

\*k(x — d) -h
 2
l(x*-hy* — p«) -f- k* = o. 

Les trois foyers simples de la courbe situés sur l'axe 
s'obtiennent en écrivant que le rayon des cercles pré-
cédents est nul, ce qui donne l'équation 

X 3 - j - 8 y - X s - h ï 6 y ^ X — 8 = 0 ; k k
%  

la condition pour que cette équation ait ses trois racines 
réelles est 

27*«-4- 16*3(18 d f — i 6 p * ( p * — d * ) < o ; 

nous retrouvons l'inégalité (1). 
Nous pouvons, par suite, énoncer la propriété sui-

vante : 

Une cartésienne peut avoir six triangles à la fois 
inscrits et circonscrits (deux à deux symétriques 
par rapport à l'axe de la courbe) et la condition 
nécessaire pour que ces six triangles soient réels est 
que les trois foyers de la courbe soient réels. 

Si l'équation donnant les valeurs de R 2 a ses racines 
réelles, on voit, d'après le théorème de Descartes, que 
ces racines sont positives, leur somme étant égale à i6p2 ; 
les valeurs correspondantes de a2 -f- b2 -f- c2 sont posi-
tives, mais il n'en est pas nécessairement de même 
pour les valeurs de a2b2c2. La condition énoncée plus 
haut n'est donc pas suffisante. 



{ 4*Ó ) 
Le problème qui consiste à construire un triangle 

connaissant le rayon du cercle circonscrit, la somme 
des carrés des côtés et la surface (ou le produit des 
côlés) n'est pas susceptible d'une solution géométrique; 
par suite, étant donnés un triangle et la cartésienne 
inscrite et circonscrite à celui-ci, il n'est pas possible 
de déterminer les triangles jouissant de la même pro-
priété. 

Remarque. — La courbe inverse de la cartésienne 
•inscrite et circonscrite au triangle ABC (ce triangle 
étant pris comme triangle de référence) est une courbe 
du cinquième ordre admettant les points A, B, C elles 
points cycliques comme points de rebroussement. Par 
suite, étant donnés cinq points quelconques du plan, 
il existe une courbe du cinquième ordre et une seule, 
admeltant ces points comme points de rebroussement. 
Je me propose d'énoncer les principales propriétés de 
cette courbe dans une étude ultérieure. 

[ L 2 1 0 a ] 

M I SUR LES OI AMUOI ES HOMOFOCALES; 
PAR M. M.-F. EGAN. 

I. Soit une quadrique S faisant partie d'un système 
homofocal S, et soit l une ligne géodésique ou une 
ligne de courbure sur S. Alors : 

Le produit des distances d'un point M qui se meut 
sur ly aux deux génératrices du 1système qui sont 
parallèles à la tangente en M à l, est constant, 
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En effet, soit 

(1) pu* -+- qv*-4- rw
1

 — = X( w2 H- v* H- tv*) 

l'équation du système S en coordonnées tangentielles 
u
y
 v,' W) t. Si l'on déplace le trièdre des axes d'une 

façon quelconque, cette équation devient 

( 2 ) / ( m , e, w, t) s X(«*-h «>*), 

le coefficient de ¿2 étant —» 1. Soit 8 une droite paral-
lèle au nouvel axe des s, et projetons le système sur le 
plan des xy par des plans tangents parallèles à 8. Gela 
revient à écrire w = o. On a donc 

c'est-à-dire un système de coniques homofocales à 
paramètre X. Le coefficient de t2 étant — 1, la diffé-
rence des carrés des demi-axes majeurs des coniques 
\hJ X2 s e r a donc — 

Il est facile de voir, et il est d'ailleurs bien conpu 
que les foyers du système de coniques seronl les points 
où le plan des xy est percé par les deux génératrices 
du système S parallèles à 8. Soient rif r2 les distances 
focales du point 80 aù la droite 8 perce le plan ; et 
soient).,, \2 les paramètres des eoniques qui passent 
par S0, c'est-à-dire des quadriques auxquelles 8 est 
tangente. Les axes des deux coniques étant. %<X{ et 
on a 

ri-h r , = iau r t — 2a2; 
donc 

^ rj = a\ — a| = X j — Xj. 

Or, les perpendiculaires abaissées, d'an point quel-
conque de sur les génératrices du système qui lui 
sont parallèles, s o n t ég-ales à r> et Leur produit est 
donc constant à condition que —X2 le soit : ce qui 
démontre la proposition*. 



( 4 2 2 ) 

II. Si le système S est composé de quadriques obte-
nues par la révolution d'une conique autour de l'axe 
des foyers réels, on a le cas particulier suivant : 

Le produit des perpendiculaires abaissées des 
deux foyers sur une droite S , qui varie en touchant 
deux quadriques X , et du système} est égal à 

Cela se déduit sans peine du théorème précédent, 
mais il est peut-être plus simple de donner une 
démonstration directe. 

Pour que , \2 S soient réelles, il faut que l'une 
des quadriques soit un ellipsoïde et l'autre un hyper-
boloïde. Soient P et Q les points de contact avec l'ellip-
soïde Çk{) et l'hyperboloïde e t soient S et H les 
foyers. Alors les angles SPQ, HPQ sont supplémen-
taires et les angles SQP, HQP sont égaux. Si donc on 
fait tourner le triangle PQH autour de PQ, jusqu'à ce 
que H vienne prendre une position H' dans le plan SPQ, 
les points S, P, H'seront en ligne droite, et QP sera la 
bissectrice de l'angle SQH'. Si piy p2 sont les dis-
tances de S et H à PQ, il vient 

4 / , i / ? 2 = S H ' 2 — ( S Q — QH')2 

= 4 « Î — 4 A L 

= 4 ( X , — X 2 ) . C . Q . F . D . 

CORRESPONDANCE. 

M. L . K l u g . — Dans la solution analytique de la ques-
tion 2155 ( t . XI, p. 33o), M. Barisien a donné une généra-
lisation. On peut de même démontrer assez simplement ce 
théorème plus général : 

Sic, Ci sont deux coniques confocal es avec des axes focaux 
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ia, 2«i et la distance focale id: les coniques bitan-
gentes à c (ou à cx) et ayant leurs foyers aux extrémités 
des diamètres de la conique cx (ou c) enveloppent un cercle 

JL 
concentrique à la conique c et de rayon (a2-4-af— d2)2; 

les coniques bitangentes à c (ou à c^) et ayant leurs 
foyers aux extrémités des cordes parallèles aux axes focaux 
de Ci (ou c) enveloppent deux droites perpendiculaires à 
cet axe à une distance du centre de c. 

d 

Soient O le centre, F , Fj les foyers, AAj un diamètre, 
AP une tangente à la conique c et BP une tangente à ci 
perpendiculaire à AP. Si B est le point de contact de la tan-
gente, les parallèles par B aux droites AF, A F t et les 
rayons BF, B F ^ BA, BAi forment une involution symétrique; 
et les angles de ces derniers rayons avec BP sont égaux. 
A et Ai sont donc les foyers d'une conique w, bitangente à c\ 
aux extrémités du diamètre BBj. De même, B et B t sont les 
foyers d'une conique bitangente à c aux extrémités du 
<liamètre AA^ 

Les axes focaux de u et ut sont égaux à 2OP. Mais, si l'on 
fait varier les deux tangentes perpendiculaires AP, BP aux co-
niques c, C\, le point P décrit un cercle du centre O et de rayon 

1 
(a 2 -4 -a? — d*)2 (où 2¿¿ = F F í et 2 a , ia{ sont les axes focaux 
de c, Ci); donc, la première partie du théorème est démontrée. 

Si le cercle passant par F F t coupe c en G et C^ ct en D et Dj 
oa peut démontrer, comme dans la première solution de la ques-
tion 2ioo, que les axes focaux de la conique v ayant G et Gj pour 
foyers et bitangente à cx aux points D et D^ et de la conique vx 

ayant D et Dj pour foyers et bitangente à c aux points G et C! 
, iaa\ , 

sont égaux a ———, donc, e t c . . . 

CERTIFICAT DE MATHÉMATIQUES GÉNÉRALES. 

Alger. 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — I . On considère les surfaces ( S ) 

et (S') qui, rapportées à trois axes rectangulaires, ont res-
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pectivement paur équation 
( S ) xt -\-y* = zr tang* a, 

( S ' ) — a x = o, 

y. et a étant des constantes. 
i° Quelles sont ces surfaces? Figurer la projection de 

leur intersection sur le plan x\0z. 
2° Volume situé au-dessus du plan z = o, au-dessous de 

la surface ( S ) et à Vintérieur de la surface (S*). L'axe 
O z est supposé vertical. 

3° Centre de gravité de ce volume supposé homogène. 

II. I° Intégrer Véquation différentielle 

( E ) - 2xy'yw-hi-i-y''=o. 

2° Construire la courbe intégrale (G) qui passe par 
x — i, y = i et dont la tangente en ce point est parallèle 
à Ox. 

Montrer que la çourbe (G) peut être représentée par les. 
équations 

x = sin2 ty y = t sin t cos i, 

où t est un paramètre variable. 
3° Comment peut-on déduire de la courbe (G) toutes les 

autres courbes intégrales de Véquation ( E ) ? 
4° Développée de la courbe (G). 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — I . Un point M, de masse égale à J t 

mobile sur une droite, est attiré vers un point fixe O de la 
droite par une force 2 OM. Le point M est soumis en outre 
à une résistance dirigée en sens inverse de la vitesse et 
égale au double de la valeur absolue de cette vitesse. Les 
unités choisies sont celles du système G. G. S. 

i° Trouver le mouvement de M. Étudier ce mouvement. 
2° On suppose que, pour la position initiale M0 du mo-

bile, la vitesse initiale est nulle et OM0 est égal à IO. Cal-
culer la limitç de la somme des chemins parcourus par le 
mobile lorsque le temps croit indéfiniment. 

II. I° Combien Véquation 

ex~x— x— - = o 
e 

a-t-elle de racines? 
aQ Calculer ces racines à yj^ près. (Juin 1910.) 
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Besançon. 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — Question de cours. — I ° Vecteur 
tourbillon dyun champ vectoriel dérivable ; théorème 
d'Ampère-Stokes ; invariance du vecteur tourbillon; con-
ditions nécessaires et suffisantes pour que l'expression 
X Y 8 / -T- Z 8z soit une différentielle exacte, en sup-
posant au préalable que les fonctions X, Y, Z, des va-
riables x. y, z admettent des dérivées partielles. 

•2° Faisceau de rayons à deux paramètres; il n'existe 
pas en général de surface qui leur soit normale; condi-
tion pour qu'il en soit ainsi; si cette condition est satisfaite 
pour un faisceau, elle sera également satisfaite pour le 
faisceau provenant de la réflexion ou de la réfraction sur 
une surface quelconque. 

P R O B L È M E . — x, y, z désignant les coordonnées carté-

siennes rectanglesd}un point M, trouver la surf ace inté-
grale la plus générale quisatisfg.it à l'équation aux déri-
vées partielles 

àz èz 
2 y z — -+- xz — -f- 3 xyr = o. 
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Particulariser la solution de manière que la surface 

intégrale contienne le cercle 
z = o 

x1 -h y*—y — o. 

Définition géométrique de la surface. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — I ° Déterminer un polynome du 
quatrième degré par les cinq valeurs o, — i , o, + i, o que 
doit prendre ce polynome en correspondance avec les 
valeurs respectives de la variable x : 

— i , — i , o, + i , -t-a. 

. '2° Calculer le moment d'inertie d'un tore homogène 
par rapport à son axe de révolution. 

Densité cubique de la matière du tore = i. 
Rayon du cercle décrit par le centre du cercle généra-

teur = a. 
Rayon du cercle générateur = b. 

(Juillet 1911.) 

Bordeaux. 

E P R E U V E T H É O R I Q U E . — Soient Ox, O y deux axes rectan-
gulaires. On demande de déterminer dans le plan xOy 
une courbe G telle que si l'on mène en un point quelconque M 
de cette courbe la tangénte MT et la normale MN, on ait, 
entre les abscisses Xt, \n des deux points où ces droites 
rencontrent Vaxe Ox, la relation 

Xt— Xn = 2a, 

a étant une constante positive donnée. 
En désignant par 0 l'angle aigu positif ou négatif que 

fait la normale MN avec Ox, exprimer les coordonnées du 
point M en fonction de 8. Toutes les courbes jouissant de 
la propriété en question se déduisent de l'une d'entre elles 
par une simple translation parallèle à Ox. Construire 

celle qui, pour 0 = ~ , donne une abscisse nulle (x = o) 

pour te point M correspondant. Calculer la longueur 
de Varc compris entre les deux points qui correspondent 

TC 
« 0 = o et à 0 = y» Déterminer le rayon de courbure pour 

chaque valeur de 0. 



( 4 * 7 ) 
EPREUVE PRATIQUE. — On donne les deux ellipses qui, en 

coordonnées rectangulaires, ont pour équations 

(y — 3)* 
3 12 

x* ( y -h i)* _ 
T 4 1 ~~ 

On demande de calculer à o, ooi près l'aire commune à 
ces deux ellipses. 

(Juin 1910.) 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — I . Exposer la méthode d'intégra-
tion d'une fraction rationnelle en supposant connues les 
racines du dénominateur. 

II. Déterminer l'ordonnée y d'un point d'une courbe en 
fonction de l'abscisse x, de telle manière que, en tout point 
de cette courbe, le rayon de courbure R soit égal au carré 
de la dérivée seconde de y par rapport à x, c'est-à-dire 

R = / ' » . 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — On considère le cercle G dont le 
diamètre OA est égal à l'unité. 

Par le point O on fait passer une sécante variable OP 
sur laquelle on porte, à partir de O, une longueur OM 
telle que 

OM = v/ÔP» 

Le lieu du point M est une courbe y qui, en tournant 
autour de OA, engendre une surface de révolution S. On 
demande d'évaluer : 

i° Le volume du solide limité par la surface S ; 
L'aire de la surface S. 

(Novembre 1910). 

Gaen. 

É P R E U V E THÉORIQUE. — Les axes de coordonnées Ox, Oy, 
étant supposés rectangulaires, on considère la chaînette 
ayant pour équation 



( 4 a 8 ) 
Soient P ùn point de cette courèe, H sa projection sur OX, 

(G) le cercle de centre P et de rayon PH. 
L'enveloppe de ce cercle (G) se compose : I° de l'axe OX, 

qu'il touche au point H; 2° d'une certaine courbe (S) , 
qu'on demande de déterminer, et qu'il touche en un 
point M. 

Construire cette courbe (S). 
Vérifier quella distance des deux points II et M est con-

stante. 
Montrer que la longueur de l'arc décrit par le point M 

sur la courbe (S) est égale à la longueur du segment rec-
tiligne décrit pendant le même temps par le point H sur 
l'axe OX. 

É P R E U V E PRATIQUE. — Les axes de coordonnées O X , O Y 

étant supposés rectangulairest un point mobile (x, y) 
décrit la parabole donnée 

y* = ipx. 

Si, à partir de l'origine O, on mène un vecteur équi-
pollent au vecteur vitesse, l'extrémité (a, b) de ce vecteur 
équipollent décrit la parabole également donnée (hodo-
graphe) 

a* = %qb» 

Cela posé, on demande : 

i° De calculer en fonction de y\ 

i° De montrer que la vitesse aréolaire par rapport à 
l'origine est constante ; 

3° De calculer x et y en fonction de 
(Juin 1910.) 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — Les axes de coordonnées O X , O Y 
étant supposés rectangulaires : 

i° Construire la courbe ayant pour équation 
— x 

y 1-f- ¿r* ' 

2° On considère seulement la portion dç ta cwtrbe pré-
cédente qui correspond aux valeurs positives de x. Soient, 
sur cette portion de courbe : 



< 4 * ô ) 
: A le point d'ordonnée fka&imum; 

Mi le point d'abscisse ; 
M2 le point d'abscisse xt, qu'on supposera situé à 

droite du point A. 

Déterminer la relation qui doit exister entre xt et x% 
pour que Vaire comprise entre l'arc OMj, Vaxe des x et 
les ordonnées des points O et Mlt soit égale à l'aire ana-
logue comprise entre l'arc AM2, Vaxe des x, et les ordon-
nées des points. Pi. et M2. 

3° Étudier comment varie la distance mutuelle des pro-
jections des points Mt et M2 sur OX, lorsque ces deux 
points varient en satisfaisant à la condition ci-dessus spé-
cifiée. Montrer que cette distance possède un minimum. 

4° En désignant par M', et M2 les positions des points Mj 
et M2 qui correspondent à ce minimum, calculer le volume 
engendré par la rotation autour de OX de l'arc Mj M2 

complété par les ordonnées des points extrêmes. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — I ° Intégrer l'équation différentielle 

y'-+-y = iex 

(e désigne la base des logarithmes népériens). 
•2° Indiquer les diverses formes que peuvent présenter les 

courbes intégrales de l'équation précédente ; 
3° Quel est le lieu des points d'inflexion de ces courbes, 

et le lieu des points où la tangente est parallèle à l'axe 
des xi 

(Novembre 1910. ) 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — I . Calculer la constante \ de ma-
nière que l'expression 

d x + ~TTZ dy x -f- \y y -f- \x 

soit la différentielle totale d'une fonction U (x, y), et dé-
terminer cette fonction. 

En désignant par OX, O Y deux axes rectangulaires, cons-
truire les courbes 

•U (a?, y) = const., 

ainsi que Ißurs 'trajectoires orthogonales. 
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II. Étant donnés trois axes rectangulaires OX, OY, OZ : 
i° Déterminer toutes les courbes intégrales du système 

d'équations différentielles 

dx 

= ix — 2 2 ! + 2 ( a + i ) z + 2 a * — a -f- 2, 

où a désigne une constante* 
'2° Déterminer celle de ces courbes qui passe par le 

point 
x = o, y = — a, z = o; 

jmontrer que cette courbe est une parabole, et former. 
Véquation de son plan P. 

3° Trouver l'enveloppe des plans P lorsque a varie. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Étant donnée une parabole dont le 
sommet O et le foyer ¥ sont distants de im, on considère la 

B F A 

corde AFB, perpendiculaire en F sur OF, et Von demande 
de calculer : 

i° En décimètres carrés l'aire de la portion deparabo-
loïde engendrée par la rotation de l'arc OA autour 
de OF ; 

2° En décimètres cubes le volume du solide engendré par 
la rotation de l'aire FAOF autour de OF ; 

3° En décimètres la longueur de l'arc AOB de la para-
bole. 

(Juin 1911.) 

Grenoble. 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — I . Construire la courbe 

(x —yy=x -hy. 

Calculer son rayon de courbure à Vorigine. 
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11. Intégrer Véquation 

y"' — 37"-+- k — 3y — sinar; 

déterminer la courbe intégrale de façon qu'elle ait un 
point d'inflexion à l'origine, la tangente d'inflexion étant 
l'axe des x. 

III. On considère dans l'espace une courbe G, la tan-
gente T et le plan normal P en un point. La tangente 
coupe le plan des xy en un point A et le plan normal 
coupe le même plan suivant une droite D; déterminer la 
courbe C de façon que le pied de la perpendiculaire abais-
sée de A sur D soit un point fixe qu'on pourra supposer 
placé à l'origine des coordonnées. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — I . On considère la fonction 

y = J * sin2:r cos*x dx. 

Etudier les variations de cette fonction. Construire la 
courbe. Points d'inflexion. 
Mener par l'origine des coordonnées les tangentes à la 

courbe. Calculer à 0,01 près l'abscisse de celui des points 
de contact qui a la plus petite abscisse positive. 
Calculer l'intégrale 

/
x

3

dx 

(Novembre 1910.) 

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES. 

2170. 
(1911 , p . 93. ) 

On donne une courbe plane (G) et un point fixe O dans 
son plan. On porte sur la tangente, en un point M de (G), 
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une longueur MP égale au rayon vecteur OM. Déter-
miner la tangente en V à la courbe lieu de ce point. 

A . DUBY. 

SOLUTION, 

P a r M. O. 

Soient o» et 6 les angles que OM et MP font respectivement 
avec m le centre de courbure répondant au point M, 
N et p les points où la normale en M à la courbe (G) est 
rencontrée respectivement par la perpendiculaire élevée en O 
à OM et par la normale en P à la courbe que décrit ce point. 
On a 

¿ . O M = ON.rfw, ¿ . M P = mp.d§ ; 
d'où 

ON.dfro = mp.dti. 

Mais si ds est la différentielle de l'arc de la courbe (G) en 
M, on a encore 

ds = MN.rfw = Mm.rfQ. 
On tire de là 

ON _ mp_ 
MN ~ Mm* 

Il en résulte que si m^i est la perpendiculaire abaissée 
du centre de courbure m sur le rayon vecteur OM, on a 
mp = m\L. De là, la construction demandée. Si l'on reporte 
m p. en sens contraire sur la normale MN, on obtient le 
point q déterminant la normale à la courbe décrite par le 
point Q obtenu en portant MO, dans le sens contraire aussi, 
sur la tangente. 

A u l r è s solutions par MM. ABRÀMESCU, BOUVAIST et KLUG. 

K i t u m . 

1 9 1 1 , page 3 3 5 , ligne i en remontant, au lieu dé P 1 , lire R 2 . 
1 9 1 1 , page 3 3 5 , ligne 3 en remontant, au lieu de son cercle ortho 

ptique S , lire un cercle concentrique S . 

1 9 1 1 , page 336, ligne i , au lieu de l\* = a-hb*, lire R 2 = a 2 - 4 - £ 2 . 
; 1 9 1 1 , pagé 336, ligne 7, au lieu de d'où l 'aire, lire dont Taire. 
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[0>5j] 
SUR LES COURRES PLANES» 

QUI SO\T A ELLES MEMES LEURS POLAIRES RÉCIPROQUES ; 
PAR M . P A U L S U C H A R , 

P r o f e s s e u r au L y c é e de P a u . 

1. Je me propose de déterminer les courbes planes 
qui sont à elles-mêmes leurs polaires réciproques par 
rapport à un cercle, ainsi que les courbes qui coïnci-
dent avec leurs polaires réciproques par une rotation 
autour du centre du cercle directeur. J e dois d'abord 
signaler sur un sujet analogue un article de M. Fouret, 
Sur les courbes planes ou surfaces qui sont leur 
propre polaire réciproque par rapport à une infinité 
de coniques (Bulletin de la Société philo ma tique, 
1877, p. 4 2 - 4 5 ) . Dans cette Note, M. Fouret montre 
que les seules courbes possédant la propriété indiquée, 
sont les courbes triangulaires signalées par MM. Klein 
et Lie. Enfin, M. Appell a étudié, au point de vue 
géométrique, le problème que nous avons en vue, dans 
deux articles Sur les courbes autopolaires (Bulletin 
de la Société mathématique, 7 février 1894, et 
Nouvelles Annales de Mathématiques, 3e série, 
mai 1894). Dans ces Notes, M. Appell désigne, sous le 
nom de courbe et conique autopolaire, une courbe 
qui est à elle-même sa polaire réciproque par rapport 
à une conique donnée. M. Appell montre que la 
conique la plus générale, autopolaire, est bitangente à 
la conique fondamentale et dépend en outre de deux 
paramètres. En établissant une relation quelconque 

Ann. de Mathémat4* série, t. XI. (Octobre 1911.) 28 
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entre les deux paramètres, M. Appell démontre que 
l'enveloppe de ces coniques se compose de la conique 
fondamentale donnée et d'une courbe C, qui, si elle ne 
se décompose pas €n deux courbes distinctes, polaires 
réciproques l'une de l'autre, elle est autopolaire par 
rapport à la même conique fondamentale. 

2. La recherche des courbes qui fait l 'objet de notre 
travail, constitue un problème très général dont les 
solutions sont en nombre infini, et ne semblent pas 
devoir être comprises facilement dans une formule 
unique. J e suis parvenu à résoudre le problème dans 
sa généralité en le rattachant à la Mécanique. J e 
regarde les courbes cherchées comme étant les trajec-
toires décrites par un point matériel, et j e démontre au 
n° 4 le théorème suivant : 

Si, quelles que soient les conditions initiales, la 
trajectoire d'un point matériel est plane, et si elle 
est à elle-même (la courbe hodographe) sa polaire 
réciproque par rapport à un cercle, la force qui le 
sollicite passe par (Vorigine de Vhodographe) le 
centre du cercle directeur. 

Rappelons encore un théorème que nous avons 
démonlré dans les (Nouvelles Annales de Mathéma-
tiques, 4e série, t . I I , 1902) et qui nous sera utile : 

La courbe hodo graphe correspondant à la tra-
jectoire décrite par un point matériel sous l'action 
dune force centrale et ayant pour origine le centre 
de la force, coïncide, après une rotation de 90° 
autour de ce centre, avec la polaire réciproque de la 
trajectoire par rapport à un cercle ayant pour 
centre le centre de la force, et pour rayon la 
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racine carrée du nombre qui est la constante des 
aires. 

D'après ce dernier théorème, la recherche d'une 
solution s'obtiendra, en supposant la courbe comme 
étant la trajectoire décrite par un point matériel, sous 
l'action d'une force centrale, ayant pour centre le 
centre du cercle directeur. On effectue ensuite, sur les 
coordonnées du point, ainsi que sur le temps, une 
transformation convenable, ayant pour but de trans-
former la force en une autre également centrale, et le 
mouvement en un autre, ayant pour nouvelle trajec-
toire la courbe hodographe correspondant à la nouvelle 
trajectoire, ou bien la polaire réciproque de la même 
trajectoire, par rapport au cercle directeur. On dispo-
sera ensuite de la loi de la force qui est encore inconnue, 
pour que, par la même transformation, le premier 
mouvement se transforme en lui-même, et que la tra-
jectoire se transforme en elle-même, le mouvement sur 
cette dernière trajectoire étant en général différent du 
premier. Remarquons que le problème étant ainsi 
présenté, il peut être considéré comme un exemple 
d'un problème résolu par M. Painlevé, Sur la trans-
formation des équations de la dynamique ( Journal 
de Math., 4e série, t. X , 1894). Je dois cependant 
faire remarquer qu'aucune restriction n'est faite sur la 
loi de la force. J'entends par là que la loi de la force 
peut dépendre aussi bien de la position du point ma-
tériel que des composantes de la vitesse de ce point 
sur les axes des coordonnées. 

3. Soient x et y les coordonnées par rapport à deux 
axes rectangulaires O x , Oy, d'un point matériel, que 
pour simplifier nous supposons de masse égale à 1. Les 
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équations du mouvement où l'origine des axes est le 
centre de la force sont 

d*x 

dp = ± uy ; 

le double signe correspond au cas d'une force répul-
sive ou attractive; enfin a est une fonction inconnue 
qui peut dépendre en général de x et y et de x' et y'f 
x' et y' étant les projections de la vitesse sur les axes 
Ox et Oy. 

Considérons un second point matériel de même 
masse que le premier et dont les coordonnées par 
rapport à Ox et O y sont xt e t y u et qui se meut dans 
le temps t

K
. 

Effectuons la transformation suivante, en posant 

. \ , dt { ( 2 ) X
t
 = X, JKl = J , 

Différentions les deux premières relations ( 2 ) par 
rapport à ts) on aura, en désignant par x\,y\ les déri-
vées de Xi, yK par rapport à t s , et a!\ y" les dérivées de 
x' et y' par rapport à 

» dt , „ dt 
x̂  =

 x

dT
i
' dT

t
' 

d'où, en ayant égard à ( 1 ) et ( 2 ) , on a 

( 3 ) x\ = x, y\-y< 

Diflférentions une dernière fois ces dernières rela-
tions, on a 

, dt „ dt 
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en ayant égard à (2) , on a 

(4) 

Ces équations sont Jes équations du mouvement du 
point de coordonnées x u y K , et où l'on doit remplacer 
dans la fonction u, d'après ( 2 ) et ( 3 ) , x et y par x\, 
y[, et x' et y' par et ys. Nous remarquons que, par 
cette transformation, le premier mouvement se trans-
forme en un autre, où la force est encore centrale, le 
centre de la force étant le même point que dans le 
premier mouvement et ayant pour trajectoire la courbe 
hodographe correspondant au premier mouvement ; le 
mouvement sur celte dernière courbe a lieu d'ailleurs 
dans le temps t

K
. Remarquons que si l'on a égard au 

second théorème énoncé au n° 2 et si, au lieu d'effec-
tuer les transformations ( 2 ) et ( 3 ) , nous effectuons la 
transformation 

, dt
x
 , 

( 5 ) = — ~dt = z 

on en déduit comme précédemment par différentiations 

(6) y\ = — 

et pour les équations du mouvement 

( 7 ) 

où l'on doit effectuer sur la fonction u les transforma-
tions ( 5 ) et ( 6 ) . Le mouvement défini par le système ( i ) 
se transforme ainsi en un autre, ayant pour trajec-
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toire la polaire récfproque correspondant à cette tra-
jectoire, par rapport au cercle qui figure dans l'énoncé 
du théorème du n° 2 . Il résulte donc d'après ce qui 
précède que la trajectoire correspondant au système ( i ) 
coïncide avec la courbe hodographe, ou bien avec la 
polaire réciproque, si ce système se transforme en lui-
même par les transformations ( 2 ) et ( 3 ) , ou par les 
transformations ( 5 ) et (6 ) , ce qui exige que la fonction a 
soit de la forme 

(8) 

dans le premier cas, ou encore de la forme 

fix^y^x'^y'l) 
( 9 ) 

où f est une fonction arbitraire, et de plus cette der-
nière expression est svmétrique par r a p p o r t a t e t i , 
ainsi que par rapport à x' et y'. 

Il est facile de montrer que toute solution du sys-
tème (1) est une solution du problème, si la fonction u 
est du type (8) ou (9), la fonction f étant donnée. 
En effet, soit 

0°) ^ixty, x
0
,y

0i
 x

r

0
,y'

0
 ) = o 

l intégrale générale du système (1), où nous avons 
exprimé les constantes d'intégration en fonction des 
conditions initiales. Nous aurons l'équation de la 
courbe hodographe correspondant à cette dernière 
équation en lançant le mobile d'après ( 2 ) et ( 3 ) avec 
les conditions initiales suivantes : les coordonnées du 
point initial sont x'Q et et les composantes de la vi-
tesse initiale, x0 ely0. Le système (1) se transformant 
en Lui-même, l'équation de l'hodographe est donc 

( i i ) = 0, 
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où nous avons supprimé les indices. Il y a deux cas 
à distinguer, ou bien cette dernière courbe coïncide 
avec la première, ce qui exige que l'équation (10 ) soit 
symétrique par rapport à x0 et x'Q ainsi que par rapport 
à Xo e t / 0 . Dans ce cas et pour la fonction particulière 
de/"donnée, la trajectoire correspondant au système ( i ) 
est à elle-même sa courbe hodographe, quelles que 
soient les conditions initiales. Nous aurons donc, 
d'après le n" 2, l'équation de la polaire réciproque, en 
effectuant une rotation d'un angle droit de la courbe 
(10) ou (11) autour du centre du cercle directeur; 
cette équation est donc 

(12) W ( — y , x , x'
0
,y'

0
, x

0
,/o) = o. 

Si les équations ( io ) et (i î ) sont distinctes, il suffit 
d'écrire que ces deux courbes coïncident, d'où l'on 
déduit les conditions auxquelles doivent satisfaire les 
données initiales. Supposons la fonction a du type (9), 
on remarque dans ce cas que l'équation ( 1 2 ) est aussi 
une solution du système (1). Si nous lançons le mobile 
d'après les formules de transformation ( 5 ) et ( 6 ) avec 
les conditions initiales — y ' 0 l — x 0 , l'intégrale 
générale du système (1) est la polaire réciproque cor-
respondant à l'équation ( 1 0 ) ; cette équation est donc 

(13) J7,/, — y'0,y0, — xo) = O. 

Il s'ensuit que les équations (1 a) et (1 3) ne sont pas 
distinctes, ce qu'on voit sans peine puisque la loi de 
la force est la même, et les conditions initiales qui 
font décrire ces courbes sont les mêmes. Sur les 
courbes ( 10 ) et ( i 3 ) nous pouvons faire les mêmes 
hypothèses que sur les courbes ( 1 0 ) et (1 1). Les courbes 
( 1 0 ) et ( i 3 ) coïncident, et dans ce cas, pour la fonction 
f donnée, la trajectoire ( 1 0 ) est à elle-même sa polaire 
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réciproque, quelles que soient les conditions initiales; 
dans le cas contraire, on écrira comme précédemment 
que les courbes ( 10 ) et ( i 3 ) coïncident, d'où Ton 
déduira les conditions auxquelles les données doivent 
satisfaire. Il peut cependant se faire que, pour une 
fonction particulière de f , on ne puisse pas déterminer 
des conditions initiales particulières, permettant d'a-
mener la courbe (10) à coïncider par une rotation 
comme nous l'avons expliqué, avec sa courbe hodo-
graphe ou avec sa polaire réciproque; cela tient à ce 
fait que ces dernières courbes sont égales à la première, 
mais non superposables. En effet, on remarque que si 
la fonction u est du type (9) , la symétrique de la 
courbe hodographe ou de la polaire réciproque, par 
rapport à l'axe polaire Ox, est aussi une solution du 
système (1). 

4 . JNOUS avons montré que toute solution du sys-
tème (1) est une solution du problème, si la fonction u 
est du type (8) ou (9). 11 nous reste à montrer qu'on a 
ainsi toutes les solutions. Il suffit pour cela de démon-
trer le théorème suivant : 

Si, quelles que soient les conditions initiales, la 
trajectoire d'un point matériel est plane, et si elle 
est à elle-même (la courbe hodographe) sa polaire 
réciproque par rapport à un cercle, la force qui le 
sollicite passe par [Vorigine de Vhodographe) le 
centre du cerclç directeur. 

En effet, prenons pour axe polaire la droite Ox, et 
pour pôle le centre du cercle directeur, et soient r et 6 
les coordonnées polaires d'un point M, a l'angle de la 
tangente à la trajectoire décrite par le point avec 
Taxe Ox, V l'angle de cette tangente avec le rayon 
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vecteur OM, enfin r { et 0Lt les coordonnées polaires 
du pôle correspondant à la tangente en M par rapport 
au cercle directeur. On a, comme il est bien connu, 

( i ) /v*! sin V = C; 

y/C est le nombre qui mesure le rayon du cercle 
directeur. La relation ( i ) peut s'écrire, en ayant égard 

à i a relation tangV — 
° dr 

(a) r\=C* 

On sait que l'angle V se conserve par la transfor-
mation par polaire réciproque ; on aura donc par 
analogie 

(3.) r * = C * 

(3 ' ) r * = C * [ M M -
Cette dernière relation correspond à la courbe 

obtenue par la rotation de la polaire réciproque d'un 
angle droit autour du point O. DifTérentions ( 2 ) et ( 3 ) , 
nous aurons 

dr, _ G2 

dr r* 

et 

(û •) 
\ dti 2

 +

 / 

K ) }

 df\ r \ \ d % f /'i 

il suffit de remplacer a4 par a dans cette dernière for-
mule pour avoir la différentielle de (3 ' ) . Remarquons 
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que si nous égalons -^p- à une fonction de r, 9, r
it 

dr 
a
t
 ou a, d'où l'on déduit r-^r et qu'on porte dans ( 4 ) 

et ( 5 ) en ayant égard à ( 2 ) et (3 ) , on aura l 'équa-
tion différentielle de la trajectoire et de sa polaire réci-
proque ; or, si les deux courbes coïncident, elles doivent 
satisfaire à une même équation différentielle; donc les 
deux équations différentielles ( 4 ) et ( 5 ) ne doivent 
différer que par le changement de r et 9 en /*, et a , . 
Il s'ensuit par conséquent qu'on ne peut avoir que 

dr
x
 f{ r, 6, r

u
 st

t
) 

Z
1

 dr
 r

/(r
lî
 «!,/•, 6)' 

où ./.est une fonction arbitraire. En portant cette der-
nière expression dans ( 4 ) , on a 

_ . / ( * • , 0 , C 2 ( D % 7 1 ) 

/ ( / • i , a , , r , 0 ) r« \ ¿6» / • / ' 

qui est la formule de Binet de l'équation différentielle 
de la trajectoire, dans le cas d'une force centrale qu 
passe par l'origine des axes, c'est-à-dire le centre du 
cercle directeur. 

5 . Application. — Examinons les cas particuliers 
où f est une constante, et supposons la force attractive ; 
on a dans ce cas : 

E X E M P L E 1 . 

d*x 
dt

2   

d*y 
dr-

avec les formules de transformation 

dt 1 
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L'intégrale générale est l'ellipse ayant pour équa-

tion 
(b'x — by)*-T-{ay — a'x)* = (ab'—ba')*, 

ab' — ba' ^ o, 

où è, a!, b' sont les constantes d'intégration; la 
constante des aires a pour valeur C = ab1 — ba!. Il 
résulte, d'après ce qui précède, que pour avoir l 'équa-
tion de la courbe hodographe, il faut exprimer les 
constantes en fonction des conditions initjales, et faire 
l'échange entre x0 et xf

0 et y0 ety'Q ; or, par un calcul 
facile, on trouve que cela revient à changer dans 
l'équation précédente a en b et a en b\ et comme 
l'équation ne change pas, il résulte que l'ellipse précé-
dente est à elle-même la courbe hodographe, quelles 
que soient les conditions initiales, l'origine de la 
courbe hodographe est le centre de cette ellipse ; par 
conséquent, la polaire réciproque de cette ellipse s'ob-
tiendra en la faisant tourner d'un angle droit autour 
de son centre. Le cercle directeur a pour centre le 
même point et pour rayon \Jab*—ba!. 

E X E M P L E IL — Supposons la force répulsive; dans 
ce cas les équations du mouvement sont 

d*x _ 

IF 

Î Z - V dp 

avec les formules de transformation 
d

h 

L'intégrale générale est l'hyperbole ayant pour 
équation 

(b'x — by)(ay — a'x)=: {ab'—ba')* 
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et pour asymptotes les droites 

b' x — by = o, a y — a! x — o; 

la constante des aires est 

C = ab'— ba'. 

Si nous déterminons les constantes en fonction des 
conditions initiales, on trouve par un calcul facile 

Cl = J CL = y 
9. 1 

b _ ¿r0— ^ ¿ , ' ^ Z m Z o . 
2 1 

En remplaçant dans l'équation précédente les cons-
tantes par leurs valeurs, et en effectuant l'échange 
entre x0 et x0 et y0 et y'0, on trouve pour l'équation 
de la courbe hodographe 

- - (*=*)?] ~ -] 
= L 4 J • 

On remarque que cette courbe coïncide avec l'hy-
perbole conjuguée à la première. Si, comme nous 
l'avons expliqué, nous changeons dans cette dernière 
équation x en — y et y en x, nous aurons l'équation 
de la polaire réciproque de la trajectoire. Ces deux 
courbes ne peuvent coïncider que si la trajectoire est 
une hyperbole équilatère, ce qui exige que les condi-
tions initiales doivent satisfaire à la relation 

v~ — r -' 0 ' 

ô étant la vitesse initiale et r 0 le rayon vecteur 
initial. Dans cet exemple, Je centre de l'hyperbole est 
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le centre du cercle directeur qui a pour diamètre l'axe 
transverse de l'hyperbole. 

E X E M P L E I I I . — Supposons la force attractive, et la 

fonction u = °° • 
x.y 

Les équations du mouvement sont 

n
 x'. y' x — —, 

y 
„ x'. y' 

— T " 
d'où 

dx' __ dy 

x' ~ y
 9  

dy ' __ dx 

y ~ x ' 

En intégrant ces équations on a 

, a 
x = — , 

<. : 
r - ï -

où a et b sont les constantes d'intégration. Les rela-
tions ( i ) nous donnent, en désignant par C la cons-
tante des aires, 

yx' — xy' = a — b = C ; 

posons en particulier 

a = m C , b — (ni— I ) G , 

où m est nombre entier quelconque et positif. Les 
relations ( i ) , en les divisant membre à membre, nous 
donnent, 

dy = ( m — i ) y i 

dx m x 

En intégrant cette équation, on a, après avoir déter-
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miné la constante d'intégration, 

Y m 

posons encore 

1riti •
 v

 <y 
y — ,

r
m-1 a, 0 

v / / i 

m—l 

où est nne constante quelconque; on a, pour l 'équa-
tion de la trajectoire, la courbe algébrique 

y ni — (
m
pyn-\xrn-\m 

Cette courbe coïncide avec sa courbe hodographe, 
si les conditions initiales satisfont à la relation 

m J Q _ J 0 

Nous aurons ensuite la polaire réciproque par une 
rotation d'un angle droit de cette dernière courbe 
autour du point O de rebroussement de la courbe. Le 
centre du cercle directeur est ce même point et le 
rayon a pour mesure 

m 

Si en particulier nous supposons m = 2, on trouve 
pour trajectoire une parabole; le centre du cercle 
directeur est le sommet de la parabole; ce cercle est 
imaginaire et son rayon est p y/ — i~, p étant le para-
mètre de la parabole. Dans le cas où m = 3, on trouve 
pour trajectoire une parabole semi-cubique. 

E X E M P L E I V . — Nous allons terminer par un der-

nier exemple. Supposons la force attractive et u = 

ç étant la vitesse à l'instant considéré et r le rayon 
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vecteur. La loi de la force dans ce cas est 

or, d'après Résal (C o m p t e s rendus de VAcadémie des 
Sciences, t. 90), on a 

rv* 

où C est la conslante des aires el p le rayon de cour-
bure au point correspondant de la trajectoire. On a 
donc 

(I) 

en ayant égard au théorème des aires, écril sous la 
forme 

pv = G, 

où p est la distance du centre de la force à la tangente 
à la trajectoire. La formule ( i ) peut encore s'écrire 

f t _ d 

7 ¿P ~~ 
d'où enfin 

p = ar, 

a étant la conslante d'intégration. Si nous désignons 
par V l'angle de la tangente à la trajectoire avec le 
rayon vecteur, la relation précédente nous donne 

sin V = a. 

Il s'ensuit par conséquent que la trajectoire est une 
spirale logarithmique ayant pour pôle le centre de la 
force; son équation est 

r __ 7.oé>±rc©tV(Q-0o). 

Supposons que le mouvement sur la trajectoire a 
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lieu dan» le sens de 8 croissant; prenons pour sens 
positif sur la tangente, le sens du mouvement, et pour 
sens positif sur le rayon vecteur, le sens OM ; l'angle V , 
qui figure dans l'équation précédente, est l'angle de 
ces deux directions positives. On remarque alors que 
l'angle de deux directions positives correspondant à la 
courbe hodographe est tz— V, et par conséquent, 
d'après ce que nous avons dit au n° 3 , l'équation de la 
courbe hodographe est 

ç = poe^cotv<a-a0)# 

Il résulte donc que ces deux courbes sont égales, 
mais non superposables. Il suffit par conséquent de 
considérer la courbe symétrique de la précédente par 
rapport à l'axe Ox, pour l'amener ensuite par une 
rotation convenable à la faire coïncider avec la pre-
mière courbe. Remarquons que le centre du cercle 
directeur est le pôle de la spirale. 

[D4a] 

SUR LES FONCTIONS ENTIÈRES D'ORDRE NUL; 
PAR M. G. VALIRON. 

J e me propose dans ce travail de préciser la relation 
entre l'ordre de grandeur d'une fonction entière d'ordre 
nul et la distribution de ses zéros, principalement 
dans certains cas de croissance régulière. 

1. Désignons par atl le Aiième zéro, et par rn son 
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module; par hypothèse la série 

2 ? 

converge quel que soit le nombre positif k. Par suite, 
la quantité 

tend vers zéro lorsque n croît indéfiniment. On peut 
alors trouver d'une infinité de façons ( * ) des fonctions 
p(x), définies et continues pour a? >> /-„o, et telles que : 

i° p(x) décroît (ou du moins ne croît pas), et 
lim p(x) — o ; 

.) — 00 

p ( # ) l o g # croît (ou ne décroit pas), et croît indé-
finiment. 

2° T
/t
 ̂  p (r

n
 ), quel que soit n >> n

0
 ; 

cr/z= p(r
n
), pour une infinité de valeurs de n. 

p(x) sera appelé un exposant net de la suite des 
zéros; on voit qu'on a, pour n >> /*0, 

2 . Ceci posé considérons le produit canonique 

en désignant par r le module de on a évidemment 

(1 ) Voir M OD article : Sur les fonctions entières d'ordre nul 
(Mathematische Ahnalen. B. 70, p. 4t2)-

Ann. de Mathémat., 4e série, t. XI. (Octobre 1911.) 29 
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En définissant le nombre m par la double inégalité 

( 2 ) r m ^ r < r m + i f 

nous avons, pour n << m, 

et par conséquent 

r ^ r 
n < 1 — > 

r n r n 

1 / ( * ) ! < , . / a W I T ( I + f ) ' ' 1 / 2 • . • f m JL M- \ 1 a / m -+-1 

D'autre part on a 
r 

1 -H — < ^ 
' n 

donc 
« v _L 

m + l 

Soit alors p (#) un exposant de la suite des zéros, 
nous aurons pour n >> /?? : 

p(7V) < pO'm+l ) < p(>); 
d'où 

nârV
r

-
]

<rV'\ 
et par suite 

1 < 1 
r
n ^ l > 

„piD 
posons enfin 

M = partie entière de / , 

on aura 
Œ M -4- 1 

w/H-1 ///-M M-+-2 M + 2 

M — 7H r™ dx 
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et comme 

«/m-M a*" ' 1 ' (M-+-i)P*''» 

nous aurons 
00 

/ ' V - f < M —/>z (i 4- e) p ( r ) rp('->< (i 4- e)/*p>> — m. r

n m -t-1 

Finalement nous obtenons 

r m r'r) r n l r 
{ 3 ) | f i z ) I < im cin-e)/*" e '» < e(n-e)/-r /'i / '2 . . .

 f

'\i\...r„i 

L'inégalité (3 ) et le théorème bien connu de 
M. Jensen montrent que l'on a 

r
m

 o) 
( 4 ) Mi r ) = ( o < a < i + e), 

i \ r-i. . . r n i 

M(/') désignant le maximum de |/(^)|pour z = r. 

3. Pour trouver une limite supérieure de \f(z)| en 
fonction de l'exposant net, il reste à calculer une limite 
supérieure de l'expression 

r
?n ,.M 

A - R r \ r 2 . . , r m /'i r2 . . . / ' , „ / , M " m 

M étant le nombre déiini précédemment. Pour cela 
nous introduirons les nombres Rw définis par l'égalité 

De cette définition résulte l'inégalité 

R » < / ' / i O O o O ^ M ) ; 

( l ) Dans tout ce qui suit je désignerai par e toute quantité ten-
1 1 1 

liant vers zero avec -> —> ou — r #•„. m 



( 45a ) 
d'où il suit 

A < K = r ¡r rr- ( K fini ), 

ou encore 

- v; loK R„ 

À < K /,M e 

Désignons pour un instant par la fonction 
inverse d e x P ^ ] o ( x ) est une fonction croissante, telle 
que 

ç( n ) — R„, 

et par conséquent on a 

log R„ = / I o g ç ( . r ) dx -+- 0' logRjj (— i < 0' < i)-
"o ^ 

en posant 
M 0 = ; 

et en intégrant par parties 

r M-f-0 ^M + 0 ^ 
I \o%v(x)dx = / -

* no *A»0 ' ' 

En prenant 0(27) pour variable dans la dernière 
intégrale, nous obtenons 

/.M + 0 /•'"¿rpW 
! log ©(a?) dx = ( M -h 6 ) l o g r — K ! — / ——dx 

(Ki fini), 
et ainsi 

M 
V l o g H „ = M l o g r + 0 I o g r + e'logRM — K i — f ^ - d x . 
Jmd X 

".1 0 

On aura donc 

A < Ke 
— 0logr-0'logRa + Kj-t- f î^rf.v 

J ro * 
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et comme 

-tog**  

Jr, * 
tend vers zéro avec - ? r 

( 1 -+- £ ! I —— (Ijc 
A < e Jn X 

Puisqu'enfin 
rptH 

r^tdx 
J r 0 * 

tend vers zéro avec i [car cette expression est inférieure 

à p(/*)], l'inégalité ( 3 ) donnera 

rr
x
,{.T) (H_£, / dx 

(5) \f(*)\<e . 

4 . On peut obtehir, en partant de l'égalité (4 ) , une 
égalité assez précise dans certains cas. Soit ®(x) une 
fonction continue, croissante (ou ne décroissant pas), 
et telle que 

r
n
 — o( n), 

et soit la fonction inverse (qui peut avoir des 
discontinuités brusques). 

L'égalité ( 4 ) s'écrit 

-£jlo*9<n I 

M (r) = r^e
 1

 e*'*" . 

En opérant comme précédemment, on obtiendra m r 

^ l o g Q ( / î ) = m l o g / ' - f - O l o g r - h Ô ' l o g r m — K — f* ^ i i ) dx 

1 ^ : r° 
( K constant), 



( 454 ) 
ou encore comme 

lim l2E£ = o, 

log <p( n ) = m log r — (i + £ > 

et par conséquent 

(6) logMfr) = (i + £) f dx-f-ar?'-'^ (o < a < i s ' ) . 
J r 0 * 

Cette égalité donnera une expression asymptotique 
de l o g M ( r ) , lorsque le second terme du deuxième 
membre sera négligeable devant le premier. En parti-
culier, si Ton a 

la fonction 0 ( # ) satisfaisant aux premières conditions 
du paragraphe 1, on aura 

Ceci montre que l'inégalité ( 5 ) est la plus précise 
que l'on puisse obtenir . 

5 . Il existe d'ailleurs une infinité de cercles | z | = /', 
sur lesquels le second membrè de l'égalité ( 6 ) se réduil 
à son premier terme, et sur ces cercles on a 

log|/(<5)l = ( n ~ £ ) / 

En eifet, en supposant r ^é r , n on a 

i 
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posons toujours 

et 
i* 

on obtiendra facilement 

00 

î î 
m m." 

m' -hl m -+- 1 

m"-4-1 
Or 

mf 

> ( i - J ) ' > ( A fini ) ; 
1 

d'après la définition de m", 

- 2 V I - » V I 

et, d'après le calcul du paragraphe 2, 

00 

y i < ( I + i ) r P ( r , _ m ; 

m -f-1 
donc 

w" -I- 1 
Enfin 

m m" m" 
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d'où • 

m" 

OU 
m" 

— I 

Ceci posé, étant donné le nombre R , nous choi-
sissons ( 1 ) r de la façon suivante, si /zR est le nombre 
des zéros compris entre les cercles de rayons II et 
K R ( K > 4 ) i nous tracerons les cercles de rayon 

R + ( K — i ) R Y^-y i — i , 2, (X >>9), et nous 

exclurons certaines des couronnes formées de la façon 
suivante : si une couronne contient zéros, elle est 
exclue ainsi que les q précédentes et les q suivantes; si 
ces 2q couronnes contiennent r zéros, les r couronnes 
précédentes et suivantes sont exclues, etc. Comme il 
reste au moins 6/îr couronnes, on peut trouver un 

cercle pour lequel j = R, À, /• = K R . 

Nous aurons alors 

| /'/;|_f-/-f-l /* | > ( K — l ) / l l / 

d'où 
\r

m
.-

e
 -r I X K - J 

m-

| r ~ / ' " l > [ XK J 

K 
A j r i 

K X AIR ' 

rn'-h 1 
(car tir = m " — m') 

( l ) Procédé indiqué par M. Boutroux dans sa Thèse. 
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et 

1 1 1 | /• - r n 

m'-h 1 > 
(X'et Hj finis), 

mais puisque 

m"< rf^m" ] < ( A-, r )P<'J < ( I + E) rP^ , 

l'inégalité ( 7 ) devient 

/
"• <L ( .r) 
Z d r -

/• i r 2 . . . r m 

- H/f e~
n , x

 ' = eii+ev r
0 

(H fini). 

En comparant avec les égalités ( 6 ) et (4 ) , on voit 
que dans les couronnes considérées, on a 

( 9 ) ! / ( * ) ! = . ' " " , r\ ? 2 • • • 'm 
(A fini). 

11 reste à montrer que l'on peut déterminer R de 
façon que les seconds membres se réduisent à leur 
premier terme. Soit N un nombre tel que 

N = /-P(,V-N ' 

d'après le paragraphe i , i l .existe une infinité de ces 
nombres ; nous prendrons 

Nous aurons ainsi 

r? ('•)=( k R )P W < ( ¿R)P ( 'W < ( i -4- e ) rgtfffll« ,̂-' 

et d'autre part 

/"» /-n / r — - r l i r * ] 
> > ( — > e P < ' V ; 

/*! 7*2 . . . r
nt
 r 1 /'2 • • • ' S \ /'N / 
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il siiil bien de là l'égalité 

^ / rm \s 

sur les cercles considérés et par suite l'égalité 
annoncée 

/ pm \l+£ ( i + e') frilfld.v 
! / ( * ) = ( — — — ) = « Jr° * , \ / 1 ' t • • • / m J 

valable sur une infinité de cercles ( ' ) . 

6» Il résulte de ce qui précède que l'on doit prendre 
pour limite supérieure du maximum M ( r ) du module 
de f{z) pour | z | = r , une expression de la forme 

f^ltlx 
eJ r0 .r , 

où est une fonction croissante de x, mais 
croissant moins vite que x z , s > o. Nous dirons qu'une 
fonction d'ordre nul est parfaitement régulière 
lorsqu'on a 

( 1 -4- £ ) / - 1 tlx 
( 1 1 ) M ( / - ) = E RO , 

la fonction [ * (#) satisfaisant à certaines conditions. Si 
l'on pose 

(12) / ' dx — rV'.D logr. 

on constate aisément que la fonction v(r)log/* est 
croissante ; d'autre part v(/*) doit tendre vers zéro, nous 
supposerons que ¡¿(¿r) est telle que la fonction v ( # ) 
décroît constamment (ou du moins ne croît pas). 

Cette hypothèse faite, il résulte du théorème de 

(*) Ce théorème est une précision de celui que j'avais démontré 
dans les Mathematische Annalen (théorème de M. Wiman). 
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Jensen l'inégalité 

d'où 
(i -4- £ ) / - v ( / ) logr 

^ logr — log/-« 

valable quels que soient r et n, en prenant 

n i 
« _ vi/-„)iojr/-„ ' — ' n 

on aura 

et comme le second membre de cette inégalité est une 
fonction croissante et que son logarithme divisé pat 
log/^ décroît, il existe un exposant net p(x) de h 
suite des zéros tel que 

(i 4- e ) v ( # ) logx.ex^^K 

En appliquant l'égalité ( 6 ) on obtiendra alors 

r
r  

( i + £ ) I - t — ^ - d x - + - a v ( / * ) logre.rvM = (j g , ) / - v ( r ) l 0 g / \ 

ou encore comme v ( # ) tend vers zéro, et d'après 
l'égalité (12) , 

( 13 ) I — — - dx = ( 1-H £2 ) /
 1 1

— - dx ; 

-Vo 37 X 

celte égalité donne le nombre des zéros contenus dans 
le cercle de rayon r puisque ce nombre n est égal à la 
partie entière de Tout revient à calculer une 
valeur approchée de Or de l'égalité ( i 3 ) on déduit 

r
r

'<\>(x), , \ r'*J , r ' J 
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£.2 et £3 tendant vers zéro avec - • Déterminons r ! par la 

condition 

et prenons r assez grand pour que s 3 < ; s ; on aura 

r
r

^(x), - . r''
{
x{x) 

d x . 

de sorte que ^ ( x ) est égal à (1 + e) pour une 
valeur au moins de x comprise entre r et /*', et par 
suite si l'on a 

,. F ( r ) 
lim — — - = 1, 

on aura 

n = <!/( r ) — ( i s) r ). 

C'est-à-dire que de l'égalité (1 1) on déduit l'égalité 

n = p(/*n) ( f —H e )-

Les conditions imposées à sont les suivantes : 
i° La fonction v (/•) définie par Végalité (12) est 

décroissante. 
20 De r égalité 

r
r

' u ( x ) ,
 /

 . r
r

u ( x ) , 
/ i-i—1 dx = ( 1 -h £ ) / d x . 

Jo x JQ * 

on déduit 

11 m == 1. 
£ — 0 

Cette deuxième condition s'obtient en modifiant 
l'égalité (14) ; elle est vérifiée toutes les fois qu'on a 

JQ & 

f(x) étant une fonction croissante. 
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En prenant par exemple pour valeur de l o g M ( r ) à 

(i H- s) près, 

l o g r e A ( i o & t r , « ( / c ^ 3 » ; 

2 ° ( l o g r ) , + a ; 

3 ° l o g / - e A < i ® * s H " ( a > i > ; 

A 

on obtiendra pour valeurs de v ( r ) des fonctions clé-
croissantes; d'autre part on aura pour ¡JI(#) les valeurs 
suivantes : 

, ,«r A , ( l o g t r ) » • 1 
L l o g / c - i / ' . . . l o g 2 r J 

gAilogjt/-) 

• 2 " ( i H - a ) ( l o g r ) " ; 

3 0 c A . i o g s /• ¡ * [ 1 + A a ( l o g 2 r ) a - 1 1 = ( 1 - H A a l o g 2 / - ) * - 1 e A 1 > a ; 

r + 

La remarque précédente s'applique, et, d'après les 
résultats du paragraphe 4, on obtient les égalités réci -
proques : 

J o g M ( / * ) = ( i - H e j l o g r e X i ] 0 ^ r i r \ 

/i = ( i - b e')eA< logfc )« ( fc ; : 3 » ; 

l o g M ( / - ) = ( i - t - e ) ( l o g 7 - ) 1 + a , 

/ i = ( 1 - + - e ' ) ( ] o g / ' ) a ( i - + - a ) ; 

! o g M ( r ) = ( 1 + s ) l o g r 

n = ( 1 4 - s ' ) A a ( I o g . 2 r ) a 1 e A ( i o g î ' ' i a ( a > ~ i ) ; 

A 

l o g M ( / • ) = ( 1 - 4 - s ) / * 1 0 8 * 1 ' , 

A 

. . A r 5 ^ 
J ogA-r 
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CERTIFICATS DE MATHÉMATIQUES GÉNÉRALES. 

Lille. 

EPREUVE THÉORIQUE. — Problèmes. — I. Dans un plan 
rapporté ci deux axes rectangulaires Ox, Oy, trouver les 

x-
courbes telles que la sous-tangente soit égale à \>y — -—? 

x et y désignant les coordonnées du point de contact. 
11. 1. Etant donnés trois axes de coordonnées rectangu-

laires Ox, Oy, Oz et la surface (2) dont Véquation est 

x2 ( x2 -hy2 -i- z2) — a'2 y2 — o ; 

indiquer la forme des sections de (2) par des plans paral-
lèles aux plans de coordonnées. 

2. Construire en particulier Vintersection ( F ) de ( 2 ) et 
du plan xOy, calculer l'aire de la région du plan limitée 
par (F) et l'une de ses asymptotes. 

3. Calculer le volume de la portion de Vespace limitée 
par (2) et par le cylindre 

x2 -hy2 — a y — o. 

Question de cours. — Mouvement d'un point matériel 
sur une courbe plane fixe sous l'action d'une force située 
dans le plan de la courbe ; projections'du mouvement sur 
les axes ; équations intrinsèques (projections sur la normale 
et la tangente). 

Application au pendule simple (donner seulement les 
équations du mouvement). 

KPREUVE PRATIQUE. — I. On considère la courbe ( F ) qui, 
rapportée à deux axes rectangulaires, a pour équation 

(T)x* — a(x2 — 3 y2) = o . 

Soit ( C ) le cercle de courbure au point A (x = y = o). 
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Soit ( C') le cercle qui a pour équation 

27 (x2 -f- y2 ) — 41 ax -h 14 a2 = o. 

Tracer le contour A B C D situé au-dessus de Ox et 
limité par un arc de la courbe (F), un arc du cercle ( C ' ) 
l'axe des x et un arc du cercle (C). 

Calculer Vaire de la portion du plan limitée par ce 
contour et le périmètre de ce contour. 

II. Moment d'inertie d'un solide homogène limité par 
deux cylindres de rayons R et r' de même axe et de hau-
teur commune h : 

i° Par rapport à Vaxe de révolution; 
Par rapport à une génératrice du petit cylindre; 

3° Par rapport à une génératrice du grand cylindre. 
(Juillet 1910 . ) 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Problèmes. — 1 . 1 . Dans un plan rap-
porté à deux axes de coordonnées rectangulaires Ox, Oy, 
trouver une courbe telle que l'ordonnée à Vorigine de la 

yl , . 
tangente en un point M soit égale à — ; x et y désignent 

1 \J ax 
les coordonnées du point M, a représente une longueur 
donnée. 

2. L'une de ces courbes a pour équation 

xy'2 = a(x-»r y)2 ; 

construire cette courbe. 

3. Calculer l'aire du trapèze curviligne limité par un 
arc de la courbe précédente, les parallèles à Oy menées 
par Vextrémité de cet arc et Vaxe Ox. 

II. Ox, Oy, Oz étant trois axes de coordonnées rectan-
gulaires et a une longueur donnée, calculer l'aire de la 
portion de la surface 

laz = x2 -h y2 

qui se projette orthogonalement sur xOyà Vintérieur de 
la courbe 

(x2-hy2)2 = a*(x2-- y2). 
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Question de cours. — Mouvement dun solide autour 

d'un axe fixe. Pendule composé. 

EPREUVE PRATIQUE.— I . I° Résoudre Véquation 

f(x) = . r 6 — Sx5 •+- 2 5 x ' * — 3 8 . r 3 - h 2 8 x 2 — = o , 

sachant que les racines sont commensurables ; 
2° Décomposer en fractions simples la fraction 

/ ( * ) . 

/ ( * ) ' 

3° Tracer la courbe y~ F (a?) quand x varie de -h 2 
à -4- 00. 

Calculer Paire limitée par cette courbe, Vaxe des x et 
les droites x — 3, x = 4. 

IJ. Par rapport ci un système d'axes fixes OX, OY et 
à certain instant, un système mx, wy est défini de la façon 
suivante : les coordonnées de w sont 1, 2 et l'angle 

x, O X ) = 3o°, le point w est animé d'une translation 
parallèle à OX de grandeur 3 et les axes mx, toy ont une 
vitesse angulaire de rotation autour de to égale à 2. Le 
point situé sur 10 x et d'abscisse -f- 1 est le centre d'une rota-
tion de vitesse angulaire 1. Trouver le centre instan-
tané du mouvement résultant. 

(Novembre 191 o . ) 

EPREUVE THÉORIQUE. — Question de coui*s. — Etudier les 
différents points d'un corps solide dans un mouvement de 
rotation autour d'un axe fixe. 

Donner leur expression analytique en supposant que 
Vaxe de rotation passe par l'origine et que le vecteur 
rotation a pour.projections p, q, r. 

Problèmes.— I. Construire la courbe plane (G) repré-
sentée dans un système de coordonnées rectangulaires par 
l'équation 

x-(x* -+- y2 ) -+- t\a x2y — 2 a 2 x- -h 3 a1 y- — 4 uzy -+-a'+ — o, 

où a désigne une longueur donnée; trouver le lieu du 
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milieu des cordes de(0) parallèles à l'axe des ordonnées. 
Calculer l'aire de la région du plan limitée par (C). 

II. Dans un plan rapporté à un pôle O et à un axe 
polaire Ox, construire la courbe (T) représentée par 
l'éq uation 

/ a p = 4 ci cos to , 

ou to et p ont leur signification ordinaire, a représentant 
une longueur donnée. 

Montrer qu'il existe sur Ox un point I tel que la droite 
IM qui le joint à un point quelconque M. de (T) fasse avec 
Ox un angle triple de l'angle {Ox, OM). 

Trouver les trajectoires orthogonales des courbes (T > 
quand a varie. 

La courbe (T)présente une boucle, calculer l'aire de la 
portion de la sphère de centre O et de rayon 3 a qui se pro-
jette à l'intérieur de cette boucle. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — I. On donne deux axes rectangu-
laires et les courbes 

( A ) y z = L y / $ x — x*> 

( B ) y = i s/x2 -h 2. 

Construire la portion OP de ( A ) pour 0^x^.1 et la por-
tion PQ de (B) pour i^x^i, trouver les tangentes de ces 
courbes au point commun, calculer les rayons de cour-
bure. Calculer l'aire de la surface de révolution engen-
drée par l'arc OP en tournant autour de Ox et l'aire 
plane limitée par l'arc PQ. l'axe des x et les parallèles à 
Oy menées par P et Q. 

II. Deux points pesants se meuvent sur une droite verti-
cale, le premier passe en O au temps t — o avec une vitesse 
i>i, le deuxième passe en O au temps 0 avec une vitesse 

On demande l'instant où les deux mobiles se rencon-
trent, leur position et leurs vitesses à cet instant; discuter 
les signes de ces quantités (on supposera 6 > o ) . 

Ann. de Mathémat.. 4e scrie, t. XI. (Octobre 191.1.) 3o 
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Déterminer 0 de façon que la rencontre n'ait pas lieu 

et trouver dans ce cas la distance des deux mobiles. 
(Juillet 1911 . ) 

Lyon. 

EPREUVE THÉORIUI E. — I. I° Vérifier que la courbe repré-
sentée, en coordonnées rectangulaires planes, par les équa-
tions 

(1) a? = (i-r-t)e', yz=r-ef 

satisfait à Véquation différentielle 

( \>. ) x dy- — y dx dy — y dx~ — o. 

2° Soient M un point de la courbe considérée, T le point 
où la tangente en M rencontre l'axe 0 . r , P la projection 
de M sur O^, et K la projection de P sur MT. Montrer 
qu'il résulte de l'équation (?.) que la longueur TK est 
égale à la distance de Vorigine O à la tangente MT. 

3° intégrer Véquation différentielle (2). 

II. i° Connaissant le mouvement absolu d'un point libre 
M, et celui d'un système Z de forme invariable, en déduire 
la vitesse relative de M par rapport à Z ; 

2° Déduire du principe des vitesses virtuelles les condi-
tions d'équilibre d 'un corps solide libre soumis à des forces 
données. 

EPREUVE PRÀTIQI E. — Etant donnée la série 

. x- .r3 x1 _ ;7.«-M 
i.2 •>..3 3.4 " " n(n-r-\) 

i° Dire quel est son intervalle de convergence ; 

>° Pour x — calculer la somme d'un nombre suffi-

sant de termes, de manière à obtenir f (/ moins 

de 0 , 0 0 1 ; 

3° Trouver, sous forme finie, l'expression de f'(x); en 
déduire celle de f{x)\ 
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4° Le service de l'expression obtenue pour contrôler la 

valeur précédemment trouvée par f 

(Juillet 1910.) 

EPREUVE THÉORIQUE. — I. On donne un système d'axes 
rectangulaires Oxyz, dont l'axe Os est vertical, et la sur-
face S représentée par les équations 

y = mv siviu, z — a cosw, 

où a, m sont des constantes données et u, v des para-
mètres variables. 

i° Montrer que la surface S est engendrée par une 
droite horizontale mobile qui s'appuie sur une droite et un 
cercle fixes; i° On imagine un point M qui se déplace sur 
la surface S, de manière qu'on ait 

u = t, f=/(Oî 

et l'on demande de déterminer la fonction f (n) de manière 
que l'accélération de M soit constamment tangente en M 
à la surface S ; 3° Calculer le volume compris à Vintérieur 
de la surface S et entre les deux plans x = a, x = 2«. 

II. Etudier, au point de vue cinématique, le mouvemen 
le plus général d'un corps solide. 

III. Un point matériel pesant, partant du repos, est 
astreint à rester sur une droite inclinée d'un angle a sur 
Vhorizon, le long de laquelle il peut glisser sans frot-
tement. On demande quel doit être cet angle a pour que 
la projection sur l'horizontale du chemin parcouru dans 
un temps donné soit maxima. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Démontrer que Véquation 

x'*— ix3 -f- x — 1 = 0 

a deux racines réelles et deux seulement ; et calculer ces 
racines à 0,01 près. 

Nota. On pourra employer des méthodes graphiques, en 
se servant de papier quadrillé au millimètre. On remar-

G -
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quera que la dérivée de lyéquation donnée a une racine 
rationnelle. (Novembre 1910.) 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I. Construire la courbe G définie 
par les équations 

x — tej, y — [t^ri)et. 

II. Vérifier que les coordonnées (xy y) d'un point de 
cette courbe satisfont à l'équation différentielle 

(1) x dy -h y dx = iy dx. 

III. Soient M un point de la courbe considérée, S le point 
ou la normale en M rencontre OX, P la projection de M 
sur OX, montrer quHl résulte de (1) que 

IV. Intégrer l'équation différentielle 

( x2 — 4y3 ) dx2 -+• %xy dx dy -h y2 dy2 = o. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — 1 . Volume compris entre le plan 
x — o, le plan z = o, le cylindre y2-r- x = 1, et le parabo-
loïde z = x2-hy2. 

2. Calculer à yj-y près la plus grande racine de l'équa-

tion xlogl0a?-f-= o. (Juillet 1911.) 

Marseille. 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — Construire la courbe représentée 
en coordonnées rectangulaires par l'équation 

Trouver la position des points d'inflexion. 
Calculer le rayon de courbure en chaque point où y est 

maximum ou minimum. 
Signification et calcul de l'intégrale définie 

OS = 2 PM. 

x'*y y — o. 
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Cette intégrale a pour valeur limite 

1 TZ 

2 ~~Jtz 
sin — 

4 

quand, h augmente indéfiniment. 

EPREUVE PRATIQUE. — Une balle est lancée au point A 
avec une vitesse initiale de 20 m : s sous un angle de 4i° 
avec Vhorizon. 

La balle vient frapper le plan horizontal du point de 
départ en B; elle rebondit et décrit une nouvelle parabole 
avec une nouvelle vitesse initiale et un nouvel angle de 
départ. Elle frappe de nouveau le sol en G et ainsi de suite. 

On admet que chaque fois que la balle rebondit sur le 
sol, la composante horizontale de la vitesse au départ est 
égale à la composante horizontale à l'arrivée au sol. mais 
que la composante verticale de la vitesse au départ n'est 
que les | de la composante verticale à Varrivée au sol. 

On assimile la balle à un point et Von néglige naturel-
lement la résistance de l'air. 

On demande de calculer : 
i° La distance du point de départ initial à la position 

limite de la balle; 
20 La durée totale de ce trajet; 
3° Le nombre minimum de ricochets que peut faire la 

balle convenablement lancée pour atteindre une portée de 
ioom et Vangle de départ sous lequel on doit la lancer 

pour qu'elle atteigne effectivement cette portée dans ce 
nombre minimum de bonds. (Juin 1910.) 

EPREUVE THÉORIQUE. — I° Déterminer les droites et les 
variétés de coniques qu'on peut placer sur la surface dont 
l'équation est 

xy = 2 z. 

20 On considère Véquation différentielle 

— 4- n^x = n l X sififlri, 
dt* - * \ 
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où x représente Vabscisse d'un point mobile sur une droite, 
t le temps et n, X et q des constantes positives. 

Intégrer cette équation de sorte que la partie de Vinté-
grale qui provient de Véquation privée de son second 
membre soit nulle ainsi que sa dérivée pour t — o. 

Discuter la nature du mouvement défini par Vintégrale 
a2 

obtenue suiva?it les valeurs du rapport 

Examiner le cas où Von a q*= n2. 
Indiquer des problèmes de dynamique régis par Véqua-

tion différentielle. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — I° Les racines de l'équation 

x i x x — i 

sont séparées par les nombres 

— 1 , - i - O , - h I , 4 - o c . 

Calculer, ci o,ooi près, la racine comprise entre o et i . 
2° Un plan horizontal monte d'un mouvement unifor-

mément accéléré avec une accélération de 3"\5 par seconde 
dirigée suivant la verticale. 

Un poids de 6okg est placé sur ce plan. 
Calculer la pression entre le poids et le plan. 

Faire le même calcul dans le cas de la descente du 
plan. 

SOLUTION. 
I° Portée totale : 

g i-
2 

= 121 ; 

^ 0 = 2 0 , a 0 =4i<>; 

2° Durée du trajet : 

2P0 sina0 i = 8s,o3; 
g i —X 

3° On a 
vl sin2a0 i — X" , , 

— — p o u r n bonds. 
g i — X v 



Donc 

d'où 

donc 

d'où 

De là 

Donc 

( 4 - i ) 

siii2a0 i — X" — ,00 
g i —X 

i oo g ( i — X ) 

1 0 0 ^ ( 1 — X ) < P Î ( I — X " ) , 

IOO g(i — X X» < i -
n 

W > î o g 3 - l o g a 

n = J. 

On trouve ensuite 2 a 0 = 70°8' ou a0 = 35°4'. 
(Octobre 1910.) 

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES. 

2163. 
( 1910, p. 4>!). ) 

Etant donnés un tétraèdre et une droite, si les coor-
données de la droite rapportées au tétraèdre sont p, q, r, 
s, «7 existe deux systèmes de quatre droites ayant 
pour coordonnées : 

(d) P 9 r s t u 
( a ) — P 9 r — s t u 
(à) P - 9 r s — t u 
(c) P 9 — r s t — u 

(S) P 9 r — s — t — u 

(
a

) — P 9 r s t u 
( P ) P — 9 r — s t — u 

(Y) P 9 — r — s — t u. 
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Chacune des droites du premier système rencontre cha-

cune des droites du second système, et les rapports anhar-
moniques des deux systèmes sont égaux; on a, par exemple, 

(d, a, 6, c) = (8, a, £ , 7 ) = — 

Réciproquement, si deux systèmes de quatre droites sont 
tels que chaque droite du premier système rencontre 
chaque droite du second système, les rapports anharmo-
niques des deux systèmes étant égaux, ces deux systèmes 
dérivent d'un tétraèdre de la manière indiquée ci-dessus. 

( G . F O N T E N É . ) 

SOLUTION, 

P a r M . R . BOUVAIST. 

Soit ABCD le tétraèdre donné, et soient m, n, /?, q les 
points d'intersection d'une droite ( d ) avec les faces BGD, AGE), 
YBD, ABC de celui-ci: il existe une quadrique S et une seule 
conjuguée au tétraèdre A BGD et passant par d. Soit une 
«juadrique conjuguée à ABGD et tangente à d. Le plan A cl 
coupe S et suivant deux coniques bitangentes; or, il coupe 
2 suivant deux génératrices d et 0, la génératrice 0 est donc 
tangente à 2' , elle rencontre, de plus, d dans le plan polaire 
de A, c'est-à-dire en m. Les plans B«?, Cd, D d nous donne-
ront, de même, les génératrices a, ¡3, y, tangentes à et ren-
contrant d en n, p, q. Les plans Bô, Go, Do donneront de 
même les génératrices a, b, c du système d rencontrant 0 en 
ses points n\ p', q' d'intersection avec les droites A/i, Ap,Aq, 
et l'on aura évidemment 

(d, 6, c ) = A (m, /i,/>, q ) = (0, a, ¡3, y) . 

Réciproquement, soient deux systèmes de quatre droites d, 
a , b, c, 0, a, p, y, tels que chaque droite du premier système 
rencontre chaque droite du second système, les rapports 
anharmoniques des deux systèmes étant égaux. Soient m le 
point d'intersection de d et 0 ; n, p, q les points d'intersec-
tion de d avec a, ¡3, y; n', p', q' les points d'intersection de 0 
avec a, b, c; puisque 

( mnpq ) = (m ri p' q' ), 
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les droites /m', ppqq' sont concourantes en un point À. Les 
droites et a, d et (3, d et y nous donneront de même les 
points B, G, D. 

La construction de ces points montre qu'ils sont respecti-
vement sur les droites d'intersection des plans da. et oa, d$ et 
o b, d*( et Se. Or, par suite de l'égalité du rapport anharmo-
nique des deux systèmes de quatre droites, ces plans se c o r -
respondent homographiquement et le plan do est à lui-même 
son homologue ; il en résulte que le plan BGD passe par m 
contacts du plan tangent do mené par A à la quadrique 2 
contenant les huit droites données; ce plan BCD contient de 
même les contacts de £ avec les plans aa, cy passant par À. 
A est donc le pôle de BGD par rapport à S. D'où l'on peut 
conclure que le tétraèdre ABGD est conjugué à S, et nous 
retombons sur la définition donnée plus haut des systèmes 
de droites considérés. 

2164. 

(1910, p. 48o.) 

Les quadriques en nombre doublement infini, qui 
sont conjuguées par rapport à un tétraèdre donné, et qui 
sont tangentes à une droite donnée d sont tangentes à 
deux systèmes de quatre droites (d, a, b, c) et ( 8, a, {3, y ) ; 
Vune de ces quadriques contient les huit droites. Le? 
quadriques du faisceau ponctuel défini par la quadrique 

et Vune des quadriques du système font partie du sys-
tème; il en est de même des quadriques du faisceau tan-
gentiel défini par la quadrique et Vune des quadriques 
du système ; les faisceaux ponctuels sont en nombre sim-
plement infini ; il en est de même des faisceaux tangen-
tiels et chaque quadrique £ est déterminée par le faisceau 
ponctuel et par le faisceau tangentiel dont elle fait par-
tie. Venveloppe des plans polaires d'un point P par rap-> 
port aux quadriques S est une conique dont le plan est le 
plan polaire du point P par rapport à la quadrique^ et 
qui est inscrite au tétraèdre; le lieu des pôles d'un plan p 
par rapport aux quadriques 2 est un cône dont le sommet 
est le pôle du plan p par rapport à la quadrique £0 et 
qui est circonscrit au tétraèdre. a. ( G , FÔNTBNÉ. ) 
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SOLUTION, 

P a r M. R . BOUVAIST. 

Soient ABCD le tétraèdre donné, la quadrique conjuguée 
à ABGD, et passant par d, le plan Ad coupe suivant deux 
génératrices d et o et une quadrique suivant une conique F 
tangente à d ; de plus, A a même polaire par rapport à do et 
à P; il en résulte que o est tangente à F. Les plans B d, Cd, Dd, 
Bo, C8, Dô nous donnent de même des droites a , 6, c, a, p, y 
tangentes à 2 ' et situées sur Les huit droites ainsi obte-
nues sont visiblement des tangentes à la biquadratique com-
mune à et X', et sont de même des génératrices de la déve-
loppable circonscrite à ces deux surfaces. Les faisceaux ponc-
tuels et tangentieîs en nombre simplement infini déterminés 
par et une quadrique S' ne contiennent par suite que des 
quadriques du système 2'. Particulariser le faisceau ponctuel 
auquel appartient une quadrique S, revient à donner le point 
où cette surface touche d, et particulariser le faisceau tan-
gentiel auquel appartient £ ' , c'est se donner le plan tangent 
à cette surface suivant d\ la donnée de ces deux faisceaux 
détermine par conséquent complètement 

Les quadriques £ tangentes à d au même point a forment 
un faisceau ponctuel, les plans polaires d'un point P relatifs à 
ces quadriques passent donc par une droite fixe D, située 
dans le plan polaire de P par rapport à puisque £ 0 est 
l'une des quadriques S. Cherchons, lorsque a décrit d, l'en-
veloppe de ces droites D dans le plan polaire de P par rap-
port à S 0 . Parmi les quadriques 2 tangentes à d en ol, il en est 
une qui passe par P, le plan tz tangent à cette quadrique en P 
passe par la droite D. Soit A une droite quelconque passant 
par P : les quadriques conjuguées à ABGD et tangentes à A 
en P forment un faisceau ponctuel; deux d'entre elles sont 
tangentes à d ; il y a, par suite, deux plans iz passant par une 
droite à et ces plans enveloppent un cône du second ordre, et 
les droites L enveloppent la conique section de ce cône par le 
plan polaire de P par rapport à 2 0 . Cette conique est d'ail-
leurs tangente aux faces du tétraèdre ABCD, puisque ces 
faces sont les plans polaires de P par rapport aux coniques 
du système S. 

De plus, le système S se transforme en lui-même par 
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polaires réciproques relativement à £ 0 ; on en conclut immé-
diatement que le lieu des pôles d'un plan />, par rapport à 
ces quadriques, est un cône circonscrit au tétraèdre, et ayant 
pour sommet le pôle de p par rapport à £ 0 . 

A u t r e solution par M . KLUG. 

2169. 
( 1 9 1 1 , p. î)3.) 

Si la courbe (M) est le lieu des points M d'où l'on peut 
mener à deux courbes données (A) et ( B ) des tangentes 
MA et MB égales entre elles, et si a et p sont les centres de 
courbure répondant respectivement aux points A et B : 

i° La tangente en M ci la courbe (M) est perpendicu-
laire à la droite a{3; 

Le point où la droite AB touche son enveloppe est à sa 
rencontre avec la droite AFI. (M. D'OCAGNE.) 

SOLUTION, 

P a r M . N . ABRAMESCU. 

I° Soient MP la normale à la courbe (M) aux points M et 
P, Q les intersections de cette normale avec Aa et B[3. Le 

segment MA a l'extrémité M sur la courbe (M), et reste tan-
gent à la courbe ( A ) ; donc la variation de ce segment est 
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donnée par l'expression 

¿/(MA) 

¿/0 étant l'angle de contingence de (A). Remplaçant par 

d( M) 
MP ' 

la variation de longueur de MA est égale à 

a P r f ( M ) 
MP 

. De même, la variation de MB est 

P Q < * ( M ) 

MQ 

Or, MA = MB ; donc leurs variations sont égales, et donc 

oP _ 
MF MQ' 

ou 
a P _ ftQ 
MA ~~ MB 

D'où 
cosAMP cosBMQ 

a P cos AMP = pQ cosBMQ, 

ce qui prouve que les distances de a et ^ à la droite MP sont 
égales ; donc la normale en M est parallèle à aj$, ou que la 
tangente en M est perpendiculaire à ( 1 ) . 

Soient G le point de contact de la droite AB avec son 
enveloppe et u et v les intersections de la normale en G à 
l'enveloppe de AB avec Aa et BJ3. On sait que 

d( A) A u * d( B ) _ B{3 d( M) _ MP 
(V) d(B)~~ Bv' d( M ) ~ M ( / ¿ / (À) " A a ' 

les centres instantanés de rotation étant respectivement w, v; 
13, Q ; P , » . 

- ( l ) Cette première partie est connue: MANNIIEIM, Géométrie ciné-
matiqueP. 46. ' " 
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Multipliant les relations (i), on trouve le théorème de 

Mannheim : 
( - ) Am Bp MP 

Bv Aa MQ 

Les triangles A uC, Bt>C, rectangles, étant semblables, 
on a 

Au _ CA 
Bv ~ C B ' 

et remplaçant en (2) , on trouve 

(3) ^EÊ^-t 
K J GB Aa MQ ~ 

M' étant l'intersection de la tangente en M avec ap, on a 
des triangles APM, BMQ, 

M t ) MA MA MB 
sinAMM' sinAxp ^ sin Bp* 

La relation (S) devient 

, CA __ sinAap A a 
GB ~~ sin B ¡32 B p ' 

Soit G' le point où la droite ap coupe la droite AB. On a 

Aa _ sinaC'A B p _ sinftC'B 
C'A ~~ sinAap ' GB " sinapB ; 

d'où 
A a C'B _ sinapB 
B j (TÂ ~~ sin A a p ' 
C'A _ sin Aap Aa 
CTB ~ sin B pa B p ' 

ce qui prouve que les points G et G' se confondent. 
Donc, le point où AB touche son enveloppe est l'intersec-

tion des droites AB et 

Autre solution par M. G I S O L F . 

2171. 
(1911, p. g{.) 

Étant donnés dans un plan un point et deux droites 
parallèles, on considère une sphère variable ayant pour 
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diamètre te segment intercepté par les deux parallèles 
sur une droite tournant amÊomr du point. Montrer que 
Venveloppe de cette sphère est un eltip$œd&de révolution 
aplati ou bien un hyperboloïde de révolution à uim nappe 
suivant la position du point fixe par rapport aux deux 
parallèles. ( K L U G . ) 

SOLUTION, 

P a r M . N . ABRAMESCU. 

Prenons pour les axes coordonnés la parallèle par 0 aux 
droites données A et B, et pour 0/ la perpendiculaire en 0 . 
Les équations des droites A et B étant 

(A) y = a, ( B ) y = b, 

les points d'intersection de ces droites avec une sécante 
variable (y = Ix) menée par 0 seront 

M I 

sphère de di; 

/ a + b\ 2 / a-hb\ 

L'équation de la sphère de diamètre MP sera 

a -+- b\'2 a (a — b)2 (a — b)2 
1 ' = 

a — b , . ab , 
( i ) x2-{-y--\- z ^—x — ( a-r- b )y -i- ~ ~ ab — o. 

L'enveloppe de celte sphère s'obtient en éliminant X entre 
les équations (i) et sa dérivée par rapport à X: 

i a-î- b 
. = j - x . L ¿ab 

On trouve : 
/ n±b_y 

.r2 \-V 2 / ( 2 ) y -, y——' 1 y—7" =
 1

 • 
ab ( a — b )- ( a — b y1 

Transportant les axes tellement que Ox soit la parallèle 
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équidistante des droites A et B, l'équation (9.) devient 

x
2

 y« 
— —- ± 1 — | 

ab (a— bf- (a— b)* y 

' 4 ~~ 4 

ce qui représente un ellipsoïde ou un hyperboloïde de révolu-
tion, D'après l'équation (2) , on voit que cette enveloppe est 
un ellipsoïde on un hyperboloïde suivant le signe de ab, 
négatif si O est entre les parallèles données, et positif si le 
poiift est extérieur à la région comprise entre ces parallèles. 

A U T R E SOLUTION, 

P a r M . R . BOUVAIST. 

Soient A le point, A et A'les deux parallèles données. L'en-
veloppe des droites telles que les segments interceptés sur 
elles par A et A' soient vus d'un point F du plan sous un 
angle droit est une conique du foyer F , admettant A et A' 
pour tangentes perpendiculaires à l'ave focal. 

Il y a, par suite, deux des sphères considérées passant par 
le point F , avant pour diamètre les tangentes issues de A à la 
conique précédente. 

On voit que l'enveloppe des cercles, sections de ces 
sphères, n'est autre que le lieu des foyers des coniques pas-
sant par A et admettant A et A' comme tangentes perpendi-
culaires à l'axe focal. Si A' est le symétrique de A par rapport 
à la parallèle D équidistante de A et A', on a visiblement 
AF =h A'F ' — >. d étant la distance de A et A', le signe -r-
correspondant au cas où A est entre A et A', le signe — au cas 
contraire. 

L'enveloppe des cercles sections des sphères par le plan 
considéré est par suite une ellipse ou une hyperbole, et l'en-
veloppe des sphères la surface engendrée par ces courbes 
tournant autour de D, c'est-à-dire un ellipsoïde aplati ou un 
hyperboloïde à une nappe. 

R E M A R Q U E . — La solution précédente démontre le théo-
rème suivant : 

Étant donnée une conique et une corde focale quel-
conque de cette conique, cette corde coupe les tangentes 
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perpendiculaires à l'axe focal en A et A', le cercle de dia-
mètre AA' est bitangent à la conique. 

QUESTIONS. 

2183. — Soient N le point où la normale au point AI d'une 
parabole coupe l'axe, et P et Q les points d'intersection de la 
parabole avec le cercle qui passe par M, N et le sommet de 
la parabole. 

Montrer géométriquement que : 
i° MP et MQ sont les normales à la parabole en M et N; 
'2° La droite de Simson de N, par rapport au cercle MPQ, 

est l'une des asymptotes de l'hyperbole d'Apollonius de M, par 
rapport à la parabole et par conséquent : 

3° La droite de Simson A de N, par rapport au cercle MPQ, 
est perpendiculaire à l'axe de la parabole ; 

4° Le lieu du centre du cercle MPQ est une parabole ayant 
même foyer que la parabole donnée; 

5° L'enveloppe du cercle MPQ est une strophoïdc droite 
ayant le point double en O et le pôle au foyer; 

6° Le lieu du point d'intersection de la tangente en M à la 
parabole avec la droite de Simson de N est une cubique qui 
a pour asymptote la directrice de la parabole. 

N . A B RAMES C I . 

2184. — Le lieu du milieu des cordes d'une parabole de 
longueur il et le lieu des pôles de ces cordes sont deux cubi-
ques asymptotes à la parabole. L'aire comprise entre ces deux 
cubiques est finie et égale à r/"2 , et reste la même pour 
n'importe quelle parabole. Cette aire est partagée en deux 
parties égales par la parabole. E.-N. BARISIEN. 
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[ O ' ô n ] 

SURFACES ENGENDRÉES PAR LE DÉPLACEMENT DUNE 
COURBE PLANE INDÉFORMABLE, DE TELLE SORTE 
QU'IL EXISTE UN CONE CIRCONSCRIT LE LONG DE 
LA COURBE; 

PAR M. E. KERAVAL, 
Professeur au Lycée Louis-Ie-Grand. 

On connaît la ihèse de M . E . Blutel sur les surfaces 
qui sont en même temps lieux de coniques et enve-
loppes de cônes du second degré. On pourra la con-
sulter dans les Annales de VEcole Normale supé-
rieure, 1890. Pour abréger j e désignerai par surface S 
toute surface engendrée par le déplacement d'une 
courbe plane lorsqu'il existe un cône ou comme cas 
limite un cylindre circonscrit à la surface le long de 
chaque courbe plane. 

I . — S URFACES 2 DE RÉVOLUTION DE DEGRÉ QUATRE. 

Je laisserai de côté le cas où la courbe qui tourne 
est la méridienne; il est clair que de cette façon-là 
toute surface de révolution est une surface S. 

J e vais d'abord considérer le cas où la courbe dont 
la révolution engendre la surface S est une conique. 
Prenons trois axes rectangulaires et soient 

x^ y ' . 
Zz=zO, - r + T T - ï = O a* o2 

les équations d'une ellipse que j e fais tourner autour 
Ann. de Mathémat., 4e série, t. XI. (Novembre 1911.) 01 



( 482 ) 
d'une droite 

x = x
0
~hlz

t
 y ~yo-+- ¡xz. 

En écrivant que le plan tangent au point 

ir = acoscp, y b sinç, z — o 

passe par le point S de coordonnées a, ¡3, y, j 'obtiens 
cinq équations; trois d'entre elles me donnent a, [3, y : 

a = , 
H-

— X ' 
(XjKo— H L ^ o M ç t ^ M ^ X t ) T = _ _ , 

où 

I) reste deux autres équations qu'on peut écrire en 

posant ~ = p : 

( b*x
0
y
0
p3- (b*xl~ c*yl-h b*c*)

9
* 

j + (b*—c*)x
0
y
0
p-b*x*=:o, 

[ -4- -+- aïyl — a*c*)p — a2x0y0=o. 

O r entre ces deux équations on peut éliminer en même 
temps le terme en p3 et le terme indépendant de p; on 
trouve ainsi 

( p j o — * o ) (b*x* •+- a*yl — a
2

b
2

) = o. 

L'hypothèse p = ~ conduit à p et x
0
 nuls donc aux 

quadriques. J e laisse ce cas de côté, il reste alors 

a* b-

c 'est-à-dire que le pied de l 'axe de rotation doit être 
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sur la conique. Posons alors 

a ? 0 = a c o s o , y 0 = 6 s i n © ; 

les deux équations se réduisent à 

(2 ) ab2 sincp cos«pp3— b(a* cos2̂ p -h c2 sin2o)p2 

-I- a(b2— c2) sincp coscpp — aïb cos2 a = o. 

Si Ton remplace - par m on trouve que ( 2 ) est Péqua-
P 

tion aux coefficients angulaires des normales abaissées 
du point xoy0 sur la conique quand on a supprimé la 
normale dont le point d'incidence est x0yQ. 

Ces résultats étaient à peu près évidents d'après le 
théorème de M. Blutel qui dit que la conique doit 
rouler sur deux courbes. Ici Tune des courbes est 
réduite à un point, l 'autre est une circonférence. 

Soit S ' la projection du sommet du cône sur le plan 
de la conique. Il existe une construction simple de ce 
poinl S' . Soi t A' la projection de l 'axe de révolution A 
sur le plan de la conique. A'coupe Ox en P , O y en Q ; 
achevons le rectangle O P S , Q . Le symétrique du 
point S , ainsi déterminé par rapport au point O donne 
le point S/ cherché. Ceci est facile à vérifier sur les for-
mules qui donnent oc, ¡3. On peut donner une autre 
construct ion. Soient a' , les coordonnées du pôle 
de A' par rapport à la conique 

, —a
2

 p —a2  
a — = f 

î ^ o a 

On reconnaît les formules de Desboves. Donc : 

T H É O R È M E . — On obtient les surfaces S engendrées 
par la rotation d'une conique en menant le plan 
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normal P à cette conique en un point A pris sur elle. 
Ce plan coupe la conique en un deuxième point B . 
L'axe de rotation A est une droite quelconque de P 
passant par B . Pour avoir la projection S ' du 
sommet S du cône sur le plan de la conique, on mène 
paroles deux normales autres que BÀ : BA' et BA"; 
alors S' est le pôle de A!A!. Sur ces surfaces il existe 
évidemment deux séries de génératrices coniques, car 
on peut remplacer la conique choisie par la conique 
située dans le même plan et symétrique de la première 
par rapport à AB. Comme AB est normale, ces deux 
coniques sont osculatrices et il en résulte que le cercle 
double est un cercle de rebroussement. Par homographie 
on obtient des surfaces S du quatrième degré avec une 
conique de rebroussement et un point conique. Dans le 
cas de la parabole on peut procéder de même, mais alors 
le cône circonscrit devient un cylindre; on peut aussi 
prendre A à l'infini. Dans ce cas on doit prendre un 
point B sur la parabole et par B mener le plan P perpen-
diculaire au plan de la parabole et parallèle à sou axe. 
L'axe A est une droite quelconque de P passant par B. 

Généralisation. — On peut se servir des résultats 
précédents chaque fois que, pour le mouvement du 
solide lié à la conique, il existe une rotation tangente. 
Par exemple, comme cas très particulier : 

On aura une surface 2 en faisant rouler le plan P 
supposé lié ci la conique sur un cône absolument 
quelconque ayant son sommet en B. 

Pour réaliser le cas général de la rotation tangente, 
il faudrait d'abord construire une surface réglée engen-
drée par le déplacement d'une droite qui rencontrerait 
la conique en restant tangente au cylindre droit ayant 
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pour base la développée. On ferait ensuite virer sans 
glissement cette surface sur une deuxième surface 
applicable sur la première. 

Lignes asymptotiques. 

Lorsqu'on fait tourner une conique autour d'un axe 
quelconque la détermination des lignes asymptotiques 
de la surface conduit à une quadrature hyperell ip-
tique. J e vais faire voir que dans le cas particulier 
d'une surface S de révolution on trouve une intégrale 
elliptique. Soient 

(G) z = my, x%— (a'x •+• by) (y — c) 

les équations de la conique ( C ) qui tourne autour de 0 ,5 . 
J e vais chercher suivant quelle loi un mobile doit 
se déplacer sur cette courbe pour que l 'accélération 
soit dans le plan tangent. J ' imagine que le trièdre O x y z 
tourne avec la courbe. En posant y = \x les équa-
tions ( C ) peuvent être remplacées par les équations 
suivantes : 

c(a-~b\) 
x = — — , 

cX(a -4- b\) -

m c X ( a -+- b X ) 

Si les axes tournent d'un angle © autour de O s , on aura, 
en appelant X , Y , Z les coordonnées dans le système 
fixe 

X = — y s i n y , Y = x sio«p -hy coscp, rL — z. 

En dérivant deux fois par rapport au temps on aura les 
composants de l'accélération par rapport aux axes fixes 
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d'où facilement par rapport aux axes mobiles. Ces 
composantes seront, si l'on prend © = 

x" — 9.y — X, / -h 2 37' — J , s ' , 

les accents désignant des dérivations par rapport à 
L'équation des lignes asymptotiques est donc 

' x " - % y ' — x y
n

-*-ix'—y z" 

x- y 
y — x o 

d'où 
ib^h^-h 2(a -4- b\) (a -f- 2&X) a' 

-h (a -4- bl)(a -f- a 6 X ) (i -h- À2) = o. 

Si l'on tire A', la quantité sous le radical a pour valeur 

R = ( « + ¿>X) ( a -f- a&X) [ 3 a £ X ( a 1 — »&*)], 

ce <jui démontre la proposition. Les valeurs de A qui 

annulent R correspondent : X = — 2 à l'origine, c'est-

à - d i r e au point fixe de la c o n i q u e ; A = — 

de la conique où la tangente est parallèle à Ox et qui 
ne se projette pas sur O y (celui-là correspondrait à X 

infini); enfin A = ^ c o r r e s p o n d à un point A' de 

la conique différent de l'origine et tel que S A ren-
contre Ov. Il est facile de vérifier que le long de S A 
le plan tangent au cône est perpendiculaire au plan 
SA, Os , de sorte que S A engendre un cône de révolution 
auquel sont tangents i,ous les cônes circonscrits le long 
des coniques. Il est feiea facile de voir pourquoi cette 
valeur de \ doit intervenir dans la valeur de R . En 
effet, si l'on discute la réalité des lignes asymptotiques 
sur une surface de révolution, on voit qu'elle change 
quand on passe par un poiqt d'inflexion de la méri-
dienne ou encore lorsque l'angle du plan tangent à la 
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surface avec Taxe de révolution passe par un maximum 
ou un minimum. Or ceci arrive évidemment lorsque 
se déplaçant sur la conique, on arrive en A à cause de 
la propriété du plan tangent au cône circonscrit le long 
de S A . 

I I . — SURFACES S DE RÉVOLUTION DANS LE CAS GÉNÉRAL. 

J e fais tourner autour de Oz la courbe 

( A ) <S = W » y = F(x). 

Il s'agit de déterminer la fonction F de telle sorte 
qu'il existe un cône circonscrit le long de la courbe. 
Si a, ¡3, y désignent les coordonnées du sommet S du 
cône, on devra avoir 

a x P —y Y — F ¿ y 
i y v-y 

y — x o 

C'est une équation différentielle de Jacobi qu'on 
intègre facilement en posant 

y = ux et x Ç' 

L'équation en u, v est linéaire en v) elle s'écrit 

dv _ u -+- A 

du ~ M * + A M + B 

A = • B = 

w ' + A w + B 

G = I . 
p - 8 ' P - o 

Si u2 sont les deux racines de 

M Î + A w + B = O, 

la résolution de l'équation sans second membre conduit 
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à poser 

(, = \(u - M, (u— M»)^-"», 

et l'on a, pour déterminer V , l 'équation 

ry 2 "a — "t g«| — «a 

£LI = — M , ( M — M î )" , " w , > 

ce qui donne V par une quadrature facile à effectuer 
parce que la somme des deux exposants 

2UÎ— Mt 2Mi-WÎ _ 
«1— llf Uy 

Effectivement on a 

/ (il — U\ )X ( M — 
1 f II — Mi 

(w2 Wj )2 (X -h i) (X -h 1) U%) 
I ( Il -h U

t 
( II I 11% ) ( X -4- 1 ) (M — W2)X+-2 

Finalement on trouve 

(B) bx)>*-i(y — K) 

avec la condition 
a m — i 
b m 

qui donne la projection de la courbe sur xOy. 
La condition 

a m — i 
b ~~ m 

exprime que celte courbe coupe O y à angle droit. 
D'ailleurs les coordonnées du sommet du cône sont 
données par les formules, où p = b — a> 

a __ im — i fi m(ni — i ) p 2 + i 
h m (m — i ) p h m(m — i ) p4 h 1 = ^ 
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Nous trouvons donc une courbe triangulaire en pro-
jection horizontale et par suite également dans l'espace. 
Par exemple, si l'on prend 3, ori a une cubique 
ayant un point de rebroussement à l'origine et dont le 
point d'inflexion I se projette sur la droite y = /i, par 
conséquent a même z que le sommet S du cône cir-
conscrit. La tangente en S à la trajectoire de S coupe 
le plan P de la courbe en un point A d'où l'on peut 
mener deux tangentes : l'une, c'est la tangente en I ; 
soit B le point de contact de l'autre. Le plan tangent 
au cône le long de S B contenant la tangente en S à la 
trajectoire de S est perpendiculaire au plan SB , O s (il 
est facile de vérifier que SB coupe Oz). Donc, pendant 
la rotation, le cône circonscrit reste tangent à deux 
surfaces : d'abord le plan perpendiculaire à Oz et passant 
par I ; ensuite le cône de révolution décrit par S B . Les 
résultats sont absolument analogues si m est quelconque 
et positif. Voilà pour l'enveloppe des cônes. Pour celle 
des courbes, il y a, d'après ce que nous avons vu plus 
haut, un point G de la courbe situé dans le plan yOz 
où la tangente est parallèle à 0 # ; ce point décrit un 
cercle auquel la courbe reste tangente. On aura de 
même une surface S en faisant rouler sur un cône de 
sommet O le plan yOz lié à îa courbe. 

I I I . — S U R F A C E S S ENGENDRÉES PAR LE MOUVEMENT 

D'UNE COURBE P L I N E INDÉFORMABLE : CAS GÉNÉRAL. 

Ici encore nous allons trouver des courbes triangu-
laires, j 'entends par là des courbes ayant une équation 
de la forme 

P X Q V R V = K , 

*k, V, â", K étant des constantes liées par la relation 

x -h vh- y = o, 
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P = o, Q = o, R = o représentant trois droites formant 
un triangle. J e vais d'abord démontrer sur ces courbes 
un théorème que j e ne crois pas connu et dont j'aurai 
besoin ultérieurement. 

T H É O R È M E . — A . toute courbe triangulaire correspond 
une droite A et une seule telle que les normales aux 
points où .A rencontre la courbe soient concourantes 
en un point A; A et A restant les mêmes quelle que 
soit la constante K. Celte droite A est une droite de 
Simpson du triangle P Q R . Si, de A, on abaisse des 
normales à la courbe, les pieds de ces normales, lorsque 
K varie, décrivent la droite A et le cercle circonscrit au 
triangle. Réciproquement, à toute droite de Simpson 
du triangle correspond un faisceau de courbes triangu-
laires. 

Pour plus de commodité j e désignerai A par droite 
des normales et A par point des normales de la 
courbe. Soit 

s R> ' — K = o, X + V + X" = o, 
P = y — m x — h, Q = y — m'x — h', R = y — ?n"x — h 

l'équation de la courbe. L'équation qui exprime que 
la normale en un point xy passe par x0, y0 est 

( x 0 — x ) (X RQ -h X'RP -b X"PQ) 
-+- (yo — y ) (X m QR -î- V m'RP m- m" PQ). 

Cette équation représente une cubique indépendante 
de K. Elle doit contenir tous les points de A, ce qui 
donne, si A coïncide avec O y , 

X m -f- X' m'-h X" m" = o, 

ou pour abréger 

2 X m = o, SÀm/i = o, 
_ Z\mh!h" SXh'h" 

x s x / i ' s x / T " 
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Donc deux conditions : 

2 X m = o, S X m h = o ; 

comme on a aussi 
£X = o, 

ces trois conditions entraînent : 

m m h 
m ni li 

m" m» h" 
= o, 

qui exprime que O y est une droite de Simpson du 
triangle. Ayant choisi dans le plan le triangle P Q R , 
voyons comment il faut le déplacer dans son plan pour 
que les deux conditions 2l/?i = o, SXm/i = o soient 
vérifiées. Choisissons l'angle © de P avec O x pour 
que Yt\m ~ o ; cela nous donne, en posant tango = M, 

X'(a-f- A) X"(il -+- B) 
A U Il \ uB •• o, 

A et B étant différents de zéro d'après leur signification 
géométrique facile à voir. En développant et en suppri-
mant le facteur « 2 - } - i il reste 

X AB m h- X'A -h X"B = o, 

qui donne u. Ainsi pour que SXm soit nul, il faut que 
les côtés soient parallèles à trois droites parfaitement 
déterminées, donc un seul orientement. J e suppose 
donc le triangle orienté de façon que 

S X m = o ; 

je dis qu'alors une translation de triangle parallèlement 
à Ox rendra nul. En effet, il faut disposer de JJL 
pour que 

S X m ( / i -H m\±) = o, 
£ X mh 
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et SXm 2 n'est pas nul sans quoi, comme on a 

S X = o et I X M — o, 

les trois quantités m, m!, //i" ne seraient pas distinctes. 
Une translation parallèle à O y ne change rien. Donc il 
existe une infinité de positions du triangle pour les-
quelles les deux égalités 

SX/72 = o, SX/nA = o 

sont vérifiées; mais elles se déduisent de l'une d'elles 
par une translation parallèle à O y. Donc le triangle 
étant placé et les nombres À, À', choisis, il existe une 
seule droile A. 

Réciproquement, considérons un triangle P Q R et 
une de ses droites de Simpson que nous prenons pour 
axe des y. Si m, m', m" sont les coefficients angulaires 
des trois côtés P Q R , on devra prendre \ A7, V égaux 
ou proportionnels à 

m'— m", m"— m, m — m', 
afin que 

X -I- X ' H - X " = O e t X m H- X ' m ' - F - X " / n " = o , 

et, comme O y est une droite de Simpson, on aura aussi 

X mh -+• X' m'h' -h X" m" h" = o. 

Revenons maintenant à l'équation de la cubique 

(x0— x) (XQR -+- X 'RP -+- X"PQ) 

X' m'RP -+- X"m"PQ) = o; 

si Oy est la droite des normales, cette cubique se décom-
pose en O y et une conique. Or l'ensemble des termes 
du troisième degré est 

— Z'km' m" x{x* y*)\ 
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donc la conique est un cercle et c'est le cercle circon-
scrit au triangle PQR, car la cubique passe par les 
sommets du triangle et par la droite des normales dans 
le cas général. 

Cas particulier des coniques. — Dans ce cas, deux 
des exposants X, >/, )/'sont égaux; on a alors le théorème 
suivant : 

T H É O R È M E . — Etant données toutes les coniques 
qui sont tangentes en B et G à deux droites sécantes 
AB, AC, il existe une droite A et une seule telle que les 
normales aux coniques aux points où elles coupent A 
soient concourantes en un point H. Si de H on mène 
des normales à toutes les coniques, les pieds de ces 
normales sont sur A et sur le cercle circonscrit ou 
triangle. Pour avoir ce point H on prolonge la médiane 
qui part de A jusqu'à sa rencontre en A' avec le cercle 
circonscrit et par ce point on mène la perpendiculaire 
à BC qui coupe le cercle au point cherché H. La droite 
de Simpson deH est la droite cherchée, elle est parallèle 
à la médiane AA'. 

La première partie résulte de ce que j'ai dit plus 
haut, le reste est un problème facile de géométrie élé-
mentaire. Je reviens maintenant à mon sujet. 

T H É O R È M E I . — Si une courbe plane indéfor-
mable engendre en se déplaçant une surface S cette 
courbe est nécessairement une courbe triangulaire. 

Je prends la courbe à l'instant t, son déplacement 
infiniment petit équivaut pour les vitesses à un mou-
vement hélicoïdal. Soit O s l'axe de ce mouvement héli-
coïdal instantané. Avec les notations habituelles nous 
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avons ici 

£ = o, Y) = o, Ç o, = o, <7 = o, r ^ o. 

Soient 
-s = v-y, y = f O ) • 

les équations par rapport au triède mobile de la courbe 
qui se déplace. En posant 

l'équation qui exprime que les plans tangents le long 
de la courbe vont passer par le pointS de coordonnées 
a, 3, y est 

( 3 ) y = 

> y ' v-y1 

y — x h 

— ix xy -4- ~;x — h y -h h 3 _ = 
— [IX

2 -4- ( ¡J.a — h ) x -4- ( JJL^ — y )y -4- h 7. dx 

On a encore une équation différentielle de Jacobi et 
l'on sait que l'intégrale est de la forme 

(ax -+- by -h cjK(a'x -4- b' y -4- c')X (a"x -4- b"y-+- c")K" = K 

avec 

T H É O R È M E I I . — La droite des normales de la 
courbe triangulaire est la caractéristique du plan 
de la courbe. 

En effet, écrivons que 

( 4 ) (ux -4- b —y)*(a'x -4- b' — y)^'(a"x -4- b" —y)*»" = K 

est solution de l'équation différentielle (3). De (4) 
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nous tirons 

, XaQR -h X'ci'RP -4- X"a"PQ 
( 3 ) XQR-4- X'RP -hX"PQ = + 

Au numérateur le coefficient d e y 2 doit être nul, ce 
qui donne 

Xa h- X'a'-f~ X # a * = o; 

donc la droite des normales est parallèle à O y . J e dis 
h que celte droite a pour équation x = — — • 

En etîet, si l'on prend celte droite pour axe des y , 
l'équation devient 

ah \X ^ax 

X ya x -f- b yj {a"x -4- b" yj = K, 

et O y sera la droite des normales si 

S X « ( b — = o 

ou 
h Slab 
JJL £ X a * 

Or ^ c'est le rapport des coefficients dey et xy au 

numérateur de yf dans (3 ) ; or dans (o) le rapport des 
mêmes coefficients est 

Z l a i b ' + b ' ) 2 X a 6 
—: - r- OU —r 
SA a(a'-+-a") SX«2 

J e me suis servi de l'équation de la projection de la 
courbe sur xOy, alors que j'aurais dû prendre la courbe 
dans son plan afin de ne pas compliquer les notations. 
Il aurait fallu remplacer a a ' . . . par a{a!r Mais les 
secondes sont proportionnelles aux premières. Ainsi 



Sur la droile caractéristique du plan z = yy la vitesse 
doit être dans ce plan, donc 

T H É O R È M E I I I . — Le point des normales coïncide 
à chaque instant avec le centre de courbure de 
l'arête de rebroussement Çk) de l'enveloppe du plan 
des courbes. Cette courbe (\) doit donc avoir sa 
courbure constante. 

Je considère le trièdre de Frenet Oxyz correspondan t 
à cette courbe (X). Ox sera la tangente, O y la normale 
principale dirigée vers le centre de courbure et Oz la 
binormale. La courbe est dans le plan xOy et si elle se 
déplace dans ce plan, ce ne peut être que par une trans-
lation parallèle à Ox d'après ce qui précède. Nous 
verrons que cette translation est nulle. Soient a, fî, v les 
coordonnées du sommet S du cône. Les composantes 
de la vitesse d'un point de la courbe seront, en remar-
quant que q, Ç sont nuls, 

Ç = }irx, 
d'où 

¡x r 
h 

Donc 

V . C = £ — r y -4- A , 

y y = rx, 

CL — X p —y y 
i y' o = o, 

£ — ry -+- A rx py 
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A provenant de la translation possible parallèle à Ox. 
On lire de là 

( 6 ) y ' - p y ^ r ^ x - p ^ y 
pxy — (poc ry)y -4- y(£ H- A)* 

Soit maintenant 

P > Q V R V = K, 

P — ay-j-x — b, Q = a'y-hx — b', R = a"y^-x — b\ 

l'intégrale de l'équation différentielle. On tire de là 

{ / ) y ~ Xa QR -+- X ' a ' R P h- V a " PQ 

L'identification de (6 ) et (7 ) donne 

I X = o, SX a = o, £ X a 6 = o, = 0 , 

qui expriment que Ox est la droite des normales et 
que Vx du point des normales est nul. Donc pas de 
translation possible et par suite A = o. On a ensuite, 
en appelant p un coefficient de proportionnalité, 

— p p = Zha'a", 

— /*Yp = 2 X 6 , 

— p$? = 2X(a '6" -+- a ' b ' ) , 

p(p% -4- r y ) == 2 X a ( a ' & " - h 

ÎYP = Z\ab'b". 
On tire de là 

\ _ Z\ab'bn 

c'est précisément Yy du point des normales. 11 suffit 

donc de constater que y0 = ~ est Vy du centre de 

courbure de(X) ou le pied de la droite polaire ou le 
pied sur xOy de la caractéristique du plan normal 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. XI. (Novembre 1911.) 32 
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qu'on obtient de suite en écrivant V r = o, d'où 

Il reste quatre équations qui donnent a, ¡3, y, p. 

C O N C L U S I O N . — « Ayant choisi une courbe T triangu-
laire, soit A son point des normales et A la droite des 
normales. On choisira une courbe (X) à courbure 
constante égale à la distance de A à A et on la placera 
dans le trièdre de Frenet de (À) de telle sorte que 
A coïncide avec Ox et A avec le centre de courbure 
de (a). La courbe T liée au trièdre décrira une surface 2 
et les points où cette courbe rencontre l'axe O x du 
trièdre décriront des courbes auxquelles T restera tan-
gente. » 

Cette dernière partie est facile à vérifier avec les 
formules qui donnent la vitesse. On suppose évidem-
ment que T n'est pas une conique. 

(A suivie.) 

[D4a] 
SUR LA DÉRIVÉE LOGARITHMIQUE 

DE CERTAINES FONCTIONS E N T I È R E S ; 
PAR M. G. VALIRON. 

Les fonctions entières que je considère ici sont des 
fonctions d'ordre nul, satisfaisant à une condition de 
croissance. Soit p(x) un exposant net de la suite des 
zéros, c'est-à-dire une fonction non croissante, telle 
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que p(x) log x croît (ou ne décroît pas) : et qu'on ait 

rn désignant le module du ne zéro, l'égalité ayant lieu 
pour une infinité de valeurs de l'indice /i, que j'appel-
lerai indices principaux (*). 

Je supposerai que la fonction 

[ p O ) P logj?, 

tend vers zéro avec - • * 
x 

1. Dans ces conditions, soit 

• ( . ) - W = ; y 1 8 1

 ' /u) ¿éz-a
n 1 

la dérivée logarithmique considérée. Je vais démonlrer 
la proposition suivante : 

Il existe une infinité de cercles de rayons indéfi-
niment croissants, sur lesquels on a Végalité 

( 0 j O + O, 

n étant le nombre des zéros intérieurs au cercle 
considéré, et s une quantité complexe tendant vers 

zéro avec 

Soient, en effet, un indice principal N, /*N le module 
du zéro correspondant; nous poserons pour simplifier 

H = r N , 
î 

( ' ) L 'existence des fonctions p(a?) est démontrée dans mon 
Mémoire : Sur les fonctions entières d'ordre nul ( Matematische 
Annalen, B. LXX, p. 471). 
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le nombre m des zéros compris entre les cercles de 
rayons R et R' est 

fw = N ' — N , 

N' étant le nombre des zéros de module inférieur à R'. 
Or on a 

i 

d'où 

M < R P ( R ) E » ' Ï ° * Ï Ï — R P R > = R P < R > I _ 4 " £ * lim £ = O V 
Y / l o g R VR=OO ; 

Appliquons maintenant entre les cercles de rayons R 
et R' le procédé d'exclusion de M. Boutroux (*), on 
pourra trouver des cercles de rayon r compris entre R 

R ' 

et R', tels que /• = (A* fini) et tels que si i est le 
nombre défini par les inégalités 

/ ' / < < / '/-M, 
on ait 

R ' 

k' fini 
(i + pâ N'), 

Il résulte de là que nous aurons 

— an
 < 2 | R - R N | < R ' 2 p > 

le dernier S est étendu, d'une part, de 1 à N' — 
d'autre part de i à / — N; donc 

i ? ) _ 

(') Voir mon article Sur les fonctions entières d'ordre nul 
( Nouvelles Annales). 
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[ ( ? ) désigne partie entière de ~ j , et par suite : 

¿d* — a
n 

< s/c' m log m i k ' RP ( R ) p(H) log R(i s) 
R ' R V î ô g R 

et encore, comme 

tend vers zéro, 

¿U i — an 

p ( R ) v / l o g R 

e RP ( l l ) 

< R' 
( lim e = oV 
VR=» ) 

Considérons maintenant les autres termes de 
Pour n > N', on a 

donc 

et 

R' rtl  
r = =T <T> 

r n - r > ( i - - k ) r n 

œ ao 0 0 

y 1 < y _ j _ < _ l _ y ± 
J-à z~ aa ^ jLd rn— r Â — i Jmd rn 

Posons M = R/p(R> ; pour n > M , nous aurons 
comme p ( r n ) < p (R') , 

(Poù 

et par suite 

M — N' 
— < r n 

N'-f-1 

Y I M — N' -yi I 

< M — N' 
R' 

dx _ M - - N ' p(R')M 
~ [T — p ( K ' ) ] R ' " 

r d x _ M — 
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Comme on a, d'une part, 
i 

et, d'autre part, 

N ' > N = RP<R\ 

on voit que Ton obtiendra encore ici 

S - 5 — 
£ RP( R ) 

^ R7 ( t l ^ * ) ' 

En tenant compte de l'inégalité précédemment obte-
nue, nous avons 

y — 1 — +md z — an 
< £ RP (R | 

R' 

Il reste à considérer l'expression 

N 

1 
R , A ' 1 I 

comme — lend vers zéro avec — > nous aurons pour les 

termes de cette somme 
' 6« 

en étant une quantité complexe, inférieure en valeur 
absolue à un nombre arbitrairement petit; il résulte de 
là l'égalité 

(r-+-£)N 

( ' ) Dans tout ce qui suit, e désigne une quantité tendant vers 

zero avec - oa —• 
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£ étant une quantité complexe tendant vers zéro 

avec et finalement 

De plus, en remarquant que le nombre des zéros 
contenus dans le cercle ;* est compris entre N et 
N ' = N( i H- e'), on voit que la proposition énoncée 
est établie. 

2. Il résulte de la proposition précédente que, sur les 
cercles considérés, la ('onction g{z) est comparable à 
la dérivée logarithmique d'un polynome de degré /i, 
dont les racines auraient un module très petit par rap-
port à celui de L'analogie se poursuit en ce que, et 
V intérieur d'un tel cercle la fonction f { z ) an—i 
racines. En effet comme 

/ ' ( * ) ( i - t - e ) n 

la variation de 

— ] o g / ( s ) =. l o g á i s ) , 

lorsque z décrit le cercle, est égale à celle de — log z, 
c'est-à-dire à — 2 T T Î , ce qui démontre la proposition. 

On voit que, si les cercles pour lesquels la proposi-
tion a lieu sont suffisamment rapprochés, le rapport 
des nombres des racines de f(z) et /'(s), contenus 
dans un cercle de rayon r, tend vers i lorsque r 
croit indéfiniment. C'est ce qui a lieu, en particulier, 
lorsque le rapport de deux indices principaux suc-
cessifs tend vers i. 

Il existe d'ailleurs des fonctions pour lesquelles le 
rapport des nombres des zéros de la fonction et de sa 
dérivée n'a pas pour limite i ; cela a lieu notamment 
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lorsque, na désignant Je nombre des zéros d e f { z ) - \ - a 
contenus dans le cercle de rayon r, ~ n'a pas pour 
limite i lorsque r croît indéfiniment (*), car n! étant 
le nombre des zéros d e f i ( z ) dans le même cercle, l'un 
au moins des rapports — ne tendra pas vers T. ÎI(X 71 b 

3. En nous plaçant toujours dans le cas où p (x) vé-
rifie la condition de croissance indiquée, nous allons, 
en faisant une hypothèse sur la distribution des zéros, 
préciser la région du plan où l'égalité ( i ) est vérifiée. 
Nous supposerons qu'on a 

( 2 ) « + = '> (O < hn < H < I ) . 

Posons 
rîé r = M ^ / 7 - H , 

_ t 

R c s l R i = r (IV = ir); 

z(x) étant une fonction tendant vers zéro et qui sera 
déterminée ultérieurement, de telle façon que le 
nombre N des zéros de module inférieur à R tende 
vers i lorsque R croît indéfiniment. En désignant 
encore par IN' le nombre des zéros contenus dans le cercle 
de rayon R', les calculs faits précédemment donnent 

N 

V î ( I ~r~ £ ) N 

màz — an 
N'-t-l 

e'RP<»> 
< — U T " 

C1) Pour l'existence de telles fonctions, voir mon article sur 
Le théorème de M. Picard pour les fonctions entières d'ordre 
nul (Nouvelles Annales, 1911, p. i45). Les cercles, pour lesquels 
na = nh, sont aussi ceux pour lesquels n' = na — 1 ( il s'agit ici des 
cercles considérés dans les démonstrations du théorème de M. Wiman 
et du théorème du paragraphe 1). 



( 5o5 ) 
Considérons la somme restante 

¿Uz — a,, < 2 I 3 — an " r 

n étant compris entr,e N et N', nous avons 

î 
r n % ( n + H)P(''»>, 

d'où 
i 

i -+-
i — H 

( « + H ) f ( M ] ' 

et comme 
n -h H < N', p ( r „ ) < p ( R ) ; 

c'est-à-dire finalement 

On aura par suite 

_ r > M » - H ) R ( . - H )  
1 S ' p ( R ) ^ N ' p ( R ) ' 

M'p(R) 

et 
¿ + 2 

/ —1 

2 I z — an\ < 

R ( i - H ) 

N ' p ( R ) 
R ( i - H ) 

lo g ( N ' — * ) 

l o g ( i - N ) . 

Finalement 

N' 

V - < 
N+l 

comme de plus 

i ! p(R)logIN\ 
R(i — H ) ; 

p ( R ? 

N ' < R'P ( R ) £ ( 2 / ' ) P ( R > < ( H - e) R P ( R i e £ ( R ) , 
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le dernier terme du second membre est inférieur à 

2(1 + e)RP<A> |~logR -4- [p(R)]« 

( i — H ) R 
ou encore a 

en prenant 
: log 

£ ( r ) pCRJv/IôgR 

la quantité entre crochets tend vers zéro, et comme 

tend vers zéro la condition lim ~ == i est bien 
e ( R ) N 
remplie. Nous aurons d'après ce qui précède, en sup-
posant que le point z est extérieur aux cercles de 

centres ai et et de rayon il^L——, k >> Ï, 

I I 

z — ai - h z — ai+l 

ZI 

En résumé on aura bien l'égalité 

( 0 <?(*) = — : — » 

valable à Vextérieur d'un cercle de rayon R0 el de 
cercles ayant pour centres les zéros an et pour 

''n-M — r n À] r avons -JL±1 = rn — • A n p ( rn ) 
Les conclurions relatives à la dérivée prendront alors 

la forme remarquable suivante : Il y a dans le cercle 
R 0 un nombre de zéros de f'(z) égal à celui de f(z<) 
diminué $ une unité, les autres racines de la dérivée 
se trouvent dans les cercles ayant pour centres les 

k r zéros an de f(z) et pour rayon 
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Autrement, sî bn est le zéro d'ordre n de la dérivée, 
on a 

an\ i h 7 — r ] , 
L * p ( r „ ) J 

k' étant un nombre complexe fini. 
On peut également de l'égalité ( i ) tirer une expres-

sion asymptotique de l o g / ( s ) ; on aura, en effet, 

l o g / ( * ) = 0 - t - s ) f 

le chemin d'intégration ne coupant pas les cercles d'ex-
clusion. Par suite, en formant ce chemin d'arcs de 
cercles et de droiles passant par l'origine, on aura 

* [ l 0 g / ( * ) ] = (l + 6) f ' ~ 
J r 0 X 

Comme, d'autre part, sur un cercle [z] = r, on a 

rz'ndz . z' 
Jz — = i l o g 7 , 

nous obtiendrons, en posant 

^ = re£9, 

JC ' n dx 

' h l ( l 4 - E 2 ) ( c p - f - C p 0 ) 0 ) . >'o 

4. Les résultats obtenus s'étendent immédiatement 
aux fonctions méromorphes 

oo 

G ( a ) = y — ( C < A „ < D ) ; 
¿Là z — an 

i 

( l ) Un calcul direct donnerait 
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G et D étant de même signe, et an étant le /iièm? zéro 
d'une fonction d'ordre nul dont l'exposant net 
satisfait aux conditions précédentes. 

On aura ici 

sur une infinité de cercles dans le cas général, et dans 
tout le plan à l'exclusion de cercles de centres an dans 
le cas où l'on a l'égalité (2) . Si Ton pose 

on voit que f\{z) a un zéro de moins que f{z) dans 
une infinité de cercles et, dans le cas particulier de 
l'égalité (2) , le zéro 'cn de f{ ( z ) est donné par l'égalité 

= an+\ [ H j - I -L "p('Vt) J 

[ H l l c ] 
UNE APPLICATION DE L'ÉQUATION FONCTIONNELLE 

UE FREDIIOLM ; 
PAR M. CH. PLATRIER, 

A n c i e o élève de l 'Ecole Polytechnique. 

Le but de cette Note est la résolution de l'équation 
fonctionnelle 

( 0 ? ( * ) - ' ï ^ j p r d t = / ( ' ) , 

lorsque le noyau K ( s , t) est astreint à la condition sui-
vante : La résolvante K (s, X) de V équation fonction-
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nelle ¿te Fredholm de noyau K (s, t) admet comme 
dérivée nièm% par rapport à s, la résolvante K„($, f, X) 
de l'équation fonctionnelle de Fredholm de noyau 
à»K(s, t) 

àsn 

Nous nous proposons, en premier lieu, de traduire 
sous forme d'équation la condition ci-dessus. Rappe-
lons tout d'abord les résultats suivants : 

i° Le noyau et la résolvante d'une équation de 
Fredholm sont liés par les relations 

r b 
< 2 ) — K ( * , F ) - + - K ( I , F , X ) = X / K ( Î , z)K(z, t,\)dz, 

Ja 
r h 

Ja 

20 La solution de l'équation de Fredholm 

r b 

( 4 ) cp(î) —X / K ( s , t ) < ? ( t ) d t = f ( s ) , 
J a 

est 
( 5 ) <?(*)=/ (*>•-+-Xjf K(s,t,\)f(t)dt, 

quand X n'est pas une constante caractéristique du 
noyau K (s, t). 

Dans la suite, nous nous contenterons du signe J 

r b 
pour représenter / » et nous supposerons que X n'est 

pas une constante caractéristique du noyau t). 
Ceci posé, considérons l'équation (4) et l'équa-

tion (6 ) 

n 

Soit K n + p (s, t, X) sa résolvante ; cherchons à expri-
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mer la condition, pour que 

En vertu de (2) , on a, pour définir K n + p (s, X), 

(8) 
t) 

0sn àtP 
J ^ ^ ^ Kn+P(z,t,\)dz, 

et en dérivant (2 ) n fois par rapport à s et p fois par 
rapport à on obtient 

( 9 ) ôsn dti> à s vn dv> J ôsn dti> Z' 

La condition nécessaire et suffisante pour que (7) 
soit remplie sera, en vertu de (8 ) et (9 ) , 

R \ ÔnK (s,t) <)P\\(Z, t,\) _ DN+P K (s, z) DA+PK(Z, t, X) j ^ ^ Q 

J \ Os» dtT' ds" dzi> <)z" ôtP \ ~ ^ 

Elle peut s'écrire encore 

avec 

(11) A(5, t, X) = « " - « n i t O + ^ ' W ) -i- M O 
- h ¿ / » - l V ! ( s ) - h ^ - 2 V 2 ( 5 ) - h . . . 4 - V , / ( * ) , 

les fonctions p. et v étant des fonctions de X. 
Notons de suite que si l'on faitX = o dans l'équation 

précédente, on a 
(12) ^ j K(s, s ) K ( J , / ) 

dPK(Slz) d»K(z,t) 
ôzP àzn 

dz = A(s,f,o) = B($,i), 

B(s, t) étant une fonction de forme analogue à A(s , £,X), 
mais où les fonctions ¡JI etv sont indépendantes de X.. 
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Je dis que, réciproquement, toutes les fois que ri ou 

p sera nul, la condition (12) entraînera la condi-
tion (10). 

Dérivons, en effet, n fois par rapport à 5 l'équa-
tion (2) 

Multiplions l'équation (2) parK(u , s) ds, l'équation 
/ o\ dPK(u.s) y . , , (10) p a r — — - ds, et intégrons la dillerence entre a 

et b ; on obtient 

— -+-AI (M, X) = X ^ K O , tfh)Bx(u, z) dz, 

en désignant par A, (s, t, X), B, (s, ¿) les premiers 
membres des équations ( 10) et (12). 

En se servantde l'équation (3), on démontrerait une 
relation analogue, et finalement, avec un léger chan-
gement de notation, on a les égalités 

04) - 0+-A.0 , f,X) = X j K(z ,t ,\)B i(s ,z)dz 1 

(i5) 

Ces égalités montrent que, dans les cas respectifs 
soit de p = o, de n = o, si (5, /) est de la forme 
B(s, ¿), 'A| (s, ).) sera de la forme A (s, X), ce qui 
démontre la proposition réciproque que nousavionsen 
vue. 

On arrive ainsi à la proposition suivante : Pour que 
la résolvante K(s, t, X) de l'équation fonctionnelle de 
Fredholm de noyau K (s, t) ait comme dérivée nièmepar 
rapport à s la résolvante K»(V,X) de l'équation fonc-
tionnelle de Fredholm de noyau ô il faut et il 
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suffit que 

= 5«"1 Jlj( f ) -+- 5«-® }X4(Î )-+-.. ^ ( Z ) , 

¡x,, jjl2, . . ^ ¿ ¿ a n ; n fonctions arbitraires de t. 
Ces résultais obtenus, revenons à notre problème 

primitif, la résolution de l'équation fonctionnelle (2 ) . 
En dérivant les deux membres de celte équation 

n fois par rapport à s, et en posant 

TV } dsri 

on obtient 

(17) <\>(s) — l —— J-b(t)dt= J -
' ' T w / âsfl ' w 0stl 

«-- a 

Cette équation est une équation de Fredholm de 
àn K (s, £) , , 1 T • noyau ——> dont la solution est J dsn 

/ r\ \ t x d"v(s) à'ifls) . rrr , 

On en déduit immédiatement 

(19) f ( s ) = / ( s ) + l f S d s f S d s . . . f S d s K n ( s , t , l ) d - ^ p - d t 

n fois 

-h aisn~l -+- • ••+• an, 

a«, a 2 , a n étant des constantes qu'on détermine-
rait en substituant dans (1) la valeur (19) de <p (s). 

Cette détermination, qui donne la solution de (1) dans 
le cas général, est pénible. Elle devient toutefois très 
simple quand t) satisfait à la condition (16). 

Dans ce cas, en effet, (18) peut s'écrire 

ao) <>»?(') = à-f(s) à"f(t)dt 
K } dsn àsfl J dsn dtn ' 
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^t (19) ^'écrit alors _ . 

( a i ) ? ( , ) = / ( , ) + X j K 
H- <Z| sw _ 1 H- a%sn~- -4 - . . . h- a, , , 

a , , à * , . . a n etani dés constantes que nôusnous pro-
posons de déterminer. 

Polircela, remplaçons dans ( 1) 0(5) par sa valeur (21); 
un leger changement de notation nous donne, en tenant 
compie de (16), 

ai sn~l -+- a
2
 sn~2.H-... . -+- an 

avec 
A(s, I, X) = B(s , 0 -+• \JK(z, X) B(S, S) ¿ S et B(*, 0 = S » - l t X , ( / j + . . . - h JJL/n(i). 

Le terme entre accolades j j est nul en veri 11 de (2), 
«t en identifiant, dans les deux membres, les coeffi-
cients des termes d'une même puissance de s, on obtient 
les égalités 

(•22) aA=l*f j^O + XjT 

avec 
/c = 1, i, . . . , n. 

Les égalités (16), (21) et (22) résolvent le problème 
«que nous nous étions proposé. 

Ann. de Mathémat., 4* série, t. XI. (Novembre 1911.) 
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SUR L E S CONIQUES E T L E S QUADRIQUES HOMOFOCALES; 

PAU M. L. QUANTIN DE LA ROËRE. 

Soient d'une part un système de coniques homofocales 
et d'autre part un ensemble de droites satisfaisant 
toutes à une condition donnée, c'est-à-dire ayant une 
enveloppe. Chacune de ces droites est tangente à l'une 
des coniques; par son point de contact, menons la 
tangente à la conique d espèce différente passant en ce 
point, nous formerons ainsi un deuxième ensemble de 
droites ayant aussi une enveloppe. Ces deux enveloppes 
se déduisent l'une de l'autre et de la relation qui les lie 
découle une remarque intéressante relative à un mode 
de génération de la développée d'une conique: cette 
développée est en effet l'enveloppe des polaires réci-
proques de la conique, pri&es par rapport à toutes les 
coniques qui lui sont homofocales. Réciproquement 
une conique est l'enveloppe des polaires réciproques 
de sa développée. 

Des considérations analogues s'appliquent à un 
système de quadriques homofocales en faisant corres-
pondre à un ensemble de plans les normales aux qua-
driques menées par chaque point de contact; on arrive 
comme corollaire à la proposition suivante: « La surface 
des centres principaux de courbure d une quadrique 
est l'enveloppe des polaires réciproques de cette qua-
drique par rapport aux quadriques qui lui sont homo-
focales. » Mais ici il n'y a pas de réciproque. 
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L. C O N I Q U E S . 

1. Un système de coniques homofocales rapportées 
à leurs axes communs est représenté par l'équation 

/ , X 2 Y * 

< " ï z i + B n " 1 » 

A et B étant des constantes etX un paramètre variable. 
On suppose que l'axe des X passe par les foyers. Si cp 
désigne la distance du centre à l'un des foyers, on a 

(•2) A — B = cp*. 

Une droite quelconque représentée par l'équation 

( 3 ) « X + i>Y = i 

est tangente à l'une des coniques X du système; le 
point de contact a pour coordonnées 

bis) x = u(A—X), y = B — X ) . 

La tangente à la courbe de l'autre espèce passant en 
ce point est la perpendiculaire à la droite (3 ) en son 
point de contact ; elle a ainsi pour équation 

( 4 ) p X — uY = uvy*. 

Nous désignerons, pour abréger, les deux tangentes 
(3) et (4) sous le nom de droites ou tangentes corres-
pondantes. 

2. Lorsque les coefficients u et vdes droites (3)et(4)* . 
au lieu d'être déterminés, sont simplement assujettis à 
vérifier une relation 

( 5 ) F{u,v)-o, 

an aura de u x ensembles de droites. 
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Le premier ensemble formé par les droites (3 ) a une 

enveloppe dont l'équation s'obtient suivant la règle 
habituelle en éliminant M et P entre les relations sui-
vantes : 

Î uX pY = i, 

F ( u , v) = o. 

Les droites (4 ) ont pour enveloppe la courbe repré-
sentée par l'équation résultant de l'élimination de u 
et v entre 

!

t>X — MY = uv cp2, 
u2 d¥ P 2 dF 

X + Y 37 = 
F ( M , V) = o. 

L'équation tangentielle de l'enveloppe du premier 
-ensemble (3) est l'équation (5) . Pour les droites ( 4 ) 
l'enveloppe a pour équation langentielle le résultat de 
Ja substitution dans (5) de -î-r et l-r à u et v \ cette v ; U'^ V cp2 ' 

-éqnation est donc 

< 8 ) = o.' A ; \uo2 <;<p2/ 

3. L'enveloppe des droites (3) a une polaire réci-
proque par rapport à chacune des coniques ( i ) ; l'équa-
Mion de cette polaire s'obtient comme on le sait en 
-remplaçant, dans (5) , u et v respectivement par x ^ 

, y • elle est donc représentée en coordonnées ±> — À 1 

ponctuelles par 

En faisant varier \ dans cette équation, on obtient 
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les polaires par rapport à toutes les coniques du système 
homofocal; on a ainçi une famille de courbes : leui* 
enveloppe s'obtient en éliminant X entre l'équation ( 9 } 
et sa dérivée par rappôrt à ce paramètre. Pour simplifiée 
l'écriture laissons dans (9) les variables primitives ut 
et v qui sont des fonctions de X définies par les rela-
tions (3 bis), l'enveloppe de ces courbes s'obliendrar 
donc en éliminant u, vet X entre les quatre équations r 

F(u, v) = o, 
dV du dFdv_ 

du dX dv d\ ~~ ' ; :, 

_ x __ y 

Eliminant X entre les deux dernières, on trouve • 

vx — uy = uv cp2 ; 

on en tire aussi 

du _ ur dv ___ . 
dx x ' ày y 

On voit qu'on retombe sur le groupe d'équations ( 7)y 

dont la courbe obtenue n'est autre que l'enveloppe dw 
second ensemble de droites. En raison de la réciprocité-
des deux ensembles de droites, il est évident qn'e» 
opérant comme nous venons dele faire en partant du* 
second ensemble, on arriverait à l'enveloppe du pre-
mier. Donc, en désignant pour abréger sous le jxoni de 
courbes correspondantes les enveloppes des deux: 
ensembles, on aura la proposition suivante: 

Chacune des courbes correspondantes est l'enve* 
loppe des polaires réciproques de Vautre. » ,,., 

11 est aisé de voir que les développements qui pré-
cèdent s'appliquent, avec de légères modifications dans. 
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t e s formule s r à m r système d e p a r a b o l e s a y a n t m ê m e 
forydr ek même axe. 

4. Considérons maintenant une colique quelconque, 
ellipse, hyperbole ou parabole, et d'autre part le sys-
tème des coniques qui loi sont kot&ofocales ; prenons 
la conique considérée pour enveloppe du premier 
ensemble de droites : chacune de ces dernières a pour 
correspondante la normale à cette conique au point où 
elle lui est tangente; l'enveloppe du deuxième ensemble 
est donc l'enveloppe des normales de la conique, c'est-
à-dire la développée de cette courbe. En appliquant à 
ce cas particulier la proposition précédente, nous avons 
le théorème déjà mentionné. 

La développée d' une conique est U enveloppe de ses 
polaires réciproques prises par rapport aux coni-
ques qui lui sont homofocales, et réciproquement : 

Une conique est Venveloppe des polaires réci-
proques de sa développée, les polaires étant prises 
par rapport aux coniques homofocales à celle qui 
est donnée. 
, En effet, les tangentes de la développée ont pour 

droites correspondantes les tangentes de la conique. 
C o m m e a p p l i c a t i o n , c h e r c h o n s l a d é v e l o p p é e d e la 

c o n i q u e 
X * Y 2 

I + ï = , ; 

elle a pour équation tangentielle 

la polaire réciproque par rapport à une conique qui lui 
«st homofocafe est représentée par l'équation 

km* By* _ 
(A — XJ* (B — X)* """ 
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X étant le paramètre arbitraire. En dérivant par rap-
port à ce paramètre, il vient 

A ¿ g * By* 
( A — X ) 3 ( B — X ) » 

on a à éliminer X entre ces deux équations ; la seconde 
-donne 

B — X 

d'où 

1 2 
A 3 x * 

kx* 1 / 1 2 I ¿\î 1 2 

•de même 

( A — X ) * < p * 

B v s 1 / 1 2 i 2 A 2 i ? 
± — _ _ ( A 3 . R 3 V 3 ) R î f V 3 

(B — X)s cp̂  ^ y J y ' 

Ajoutant membre à membre ces deux égalités, on 
arrive facilement à l'équation de la développée sous sa 
forme habituelle 

1 1 1 1 A 
B 3 ^ 3 = cp3. 

On a immédiatement l'équation tangentielle de celte 
courbe en remplaçant dans celle de la conique u et v 
respectivement par et — c e qui donne 

B u 1 - h A v * = c p * u * p 2 

En partant de cette équation et opérant comme nous 
venons de le faire, on retrouve bien, pour l'enveloppe 
4es polaires réciproques de cette développée, l'équation 
de te conique sous la forme ponctuelle, ce qui vérifie 
la réciproque do la proposition. 

f i . — Q U A D R I Q U E S . 

„ 5 . L'équation 
X * Y * Z * 
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dans laquelle X est un paramètre arbitraire et ÀyB, C 
des constantes, représente un système de quadriques* 
homofocales. Nous supposons les axes disposés de telle 
sorte que A > B > C . En désignant par <p, o,, cp2 les. 
demi-distances focales des Sections principales, on a 

A — B = cp*, A — G = cpf, B — C = <p| ; 

d'où 
rp2 <p2 çp| = o. 

Un plan quelconque 

(i) 11X-+-V Y+(^Z = ! 

est tangent à l'une des quadriques, X en un point ayant 
pour coordonnées : 

( 3 ) # = i¿(A — X ) , y = ç ( B — X), Z = = î v ( C - X ) . 

La normale à la quadrique X en ce point est la per-
pendiculaire au plan (2) ; on obtient d'ailleurs immé-
diatement ses équations en éliminant X entre les trois 
égalités (3), puis en remplaçant dans le résultat.r,^, z 
par les coordonnées courantes X , Y , Z. On trouve 
ainsi que celte normale est définie par leâ équations 

Í
vZ — w Y = — fwtpf, 

tvX— wL = . 
uY — vX == — uvy*. . . 

Nous dirons que cette normale correspond au plan 
(w, r/«') 'et réciproquement ; dans ce qui suit nous 
désignerons sous le nom de normale une drôité tan-
gente à l'une quelconque des quadriques du système. 

6. On voit par les équations (4) que Jé& normales 
d'un système homofocales dépendent de trois para-
mètres r, w; leur ensemble forme ainèi un complexe. 
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Lorsque ces trois paramètres s'ont liés par une équation 

( 5 ) F ( M , « 0 = o, 

les normalés correspondantes ne dépendent plus que 
de deux paramétrés; elles forment alors une1 çon-
gruence ; mais cette dernière n'est pas en général-ce* 
qu'on nommé habituellement une congruence de non* 
maies, car les droites qui la composent ne sont pas ei* 
général toutes normales à une même surface. 

En appliquant une règle connue, la surface focale 
de la convergence s'obtiendra en éliminant M, Y, (T'-
entre les équations (4) des normales, la rëlation sui-
vante ^ 

u? à¥ P 2 ô¥ w* à¥ (6) —- h t t h — = o 
: X du Y dv L dw 

et l'équation (5). Les coordonnées des deux points 
focaux situés sur chaque normale sont dpnnées par les 
équations (4) et la relation (6) . 

Les paramètres u, c, w des normales sont aussi les 
coordonnées des plans tangents correspondants de ces 
normales; par suite, l'équation (5) à laquelle doivent 
satisfaire ces paramètres est l'équation tangenlielle de 
l'enveloppe de ces. plans; Ai ri si, établir une relation 
entre les paramètres des normales revient à donner une 
surface à laquelle tous lés plans correspondants sont 
tangents. v 

7. La polaire réciproque de la surface (5) par rap-
port à l'une des quadriques du systèmë a, comme oit 
le sait, pour équation 

( 7 ) ' ' = y: ' • ; 

En faisant varier X, on obtient une faittille; de sur-
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f a c e s , à n a s e u l p a r a m é I r e ; L ' é q n s j i o » d e s o n e n v e l o p p e 
e s t l e r é s u l t a t d e l ' é l i m i n a t i o n d e \ e n t r e l ' é q u a t i o n ( 7 ) 
e t s a d é r i v é e p a r r a p p o r t à c e p a r a m è t r e . E n o p é r a n t 
d ' u n e m a n i è r e a n a l o g u e h c e l l e e m p l o y é e p o u r l e s 
c o n i q u e ^ o a r e t r o u v e l e s f o r m u l e s ( 4 ) , ( 6 ) e t ( 5 ) . L e s 
o p é r a t i o n s à e f f e c t u e r s o n t d o n c l e s m ê m e s q u e c e l l e s 
r e l a t i v e s à s u r f a c e d e l a c o n g r u e n c e . C e * d e u x s u r - * 
f a c e s s o n t d o a c i d e n t i q u e s , d ' o ù : 

La surface focale d'une congruence de normales 
d'un système homo foc al est V enveloppe des polaires 
réciproques de la surface, enveloppe des plans cor-
respondants de ces normales, ces polaires réci-
proques étant prises par rapport à toutes les qua-
driques du système. 

De même que pour le cas des coniques, ce que nous 
venons de dire s'applique, sauf modifications dans les 
formules, à un système de paraboloides homofocaux ; 
ce qui suit s'applique donc à une quadrique quel-
conque. 

8. Supposons maintenant qu'on prenne, pour l'équa-
tion (5) , l'équation langenlielle de l'une des qua-
driques du système homofocal, quadrique qui peut 
élre considérée comme quelconque. Les normales, cor-
respondantes des plans tangents formeront l'ensemble 
des normales de cette quadrique (on a ainsi dans ce cas 
une véritable congruence de normales) ; la surface 
focale deviendra la surface des centres, principaux de 
courbure. Donc : 

La surface des centres principaux de courbure 
d'une quadrique est Venveloppe des polaires réci-
proques de cette quadrique prises par rapport à 
toutes celles qui lui sont homofocales, 

C ' e s t l a ' p r o p o s i t i o n é n o n c é e a u d é b u t . C e t h é o r è m e 
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e s t a n a l o g u e à c e l u i r e l a t i f a u x c o n i q u e s , m a i s i l n ' a p a s 
d e r é c i p r o q u e . 

O n d é d u i t i m m é d i a t e m e n t d u t h é o r è m e q u i p r é c è d e 
l ' é q u a t i o n t a n g e n t i e l l e , b i e n c o n n u e d ' a i l l e u r s , d e la 
s u r f a c e d e s c e n t r e s d ' u n e q u a d r i q u e : 

S o i t la q u a d r i q u e 

X* Y2 Z* 
X + t t ^ c = 

q u i a p o u r é q u a t i o n t a n g e n t i e l l e 

• Àft»-*~Rtf*H-CfP*sI; 

S a p o l a i r e r é c i p r o q u e p a r r a p p o r t à u n e q u a d r i q u e 
h o m o f o c a i e e s t r e p r é s e n t é e p a r l ' é q u a t i o n 

A 37- By* Cz2 _ 
(A — X)2 ( B — X )2 ( G — X ) 1 ~ f ' 

q u i , e x p r i m é e e n c o o r d o n n é e s t a n g e n t i e l l e s , d e v i e n t 

(A — X)2 , ( B — X )* # (C —X)» , 
- J T 1 - + s 1,1 + - i r 1 - w = 

D é v e l o p p a n t c e t t e é q u a t i o n p a r r a p p o r t a u p a r a -
m è t r e X , i l v i e n t : 

/ U* P
2

 / , a , ^ 

Î T ^ F ^ I T / ^ 
-f- A u* -f- B t^-b C w 2 — i =2 o. 

L ' e n v e l o p p e d e s c o u r b e s r e p r é s e n t é e s p a r c e t t e é q u a -
t i o n s ' o b t i e n t , c o m m e o n l é s a i t , e n e x p r i m a n t q u e c e t t e 
é q u a t i o n d u s e c o n d d e g r é e n X a s e s d e u x r a c i n e s 
é g a l e s . L * è q » a t i o n d e l à s u r f a c e d e s c e n t r e s e s t d o n c 

/ a * ^ w*\ 
» » » ) î = : { A w * + B ^ C ( V Î - l ) f — 4- g- -4- -g- y 

C ' e s t l a f o r m e s o u s l a q u e l l e e l l e e s t g é n é r a l e m e n t 
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c o n n u e ; o n p e u t l ' é c r i r e a u s s i e n l a . d é v e l o p p a n t 

ni çl w* v*w- . SV^U1 . uïv* ' , 

T. ^ B + G" '= "BG" 1* + - t i r * - + Â B 

CORRESPONDANCE 

M. M. O. — Au sujet d'un article de M. Valiron. — 
La construction du centre de courbure én un point d'une 
conique, donnée comme nouvelle dans le numéro de juin des 
Nouvelles Annales- (p 278), est célle que Mannheim a fait 
connaître dans son Cours de Géométrie descriptive (2e éd., 
p. 174), et que, d'ailleur«, VEncyclopédie des Sciences ma-
thématiques (édition française, tome III, vol. 3, fasc. 1, p. 139.) 
signale comme ayant été donnée dès 1843 par Schellbach. 
inutile d'ajouter que Mannheim" ft'avait nulle connaissance de 
l'écrit, lout à fait ignoré en France, de cet auteur allemand. 

CERTIFICAT DE MATHÉMATIQUES GÉNÉRALES. 

Montpellier. 

E P R E U V E T H É O R I Q U E . — On donne la parabole dont le 
foyer est Vorigine. Cette courbe reçoit un mouvement de 
translation, son ax-e restant ainsi ' parallèle à Oy; le 
foyer de la parabole décrivant la courbe représentée par 
l} équation 

__ x- 2 , 
. 3p p* 

On demande \ i° de déterminer Venveloppe dé ces para-
boles mobiles ; 20 étudier la forme de cette courbe enve-
loppe, montrer qu'elle a un point d'inflexion, et f ormer 
Véquation de la tangente au point d'inflexion ; 3° calculer 
l'aire comprise entre l'axe Ox et la partie de la courbe 
enveloppe située" au-dessous de Ox: j 
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É P R E € V E P R A T I Q U E . — Intégrer l'équation différentielle 

, d
 L

y . dy x i — Sx -4-—I- hy = —\ . dx* a.r ^ 2 2 ¿F 

Déterminer les constantes d'intégration de façon que la 

courbe intégrale passe par le point x =y = et que la 

iangente en ce point soit parallèle à Vaxe Ox. 
(Juillet 1910.) 

E P R E U V E T H É O R I Q U E . — On donne un cercle et un point A 
sur ce cercle. Former Véquation, en coordonnées carté-
siennes et en coordonnées polaires, de la courbe G, lieu 
du point M, symétrique de A par rapport à une tangente 
quelconque au cercle donné : 

i° Etudier la forme de cette courbe. 
i° Calculer Vaire comprise à l'intérieur delà courbeC. 
3° Sur la droite AM, on prend un point M' tel que le 

produit AM x A M' soit égal à un nombre fixe K2. Trouver 
le lieu G' du point M'. 

4° Si Von donne à K une valeur arbitraire variable, 
trouver les trajectoires orthogonales des courbes G'. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Les deux surfaces 

3xz = 2 y2 et 3 y = x2 

se coupent suivant Vaxe Oz et une cubique. 
Déterminer, en un point quelconque de cette cubique, 

ie centre de courbure, le rayon de courbure, et le rayon 
de torsion. (Novembre 1910.) 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — En un point M de la para-
bole y1 — 2 ox, on mène la normale MN, et une droite MP, 
qui forme avec la normale un triangle isoscèle MNP, dont 
la base NP est sur OX; de sorte que les angles M NX' et 
M PX sont égaux : 

i° Former Véquation de la droite MP, dans laquelle on 
y2 

remplacera l'abscisse x du point M par sa valeur x =• 

pour ne conserver qu'un seul paramètre variable y. 
2° Lorsque \ varie,déterminer Venveloppe de la droite MP. 
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Montrer que cette courbe enveloppe est tangente à, la 
parabole aux deux points symétriques D, D de coordon-

nées x = ~ , y ^ i t p , et â l'axe des x au point G de coor-

données x = — p, y — o. 
3° Calculer la longueur des arcs symétriques de la 

courbe enveloppe^ compris entre le point G, €t ¿es points D 
et D'. 

4" Calculer l'aire limitée par ce* arcs de courbe et la 
droite DD'. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Déterminer l'intégrale générale 
de Véquation différentielle 

dk y „ d1 y 

Déterminer l'intégrale particulière qui s'annule, ainsi 

i 
(Juil let 1911.) 

TC 
que sa dérivée, pour les deux valeurs x == ± — 

SOLUTION DE QUESTION P R O P O S É E . 

2097. 
( 1908, p. 384 . ) 

Étant donnés, dans un plan, un cercle et un point H, on 
considère tous les triangles qui ont pour orthocentre le 
point H et dont un côté est un diamètre MM' du cercle : 

i° Trouver le lieu du troisième sommet P; 
Trouver l'enveloppe ( E ) des droites PM, PM'. Les 

points de contact de ces droites avec Venveloppe étant N 
et N', faire voir que la droite NN' passe en H et est 
parallèle à MM' ; 

3° Le cercle circonscrit au triangle PMM' passe par 
deux points fixes; il en est de même du cercle des neuf 
points. Les pieds des hauteurs du triangle PMM' étant K 
sur MM', i sur PM, I' sur PM' r la droite II' passe par un 
point fixe. 

4° La conique de foyer H inscrite au triangle PMM' est 
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tangente à 'deux droites Jutes; son petit axe a une longueur 
constante. G . FONTENÉ. 

D I X I È M E S O L U T I O N ( 1 ) , 

P a r I ' A U T E U R . 

1. Paur Jes deux premières Parties, il n'y a qu'à se reporter 
à la solution donnée précédemment ( [ 9 0 9 , p. 187) ; on peut 
seulement observer que la droite A est la directrice pour le 
foyer H, ce qui explique pourquoi la droite NN', polaire du 
point P situé sur cette directrice, passe par le foyer H et est 
parallèle à Li droite MM' perpendiculaire à PH. 

Pour la troisième Partie, d'une part, le cercle de diamètre Pl i ' 
passe aux points M, M', h, de sorte qtie le cercle circonscrit PMM' 
passe par les points fixes H' et h : d'autre part, le cercle des 
neuf points, ayant pour diamètre la droite qui joint le milieu O 
de MM' au milieu de PH, passe au point 0 et au milieu 10 du 
segment H/* ; ces deux faits sont d'ailleurs liés par4'homotliétie 

du cercle circonscrit et du cercle des neuf points ^centre 

d'homothétie H, r a p p o r t ^ . — La droite H'por te la corde 

commune au cercle fixe O et au cercle des neuf points; comme 
celui-ci passe par deux points fixes O et la droite II' passe 
par un point fixe 1, situé sur Oui. Si l'on considère en parti-
culier le cercle des neuf points qui a pour diamètre Ow, on 
voit que le point i est sur la polaire de tu par rapport au 
cercle O. 

Pour la quatrième Partie, on se reportera également à la 
solution déjà donnée. 

2. On a rencontré le fait suivant : si, aux extrémités N 
et N' d'une corde focale d'une conique, on mène les tan-
gentes jusqu'à leurs rencontres en M et I, M' et 1', avec le 
cercle principal, M et M' étant les projections du second 
foyer sur les tangentes, I et I' étant les projections du 
foyer par lequel passe la corde, la droite MM'esi un dia-
mètre du cercle principal, parallèle à la corde focale, la 
droite II' passe par un point fixe (Cf. K O E H L E R , Exercices, 
p. 109). Le fait que les deux points M et I se séparent a lieu 

(*) Voir une première solution, 1909, p. 186. 
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«n vertu du double contact de la conique et du cercle prin-
cipal; le fait que MM' et II' passent par deux points fixes 
s'explique comme il suit : 

Dans une corrélation générale, un point h ayant pour 
transformée une droits b% de sorte que la droite b a pour 
point primitif le point A, si le point A décrit une droite a, la 
droite transformée b passe par un point fixe B, et Ton dira que 
ce point B est le transformé de la droite b, ou encore que la 
droite b est la droite primitive du point B : 

i point A, droite transformée b, 
droite a, point transformé B, 
si A décrit a, b passe par B; 

un point a une droite transformée et une droite primitive, . . . . 
Deux points M et M' sont conjugués, dans cet ordre, si la 
transformée de M passe en M', auquel cas la primitive de M' 
>pa&*e en M; on définit d'une manière analogue deux droites 
conjuguées. Le lieu des points qui sont conjugués d'eux-mêmes 
«est ime conique S, l'enveloppe des droites qui sont conjuguées 
-d'elles-mêmes est une conique S. et ces deux coniques sont 
bitangentes. 

Une corrélation générale dépend de huit paramètres et se 
trouve déterminée par la connaissance des deux coniques S et S. 
Si l'on prend comme conique S le cercle donné, comme 
•conique S l'enveloppe ( E ) obtenue, la droite transformée du 
point P est la droite MM', la droite primitive étant la droite II' 
{ou inversement, mais peu importe ici ); la construction géné-
rale dont on a ici un exemple est due à Schröter; je l'ai 
retrouvée en 1892. ( L ' H Ï P H R K S P \ C K , Propriétés métriques de 
la corrélation générale, p. 47.) Dés lors, le point P décri-
vant la droite A, la droite MM' passe par un point fixe 0 ; la 
•droite II' passe également par un point fixe i. 

G Kit ATA. 

1911, page 347i ligne 12, lire : Si D5 5, D5 i et D5 3 sont nuls. 
1911, page 349, lignes 4 ei 3 en remontant, lire : a2d2-\~... et 

a^e ' -+-.. . 
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[C2a] 
SUR L'INTÉGRATION DES FRACTIONS RATIONNELLES ( 1 ) ; 

P A R M . G . F O N T E N É . 

I . — R E C H E R C H E D I R E C T E DE LA P A R T I E A L G É B R I Q U E . 

a. — Généralités. 

f ( x ) 1. Soit —— une fraction rationnelle irréductible, 
r (x) ' 

sans partie entière. Pour établir que la partie algé-

/
f(x) 

p ' dx peut s'obtenir indé-
pendamment de la connaissance des racines de l'équa-
tion F ( # ) = o, ce qui est d'ailleurs un fait bien 
connu, on peut raisonner comme il suit : 

Soit F (a?) = X 4 Y 3 Z 2 T, 
chacun des polynomes X , Y, Z, T n'ayant que des 
racines simples. 

On veut avoir 

f f dx - ? , f (0 dx 
J Ji* Y3Z2 T " X* Y2 Y XYZT ' 

le degré du polynome o étant inférieur d'une unité au 
degré du polynome X : î Y2 Z ; et l'on sait que cela n'est 
possible que d'une façon, il existe donc un polynome <p, 

(1 ) Je signale comme résultat essentiel de ce Mémoire la détermi-

nation effective de la partie algébrique de l'intégrale où X 

est un polynome du 4e degré; voir les formules (C) et (C'). 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. XI. ( Décembre 1911.) 34 
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et un seul, de degré inférieur au degré du poly-
nôme X 2 Y3 Z, satisfaisant à l'identité algébrique 
qu'on déduit de l'égalité précédente par dérivation; la 
détermination de ce polynome se fait donc par un 
calcul du premier degré, et le fait annoncé est ainsi 
établi. 

2. L'identité en question est 

/ _ 3 X ' Y Z - H 2 Y ' X Z - H 7 J X Y Y ' 

X 4 Y 3 Z 2 T ~~ X 4 Y 3 Z 2 ? ^ X A Y A Z ^ X Y Z T ' 

ou 

/ - H ( 3 X ' Y Z - + - 1 Y ' X Z - H Z ' X Y ) T 9 — X Y Z T 9 = X 3 Y 2 Z t o . 

Cette identité exprime, en ce qui concerne le poly-
nome <p, que le premier membre est divisible par 
X 3 Y 2 Z ; il se trouve naturellement que le polynome co 
dépend, d'après son degré, de paramètres en nombre 
égal à celui des conditions auxquelles il faut satisfaire, 
et le mécanisme de la division montre que ces condi-
tions sont du premier degré par rapport aux para-
mètres en question ; mais, dans cet ordre d'idées7 il 
faudrait faire voir que le problème n'est ni impossible, 
ni indéterminé. 

3. L'identité ci-dessus renferme les seuls poly-
nômes 

X 3 Y 2 Z , ( X 3 Y 2 Z ) ' : X 2 Y , X Y Z T , T ; 

si donc on voulait l'employer à la détermination du 
polynome es, en partant du polynome F (a?), on n'au-
rait à faire qu'une partie du calcul relatif à la recherche 
des polynomes X , Y, Z, T , à savoir ce qui concerne 
la recherche du polynome T ; cela résulte du Tableau 
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s u i v a n t : 

( а ) X * Y 3 Z 2 T , X 3 Y 2 Z , X ' Y , 

( б ) X Y Z T , X Y Z . 

(c ) T . 

4. Si l'on a simplement 

F O ) = X* Y, 

l'identité ci-dessus se réduit à 

/ - f - X ' Y cp — X Y c p ' = X w ; 

le polynome X doit alors diviser le polynome 
/ - h X ' Y cp. 

Si l'on veut faire le calcul par cette méthode, on 
mettra le polynome/sous la forme 

/ = = — X ' Y cp •+• X 

et l'on doit observer à ce propos que les deux poly-
nômes X ' Y et X sont premiers entre eux; on aura, 
d'ailleurs, 

(±> — — Y -j-

[Bien entendu, si l'on écrit, pour faire un calcul 
inverse, 

f é Y
 dx 'dx ^JTI dx 

on a à faire une intégration par parties, correspondant 
à la dérivation du produit O X ~ dans le calcul tel 
qu'il a élé fait précédemment, et l'on obtient 
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Si Ton suppose/^ i, c'est-à-dire si l'on considère 

l'intégrale J d x , on devra avoir 

i = — X ' Y c p - 4 - X ^ ; 

les degrés des polynomes X et Y étant m et n, le poly-
nôme u> devra être de degré m — i ; le polynome A 
sera alors du degré m -f- n — 2, et le degré du poly-
nome to sera également m -+- n — s>, au lieu de 
m -f- n — 1. 

b. — Applications. 

5. Appliquons cette méthode à l'intégrale 
/ ¿ r f a f ' 

X n'ayant que des racines simples. On doit déterminer 
les polynomes © et -A, de degrés m — 1 et m — 2, 
d'après l'identité 

Si l'on prend d'abord 

X = ax--r- ibx -f- c, 

X ' = i(ax 

on a l'identité 

2 A S — X ' ( A A ? + 6 ) + X . 2 A ; 

on a, par suite, 

2 A<p = ax -4- 6, 2A<(/ = 2fl, 

et, comme co est ici — o' -+- A, 

2 A Ci) = ¿f. 
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On a donc 

( A ) 2 J ~dx = 

d'où 

6. Soit maintenant 

X = a x 3 - h 3 bx--\- $cx - 4 - d, 

X ' = 3(ax~-h ibx c). 

Pour satisfaire à l'identité 

i = — X ' c p h - X < J > , 

j'emploierai une méthode que j'ai indiquée ailleurs. Le 
résultant des polynomes X et X ' , ou le discriminant 
de X , est, d'après Sylvester, le quotient par a de l'ex-
pression 

A , = 

Si l'on remplace chaque élément de la dernière 
colonne par la somme des produits obtenus en multi-
pliant les éléments corespondants des colonnes succes-
s i V P « J n a r r . ' * . / 7 ? 3 

a 3 b 3 c d o 

o a 3 b 3c d 
a ib c o o 

o a > b c o 

o o a >b c 

„o X-, 1 1, on a 

a 3 b 3 c d xX 
o a 3 b 3 c X 

a ib c o 
I x 2 x ' 

o a •ib c ï » x ' 

o o a 2 b i * 

les polynomes de la dernière colonne étant les poly-
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n o m e s d e S y l v e s t e r ; o n a , p a r s u i t e , 

3 A , < p = — 

et, comme w est ici — <p' 4-

a 3 b 3 c d 3 . a ; 

a 3 b 3 c d 0 
0 a 3 b 3 c 0 
a 2 b c 0 x

2  

0 a ib c X 

0 0 a ib I 
a 3 b 3 c d X 

0 a 3 b 3 c I 

a 2 b c 0 0 

0 a ib c 0 
0 0 a 2 b 0 

3 Ai co = 
o a 3 b 

a 'i b c 

o a 26 

3 c 3 . 1 

o xx 

c i 

o a 2 b o 

Le discriminant A est A( : a ; les trois déterminants 
ci-dessus sont également divisibles par a. On a ainsi, 
après avoir retranché, dans chaque déterminant, la 
première ligne de la troisième, et la seconde de la qua-
trième, 

A = 

3 A <p = — 

3 A t o = 

a 3 6 3 c d 

— b — 2 c — d o 

o — b — 2 c — d 

o a 2 b c 

a 3 b 3 c o 

- b — 2 c — d x 2  

o — b — 2 c x 

o a ib i 

a 3 b 3 c 3 . 1 

- b — 2 c — d — x 

o — b — 2 c — 2 . 1 

o a -ib o 
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On a alors 

( B ) 3 J ±dx 
— ~ 2a(ac — (a2 d — 7 a b c -4- 6 6 8 ) x -T- (abd -4- 3 b - c — 4 A C * ) 

~~ X 
5 , j* — a(ac — b*) x -i- (a* d — 4abc -f- 363) 

x ^ 

7. Pour un polynome du 4e degré 

X = ax* -f- 4 b x3 -H 6 ex2 -h 4 dx -h e, 

il convient de conduire le calcul comme il suit. Nous 
poserons 

U = ax 4-

b . U 
a ce qui donne, en remplaçant x par 

a » X = U * 4 - 6 y U * - f - /»SU -+- e, 

sans terme en U3 , avec 

y = a. c — 

ù = — 3ab.c -h 

£ = — 4 « 2 6 . û ? - h G f l ^ . c - 3 

les quatre quantités a, y, S, e forment un système 
complet de semi-invariants pour le polynome X (voir 
une INote précédente, 1911, p. 33^). Toutefois, nons 
n'emploierons pas s, mais bien les invariants 

S = ae — 4 bd -h 3 c2 , 

T = ace H- ibed — ad2— eô2 — c3, 

qui contiennent e ; les cinq quantités 

a , y, 8, S, T, 

dont nous nous servirons, sont alors liées par la-
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relation 

a 2 ( r s — AT) = 4 y 3 - i - o 2 , 

qui résulte de l'élimination de e entre les égalités 

a 2 S = s -+- 3y2 , a 3 T = ^e — o2 — 

fournies par la considération du polynome en U ; 
dans les calculs, on remplacera S2 par l'expression 

82 = ci2(*(S — a T ) — 4 Y3-

Nous écrirons 

«»X = U*-4-(iYUiH-4 8U-+-(a«S — 3 Y* ) ; 

on a encore 
a 2 X 1 = U 3 + 3 v U + 8, 

la dérivée de X par rapport à x étant 4 X 4 . 
Le discriminant du polynome X est 

1 = S 3 — 27 T 2 . 

En désignant par H le hessien, le coefficient de x'% 

dans le covariant bien connu 2 S «H — 3 T . X est la 
quantité 0 = 2 y S — 3 a T , que nous rencontrerons par 
la suite. 

Cela posé, en supposant pour le moment a— 1, 
on a 

â f ê d x = 4 / ( U»-h 6 T U « + . . . ) * d V ' 

et A est aussi le discriminant du polynome U4 H-, . . . 
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Or, on aurait, avec x et a , 6, c, d, e, 

4Ac5=-~ 

a 4 6 6 c 4 rf o o 
o a 4 6 6 c o 

— 3 c — 3 Û? — c O 

o — 3 c — 3d — e X2 

o o - 6 — 3 c — 3d :r 

o o a 3 6 3 c I 

a 4 6 6 c 4 d o 4.a; 
o a 4 6 6 c 4 » » 

- 6 -— 3 c -- 3 d — e O — ¿r 2 

o — 6 -- 3 c -— — e — 2. X 
o o - 6 -- 3 c -- 4 d — 3. l 
o o a 3 6 3 c o 

En remplaçante et a , ¿>, c, <? par U et i , o, y, S, 
S — 3 y2, on obtient 

4 A cp = -

• 3 G 

•3T 

4 A w = 

— 3 ô 21 y"2 — S 

— 3 Y — 3o 

0 — 3 Y 

1 o 

Y 2 — S I ^ Y S 

— 38 3 y2 — S 

— 3 Y — 3 o 

o 3Y 

I ^ Y 8 

3 y2 — S 

~ 3 ï 

3Y 

U3 

U2 

u 
I 

U 2 - H i 2 Y 

- 2 . U 

— 3. r 

o 

Si l'on développe ces déterminants en tenant compte 
de l'expression de S2 donnée ci-dessus, et si l'on réta-
blit a , en rendant la formule homogène en a1 b, c, 
d, e, on a 

4 f ± d x 
j 8 U 3 — 3 5 S U2- ! - — 63g -fT -4- 3 o y ' S ) U -t- 9 Ô ( y S ~ 3 a T ) 

\ f 
« 2 X 

OU2 — 2 S SU -f- ( a 2 S2 — 27 a y T - i - 6 y2 S ) 
a X 

¿/¿p. 



( 538 ) 

Si l'on remplace U par ax -f- b, les quotients par a2 

et a des numérateurs des deux fonctions sont 

3a(2YS — 3aT)x* — 3[(a*d — çabc -h 8b*)S -h $abT]x* 

-4- [ ( a 2 e — \oabd -+- 33 a c 2 — 2 4 6 2 c ) S — 9(7 ac — 4 6 2 ) T ] x 

-4- [(abe-h qacd -f- 6 6 c 2 — i 6 6 2 d ) S — 9 ( 3 « ^ — afec)T], 

et 

rt (2 y S — 3 <2T )a?2 — 2 [ (a 2 d — 5 abc -4- 4 63 ) S -4- 3 ab T ] 2? 

-h [ ( a 2 e — g a c 2 — 4 6 2 c ) S — 3 ( 9 « c — 8 6 2 ) T ] . 

8. On aurait pu procéder d'une manière analogue 
pour le cas du 3<; degré. Les semi-invariants sont 

la dérivée de X par rapport à x étant 3 X , . Le discri-
minant est 

A = a 2 d 2 - 4 - 4 a c 3 — babcd^b* d— 3 6 2 c 2 ; 

le polynome en U donne 

Y == a c — 6 2 , 
ù = a2d — 3ab -4- 2b3, 

et l'on a 
a 2 X = U3-+- 3yU -i- 8, 

a X 1 = = U 2-+-y, 

On trouve 
a 2 A = o2-f- 4 Y3. 

( B ) 3 / ^ = 
— 2 Y U 2 -4 -5U — 4Y8 

« X 

c. —Transformation des formules. 

9. Relativement à la formule (B) , si l'on divise le 
polynome — 2 y U2 -f- . . . par le polynome 
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oil a 

= iZ.a Y — 2 A ! A , 

en posant 
Z = — y U -b 8, 

a Y = 2 y U + S. 
On a ainsi 

( B ) 3 J - d x ^ — ^ — ^ J ^ ¿ r , 

2y étant le coefficient de U dans a Y . 
Pour A == o, cela donne 

z. Y r z , 

on doit donc avoir dans cette hypothèse 

£ X = Y 2 Z , 

car cela donnera le résultat exact 

-±^+f±
i
dx= o, 

2 y étant le coefficient de x dans Y . 
Et en effet, si, en dehors de l'hypothèse A = o, on 

effectue les opérations qui concernent la recherche du 
plus grand commun diviseur entre le polynome X et sa 
dérivée débarrassée du facteur 3, soit X M on obtient 
comme reste du premier degré le polynome Y . Le 
polynome Z est, à un facteur constant près, le quo-
tient entier de la division du polynome X par Y 2 , et 
l'on a 

4 Y 3 X = — Y 2 Z - H A ( 3 Y U -+- 8 ) . 

L'hypothèse A = o donne bien A*X = Y 2 Z. 
Observons que, si l'on ordonne Y par rapport à x , 
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on a 
Y = 2 ( a c — b*)x 4 - (ad — bc); 

c'est la dérivée du hessien, comme on devait s'y 
attendre. 

10. Pour un polynome du 4e degré, si Ton divise le 
polynome 3 9 U3 — 3 3 S U 2 - h . . . de la formule (C) par 
le polynome 3 (9U2 — 2 SSU -h . . .), on a 

0 ( 3 6 U 3 — 3 8 S U 2 - b . . . ) = 3 ( 6 U 2 — 20 SU - + - . . . ) (6 U -H S S ) 

-h a 2 A ( 2 y U — 3 8 ) 

= 3 a Z . a Y - f - « 2 A ( 2 Y U - 3o) , 
en posant 

a Z = OU2 — 2 a SU h - ( a 2 S2 — 27 a Y T •+• ^ Y 2 S ) , 
rtY = 0U + ôS. 

On a ainsi 

/ r . ^ / f A ^ 3 Z . Y - t - A ( 2 Y U - 3 o ) r 3Z , 
( G ) i ] T t d x = ^ 

Ici encore, pour A = o, on doit avoir ÀX = Y 2 Z ; 
mais les choses 11e sont plus tout à fait aussi simples que 
dans le cas précédent. Si, en dehors de l'hypothèse 
A = o , on effectue les opérations qui concernent la 
recherche du plus grand commun diviseur entre le 
polynome X et sa dérivée X4 débarrassée du fac-
teur 4, on obtient bien comme reste du ier degré le 
polynome Y. Mais Z est cette fois, à un facteur cons-
tant près, le quotient entier de la division de X par 
\ 2 + yA, et voici comment on peut le reconnaître. 

Si l'on commence la division du polynome X par Y 2 , 
en se bornant aux ternies en U2 et en U dans Le quo-
tient, on a 

6 3 a 3 X = a 2 Y2(Q U * — 2 8 S U ) -1- 6 (68 2 Y -+- 3 o 2 S 2 ) U 2 - b XU H- ji. 
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Il faut observer ici que l'expression 

(6G*y 4- 3o8 S 2 ) — a 2 y A 

est divisible par car elle devient 

6 62 y -4- a 2 S2 ( *2 y S — 3 a T ) — 3 y ( 4 Y2 S* — 9 a 2 T2 ), 

ou 
6 G2 y -I- 0 [ a 2 S2 — 3 y ( 2 y S -+- 3 « T ) ] , 

ou 
0 ( a 2 S2 — 27 a y T 4- G y2 S ) ; 

on a donc, en désignant par k la quantité qui multi-
plie 9, 

8»«8X = « 2 Y 2 ( 6 U 2 — 2 8 S U ) ( O 2 * - f - O a 2 y A ) U 2 4 - . . . 

= a 2 ( Y2 -r- y A) ( 6 U2 — 2 8 SU -t- fc) -+- X ' U -+- jjl' , 
ou 

0»X = ( Y » + y A ) Z n - X " U -4- <x\ 

On trouve d'ailleurs que le reste "k" U -f- ¡/ est 

A[4 o T . U -l- ( a 2 ST — •2aySi-+- 2 4 Y , T ) ] , 

de sorte que l'hypothèse A == o donne bien = Y 2 Z . 
Si l'on ordonne Y par rapport à a?, on a 

Y = ( 2 y S - 3 A T ) A ? - T - [ ( A R F — 6 c ) S — 3 6 T ] 

= S [ 2 ( a c — b*-)x+-(ad — bc)\ — 3 T ( a x + b); 

j'ai fait observer ailleurs que ce polynoine est le 
quotient par 24 de la dérivée troisième du covariant 
2 S . H — 3 T . X . 

d. — Extension d'un résultat. 

11. Dans le cas d'un polynome du 3e degré, si l'on 
suppose a = 1, b = o, de sorte que U se confond avec x, 
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on a, en remplaçant c e t ci par p et q, 

Pour un polynome du 4e degré, l'expression de a 3 X 
au moyen de U conduit à considérer le cas particulier 
y = o. On a alors 

S = ac -+- 3c2 , 
T = ibcd — ad2 — c3, 
8 = a*d — 6», 
0 = — 3 « T , 

a s X = U 4 - h 4 o U -h a 2 S, 
a Y = — 3 a T. U 4- o S, 
a Z = - 3 a T . U 2 — 2 8 S . U 4-a ' 2 S 2 , 

et, «à cause de r = o, Zest le quotient entier de la divi-
sion du polynome 63 X par Y 2 ; le polynome 3 8U3 — . . . 
de la formule (C) se réduit à 

— 9 a T . U 3 — 3 8 S . U 2 4 - a 2 S 2 . U — 2 7 * 8 T. 

Si l'on suppose, en outre, a= 1, b = o, de sorte 
que U se confond avec on a, en remplaçant d et e 
par/? et q, 

c = o, 8 = />, S = q, T = —/>2, 6 = 3 p\ 

T-P, 5 = q, A = q*-+-\p* 
X = x*-h 3 /?a? -4- <7, 
Y == 2/? x 4- qy 

Z =3*— px 4- q1 

— ipx--\- qx — 4P2 ^ Ç—px -4- q 

. X = x^-h 4 p x 4- <7, 
Y = p(3px 4- q). 
Z = 3 p2x2 — 2 />£ x 4- q1, 

— 3pq x14- q^x 27 »3 
X 

0 /* 3/?2J72— 4- y2 
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12. On peut étendre ces derniers résultats. Si l'on 

remarque que le poljnome Z relatif au cas où X est du 
3e degré peut être défini par la relation 

Û ' X — A U 3 - H Y * Z , 

on est mis sur la voie du résultat suivant que je me 
borne à indiquer : 

Soi t le poljnome 

X = xm+* h- ( m -h i)px H- q ; 

si l'on effectue les opérations q ui concernen t la recherche 
du plus grand commun diviseur entre ce poljnome 
et sa dérivée, on a immédiatement le reste du premier 
degré 

Y = mpx -+- q, 
et le discriminant 

A = qm-i- (— i)m mmpm-hl ; 
la relation 

qm\ ___ Y2Z, 
ou 

( — I ) ' » - ^ 1 m > n p m + i + ( / ? Î + I ) p q m x q 1 

= (mpx -4- q)-Z 

définit alors un poljnome Z entier en X . 
Cela posé, on a la formule 

r A Y Z - A r z , 

J'indiquerai la loi de formation du poljnome Z en 
donnant sa valeur pour i = 7 ; on a alors 

Z = — i.&p'+qx*— 3 . 6 2 p 3 q * x * 

le dernier terme ajant une loi de formation spéciale. 

Quant au poljnome > sa valeur est, dans le 



( 544 ) 

même cas, 

Y z A 

-4- ftpq'+x*-*- q»x -+- (— i)7 6*/?6. 

Pour comparer le résultat actuel à ceux déjà obtenus 
m = 3), on doit observer que les discrimi-

nants des formules (A), (B) , (C) sont ici 

ac — b- — q — /?
2

, 

( ô 2 -h 4 T 3 ) : — <72"+" 
S3 — 27 T 2 = — 28 pv , 

de sorte qu'ils sont identiques à ceux que définit la for-
mule ci-dessus (1 ). 

IL. — R E C H E R C H E D I R E C T E D E LA* P A R T I E T R A N S C E N D A N T E . 

13. En supposant que la fraction rationnelle a 
d'abord été mise sous la forme d'une somme de irac-

f 

tions de la forme Y^T!' o n a d considérer l'intégrale 
f 

J \m+l ' 

le polynome X n'ayant que des racines simples. Nous 
chercherons cette fois directement la partie transcen-
dante de cette intégrale. 

14. Voyons d'abord à quelles conditions cette inté-
grale est purement algébrique ; le nombre de ces con-
ditions est égal au degré du polynome X . 

( ' ) Les discriminants des formules ( A ) , ( B ) , ( C ) sont, au point 
de vue du signe, ceux qui se trouvent définis dans une Note précé-
dente (1911. p. 348), et qui contiennent respectivement les termes 
ac, a-d

2

, «
3

e\ 
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O n v e u t a v o i r , p a r e x e m p l e , 

V / 
On en déduit, par quatre dérivations successives, 

/ + 3 X ' cp — X ç ' = o, 

/ ' 4 - 3X f f cp 4- a X ' ©' — X o " = o, 

f" 4 - 3X W c? 4- 5 X " cp'4- X ' ?" — X çw=== o, 

/ ' " 4 - 3X«v© 4- 8X ' " 9 '4 - 6 X " — X o«v == o, 

le coefficient d'un tenue qui n'est ni le premier, ni le 
second, ni le dernier dans la ligne où il se trouve,étant 
la somme du coefficient du terme placé au-dessus de 
lui et du coefficient du terme placé à gauche de celui-là. 
Les coefficients des avant-derniers termes sont succes-
sivement 3, 2, 1, o, de sorte que la dérivée <pw, tout 
aussi bien que la dérivée 31V, ne figuré dans les 
identités ci-dessus que multipliée par le facteur X . 
Eliminons alors les trois polynomes <p, , g" entre ces 
quatre identités ; nous avons l'identité 

= = 0 , 

/ 3 X ' — X 0 

/ ' 3 X " Î X ' — X 

— XÔ'" ) 3 X'" :>X" X ' 

— XO'V) 3X , V 8X ' " 6 X " 

de laquelle il résulte que le polynome 

/ 3 X ' 0 0 

/ ' 3 X " 'i X ' 0 

r 3 X'" 5 X " X ' 

r 3 X1V 8X' " 6 X " 

doit être divisible par X. 
On a ainsi des conditions en nombre égal au nombre 

des conditions requises. Nous désignerons par P ce 
polynome. 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. X I . (Décembre 1 9 1 1 . ) 3 5 
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Dans le cas général, la première ligne du détermi-

dans la dernière colonne, il y a d'abord m — i zéros, 
puis X' , puis x " ; le coefficient de ce dernier 
terme est, en effet, m + (m — i) . . . 

Pour m = i, le polynome 

doit être divisible par X ; ce résultat simple est indiqué 
dans les Leçons d'Algèbre et d1 Analyse du regretté 
J . Tannery (t. 1, p. 193, Exercice 68), et c'est en par-
tant de là que j'ai été conduit à ce qui précède. 

[On peut même se rendre compte du résultat obtenu 
en observant que toute valeur de x qui annule X 
satisfait aux quatre relations 

avec cp, cp', cp* seulement; le déterminant ci-dessus est 
donc nul pour les valeurs de x qui annulent X , il est 
divisible par X . ] 

lo. Revenant maintenant au cas général, on veut 
avoir, par exemple, 

nant est 
/ , m\\ o, o, . . . , o; 

/ X' 

/ 

/ - f - 3 X ' ? = o , 

/ ' H - 3X" cp H- 2 X ' cp' = o, 

de sorte que l'intégrale 
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doit être algébrique. Le polynome to de degré inférieur 
au degré de X , est donc déterminé par la condition 
que le polynome P, dans lequel on remplace f par 
f — tù X 3 , soit divisible par X ; en négligeant les termes 
qui contiennent X en facteur, on a seulement à 
remplacer dans le polynome en question f " par 
f!" — 3 î wX/J» ; finalement, le polynome to, de degré 
inférieur au degré de X , est déterminé par la con-
dition que le polynome 

f 3 X ' o o 

/ ' 3X " o 

f" 3X'" 5 X " X ' 

f"' 3X I V 8 X'" 6X " 

- ( — i)4 (3 !)2 wX'< 

soit divisible par X . 
Mais c'est là un résultat purement théorique, même 

dans les cas les plus simples. 

[ X 4 c ] 
SUR L E S MOMENTS D'UNE AIRE PLANE ; 

PAR M . L. Z O R E T T I . 

Bien des procédés ont été indiqués pour calculer 
graphiquement le moment ou le moment d'inertie 
d'une aire plane par rapport à une droite. Je voudrais 
indiquer ci-dessous un procédé qui n'est peut-être pas 
nouveau mais dont je n'ai trouvé l'indication nulle 
part et qui, d'après les essais que j'en ai faits, me 
paraît assez simple. 

Soit à calculer le moment d'inertie par rapport kx'x 
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de l'aire AB, dont nous supposerons d'abord le contour 
rencontré en un seul point par toute perpendiculaire 

Fig. i. 

à xfx. Le moment d'inertie du petit rectangle mm'WM 
sera, la densité étant prise pour unité, 

dx I y^dy — ^y^dx. 

Et le moment d'inertie total sera 

Z ¡ y3 dx. 

Prenons tous les dx égaux; c'est-à-dire supposons 
l'aire subdivisée en petits rectangles de même base 

(très petite) dx. Dans la somme, ~ se met en facteur 

et l'on a pour le moment d'inertie 

I = \dxZy*. 

Il n'y a donc qu'à indiquer le calcul de 
Soient deux droites rectangulaires; portons y en 

ordonnée sur l'une, soit OP = y , et l'unité de longueur 
en abscisse sur l'autre, soit OU = i . 

Menons PQ perpendiculaire à UP; on a 

( O P * = OU.OQ = OQ. 
Donc 

OQ=y>. 
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Quant à y 3 , c'est le double de l'aire du triangle OPQ 

et elle se mesure au planimètre, 
La disposition est bien simple : on place l'axe OU 

sur le prolongement de l'axe donné x'x. On porte 
toutes les longueurs y — OP au moyen de lignes de 
rappel parallèles à x'x. On construit ensuite toutes les 
droites PQ correspondantes. Ceci posé, pour l'emploi 
du planimètre, on partira du point O et l'on décrira 
successivement toutes les aires OPQ en conservant 
toujours le même sens de parcours ( même si le contour 
de l'aire S était traversé par l'axe x'x). Le planimètre 
fera lui-même l'addition On multiplira le nombre 

trouvé pour l'aire par 

Il nous faut lever la restriction que le contour de 
l'aire est rencontré en un seul point par toute perpen-
diculaire à Ox. Supposons qu'il y ait deux points de 

rencontre; le lecteur généralisera sans peine. Le 
moment d'inertie d'un rectangle tel que celui de la 
figure sera 

{ dx.y\ — \ dx.y\ = | dx{y\ — y\). 

Le moment d'inertie total sera 

La construction de yK et de y\ étant faite de la même 

— ( s r i - s r ? ) . 
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manière que celle de y2 et de yl, on voit que y'\ est 
l'aire doublée du triangle rectangle correspondant; 
pour la retrancher, il n'y a, lorsque l'index du plani-
mètre sera revenu au point O, qu'à parcourir le contour 
de cette aire en sens inverse de celui choisi d'abord. 

Remarques. — La méthode introduit le facteur 
le facteur dx et le facteur par lequel on doit multiplier 
l'indication brute en nombre de tours du planimètre 
pour avoir l'aire en centimètres carrés. Il peut y avoir 
avantage à introduire un autre facteur en prenant une 
longueur OU différente de l'unité de longueur. Si OLJ 
est multiplié par /c, les mesures de OQ et de l'aire sont 

* i multipliées par^> et il faut les multiplier par k pour 

rendre à l'aire sa valeur. On pourra donc prendre 
pour OU une longueur quelconque, et multiplier le 
nombre fourni par la méthode précédente par la mesure 
de OU en centimètres. 

On simplifie beaucoup en prenant OU = 

On peut encore simplifier le tracé des droites PQ de 
la façon suivante : quand le point P décrit OP, PQ reste 
tangente à une parabole de foyer U et de sommet O; 
la parabole étant supposée tracée, le tracé des droites PQ 
s'en déduit. 

Il y a avantage à prendre OU assez grand, de l'ordre 
de grandeur des plus grandes longueurs OP par 
exemple, si Ton veut que les points Q soient bien 
déterminés, et en même temps que les longueurs OQ 
ne soient pas trop grandes. Alors, la portion de la 
parabole précédente qui est à utiliser est la portion 
comprise entre le sommet et le foyer. On peut donc la 
remplacer sans erreur sensible par le cercle oscillateur 
au sommet, de rayon 2OU. 
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On pourrait modifier un peu la méthode en procédant 

comme dans le calcul d'une intégrale définie, c'est-à-dire 
en décomposant en trapèzes au lieu de rectangles; 
mais les calculs sont trop compliqués pour être 
pratiques. 

Notons enfin que la méthode donne aussi le moment 
statique de l'aire par rapport à od x. Le moment du 
rectangle MM! m1 m est en eflet 

et le moment total est \dx.Hy2. On calcule S y 2 en 
calculant la somme des longueurs OQ (au curvimètre). 
On obtient donc simultanément le centre de gravité et 
le rayon de gyration. 

Les cubiques circulaires ayant un point double 
donné O et passant par trois points À, B, G forment un 
faisceau linéaire; ce sont les inverses des coniques pas-
sant par O et les points D, E, F correspondants à 
A, B, C dans une inversion de centre O. Si le point O 
est l'orthocentre du triangle DEF, toutes les cubiques 
considérées sont des strophoïdes. Pour qu'il en soit 
ainsi le point O doit être tel que les droites OA, OB, 
OC coupent le cercle circonscrit au triangle ABC 
en trois points D, E, F , tels que O soit l'orthocentre 

0 

EM'5i] 
SUR M FAISCEAU DE S T R O P H O Ï D E S ; 

PAR M. R. BOUVAIST. 
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de DEF, c e qui exige, comme on le voit aisément, 
que O soit le centre d'un des cercles tangents aux 
côtés du triangle ABC. 

Détermination du foyer d1 une cubique circulaire 
à point double. — Soient T une conique donnée, O un 
point de T, la corde d'intersection de T et du cercle de 
rayon nul de centre O est la polaire A par rapport à F 
du point de Frégier relatif à O et à T. Si nous transfor-
mons la figure dans une inversion de centre O, le cercle 
transformé de A aura pour centre le foyer singulier de 
la cubique circulaire transformée de F. 

Si r est une hyperbole équilatère, A est la perpen-
diculaire menée par le centre de cette hyperbole au dia-
mètre passant par O, et le foyer singulier de la stro-
plioïde transformée de T est le transformé du point de 
l'hyperbole diamétralement opposé à O. 

Faisceau de strophoïdes passant par trois points 
A, B, C et ayant pour point double le centre dhin 
cercle tangent aux côtés du triangle ABC. — 
Nous pouvons supposer, sans nuire en rien à la généra-
lité de nos résultats, que le triangle ABC est le triangle 
aux pieds des hauteurs du triangle DEF transformé 
de ABC dans une inversion de centre O. 

Lieu des foyers singuliers des strophoïdes du 
faisceau. — Ces strophoïdes sont les inverses des 
hyberboles équilatères ODEF; si l'une des hyperboles 
coupe en M le cercle circonscrit au triangle DEF, son 
centre est le milieu de OM, le lieu des foyers singu-
liers des strophoïdes du faisceau sera par suite l'inverse 
du cercle DEF, O étant le centre d'inversion et la puis-
sance d'inversion OA. OD, c'est le cercle ABC. 
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Réciproquement : Tout cercle passant par le foyer 
singulier d'une strophoïde coupe la courbe en trois 
pointsy A, B, C tels que le point double soit le 
centre d'un cercle tangent aux côtés du triangle 
ABC. 

Ce théorème est une conséquence immédiate du 
suivant : 

Un cercle passant par un point O1 d'une hyperbole 
équilatère coupe la courbe en trois points D, E, F ; 
soit O le point de Vhyperbole diamétralement opposé 
à Of, les droites OD, OE, OF coupent le cercle DEF 
en A, B, C; le point O est le centre O d'un cercle 
tangent aux côtés du triangle ABC. 

En effet, l'orthocentre de D, E, F est le point de 
l'hyperbole diamétralement opposé à O', c'est le 
point O ; le triangle A, B, C est donc homothétique par 
rapport à O du triangle au pied des hauteurs de DEF; 
O est donc le centre d'un cercle tangent aux côtés 
de ABC. 

Une inversion de centre O nous donne le théorème 
énoncé plus haut relatif à la strophoïde et à un cercle 
passant par Je foyer singulier de celle-ci. 

Remarque. — Voici une autre propriété des points 
A, B, C d'intersection d'une strophoïde avec un cercle 
passant par le foyer singulier : 

Les points A', B', C7 d'intersection de la courbe 
avec les rayons vecteurs OA', OB', OC' également 
inclinées sur les tangentes aux points doubles que 
les rayons OA, OB, OC sont en ligne droite. 

Cette propriété se démontre sans difficulté soit par 
le calcul, soit en partant des propriétés de l'hyperbole 
équilatère. 
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Remarque. — Si le point 0 est le centre du cercle 
DEF considéré plus haut, le triangle DEF est équila^ 
téral, il en est de même du triangle ABC; donc : le cercle 
passant par le foyer singulier d'une strophoïde et 
ayant pour centre le point double de la courbe 
coupe celle- ci en trois points qui sont les sommets 
d!un triangle équilcitéral. 

T H É O R È M E . — Toute strophoïde passant par les 
sommets d'un triangle ABC et ayant pour point 
double le centre d'un cercle tangent aux côtés du 
triangle ABC est analagmatique dans Vinversion 
triangulaire admettan t pour triangle de référence 
le triangle ABC. 

L'équation en coordonnées trilinéaires normales 
d'une cubique circulaire circonscrite au triangle de 
référence est 

f(xyz) = ( ux -h vy -4- wz) ( ayz -+- bxz -h cxy) 
-h (ax -j- by -+- cz) (otyz fixz -h ~{xy) = o; 

elle admettra pour point double le centre du cercle 
inscrit au triangle si les équations 

sont satisfaites pour x=y = z= i , ce qui donne, 
en posant a + b -h c — 2p, u -h v -f- w = o-, 

a ar 
a = u 7 

P 

l'équation devient 

( ux -h vy -+- wz) (ayz -+- bxz -4 - cxy) 
-+- (ax -h by -+- CZ) (uyz H - VXZ H - wxy) 

— — (ax -t- by -h cz) (ayz -t- bxz -^-*cxy) = o. 
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Cette équation ne change pas quand on y change y, z, 
i i i en - , - , 
x y z 

Remarque. — Si le point double était le centre d'un 
cercle ex-inscrit, par exemple le point a? = — i , 
y == z — i , l'équation de la courbe serait 

(ax 4- vy 4- wz) (ayz 4- bxz 4- cxy) 
4- (ax 4- by -h cz)( uyz 4- çxz 4- wxy) 

— — (ax 4- by 4- cz) (ayz 4- bxz 4- cxy) = o, 

étant égal à 
— u + P+ .W, 

la conclusion reste par conséquent la même. 
Soit S un point du cercle circonscrit au triangle 

ABC; il résulte immédiatement le théorème précédent 
que l'asymptote de la strophoïde du faisceau considéré 
admettant S comme foyer singulier, est parallèle à la 
direction inverse du point S par rapport au triangle 
ABC. En tenant compte des propriétés énoncées plus 
haut, nous trouvons le théorème suivant : 

Un cercle quelconque passant par le foyer singu-
lier d'une strophoïde coupe la courbe en trois points 
M, N, P, la droite de Simson du foyer singulier 
relative au triangle MNP est perpendiculaire à 

asymptote de la courbe. 

Enveloppe des asymptotes des strophoïdes du 
faisceau. — Soit S le foyer singulier d'une strophoïde 
du faisceau, le point Sf symétrique de Spar rapport au 
point double O est sur l'asymptote de la courbe. 

La perpendiculaire abaissée de S sur la droite de 
Simson de S relative au triangle ABC enveloppe une 
hypocycloïde à trois rebroussements H symétrique de 
l'hypocycloïde enveloppe des droites de Simson de ABC 



( 556 ) 

par rapport au centre du cercle ABC; l'asymptote 
est la parallèle menée par Sr à la perpendiculaire 
menée par S à la droite de Sirnson de S ; elle enveloppe, 
par suite, l'hypocycloïde symétrique de H par rapport 
à O. 

Considérons maintenant une strophoïde de point 
double O, de loyer singulier F, et un cercle quel-
conque passant par F et coupant la courbe aux points 
A, B, C. Il existe une parabole de foyer F inscrite au 
triangle ABC; soit A la tangente commune autre que 
AB, AC, BC à cette parabole et au cercle de centre O 
tangent aux côtés du triangle ABC. Le lieu des foyers 
des coniques inscrites au triangle ABC et tangentes à A 
est une strophoïde, passant par ABC, ayant pour point 
double O et pour foyer singulier F, c'est la strophoïde 
considérée. En tant que lieu de foyers des coniques 
passant par le quadrilatère ABC, A, elle passe par les 
intersections de A avec les côtés du triangle ABC. La 
courbe étant d'autre part analagmatique dans une con-
version triangulaire admettant ABC comme triangle de 
référence, les tangentes à la courbe aux sommets du 
triangle ABC (inverses des droites joignant chaque 
sommet au point d'intersection de la courbe avec le 
côté opposé) rencontreront les côtés BC, CA, AB en 
trois points en ligne droite. Nous pouvons donc énoncer 
le théorème suivant : Un cercle quelconque pas-
sant par le foyer singulier F d'une strophoïde ren-
contre la courbe en trois points A, B, C; les côtés 
BC, CA, AB rencontrent la courbe en a, p, y; les 
points a, ¡3, y sont sur une tangente au cercle ayant 
pour centre le point double de la courbe et tangent 
aux côtés du triangle ABC. Les tangentes à la 
courbe aux sommets A, B, C rencontrent les côtés 
BC, CA, AB en trois points en ligne droite. 
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Généralisation. — Considérons plus généralement 

une cubique circulaire T passant par son foyer singu-
lier (focale de van Rees) et un cercle quelconque pas-
sant par ce foyer singulier F et rencontrant la courbe 
en A, B, C. Il existe une parabole P du foyer F inscrite 
au triangle ABC; soit A une tangente quelconque de P, 
le lieu des foyers des coniques inscrites dans le quadri-
latère ABC, A est une focale passant par A, B, C et 
ayant F comme foyer singulier. Si A varie nous obte-
nons un faisceau linéaire de focales, qui contient visi-
blement la focale T; à T correspond une tangente A, à 
la parabole P. L'asymptote de T est parallèle à l'axe de 
la parabole P, c'est-à-dire à la direction inverse du 
point F par rapport au triangle ABC. Il résulte de tout 
cela que la focale est analagmatique dans une inversion 
triangulaire admettant ABC comme triangle de réfé-
rence et l'on a les théorèmes suivants : 

Un cercle quelconque passant par le foyer singu-
lier F d'une focale de Dan Rees coupe la courbe en 
trois points A, B, C : 

i° Les côtés AB, BC, CA coupent la courbe en 
trois points en ligne droite ; 

2° Les tangentes à la courbe aux sommets A, B, 
C rencontrent les côtés opposés en trois points en 
ligne droite. Ces points sont, par suite, les contacts 
d'une conique tritangente à la courbe; 

3° La droite de Simson du point F relative au 
triangle ABC est perpendiculaire à Vasymptote de 
la courbe ; 

4° La courbe est analagmatique dans une inver-
sion triangulaire admettant ABC comme triangle 
de référence. 

Remarque. — Il est facile de généraliser ces théo-
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rèmes dans le cas d'une cubique quelconque par pro-
jection; la proposition 3° peut, en particulier, s'énoncer 
dans le cas d'une cubique quelconque comme il suit : 

Soit A un point d'une cubique, B, G les contacts 
de deux tangentes à la courbe menées par A; une 
conique passant par ABC coupe la courbe en trois 
points D, E, F qui sont les contacts d'une conique 
tritangente à la cubique. 

CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE 
ET AUX BOURSES DE LICENCE EN 1911. 

Composition de Mathématiques 

(Sc iences . — I ) . 

On considère trois axes rectangulaires Oxyz et 
la surface de révolution, apoelée tore, dont l'équa-
tion est 

l étant un nombre positif et 6 un angle aigu. 
i° On coupe le tore par le plan z~x tangO. Former 

Véquation de la section dans son plan et vérifier que 
cette section se compose de deux circonférences c et y, 
ayant leurs centres sur O y. Les projections de ces 
circonférences sur le plan xO y admettent le point O 
pour foyer. 

On déduit facilement de Ici qu'il existe sur le tore, 
à part les parallèles et les méridiens, deux systèmes 
de circonférences : les circonférences C et les circon-
férences T. Montrer que deux circonférences d'un 
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même système (G ou T) ne se coupent jamais> que 
deux circonférences de systèmes différents (C et Y) 
ont toujours'deux points communs. 

2° Trouver les courbes K qui coupent tous les 
parallèles du tore sous un angle donné V. Construire 
la projection de ces courbes sur le plan xOy, 
d'abord pour V = 9 , puis pour tang V = 2 tang 9. Com-
ment peut-on déduire la seconde courbe de la 
première et, d'une manière plus générale, comment 
peut-on construire point par point les courbes K? 

3° Former Véquation générale des sphères s 
passant par Vune des circonférences C, trouver le 
lieu des centres de ces sphères et montrer que chacune 
d'elles contient aussi une circonférence I\ 

Montrer que toutes les sphères s passant par un 
point a passent aussi par un point associé a!. 

4 ° On donne deux points a et b 11011 situés sur le 
tore; b est différent de a et de son associé a!. Soit C0 

l'une des circonférences C. Par C0 et a passe une 
sphère A0 qui coupe le tore suivant une circonfé-
rence r 0 . Par r 0 et b passe une sphère B0 qui coupe 
le tore suivant une circónférence C1. Par C s e t a p a s s e 
une sphère A, qui coupe le tore suivant une circon-
férence IV Par rj et b passe une sphère B< qui 
coupe le tore suivant une circonférence C2, et ainsi 
de suite. 

On étudiera dans deux cas particuliers à quelle 
condition la suite des circonférences G0, C 0 C2, . . . 
est périodique. 

Supposant d'abord a et b sur Oz, on montrera 
que les centres des sphères A/ et B/ sont alors dans 
deux plans dont on se donnera les équations sous la 
forme 

z = 1 cosÔ tanga, z = / cos8 tangp. 
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Quelle relation doit-il y avoir entre a et [3 pour 

que C0, C,, étant différentes, C„ S O Î V iden-
tique à C0? — Calculer algébriquement le rap-
port u = dans le cas ou n = 10. 

En second lieu, o/i prendra les valeurs suivantes 
pour les coordonnées de a et de b : 

a(x = / cosO cos A, y = / cosô sin A, 3 = 0 ) ; 
b(x — l cos6 cos B, y = / cos6 sin B, z = o). 

Montrer que si C0 identique à G„ pour un 
choix particulier de C0, // en est de même quelle 
que soit G0, et trouver la relation de position entre a 
et b pour laquelle cette circonstance se produit. 

S O L U T I O N P A R M . H . L . 

La surface proposée S est engendrée par les circon-
férences d'équation 

# 2 - { - , 3 2 _ 4 _ /2C 0 S26 =± 2lx 

du plan Oxz en tournant autour de O z. Ces circonfé-
rences ont leurs centres sur Ox à la distance / de O ; 
leur rayon est égal à /sinQ; elles sont vues de l'origine 
sous l'angle 2 9. Le plan z = a?tang8, perpendiculaire au 
plan Oxz, a pour trace sur ce plan une tangente com-
mune intérieure à ces deux circonférences; c'est donc 
un plan bilangent au tore. 

Si l'on rapporte les points de ce plan bilangent P à 
sa trace O? sur le plan Oxz et à l'axe des y et comme 
axes, on a les formules 

¿r = çcosO, y ~ y •> ¿ = £sinO. 

L'équation de la section de S par P, rapportée aux 
axes 0%y, est donc 

(¥-+-y'1 -4- l2 cos*6)2 = 4 l*(Ç2 COS" 0 + / * ) 
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OU 

( £ 2 H- f2 — l* COS» 6 )2 = 4 liyt sin« e , 

— /î cos^e = ± 2 / / s i n 0 . 

La section est donc constituée par deux circonfé-
rences c et y de rayon le t dont les centres sont sur Oy 
à la dislance Zsinô de O. II résulte immédiatement de 
là que c et y se coupent sous l'angle 28, ou, d'une 
façon plus précise, que c et y coupent sous l'angle 8 les 
parallèles passant par les points de tangence de P et 
de S. 

En projection sur Oxy les équations de c et y sont, 
d'après les formules de transformations, 

x2 
z -h r 2 — /2 cos26 —±ily sinO, cos* 0 J J 1 

ou 
— v2 ± 2 / y s i n ô + /2 cos2u 

eos'-O J cos20 J 

= (y tangÔ dt l cosô) 2 . 

Donc le point O est un foyer pour ces projections. 
Faisons tourner le plan P d'un angle quelconque 

autour de O s ; P vient en P n c en c,, y en y,; c{ et 
sont sur le tore S, toutes les circonférences telles que c 1 
forment la famille C, les circonférences telles que y, 
forment la famille T. Quant à P< c'est l'un quelconque 
des plans bitangenls au tore,, c'est-à-dire tangent au 
tore en deux points et deux points seulement. 

Soit M un point du tore; le parallèle contenant M 
coupe P en deux points symétriques par rapport à'Oj; 
et situés sur c et y. Mais OÇ n'est pas un diamètre ni 
de c ni de y; donc l'un de ces deux points m est sur c, 
l'autre ¡JL est sur y. La seule circonférence de C passant 
par M s'obtient donc en effectuant sur c la rotation 
autour de Oz qui amène m en M. De même on trouve 
la seule circonférence de T qui passe par M. Donc : par 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. XI. (Décembre 1911.) 36 
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tout point du tore passe une circonférence de C et 
une seule, une circonférence de F et une seule. Par 
suile deux circonférences d'un même système ne se 
rencontrent jamais, et l'on voit aussi par cela même 
que les deux systèmes sont bien différents. 

Soient maintenant deux circonférences c, et 
respectivement de C et de T. cK rencontre le plan P< 
de y* en deux points qui sont réels, car l'intersection des 
plans de c, et de y* passe par O, point intérieur à c i . 
La section de S par P, se compose de yi e t d'une 
circonférence de la famille C qui, par suite, ne ren-
contre pas ct ; donc les points de rencontre de c{ et 
de P< sont sury4 . Et l'on voit que deux circonférences 
de systèmes différents se coupent toujours en deux 
points réels. 

Cette première partie est connue sous le nom de théorème 
d'Yvon Villarceauon la démontre le plus souvent en remar-
quant que le cercle à l'infini étant courbe double pour S, tout 
plan bitangent à S coupe S suivant une quartique ayant 
quatre points multiples : les points cycliques et les points de 
tangence. Trois de ces points n'étant pas en ligne droite, la 
section se compose de deux coniques, qui sont des cercles puis-
qu'elles passent par les points cycliques. 

Une autre démonstration consiste, appelant U et V les points 
de rencontre des cercles méridiens avec Oz, à faire une inver-
sion de centre U. Le tore devient un cône dont le sommet est 
l'homologue V' de V. P devient une sphère P' bitangente au 
cône et qui, par suite, le coupe suivant deux circonférences de 
systèmes différents et dont les plans ne sont pas perpendi-
culaires à O2. Cë* mode de raisonnement, qui permettrait aussi 
de voir les situations respectives des systèmes G et F et de 
résoudre les deuxième et troisième parties, a l'inconvénient 
d'obliger à raisonner sur des éléments imaginaires assez 
compliqués; par exemple, les circonférences intersections de P 
et du cône sont en même temps des paraboles, elles sont dans 
des plans isotropes. 

Une autre démonstration, moins rapide mais plus instructive, 
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est la suivante : puisque toutes les normales du tore ren-
contrent Oz, toute sphère bitangente à S, sans être tangente 
en plus de deux points à S, est coupée par le plan méridien de 
son centre suivant une circonférence dont O s n'est pas un 
diamètre et qui est tangente aux deux circonférences méri-
diennes; donc la puissance de cette sphère par rapport au 
point O est égale à — l 2 c o s 2 6 , d'après les propriétés connues 
des circonférences tangentes à deux autres. Le lieu des centres 
de ces sphères bitangentes est coupé par un plan méridien 
suivant le lieu des centres des circonférences dont il vient d'être 
parlé et qui sont tangentes à deux, circonférences méridiennes. 
Ce dernier lieu est une hyperbole d'axe non transverse O z, 
donc le lieu des centres des sphères est un hyperboloïde H à 
une nappe et de révolution autour de O z. 

Ceci étant, soit ¿M un point du tore, s le centre de la sphère 
bitangente à S en M et en un autre point M'. Au point M de S 
faisons correspondre le point s de H et à s de H nous faisons 
correspondre M et M'. A une courbe X décrite par s corres-
pondra une ou deux courbes situées sur S et sur l'enveloppe 
des sphères de centre s et de puissance — / 2 c o s 2 6 par rapport 
à O. Or, si X est une droite, toutes les sphères considérées 
passent par un même cercle qui a son centre sur X et dont le 
plan qui passe par O est perpendiculaire à X. Ce cercle est réel 
si X est réelle, car sa puissance par rapport à O est négative. 
C'est ce cercle qui correspondra à la droite X. Or il y a 
sur H deux familles de génératrices, d'où deux familles de 
cercles sur le tore S. 

Je laisse au lecteur le soin de voir que cette transformation 
qui fournit évidemment la solution de la troisième partie, 
donne les relations indiquées par l'énoncé entre les familles G 
et r. 

La proposition est aussi susceptible de diverses démons-
trations élémentaires, en général très artificielles. J 'en indique 
cependant une, qui n'est d'ailleurs qu'une vérification, parce 
qu'elle est en rapport avec le raisonnement fort connu de 
M. Courcelles sur la projection du cercle. 

Soit, dans un plan P, une circonférence c de centre A et de 
rayon / , projetons-la orthogonalement sur le plan xOy. Nous 
supposons que Oy passe par A et que O soit un foyer de la 
projection; de sorte que si 6 est l'angle des deux plans, on a 

OA = / s in6 . 
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Soient M un point de c, m et P ses projections orthogonales 

sur Oxy et sur Oy; soit 01 perpendiculaire sur AM. ( Le lecteur 
est prié de faire la figure.) On a 

. M m . AO 1 0 
s j n " = T ï T T e t = = T Ï T Ï > MP AM MP 

à cause des triangles semblables AOl, AMP; donc JO = Mm. 
Et, par la considération des triangles MIO, MmO on voit 
que IM = Om. C'est le raisonnement de M. de Courcelles. 

Sur O ni portons Ow = OM = / , alors mu> = Aï; donc les 
triangles AOI, M/ww sont égaux et Mu> = /sinO. Donc la 
surface S engendrée parla rotation de c autour de la perpen-
diculaire Oz à Oxy peut aussi être engendrée par la rotation 
autour de Oz d'une circonférence située dans le plan méridien 
Ozm de rayon Mw — I sin 0 et dont le centre w est à la dis-
tance l de 0 . 

On aperçoit aussi en particulier la propriété signalée d'après 
laquelle O est le foyer de la projection de c. La raison profonde 
de ce fait tient à la constitution du tore ou pour mieux dire de 
toute surface de révolution. On voit, en effet, facilement que 
les parallèles de rayon nul des points U et V précédemment 
considérés doivent être compris dans le contour apparent du 
tore en projection sur Oxy. Et c, par exemple, rencontre 
chacun de ces parallèles. 

2. Fixons la position d'un point L M sur le tore par 
les coordonnées polaires p, code sa projection sur Oxy 
et soit s l'arc du méridien qui le contient compté dans 
uu sens fixé à partir de l'un de ses points de rencontre 
avec Oxy ; p et s sont liés par une relation connue. 
L'équation différentielle des courbes demandées est 

ds 
t a n g V = — — • 

p dw 

Si Ton appelle a l'inclinaison du rayon du méridien 
de M avec le plan O x y , on a 

p = / -t- / sinO cos a, ds — I sin 6 

On peut déduire de là une relation différentielle 
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entre a e t w qui s'intègre facilement ; mais il est plus 
rapide de former l'équation entre p et o>. On a 

</p = — / sin6 sin» d% = — sina ds\ 
donc 

\ / sin b / ^ \ d s ) ~ ~ l 

OU 

y = I 

\ / sin 0 / ' \ p tang V db> ) 

Posons u = l'équation devient 
(L=JaY+( d u y=-«» 
\ l sinO / \tangV d u ) 

[ u * iu 1 ! _ . 
tang26 ~~ / sin20 + l* sin^OJ ~ ° ' 

duV o ^ T 
3=) 

( d u V _ / t a n g V y r sin26 / r \ n 
tangO/ [ / « c o s ^ O " VW icos*ft/ \ ¿/to 7 

ftt enfin 
/cos^e . 

:—K— «W , r sinn , tangv r — -1- aw, 

V / 1 - ( ÏIÏÏ5 j 
/cos* 6 . r t a n g V . 1 

= [ H- sinO cos =r w — w0) L 
P L tangO 7J 

Telle est l'équation polaire des projections £K(V) des 
courbes K. demandées. 

Pour V = 8, on reconnaît les ellipses projections 
des circonférences G et T. 

Pour y — on a des courbes que je laisse au 
tang 0 ' ^ J 

lecteur le soin de tracer, et qui se déduisent des 
ellipses (6), en faisant correspondre à chaque point M 
d une telle ellipse le point m ayant même p et ayant 
un angle polaire moitié de celui de M. 

D'une façon générale, si M de coordonnées p* w 
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décrit une courbe X (0), le point M' de coordonnées 

A et B étant deux constantes, décrit une courbe 

La construction des tangentes aux courbes résulte 
de suite de la définition des courbes K. 

Les relations entre les diverses courbes se voient tout 
aussi bien sur l'équation différentielle p tang Vdu> = ds, et 
cela montre qu'elles subsistent sur toute surface de révo-
lution. 

Ainsi, sur une surface de révolution, il suffit de connaître 
une courbe K ( V0), pour une valeur particulière V0 de V, pour 
en déduire sans intégration toutes les courbes K ( V ) . Pour 
traiter géométriquement la deuxième partie, il va suffire de 
prouver que les courbes C et T sont des courbes K (ô). 

On a déjà vu que les cercles G et T coupent sous l'angle 0 
les parallèles lieux des points de tangence des plans bitan-
gents au tore. Soient X l'un de ces parallèles, X' un autre 
parallèle quelconque; soient a et a' les points de rencontre 
de X et X' et d'un même demi-plan méridien. 

Il existe une inversion dont le centre est sur Oz, et qui 
change a en a! ; elle change X en X' et le tore reste inaltéré. 
Elle change donc les circonférences G et T en circonférences 
situées sur le tore, et qui sont des circonférences T et G, car 
considérons, par exemple, la sphère invariable dans l'inver-
sion et qui passe par la circonférence c. Cette sphère ne 
coupe le tore S à distance finie que suivant c, et la circonfé-
rence y' symétrique de c par rapport au plan méridien conte-
nant le centre do« S ; donc cette circonférence y', qui est une 
circonférence T, est l'inverse de c. Par suite, les circon-
férences G et r coupent X et X' sous le même angle 6. 

Cette proposition est aussi susceptible d'une vérification 
très élémentaire. Reprenons les notations employées plus 
haut, et soit MT la tangente en M à c ; T est sur OA ; soit 
TB perpendiculaire sur Ont. 

Utilisant les résultats précédents et les similitudes des 

o/ = A na B, 
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triangles O / n P , OTB et AMT, AJO, MPT, on a 

TB _ OT _ OT AT _ MT 
iixP ~ Om ~~ IM ~~ AM ~ MP ; 

donc les deux triangles rectangles MPm et MTB sont sem-
blables ; l'angle MTB est donc égal à 6, ce qui prouve que c 
coupe, sous l'angle 8, le parallèle du tore S passant par M, 
puisque TB est parallèle à la tangente en M au parallèle du 
tore. 

3. Soit C, l'une des circonférences C ; le lieu des 
centres des sphères passant par Ci est la perpendicu-
laire D au plan de C, en son centre, et le lieu des 
centres des sphères passant par l'une quelconque des 
circonférences C est l'hyperboloïde à une nappe H 
engendré par D en tournant autour des Oz. 

Comme la symétrique d'une circonférence C par 
rapport à un plan méridien est évidemment une cir-
conférence r , H est aussi le lieu des centres des 
sphères contenant une circonférence T ; mais ce sont 
les génératrices de système différent de D qui appa-
raissent maintenant comme lieu des centres des sphères 
passant par une circonférence T déterminée. 

Soit s une sphère passant par la circonférence 
symétrique de par rapport au plan méridien passant 
par le centre de s, est évidemment une circonférence F ; 
donc s contient bien une circonférence T. Les axes 
des circonférences C4 et T{ sont les deux génératrices 
de H passant par le centre de s. Aux points de ren-
contre de G, et F4 , la sphère s est bitangente au 
tore S . 

On pourrait retrouver tout cela par le calcul ; bor-
nons-nous à former l'équation des sphères s. 

Supposons d'abord que C< soit la circonférence 
p. cos2ô — i l y sin6, 

x = % cos8, z = £ sinô. 
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La sphère s aura pour équation 

(1) x2-\-y2 -+- z2 — — ¿2cos28-+- 'AX(Z— x tang6) = o. 

Et si G| est quelconque, on aura l'équation la plus 
générale en faisant tourner les axes d'un angle u> arbi-
traire : 

( 2 ) x2-i-y2-hz2— 2 l sin6 (x sin w -hy cosw) 
— /2cos20 -+- i\ [z — tang 6 (x cosa> y sinO)] = o. 

On retrouve ainsi ce fait déjà vu que ces sphères 5 
ont toutes une puissance égale à — l'1 cos2 6, par rap-
port au point O ; donc celles d'entre elles qui passent 
par un point a passent aussi par le point a\ tranforiné 
de a par l'inversion de centre O et de puissance 
— P cos2 9. 

4. Si a est sur 0,3, a! y est aussi, et le centre de s 
est dans le plan perpendiculaire au milieu de ad] la 
cote de ce centre est — À ; on posera donc 

— X = / cos6 tanga. 

Les coordonnées du centre de s sont : 

v /sinO / si n 0 
A — sinia + w), Y = cos a + w), 

cosa cosa 
Z = / cos0 tanga. 

Le plan méridien de ce centre fait avec Oxz un angle 
. . . . . , . 

— ce plan bissecle intérieurement 

l'angle formé par les deux demi-droites joignant O aux 
centres des circonférences C0 et T0 situées sur s, 
droites qui font avec les angles u et u' ; on a 
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'après la transformation qui permet de passer de (i) 

à (2). 
Donc 

U - h U' ( 1 k - h I ) 7t 
— -h (a ) = £ 7T -h a -f- u, 

2 

u'— U 
= k'iz •+- a. 

Si ut est l'angle relatif à C t , on a de même 

donc Ui ^ U = a — p, à un multiple de t: près. 

Pour que la suite C0 , C t , . . . soit périodique et con-
tienne n circonférences différentes, il est, d'après cela, 

nécessaire et suffisant que a — [3 soit égal à py^, p étant 
un nombre premier avec n. 

En passant aux tangentes, cette relation s'écrit 

tan g a tan g ¡3 = ^ ^ pjz 
i -+- tanga tang^ ° n 

ou 
P TU 

Z ' - Z l a n s — 

COS2 0 ZZ' /cose 

en appelant Z et Z' les cotes des centres des deux sys-
tèmes de sphères. 

On tire de là, en particulier, 

tanga i -h tang - — t a n g a 
Z tanga n 1 

u — 
Z' tang 8 /?7T o r — t a n g -+- tanga 

Z ^ / C O S 8 H - Z T A N G ^ J 

/ €os6 / cose tang ^ ^ -+- z j 
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formule qui donne le rapport des cotes en fonction de 
l'une d'elles. 

Pour que le calcul soit fait algébriquement, il reste 
à calculer t a n p a r "n procédé algébrique, toutes 
les fois que cela est possible. Pour n = i o, on a à calcu-

TC 3 7C 77T Q7T • 1er tang—, tang—, tang-—, t a n g — ; c'est-à-dire les 
° IO ° ÏO n 10 ° IO 

tangentes des arcs x tels que tang 5x soit infinie; les 
valeurs de ces tangentes s'obtiennent en annulant le 
dénominateur de l'expression de lang5# en fonction 
de tangx = t, donc ce sont les racines de l'équation 

I - I O < 2 + 5 Î 4 = o. 

Z' 

La formule donnant y en fonction de Z convient 
en particulier pour trouver les cas où l'un des deux 
systèmes de sphères se réduit au système des plans 
bitangents, comme on le verrait facilement. 

Examinons la seconde hypothèse : s passe par a 
(/cos 9 cos A, l cos 9 sin A, o). 

Portons ces coordonnées dans (2), il vient, en posant 
toujours — \ = l cos 9 tang a, 

tanga = tang (A — u>), a = A — w -h 

Conservant à u et uf les significations indiquées, 
on a 

TZ U -+- II' J . . . . 7T 
u — h uj, = / î u + a - f w — ( 2 /f -h 1 ) h A. 2 2 2 

De même, , 

2 2 

donc, à un multiple de TZ près, 
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Pour que la suile C0 , C4 , . . . soit périodique et con-
tienne n circonférences différentes, il est donc néces-
saire et suffisant que B — A =zp^ p étant premier 
avec n. Cette condition est indépendante du choix 
de C0 . 

Ces questions se traitent facilement par la Géométrie. Les 
sphères 5, passant par un point a , passent par son associé a'\ 
les centres de ces sphères sont donc sur la conique JU section 
de H par le plan perpendiculaire au milieu de aa!. De même, 
les centres des sphères s passant par b sont sur une conique i)l>. 
Désignons par 6, , . . . les centres des sphères s 
nécessaires pour construire la suite C(>, T0, Gj, Tj, . . . . 

La ligne brisée a0b0, ¿>0«i5 b^a^, . . . est formée 
de génératrices de H. Il faut écrire que ce polygone se ferme. 
D'après un théorème de Poncelet, on sait que la condition de 
fermeture ne dépend pas du point de départ mais dépend 
seulement des coniques <Aa et prises sur H. Il est d'ailleurs 
inutile d'invoquer ce théorème. 

Examinons la première hypothèse. Alors A> et iJ!> sont deux 
circonférences ; en projection sur O x y , on a deux circonfé-
rences cil) et ilV, projections de X et de al!), qui admettent O 
pour centre, et les côtés du polygone sont tangents en projec-
tion au cercle de gorge de H. Il suffit donc d'écrire qu'un côté, 
a0b0 par exemple, est en projection vu du centre sous 

l'angle d'où un calcul identique à celui du texte. 

Dans la seconde hypothèse, puisque a est à la distance l cosô 
de O, le point a ' est symétrique de a par rapport à O, et A> 
et lll> sont deux hyperboles méridiennes de H. En projection 
sur Oxy, «JU et l)ï> sont deux diamètres du cercle de gorge, 
l'angle de ces deux diamètres est l'angle aOb, c'est-à-dire 
B — A. En projection, le polygone a^b^a^bx . . . est constitué 
de tangentes au cercle de gorge, et les sommets sont sur deux 
diamètres J l / , oJ!/ de ce cercle. 

Un calcul immédiat, qui est celui qu'on fait pour calculer 
la déviation d'un rayon lumineux après deux réflexions, 
montre que l'angle de a0 bQ et de ai bt est 2 ( B — A) ; pour 
qu'il y ait fermeture du polygone, an étant confondu avec a 0 , 
il faut que 2 n (B — A) soit un multiple de 2 TU. 
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On peut encore, remarquer que les deux cas particuliers 

examinés se ramènent facilement l'un à l'autre ; une inversion 
dont le centre est sur la circonférence A de centre O, de rayon 
le os 0, et située dans O xy, transforme le tore en un tore dont 
le nouvel axe est la droite transformée de A; les parallèles 
de l'un des tores correspondent aux méridiens de l'autre. 

On ramène le cas général, où a et b sont quelconques, à l'un 
011 l'autre des deux cas que l'on vient d'examiner; la figure 
formée par II, Jl>, \i!> est, en effet, toujours la même que dans 
ces cas. à une transformation homographique près. 

On voit ainsi que la condition de périodicité est indépen-
dante du choix de C0, et, en ramenant au second cas particu-
lier examiné, on est conduit à exprimer cette condition de 
fermeture en disant que le rapport anharmonique des plans 
de X et il!> et des plans tangents à H menés par la droite 
commune aux plans de Jl> et \H> est égale à l'une de celles des 
racines n}*mt* Je l'unité, qui sont des racines primitives. 

Si maintenant on utilise le théorème de Poncelet, d'après 
lequel la condition de fermeture d'un polygone formé de 
segments de génératrices d'une quadrique H et inscrit dans la 
courbe commune à M et à une autre quadrique est indépen-
dante du premier élément choisi, on peut encore aller plus loin. 

On peut, en effet, définir la suite G0, IV GH Fj, . . . à partir 
d'une circonférence G0 à l'aide d'une famille algébrique quel-
conque de sphères bitangentes s pourvu que cette famille con-
tienne deux sphères et deux seulement passant par chaque 
circonférence G et par chaque circonférence T. Une telle 
famille de sphères remplacera alors la famille formée à la fois 
par les sphères passant par a et par les sphères passant par b 
que l'on considérait auparavant. 

Pour une telle famille, le lieu des centres des sphères est 
une courbe de II qui a deux points et deux seulement sur 
chaque génératrice de chacun des deux systèmes ; c'est donc 
une biquadratique gauche et le théorème de Poncelet s'ap-
plique ; donc, si la suite G0, T0, Ci, . . ., construite à l'aide de 
cette famille de sphères, est périodique pour un choix parti-
culier de G0, elle l'est quelle que soit G0. 

On pourra prendre, par exemple, pour la famille des 
sphères s, celles qui sont tangentes à une droite, à un plan ou 
à une sphère donnée, et qui font partie de la même famille 
algébrique. 
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Le lecteur pourra rechercher pour ces cas quelles sont les 

conditions de périodicité; il pourra aussi se demander dans 
quelle mesure les résultats obtenus sont applicables au cas 
d'une surface cyclide autre que le tore. 

Composition de Mathématiques 

(Sc iences . - I et I I ) . 

On considère un point matériel M, de masse m, 
sur lequel un centre fixe S exerce une attraction F 
inversement proportionnelle au carré de la distance 

r = SM ( F = — • 

i° Indiquer à. quelles conditions doit satisfaire la 
vitesse initiale pour que la trajectoire de M soit une 
circonférence C; on calculera la durée T d'une 
révolution complète en fonction de la constante k et 
du rayon R de la circonférence C. 

2° Un autre point matériel M', de masse m', décrit 

sous l'action du même centre de forces S [la force 

étant F' = — avec r = SM'^ une parabole P de 

paramètre p. Calculer le temps employé par M' 
pour décrire un arc AB de la parabole ; on se don-
nera les angles a et ¡3 de SA et SB avec l'axe Sx de 
la parabole. 

3° La parabole P et la circonférence 0 étant sup-
posées dans un même plan, à quelle condition se 
coupent-elles en deux points A et B ? Cette condi-
tion étant remplie, calculer le temps T' pendant 
lequel le point M' reste à Vintérieur de C, et étudier 

T' 

la variation du rapport -^r quand le paramètre p 
varie. 
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4° Uorbite de la Terre étant supposée circulaire, 
calculer le nombre maximum de jours durant les-
quels une comète, décrivant une orbite parabolique 
dans le plan de Vorbite terrestre, peut rester à 
Vintérieur de Vorbite terrestre. 

SOLUTION PAR H . L . 

i° La position initiale de M est supposée sur C, 
donc SM = /- = R. La vitesse initiale v doit'etre per-
pendiculaire à SM et telle que 

p2 
R L\ = A 

m i n m 9 R«' ^ i / I " 

Donc la durée T est égale à 

T «= 
2ïïR 2 7iR2 

¿2 

2° Au sommet a de la parabole r = le rayon de 

courbure est égal à p, donc la vitesse v en ce point est 
telle que 

p m' p2 ' 2 V p 

La vitesse aréolaire constante de M' est donc 

- v x — = - \Tkp. 
9. 2 2 v r 

On aura le temps demandé en divisant par cette 
vitesse aréolaire l'aire balayée parSM, laquelle est 

Lf> 
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avec 

P P = cos6 ' 

en supposant S x dirigée vers le sommet X . 
On peut d'ailleurs aussi calculer cette aire comme 

différence des aires des secteurs paraboliques X S B , 
X S A , dont les aires sont fournies par la Géométrie 
élémentaire. L'aire du second est 

| p sin a ^ — p cosa^ -+- ~ p* sina cosa = ~ p sina[?./> — p cosa]; 

dans celte formule, p = - » ce nui permet d'écrire 
7 » i -+- cos a 1 r 

l'aire sous la forme * p sin a (p -+- p). 

3° a étant donné par la formule 

R = — 9 d'où sin a = J p( i R — p) , i H- cosa K v r y r 

on a 

T ' = (^L) x 2 X + sin a = (p-h R ) / 2 R — p ; 
\ 2 / b 3 y// : 

r _ (p-t- R ) ( 2 R—/?)» 
T 3 * R t 

Tous ces calculs supposent p < 2 R ; c'est donc la con-
dition de rencontre du cercle et de la parabole, ce qui 
était évident géométriquement. 

T' 
Quand p varie de o à 2 R , se présente sous la 

forme d'un produit de deux facteurs positifs dont la 
T' 

somme est constante, -y commence donc par croître, 

à partir de pour décroître ensuite jusqu'à zéro ; le 
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maximum a lieu pour 

p -+• R _ i R — p _ 3 R T ^ 2 y/2 
i i 3 ' T = 3tt 

2 i 

4° Dans ce cas, 

T = 365j,25 environ, 

2 \ 2 
T'^ x 365,25 = io9 j,6 environ. 

E R R A T A . 

4e série, t. XT, 1 9 1 1 , p. 4^8, ligne 16, au lieu de : 

Il est facile de montrer que toute solution du système ( 1 ) est 
une solution du problème, 

Lire : 

Il est facile de montrer que le système (1) admet une solution 
du problème. 

Même T o m e , p. 44°> a u 

Nous avons montré que toute solution du système (1) est une 
solution du problème, 

Lire : 

Nous avons montré que le système ( 1 ) admet une solution du 

problème. 
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