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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

[M*5)]
SUR LA QUATRIEME CONGRUENCE DE CUBIQUES GAUCHES
DE M. STUYVAERT;

Par M. Lucien GODEAUX.

Dans de belles recherches de Géométrie, couronnéces
par ’Académie royale de Belgique ('), M. Stuyvaert a
défini six types de congruences linéaires de cubiques
gauches. Ce sont les congruences dont chaque courbe
est représentée par I'évanouissement de la matrice

on(x,2) o1a(x,a) 91a(x,2)

921(Z,2) 9a(z,2) ¢u(z,a)

’

les six fonctions o étant linéaires par rapport aux coor-
données ponctuelles (zy, z,, x;, ;) el par rapport aux
paramélres (o, s, a3).

Parmi ces congruences, les deux premiers types ont
été étudiés par M. Stuyvaert(2); j'ai ensuite établi

(') Cing €tudes de Géometrie analytique (Prix Francois Deruyts,
1906). Gand, Librairie Van Geethem, 1907, p. 94-119 (2° étude).

(*) Une congruence linéaire de cubiques gauches (Bull. de
UAcad. roy. de Belgique, 1907); Deuxiéme congruence linéaire

Ann. de Mathémat., §° série, t. XI. (Janvier 1g11.) 1
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qu’une certaine transformation birationnelle de I’espace
fournit immédiatement la plupart des propriétés des
types I, III et VI(*). Dans la Note suivante, j’établis
une transformation birationnelle de I'espace qui trans-
forme le type IV en une congruence bilinéaire de
droites. La méme transformation fournit de nouveaux
types de congruences linéaires de cubiques que je
signale.

Rappelons avant de commencer les propriétés de la
congruence IV de M. Stuyvaert. Cette congruence est
représentée par la matrice

@y 4+ b+ a3c, a4+ azel, oy ay -+ azch

= o.
aydy—+ % fr 2y dly aydy

Les cubiques qui la forment s’appuient quatre fois
sur la sextique de genre trois

ay a, day 1)‘,-l

/ "
Cr Cp Cg o |l=o,
de dy dv fol

cinq fois sur la cubique gauche

I ! "
la)y o, d

ap o odi | T
et une fois sur la droite
d.=d),= o.
La transformation birationnelle T. — 1. Soient

de cubiques gauches (Rendiconti del Circ. Matem. di Palermo,
1908, t. XXVI).

(') Nouveauzx types de congruences linéaires de cubiques
gauches (Nouv. Ann. de Math., 4° série, t. IX); Sur la siziéme
congruence de cubiques gauches de M. Stuyvaert (Bull. de
UAcad. roy. de Belgique, 1909).
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C? une sextique gauche de genre trois et (3 une cubique
gauche dont les équations sont respectivement

ay, by c,p dp
’ ! ! 4
(G}) ay by cp dy||=o,
al, b0, cy d
ay ai, aly

(Ga) be by

La courbe C; s’appuie donc en huit points sur C3(*).

Il y a une infinité de surfaces cubiques F, formant
un faisceau, qui passent par les courbes G et Cy; elles
ont pour équalion

o 0 A A
ax by cp dp
ay by ¢, d

dy by oy dy

= 0,

Ay et ), étant des paramétres variables.

Désignons par Oy, Oy, O;, O, les sommets du té-
traé¢dre fondamental.

Etablissons une homographie H entre les surfaces F
et les plans passant par la droite d =0, O;. Nous pren-
drons pour 'équation du plan correspondant 4 la sur-

, M
face F donnée par le rapport w

)q Ji— )\2)’(, = 0.

Une bisécante de la cubique C4 peut étre représentée
par les équations
par+ pay+ pay=o,

(1)
wby 4+ Wby + b= o.

(1) STuYVAERT, loc. cit. (Etude I, p. 27).
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Si nous écrivons les relations

N

—_— 3_-

Y2
B

=
w3

elles feront correspondre 4 la droite unissant le point
P(y4, %2, 3, ¥4) au point Oy, la bisécante de C; re-
présentée par les équations (1), el réciproquement.
Nous aurons ainsi une correspondance birationnelle K
entre la gerbe de sommet O, et la congruence des
bisécantles de C;.

La correspondance K est telle qu’au plan

Ve Ya+ V3 Y3+ 9V, ), =0
correspond la quadrique

[} V3 V4
Cot " .
a,y a, ay|=o.

b O bl

En général, & un céne d’ordre n et de sommet O,,
la transformation K fait correspondre une surface
d’ordre 2n passant n fois par Gy, et réciproque-
ment. .

2. A laide de I'homographie H et de la transforma-
tion K, nous pouvons établir une correspondance bi-
rationnelle T entre les points (z) et (y) de Pespace.
Remarquons pour cela qu’une corde de C, rencontre
une surface F en trois points dont deux sont sur Cs;
les coordonnées du troisiéme point peuvent donc s’écrire
en fonctions rationnelles des coefficients de I'équation
de F.

Sotent P(z,, 23, z3, ;) et Q (1, ¥2, 73, ¥s) deux

points de I'espace. Nous dirons que ces points se cor-
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respondent par T si les conditions suivantes sont véri-
fiées :

a. L’homographie H fait correspondre le plan Q0,0 3
et la surface F passant par P.

b. La droite QO et la corde de C; issue de P se cor-
respondent dans la transformation K.

Une telle transformation T est évidemment biration-
tionnelle.

p étant un facteur de proportionnalité et les déter-
minants cubiques élant dénotés par leur premiére ligne,
les coordonnées de Q s’exprimeront au moyen de celles
de P par les formules

pyi=| ar bz d.|(a.b,— ayby),
p¥e=| ar by cr|(ayby—aybl),
p¥s=1| ar by cx |(apb,— aybdy),
pY= l ar by cp '(a:tb.lz‘— ayzby).

Dans la suite, nous désignerons par 3, Z, les es-
paces lieux des points respectivement de coordonnées

(z1, 9, T3, Z4), (y.,ya,ys,)u)-
La transformation T mute un plan de 2, d’équation

Uy Y1+ UgYa—+ Us Y3+ UYL= O,

en une surface du cinquiéme ordre dont 'équalion
peut s’écrire

o o Uy Uy Uz u,
ay ay ay ay dy al
(l) ' U ’ " = 0.
be b, b, || 6. 0L b,
( a: by cx l t az; by dx l

La derniére ligne s’annule pour les points de la
courbe C}, donc la surface passe par cette courbe.
Tous les termes du déterminant précédent s’annulent
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pour les points de C,, donc cette courbe est double
pour la sarface (1). Enfin, si 'on introduit 'hypothése

ar b, cx
=0,

(CYy)

ay by ¢

les termes de la premiére colonne sont nuls, donc la
surface (1) passe simplement par la cubique gauche C;.

Les équations des courbes Ci, C; et C; ne dépendant
pas des coefficients u,, u,, us, 4, on peut énoncer le
théoréme suivant :

Les plans de 2, se transforment en des surfaces
du cinquieme ordre passant simplement par les deu.x
courbes C, C. et doublement par la cubique C,.

Les trois courbes G2, C; et C} sont évidemment sin-
gulicres pour la transformation T'; nous allons voir que
cc sont les seules dans 'espace Z,. Pour cela, il nous
suffira de démontrer que I'intersection de deux surfaces
telles que (1) se compose de ces courbes et d’une
courbe variable du quatriéme ordre, ou encore que la
courbe de Z, correspondant & une droite de X,, est du
quatriéme ordre.

La courbe correspondant ala droite

iy=o, vy=o0
est représentée par

o o Uy uz u,
ar ap ay||az ap ay

by b, b || 6. &, &,

(2) o o v ve P3O, =o.
ary a, ay ay a, aj

br B B ||bs b, B

| az by cz || az ba dxl
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Cetle matrice s'annule pour les points d’une courbe
du seiziéme ordre. Mais C3 annule tous les termes de (2)
et G} tous les termes de la premiére colonne; par suite
la courbe du seiziéme ordre se décompose en trois
fois Cj, une fois G et en une courbe d’ordre quatre
mobile.

A une droite de I, correspond une courbe du qua-
tricme ordre.
Les seules lignes singulicres de Z, sont C3, Cs

!/
et Cj.

3. Recherchons quels lieux engendrent les points
de Z; qui correspondent aux points singuliers de Z,.

A un point P de C} correspondent évidemment tous
les points d’une droite passant par O, et que la trans-
formation K fait correspondre a la corde de G, issue
de P. Le lieu de teiles cordes esl une surface d’ordre
huit passant quatre fois par C;; par suite la transfor-
mation K la mute en un cone du quatriéme ordre de
sommet O, et la surface correspondant a C? est déter-
minée. On peut affirmer que ce cone est dépourvu de
singularités, car il est de genre trois, ses génératrices
étant en correspondance birationnelle avec les points

de C.

La surface [ C}] lieu des points de T, qui se trans-
Jorment en des points de C est un céne du quatriéme
ordre de sommet O,.

Soit [ C;] le lieu des points de ¥; qui correspondent
aux points de Cy. Pour que le transformé d’un point
Q de 2, soit sur Cg, 1l faut et il suffit que. la surface
cubique F correspondante au plan 0,0;Q et lacorde
de G; correspondante a la droite O,Q, se touchent.
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(Le point de contact, qui correspond a Q, est en effet
nécessairement sur G;.)

Le lieu des cordes de C, qui touchent une surface I
(nécessairement le long de C;) est une surface d’ordre
dix passant cinq fois par C,; la transformation K la
mute donc en un cbéne d’ordre cinq de sommet O,.
L’homographie H fait correspondre 4 la surface F con-
sidérée, un plan passant par O,O; et ce plan rencontre
donc [C;] en une courbe du cinquiéme ordre. D’autre
part, on constale aisément (ue par un point de 0,0,
passent deux pareilles courbes, donc la surface [C,]
passe doublement par cette droite et est d’ordre sept.
Enfin, une droite issue de O, rencontre encore la sur-
face [G;] en deux points, donc O, est un point quin-
tuple.

La surface [Cy ], liew des points auzxquels corres-
pondent des points de Gy, est d’ordre sept, passe dou-
blement par la droite 0,0,, et posséde un point
quintuple O,.

1l est facile de montrer qu’a un point de C; corres-
pondent les points d’une conique de la surface [Cy].
Considérons un point P de Cy; au coéne projetant G,
de P, la transformation K fait correspondre un plan =
passant par O,. Une surface cubique F est tangeate
en P a chaque génératrice du coéne, et inversement
une seule génératrice touche une surface I en P; par
suite, si nous considérons dans = les faisceaux droites
dontles sommels sont O, et le point de rencontre de =
avec 0,03, ils sont homographiques et le lieu des in-
tersections des rayons correspondants est la conique
transformée du point P.

Soit enfin | C,] la surface transformée de C, nous
allons voir qu’elle coincide avec le plan O, 0,0;. A ce
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plan, la transformation K fait correspondre la qua-

drique

ayb,—alby=o,

et 'homographie H, la surface cubique

larx by cx|=o0.

Ces deux surfaces se rencontrent en deux courbes
Cs, C,. Inversement, & un point de C; correspond une
droite du plan O, 0,0, passant par O,, par suite.

La surface [C,), lieu des points de T, auxquels
correspondent des points de C, coincide avec le
plan 0,0,0;,.

Une droite de 2, rencontre les surfaces [C}], [Cs]
et [C,] respectivement en qualre, sept et un point; on
en conclut que :

Auzx droites de 2, correspondent des courbes du
quatriéme ordre s’appuyant quatre fois sur G,
L . ,
sept fois sur C; et une fors sur C.

4. Soit = un plan de Z,; d’aprés la théorie des
transformations birationnelles, on sait déja qu’il lui
correspond dans Z; une surface du quatriéme ordre.
Nous allons voir que cette surface passe par la droite
0,0, et est un monoide dont le sommet est en O,.

Soit 7' un plan passant par 050j3. Il lui correspond
par H une surface cubique F. Les cordes de C; qui
s’appuient sur linlersection de cette surface avec le
plan = forment une surface d’ordre six passant trois
fois par C;. La transformation K mute cette surface en
un céne cubique de sommet O, et = rencontre donc la
surface du quatriéme ordre transformée de = en une
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cubique, done cette surface passe simplement par la
droite 0, 0;.

A une droite issue de O,, K fait correspondre une
corde de C,. Par le point d’intersection de celle-ci
avec m, passe une surface F. Le plan correspondant a
cette surface dans '’homographie H marque un seul
pointde la transformée de w; par suite cette transformée
a un point triple en O,.

A une droite de I, correspond dans X, une courbe
du cinquié¢me ovdre. Deux surfaces du quatriéme ordre,
transformées de deux plans de ¥, ont donc en commun,
outre d, une courbe variable d’ordre cinq et une
courbe C,, d’ordre dix.

Auz plans de 2, correspondent des monoides du
quatriécme ordre dont le point multiple est en O, et
qui passent par la droite 0,0, et par la courbe C,.

La transformation T posséde dans Z, un point
singulier isolé, une droite et une courbe d’ordre dix
singulicres.

5. Désignons par [0, ], [0.05], [C,] les surfaces
de 2, dont les points correspondent respectivement au
point O, et aux points des courbes 0,03, Cy,.

On arrive aisément aux théorémes suivants :

La surface [ O] lieu des points de 2, correspon-
dants @ O, est la surface cubique que homogra-
phie H fait correspondre au plan 0,0,0;.

Lasurface[0204] lieu des points de X, correspond
a ceux de 0,0, est la quadrique transformée du
plan 0,0,0; au moyen de la transformation K.

Passons a la recherche de la surface [C,,].
Sur une surface cubique F, passant par C? et Cs, il
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se trouve six cordes de C;. A tous les points d’une de
ces cordes, correspond un méme point unique de Z,.
Recherchons le lieu C de ce point.

Le lieu des cordes de C; appartenant & une surface F,
est une surface S du huitiéme ordre. Considérons en
effet un plan =, une droite z extérieure a ce plan et
ne rencontrant pas C; et deux ponctuelles (X,), (X;)
de support z. Par un point X, passe une corde de Cs;
par le point ol cette corde rencontre r passe une sur-
face F qui marque sur z trois points X,. Inversement,
a un point X, correspondent six points X,. Une coin-
cidence des points X,, X, est généralement un point
de la surface S; il y a une exception pour le point
commun au plan = et & la droite 2z, qui absorbe une
coincidence. D’aprés le principe de Chasles, S est
donc g — 1 = 8. Cette surface contient C] el a été ren-
contrée plus haut.

La transformation K mute S en un coéne [C}] du
quatriéme ordre de sommet O,. La courbe C se trouve
évidemment sur ce cone. Un plan passant par O, con-
tient quatre génératrices de [Cj]; chacune d’elles
contient, en dehors de O,, un et un seul point de C.
Sur la surface [ O, ], se trouvent six cordes de C;, donc
C passe six fois par O, et celte courbe est du dixiéme
ordre; par suite elle coincide avec Co. Un plan pas-
sant par O,0, contient six points de C,, en dehors
de O,0;, donc cette droite est une quadrisécante.

La courbe singuli¢re C,, a un point sextuple en
O, et sappuie quatre fois sur la droite 0,0,.

La surface [C,,] lieu des points de £, correspon-
dant auzx points de C,, est du huitiéme ordre, passe
quatre fois par Cy et une fois par Cj.

Une droite de Z, rencontre [O,], [0205], [Cio]
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respectivement en trois, deux et huit points; donc :

Aux droites de X, correspondent des courbes du
cinquiéme ordre s’appuyant deuz fois sur 0,0s;
huit fois sur Cy, et ayant un point triple en Oy.

On remarquera que G,, fait partie de I'intersection
de [C;] et de [Cy], d’aprés la théorie des transforma-
tions birationnelles. On vérifiera alors aisément que
[C;] passe doublement par C,,, car une droite issue
de O, et s’appuyant sur C,, ne rencontre [C;] qu'en
deux points distincts.

Congruences linéaires de cubiques gauches. —
6. La transformation T mute une droite @ de X, s’ap-
puyant sur la droite O, O3, en une courbe du quatrieme
ordre qui dégénére en une cubique gauche vy et une
bisécante @’ de C,.

Si P est le point d’appui de a sur O, O3, la droite o'
correspond, par la transformation K, 4 la droite PO, ;
celte droite @' se trouve donc sur la quadrique

ayby—aybr=o,

et s’appuie ainsi en un point sur Cj. En utilisant un
théoréme précédent, nous pouvons énoncer celui-ci :

A une droite de 3, s’appuyant sur la droite 0,0,
correspond dans T, une cubigue gauche s’appuyant
en quatre points sur C? et en cing points sur C,.

Supposons que la droite @ appartiennent a une con-
gruence linéaire G (O, O; étant naturellement singu-
liére pour cette congruence). Les cubiques y corres-
pondantes formeront évidemment une congruence T
dont l'ordre est égal a l'unité, car si par un point P
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de X, passaient plusieurs courbes de T', par le point
de 3, correspondant a P passeraient plusieurs droites
de G, ce qui n’a généralement pas lieu.

La classe de T est, comme on sait, le nombre de ses
courbes y s’appuyant en deux points sur une droite.
En transformant au moyen de T, on voit que la classe
de T est le nombre de droites de G s’appuyant en deux
points sur une courbe d’ordre cinq possédant un point
triple en O, et deux points simples sur O, Oj.

Nous examinerons les différents cas qui peuvent se
présenter pour les congruences T'.

7. Prenons pour G la congruence formée par les
droites s’appuyant sur O,O; et sur une courbe D,
d’ordre n, s’appuyant n— 1 fois sur 0,0; m fois
sur G, (') et enfin passant m, fois par O, (m, étant
égal a zéro ou un).

La transformée de D, débarrassée des composantes
provenant des points communs & D et aux éléments
singuliers de T dans Z,, est une courbe A d’ordre
3n—m—+41—3m,. La congruence I' est donc le lieu
des cubiques gauches y s’appuyant en un point sur A.

La courbe A s’appuie sur G}, C;, G| respectivement
en 4(n—my)—m, dn—om—+2—5m,;, 1—m,
points ; ces points d’appui sont fournis par les inter-
sections de D avec les surfaces [C3], [Cy], [C}] en
dehors des points singuliers de T dans Z,.

Passons a la recherche de la classe de I'. Les bisé-
cantes d’une courbe du cinquiéme ordre transformée
d’une droite de 2,, s'appuyant sur 0,0, forment une
surface d’ordre cing passant deux fois par 0,0; et
ayant un point triple en O,. Cela étant, d’aprés la

(') En dehors de O,.
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remarque faite tantét, la classe de I' sera le nombre des
points d'intersection de D avec cette surface, en dehors
de 0,0; et de O, ; c’est-a-dire 3n 42 — 3 m,.

Selon que m prendra les valeurs o ou 1, nous obtien-
drons deux congruences T, I'; dont nous résumerons
les propriétés dans les tableaux a double entrée sui-
vants (le nombre placé a4 l'intersection d’une ligne et
d’une colonne fournit le nombre de points communs
aux deux courbes de téte) :

[0 C; C! A
C 8 8 fn—m
C, 8 5 Sn—am-+2
C} 8 5 1
A bn—m |5n—2m-2 1
Y 4 5 o "x

(ry) (classe = 3n + 2).

(o} C, A Y
C3 8 bn—m—4 4
C, 8 5n—2m——3; 5
A fn—m—4l5n—2m+3 1
Y 4 5 1

(ry) (classe = 3n—1).

On voit que la congruence IV de M. Stuyvaert s'ob-
tient pour n==1, m =o0; car A devient alors une bisé-
cante de C;.

La transformation T mute les cubiques de la
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congruence IV de M. Stuyvaert en les droites d'une
congruence bilinéaire.

8. La congruence G peut étre formée par des fais-
ceaux de rayons dont les plans passent par 0,0, et
dont les sommets sont sur cette droite, un point de
0,0; élant le sommet de n faisceaux et un plan par
0,0, conlenant un seul faisceau.

Les cubiques de la congruence I' correspondante se
distribuent par faisceaux sur les surfaces du troisieme
ordre F passant par G} et C,, une surface contenant
un seul faisceau.

Le centre d’un faisceau de rayons de G, étant sur
0,03, est transformé en une droite de la quadrique
[0:03], dont équation est

ayb,— a,by=o.

Une telle droite est donc rencontrée par les cubiques
de n faisceaux de I'. Une surface F' ne contenant qu'un
seul de ces faisceaux et toutes les surfaces F ne conte-
nant pas les génératrices de [ 0,04 ], les cubiques d'un
faisceau de T' passent par un méme point de la généra-
trice correspondante de la quadrique [ 0,0,].

Pour chercher la classe de ', considérons la surface
S; lieu des bisécantes de la transformée d’une droite
de Z,, s'appuyant sur O,03; cette droite est double
pour S;. Soient (X,), (X;) deux ponctuelles situées
sur O, 0;. Par un point X, menons les deux généra-
trices de Sy, les plans passant par O, 0, et contenant
ces génératrices contiennent chacun un faisceau de
droites de G; les sommets de ces faisceaux marquent
sur O, 0; deux points X,. Inversement, 3 un point X,
correspondent 3 n points X,. D’aprés le principe de
Chasles, il y a 3n+ 2 coincidences et T est de classe
3 n+-2 d’aprés la remarque faite plus haat.
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Si lon établit une correspondance (n, 1) entre les
surfaces cubiques F passant par G}, C; et les géné-
ratrices bisécantes de Cy de la quadrique

! !
arby—arbr=o,

la cubique gauche s'appuyant quatre fois sur G,
cing fois sur Cgy et une fois sur la génératrice de la
quadrique correspondant & la surfaceF sur laguelle
cette cubique se trouve, engendre une congruenceT'y
d’ordre un et de classe 3n—+ 2.

9. A une droite de I, correspond une courbe d’ordre
cing; & an point de C} correspond une droite passant
par O, et s’appuyant sur O,O,. On en conclut qu’a
une bisécante de C) correspond dans X, une courbe
d’ordre cinq dégénérée en deux droites passant par O,
et situées dans le plan O, O, 0;, et une cubique gauche y
passant par O, el s’appuyant encore huit fois sur Gy,.
Les bisécantes de C| forment une congruence linéaire,
par suite les courbes v’ forment une congruence
lindaire T,.

Par un raisonnement employé plus haut, on verra
que la classe de T, est le nombre de bisécantes de C;
s’appuyant en deux points sur la transformée d’une
droite de 2,. Une telle courbe est d’ordre quatre et
s'appuie une fois sur C}; par suite la classe cherchée
est égale & quinze.

Les cubiques s’appuyant en huit points sur une
courbe du dixiéme ordre et passant par un point
sextuple de cette courbe, forment une congruenceT,
d’ordre un et de classe quinze.

10. Prenons pour C} et C; les équations employées
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par M. Stuyvaert et rappelées dans l'introduction de
ce travail, c’est-a-dire

vl
ay a, ay, by
(C¥) ¢y ¢ ¢ o |l=o,
"
de dy dy fx

a, ¢, d
(Cy) B S ll=o.

ay ¢y dy

La cubique C) a maintenant pour équations

1 "
c a, ay by _
( 3) ’ ” = 0,
¢y % o

et dégénére donc en une droite et une conique.
Les équations de la transformation T deviennent

VERNERNERD £
r " ! "
ay a, a’ , , a, ay by @
_ ' " A, Cy |, , " Cy x
= ey o o o o | ¢, ¢ o o
, " x Cp , " x x
d, d, d d, d) fx
! " Ii "
a, a, by ‘ d , al, a, b, C
N y x Qx| | " a,; Cp .
¢, ¢\ o a o | o o o I
d d' x x 4. d x x©
£ x fz‘ x £ fI

Cette transformation fait correspondre aux cubiques
gauches de la congruence de M. Stuyvaert les droites
s’appuyant sur les droites

Ya2=Yi=0, Y2=Y3=0.

On raménera par la transformation T toute propriété
d’une congruence bilinéaire de droites & une propriété
de la congruence de cubiques.

Ann. de Mathémat., }° série, t. XI. (Janvier 1g11.) 2
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[D4c]

SUR LE DEVELOPPEMENT DE TAYLOR
D'UNE FONCTION MEROMORPHE;

Par M. G. VALIRON.

M. Borel a démontré Ja proposition suivante :
Une fonction méromorphe, dans tout le plan, ne peut
étre représentée par une série

@
ap,
=& pn
b,
1

ou a, et b, sont des entiers et on C/I—I;:] reste fini
lorsque [b,| ne renferme pas de facteurs premiers dont
le module soit infini avec n, & moins qu’elle ne se
réduise a une fraction rationnelle & coefficients en-
tiers (*).

On peut, dans une certaine mesure, étendre le théo-
réme au cas ou le dénominateur contient des facteurs
premiers qui deviennent infinis avec 2. On a le résultat
suivant,

La série

«©

R G
1

ou a, el b, sont des entiers réels ou complexes, |b,|
satisfaisant aux conditions précédentes et ou les p

(1) Voir BoreL, Bulletin des Sciences Mathématiques, 18y}, ct
Lecons sur les fonctions meéromorphes, p. 37. — HapaMaRD, La
série de Taylor et son prolongement analytique, p. 97.
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nombres A, ...kp sont eutiers et réels, ne peut repré-
senter une fonction méromorphe dans tout le plan.
(Lorsque certains des nombres £; sont négatifs les
coefficients ne sont de la forme indiquée qu’a partir
d’une certaine valeur de n). '
Posons

©

f(”)=2—_“ﬂ;"

’P
1 b,,l—[(n &)
1

Si f(x)est une fonction méromorphe il en est de méme
de la fonction

o

Si(x) =z fa) :2

)
P

! 1)" I I(IZ -l—‘/(,')
1

et par conséquent de sa dérivée

a,z+hy

a, xt+ky—1

Salw) = file) =y —

p—1 ’
'op, II()L —+ k)
1

cette dérivée est de la méme forme que f(z) avec un
terme de noins en dénominateur. (Il est nécessaire,
lorsque &, est négatif, de supprimer un certain nombre
de termes qui conliennent des puissances négalives
de z).

Ep opérant de méme avec f; (z) et ainsi de suite on
arrivera & la fonction

an{,,-u+l.‘,+...+/r’,—p

lei(w)=2 on )

1

qui devra étre une fonclion méromorphe. Mais ce ne
peut étre qu’une fraction rationnelle  coefficients en-
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tiers d’aprés le théoréme de M. Borel. La fonction f(x)
et toules les fonctions intermédiaires sont donc aussi
des fractions rationnelles puisqu’elles ont les mémes
poles que fop().

Mais on sait que lorsque la fonction primitive d’une
fraction rationnelle est une fraction rationnelle, on
Pobtient par des opérations rationnelles, donc en re-
montant de proche en proche la suite des fonctions
Jap_i(Z), ..., f(x), on voit que toules ces fonctions
sont des fonctions rationnelles & coefficients entiers.

Finalement hypothése que f(x) est méronvorphe
dans tout le plan conduit a la conclusion que c’est une
fraction rationnelle a coefficients entiers, ce qui est
impossible, car le développement en séric d’une telle
fonction est de la forme

o
A
—_—h
25
1

ib,,l satisfaisant 4 la condition énoncée. Par conséquent
le développement

@
[ a,xn
»

o o ko
1

>

ne peut pas représenter une fonction méromorphe dans
tout le plan.
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AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES
(GONCOURS DE 1910).

GOMPOSITION
SUR LE CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL (').

SoLution AR M. TURRIERE.

On considére la famille de quadriques (Q)

ax?+ by?-- ¢32= const.,

«, b, ¢ élant des nombres distincts donnés (2), les axes
coordonnés étant rectangulaires. Les courbes (v)
trajectoires orthogonales de ces quadriques sont les
intégrales du systéme

dr dy d
by ¢z’
et leurs équations sont
r = zyle, ¥ =yotb, 3 = 3o ¢,

Zo, Vo, 5o étant des constantes et ¢ étant un paramétre;

pour simplifier les calculs, je poserai ¢ = e* et prendrai
pour équations des courbes () :

1) z =moe,  y =yoeb, 3 = Zget.

(*) Voir I’énoncé page 403 des Nouvelles Annales de 1g10.
(*) Sauf avis contraire, je ne fais aucune restriction relativement
aux signes dea, b, c.
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Les surfaces (S) trajectoires orthogonales des qua-
driques (Q) sont intégrales de I'équation linéaire
aux dérivées partielles du premier ordre

(E) azrp +~byg=cs;

les caractéristiques de cetle équation sont les courbes (y).
Pour définir I'intégrale générale (S), il suffit de se
donner une courbe distincte d’une caractéristique

z=20(0), y=y(v), -3=23z(v),

et de résoudre le probléme de Cauchy pour cette
courbe imposée; on est ainsi conduit aux équations
paramétriques suivantes de l'intégrale générale (S) :

x = xy(v)ean, ¥ =yo(v)edn, 3= z¢(v)ecs;

la courbe imposée est la courbe = o0; les caracté-
ristiques sont les courbes coordonnées v = const.
Il résulte de ces équations que I’équation générale

des surfaces (S) s'obtient en égalant a zéro une
1 1

1
Sfonction homogéne quelconque de z°, y°, z° (1).
Comme exemples remarquables, je citerai des
surfaces d’équation
m n y

Ar® By? - Cz" = o,

A, B, G, m étant des constantes quelconques. Plus
particuliérement encore, pour A =o, B=o, C=o,
on obtient trois familles de cvlindres.

(') Dans toutes les questions concernant les trajectoires ortho-
gonales de surfaces, il y a lieu de chercher s’il existe un systéme
triple-orthogonal constitué par ces surfaces ct deux familles de
surfaces trajectoires, et il y a le plus grand intérét & mettre ce
systéme en évidence. Dans le cas actuel de quadriques (Q) concen-
triques et homothétiques, il n’existe pas de tel systéme, confor-
mément d’ailleurs au théoréme de M. Maurice Lévy,
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Comme autre exemple, je citerai les surfaces

a By
27y? z° = const.,

a, B, 7 élant trois constantes assujetties a la condition
a+B4+y=o.
Ces surfaces ventrent dans le type des surfaces
) yd 3V = const.,

qui furent étudiées par Lie et par Klein. Pour a« =o,
=0,y = 0, ona trois familles de cylindres identiques
aux précédentes.

I. Nous avons trouvé les équations
(S‘) x = xoean, ¥ .:),oelm’ 5 = gyecw,

pour représenter les surfaces (S): zq, ¥4, 3¢ sont trois
fonctions arbitraires d’un parameétre ¢. Ce sont bien la
des expressions de la forme spécifiée dans 'énoncé.

Déterminons les asymplotiques de cette surface (S).
Les déterminants D, D', D" de Gauss (notations de
M. Darboux) ont pour expressions

D = Djela+btein, D' = ])/l e(a—&-h—rc}u7 D"= D"' ela+b+cu,
en désignant par D,, D', D’ trois fonctions de ¢ seul:

atry by, ¢z,

Di=| axy by, c3zy [|=Zbe(b— c)xyq3,,
o ye &
azry byy c3

Di=| axy, by, cz |=Za(c—b)zyy,3,,

=
Il
2
3

by, c¢zy |= 2“”3(1’703/‘)_030.}"0);
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Z,, vy, 5, 2o, ¥, 5, désignent les dérivées des trois
gy ¥ Tor Tgr Vs 5y désignent les
fonctions z,, ¥, 2, de la variable ¢.

De la circonstance remarquable que D, D', D" sont
proportionnels & trois fonctions de ¢ seul, il résulte que
les asymptotiques sont déterminables par quadratures.
Leur équation différcntielle étant

D; du? -+ 2D} du dv =~ D'} dv2= o,

les deux familles d’asymptotiques sont représentées par
I'équation

D . v D?—D,D)
u—+-.[ird¢ - ef—T

dv = const.,
ot ’on fait successivement e=1 et ¢=— 1. L'en-
semble'des asymptotiques dépend donc de deux qua-
dratures.

Ce résultat de pur calcul tient & une propriété pro-
jective de toute surface (S) d’étre invariante dans la
transformation homographique particuliére

xr=p2X, y=2"Y, 3= oL,
dépendant du paramétre o ().
II. Pour que la courbe imposée u = o soit asympto-

tique de (S), 1l faut et il suffit que D” et, par consé-
quent, I} soient nuls.

Par le fait que la courbe imposée est asympto-
tique, toutes les courbes u = const. sont des asymp-
totiques.

(') On remarquera l'analogie d’équation et de génération des
surfaces (S) et des cones ayant lorigine des coordonnées pour
sommet; la transformation homographique précédente est analogue
a 'homothétie ayant ce point pour pdle.
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La condilion trouvée exprime que la courbe imposée
jouit de la propriété géométrique suivante: En tout
point M de cette courbe, le rayon vecteur OM et la
binormale sont conjugués en direction pm rapporl a
toute quadrique (Q).

Cette relation est une sorte d’équation de Monge-
Pfaff du second ordre ; sur une surface quelconque de
I'espace, elle se réduit a une équation différentielle du
second ordre; pav suite, sur loute surface, il ¥y a au
moins une intégrale de cette équation, distincte d’une
caractéristique de (E). On ne diminue donc pas la
généralité du probléeme de Cauchy, en le résolvant
pour la courbe intégrale générale de cette relation
D', =o; cn d’autres termes, si 'on résout le probléme
de Cauchy pour la courbe la plus générale qui satisfait
a cetle relation, on aura 'intégrale générale (S) de (E).
On connaitra alors une famille d’asymptotiques

u = const.;

autre famille sera définie par une équation réductible
a une quadrature

’

du=-—2 D_,([v

Or, pour trouver toutes les courbes qui satisfont a la
relation D', = o, il suffit de considérer une solution de
chacune des trois équations différentielles linéaires du
second ordre

ry = La,+ Maz,,

Yo=Lyy+ Mby,,

3y = Lz}, +~ Mcaz,,

dans lesquelles L et M sont deax fonctions arbitraires
de v : sizg, ¥, 30 sont trois solutions, la courbe, lieu

du point (zy, 3%, 2,) lorsque ¢ varie, est une courbe
pour laquelle D est nul.
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Considérons I'une de ces trois équations analogues;
soit
7'y = Lz, + Mawz,;

en posant (2 étant une constante arbitraire)

{l‘/-viflv
Ty= e ,

cette équation homogeéne se transforme en une équa-
tion de Riccati

=M+ LV, — @&1.

Une telle équation n’est pasintégrable, en général, mais
on peut profiter du fait que L. et M sont deux fonctions
arbitraires de ¢ pour se donner a priori deux intégrales
de cette équation de Riccati : I'intégrale générale s’ob-
tient alors par une quadrature.

Passons maintenant & 1'étade de I'enveloppe des
asymptotiques. Considérons une surface (S) et une
asymptotique distincte d'une caractéristique de I'équa-
tion (E): imposons celte asymptlotique comme courbe
u = const.; toutles les courbes u = const. sont alors
des asymptotiques d’une méme famille. En excluant des
surfaces particuliéres sur lesquelles nous reviendrons
au 3°, les asymptoliques d’une famille peuvent donc
étre représentées par I’équation u = const. : ce sont les
courbes

— wo(")‘PGU’ ,7:)’0(9)?[)”; 5 = 50(")90"7

correspondant aux diverses valeurs de «. Supposons
que ces courbes aient une enveloppe; cette enveloppe
sera une courbe d’équations

z=o0(u), y=yxu), z3=4yu);

il doit exister une fonction ¢ de « rendant compatibles
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les équations

zo(v)ert = ¢(u), Yo(v)ebt =y (u), zo(v)ect =Y (u),
, do

Ty o =g¢'(u)e et —aop(u)e-au, ceey el

il en résulte que I'on a

c’est-a-dire que l'enveloppe, si elle existe, est une
caractéristique de I’équation (E). Soit 9= ¢, I'équation
de cette caraclérislique ; pour ¢ = ¢, on a alors

. .’ 4!
Xy Jo

ar, by, ¢z

et réciproquement.

La condition nécessaire et suffisante d’existence
de Uenveloppe de la famille u = const. d’asympto-
tiques est donc que les équations en ¢

! / !
Ty Yo _ %o

axr, by, ¢z
sotent compatibles pour une certaine valeur v, de v;
Uenceloppe est la caractéristique v = v,.

Cette condition exprime que la courbe imposée est
tangente & une caractéristique particuliére; ou
encore, ce qui revient au méme, que la courbe imposée
est normale a une quadrique (Q) particulicre.

Proposons-nous maintenant de déterminer toutes les
suriaces (S) dontune famille d’asymptotiques est douée
d’enveloppe ; observons que la condition

’ r !
Zo Yo _ %o
axry by, czg

devient
V1 = v’ = Va,



(28)

en posant, comme précédemment,

nf\', do (‘fvarlv
Zo—=1ae Zy=ve

a, 3, v ¢tant trois constantes arbitraires, et V,, V,, V,
trois fonctions de V.

On considérera donc les trois équations de Riccati
suivantes :

1;/\',111'
Yo= fBe

El ’ ’

h=M+LV,—aV?,
V=M - LV,— V3,
Vo= M+ LV,— ¢V3,

L et M étant deux fonctions arbitraires de ¢; on se
donnera deux nombres quelconques ¢, et Vg, et I'on
considérera la solution de chacune de ces trois équa-
tions qui se réduit a V, pour ¢ = ¢,. Les trois fonc-
tions V,, V,, V, ainsi obtenues conviennent a la sur-
face générale cherchée.

On aura des exemples simples en particularisant les
fonctions L et M, en prenant L et M constants, par
exemple.

Ezemple 1. — Parmi les surfaces (S), il en est qui
sont réglées : elles sont représentées par les équations

= (a0 +m)ear, y=(BoBy)ett, 3= (Y0 10)ect;

leurs asymptotiques sont les courbes « = const., et les
courbes

u=—25u(c—>b)Pyx, /‘RLQ%;
out R(¢) est un polynome du second degré en ¢

R(¢)=—afy(a—08)(b—c)(c—a)v?
+oSbe(b—c)z(Pyo=+1Po) + Sbe(b — c)aByvo.

Pour un choix convenable des constantes, si 1'ex-
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pression
Sa(c—b)Bya,

est nulle, les deux familles d’asymptotiques sont con-
fondues suivant les génératrices rectilignes © = const.,
les surfaces (S) correspondantes sont développables.
C’est le résultat que I'on obtient en appliquant ce qui
précéde au cas L =10, M=o0; on trouve ainsi les sur-
faces développables

zr=a(av-+1)te,
y=B(bo +1)t,

z 4+ y(cv +1)t;

I’aréte de rebroussement est la courbe ¢ = o.

Ezemple 1. — Comme second exemple, je prendrai
L nul et M constant ; en supposant a, b, ¢ tous trois
positifs, si 'on pose

xo=2(chyav + yashyav),
yo=8(chybe + Vb shyby),
3, = 1(chyco +eshycp),

xo=a(cosyav + yasinyav),:
o= 8(cosy/Bo + VB siny/Be),
3y = Y(cos‘/z«r + /e sin \/Ev),

on obtient des surfaces (S) pour lesquelles les asym-
ptotiques u = const. ont pour enveloppe la caractéris-
tique ¢ = o. Lorsque y/a, /b, y/c sont proportionnels
a des nombres rationnels, les surfaces obtenues sont
unicursales, ainsi que les courbes coordonnées (u)
et (v).

Examinons maintenant les particularités d’une sur-
face (S) au voisinage de I'enveloppe d’une famille

ou bien
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d’asymplotiques. Tout ce que I'on peut dire des sur-
faces (S) est une conséquence des propriétés générales
de I'enveloppe d’une famille d’asymptotiques d’une sur-
face quelconque. On sait que la seconde famille
d’asymptoliques a la méme enveloppe, qu’en un point
de contact les directions asymptotiques sont confon-
dues, qu’en un tel point I'indicatrice se décompose en
deux droites paralléles. La courbure totale de la suar-
face le long de I’enveloppe est nulle, ainsi que la torsion
des asymptotiques; le plan osculateur de 'asympto-
tique au point de contact a un contact d’ordre supérieur
avec la courbe.

IIl. Nous avonsimplicitement supposé plus haut que
la famille d’asymptotiques u = const. n’était pas con-
stituée par les caractéristiques de I'équation (E). Etant
donnée I'équation

Sp, gz, y,8)=axp+byqg—cs=o,

la condition donnée par Lie pour que les caracléris-
tiques soient asymptotiques de toute intégrale n’est
pas satisfaite, car on a

0 0 d of /0 of
l<l+,-/>+f<_~£+ f

=L =L Y=o 2y g —cz=0"
dp \ ox 93 dg \dy qdz) @rzp+blyg—ctz=o;

ce ne sera donc que sur des surfaces (S) particuliéres
que les caractéristiques seront des asymptotiques ; ces
surfaces seront les intégrales communes aux deux équa-
lions linéaires

arp +byqg —cs =o,

alzp +b2yqg—crz=o;

elles seront donc orthogonales non seulement aur
quadriques (Q), mais encore aux quadriques

ax?+ b2yt c25%= const,
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Telle est la définition géométrique demandée des
surfaces que nous allons étudier () : on observera com-
bien puissante est la méthode de Lie puisqu’elle permet
de déterminer et de définir ces surfaces sans connaitre
Vintégrale générale de 'équation (E).

Reprenons maintenant la méme question sous un
autre point de vue. Les caractéristiques ¢ = const.
devant étre des asymptotiques, le déterminant D, doit
étre nul. On obtiendra donc les surfaces cherchées en
choisissant pour courbe de Cauchy une intégrale quel-
conque de I'équation de Pfaff (2)

be(b—c)@y yozo+calc—a)yysoxe+abla—b)zyxyo=0;
0J

(') Comme autres propriétés géométriques des surfaces

he(b—c) yrealc—a) gab{a=b) = const.,

on peut signaler celles qui ont été données par Lie et par Klein.
On peut encore considérer les surfaces

Zy* 2¥ = const.

comme se transformant en des plans par la logarithmische Albil-
dung de Sophus Lie, cette transformation curieuse qui lui a permis
de déduire de tout plan une surface qui est de translation d’une
infinité de facons.

(%) A cause de ce qui a été dit au début du 2° et de ce qui va
étre dit au début du 4°, une remarque s’impose pour expliquer
comment en prenant une intégrale générale de I’équation de Pfafl
ci-dessus considérée et en résolvant le probléme de Cauchy pour
cette courbe, on n’obtient pas l'intégrale générale de I'équation (E).
Etant donnée une surface quelconque, sur cette surface, Péquation
de Pfaff devient uue équation différentielle de premier ordre; si la
surface est la surface intégrale de I'équation (E) (exception étant
faite pour les surfaces gbte(t—e)ycale~a gabla—b— copst.) cette équation
différentielle définit précisément les caractéristiques qui engendrent
Pintégrale considérée. Il n’existe donc pas sur I'intégrale générale
de (E), sauf exception, d’intégrale de P'équation de Pfaff qui soit
distincte d’une caractéristique.
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celle-ci s’écrit

d
T (xgc(b-c)y(.‘;a(c—a) z%b(a-/,)) =o;

’ensemble des intégrales de I’équation de Pfaff est donc
constituée par les courbes tracées sur les surfaces
L 1

belb—c) 5,.calc-a) rabla-b) —
xo Jo Zo = const.

On se donne donc une telle courbe distincte d’une
caractéristique et ’on doit résoudre pour cette courbe le
probléme de Cauchy. Or, d’aprés ce qui a été dit au
début du probléme, les surfaces précédentes sont des
intégrales (S) particuliéres : les surfaces cherchées ne
sont donc autres que les surfaces

z[ﬂb‘([/—c)yt‘lt([,‘—a)zll/)(d—ll) = const.;

on vérifie immédiatement qu’elles sont Lrajectoires
orthogonales des quadriques

@?z?+ b2y ¢232= conslt.

On peut prendre pour équations paramétriques de
ces surfaces

X = ai¢ 9”’,
y= pll;(jlﬂ’
5 = Yt00‘3a7

ou les équations équivalentes :

= euu+u!v’

y= pebu—l»b'-'v’

5=y ecutcty R

pour une telle surface, rapportée aux courbes (u) et
(¢), ona

D =o,

D' = abe(ce —b)(b—c)(c —a)rys,

D'=albec(w - b-i-e)(a—b)(b—c)(c— a)rys,
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et les asymptotiques (') sont donc les courbes

v = const. et 21 + (@ + b + ¢)v = const.

N’ayant fait aucune hypothése de signes sur a, b, c,
je peux, en particulier, considérer lecassa+b+c=o:
dans le cas de quadriques (Q) équilateres, les
asymptotiques de la surface considérée sont donc
les courbes coordonnées uw = conslt. et ¢ = const.; on
observera que, dans ce méme cas, ces surfaces (S)
particulieres sont orthogonales non seulement auz
quadriques (Q) et auzx quadriques d’équation :

a?x?+ bry?+4 c?3?= const.,
mais encore aux quadriques d’équation :
atx?-- bdy? - ¢* 5% = const.
IV. En général, lcs courbes coordonnées ne sont
pas conjuguées sur la surface (S) (2). Pour qu’il en
soil ainsi, il est nécessaire et suffisant que D’ soit nul,

c’est-a-dire que la courbe imposée soit intégrale de
I'équation de Monge

(b —c)xyyysy+bc—a)yyshay+c(a— b)sgzhy yy=o0;

(') Iy alieu d’examiner si les asymptotiques v = const, admettent
ou non une enveloppe : ce serait 1a un exemple d’enveloppe d’autant
plus remarquable que cette envcloppe serait courbe intégrale de
I’équation (E). On s’assure aisément que cette enveloppe n’existe
pas.

(*) Les surfaces d’équations :

JS(0) < fi(u),
Yy =9(v) < ¢ (u),
3=y (9) X ¢, (u),

x

telles que les courbes coordonnées sont conjuguées, ont donné licu
a divers Mémoires de PETERSON, M. JAMET, LiE et RAFFy.

Ann. de Mathémat., l° série, t. XI. (Janvier 1g11.) 3
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on reconnait I'équation de Monge que Lie associe au
complexc tétraédral constitué par les normales aux
quadriques (Q). La condition pour que les courbes
coordonnées soient conjuguées sur la surface (S) est
que la courbe de Cauchy soit une courbe de ce com-
plexe tétraédral. S'il en est ainsi, toules les courbes
u = const. sont des courbes de ce méme complexe.

Sur une surface (S) intégrale générale de (E), cette
¢quation de Monge se réduit 4 une équation différen-
tielle distincte de 'équation diftérentielle des caracté-
ristiques situées sur celte surface. 1l en résulte que,
sans diminuerla généralité du probléme de Cauchy, on
peut choisir la courbe imposée parmi les courbes déter-
minées par Lie et dont les tangentes appartiennent au
complexe tétraédral. La surface (S) seraalors rapportée
a un systéme conjugué, les courbes ¢ = const. élant les
caracléristiques de (E).

Considérons alors une surface quelconque (S,) rap-
portée a un systéme conjugué (u) (¢) et qui n’est pas
nécessairement une surface (S) particuliére. Réalisons
la déformation (') de (S,) qui consiste a faire corres-
poundre & tout point M de (S,) le point M’ ot la tan-
gente a la courbe « = const. qui passe par M touche
Paréte de rebroussement de la développable circonscrite
a (Sy) le long de la courbe ¢ = const. qui passe par M.
Les coordonnées de M élant x, y, 3, celles de M/ seront

ox , Jd . 3
X=z+r, Y =y+x5§, L=z+rs

ot A est une cerlaine fonction dewetde v; z,y, 3sont

(') 1l s’agit bien entendu d'unc correspondance entre points des
deux surfaces (S;) et (%) et non d’une déformation avec conser-
vation de I'élément linéaire.
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trois solutions d’'une méme équation du second ordre

020 _ 00 pb
duoe ou o’
on a donc
oX . ox O\ oz
-a—u-:(l —|—-&A)-d— <B)\—r— E)x:
X A
W—<‘+5; prinie ol
02X 2} ox
g2 7 AN
S e [A(H—AM—&- ~(1—|— )J
02A 1 ox
[B(|+Ax)+ <B>~)+0,WJ
o\ 2z
<B)\ du)W'

En se reportantalors & la démonstration du théoréme
de Dupin sur les systémes conjugués, on voit que le A
10X 0X X
A’ Wt’ v ou dv
i2xr

du point M est précisément égal & —
se trouvent étre des fonctions linéaires de 55 et dc
seulement, et il existe, par conséquent, une relatlon
02X  JX X
duoe’ ou’ o0
par les dérivées de Y et par celles de Z ; les courbes u
et ¢ sont donc conjuguées sur la surface (Z,) lieu du
point M'.

Celle propriété générale n’est autre que celle bien

linéaire enlre —— s cette relation étant vérifiée

connue (ui concerne les congruences de droites, leurs
développables et leurs surfaces focales.

.

V. Les formules précédentes, dans lesquelles on ne

suppose plus & égal & — %, permettent d’oblenir une
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équation aux dérivées partielles du second ordre

02 1 Ok O\ oB

Ju dy A du oy BTy

— )1 %(A)\ “- 1) — <B)\+ %) dLog(Ah+1) LOg(;;)\_'—') = o,
qui résout la question pour une surface quelconque
rapportée 4 un systéme conjugué.

Proposons-nous de déterminer les intégrales de cette
équalion qui sont uniquement fonction de la variable ¢,
en supposant que A el B sont deux fonctions de ¢ : pour
une surface (S) intégrale de 'équation (E), on a, en
effet,

ary=Aax,+ Bz, ey Cy

A et B étant des fonctions de ¢ seul. Enprenant B=—v¢,
ce que I'on peut toujours supposer si B est distinct de
zéro, on oblient précisément les équations des courbes
du complexe tétraédral que forme Lie ; mais je ne ferai
aucune hypothése sur la forme des fonctions A et B de
¢. En prenant pour fonction A une fonction de ¢ seule-
ment, on fait correspondre & la surface (S,) une sur-
face (2,) de méme nature

X = e (zy+ Ay ),
Y = el ( o+ hr),
Z = ect (39 +N3y);

cette surface (X,) est la surface intégrale de (E) qui
passe par la courbe imposée

z = xy+ Az}, Y =Yoo+ Ayo, 5 =34+ M35

celle-ci s’obtient & partir de la courbe imposée pour
(S)), en portant un certain segment fonction de ¢ sur

les tangentes a cette courbe. La question proposée
revient & chercher s'il est possible de déterminer A par
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la condition que les deux courbes imposées soient des
courbes du complexe tétraédral.
On peut donc déterminer les déformations considé-
rées de deux maniéres. En partant de I'équation aux
dérivées partielles du second ordre, on obtient une

. . . dh C
équation diftérentielle entre -’ %, ¢, dont lintégrale

générale est
1+ A\
B

= const.

On peut encore écrire que l'on a trois relations de la

forme
aXy=LaX,+ MX);

on obtient ainsi, aprés division par azx,, une expres-
sion en a qui doit étre nulle; par analogie cette méme
expression doit étre nulle lorsqu’on remplace @ par b
ou ¢. Or, on constale que, mise sous forme enliére,
Pexpression considérée est un trinome du second degré :
I'équation du second degré devant avoir trois racines
distinctes a, b, ¢, les coefficients doivent étre nuls, ce
qut donne

LO+AN)=AQ+AX) + AN+ AN,
LB(2 4+ AN) —M[A(1+ AN)+ A X -+ AN
=B(A'A+AX) + A(B—2AR),
M[B(A'A -+ AN) -+ A(B —AB")] = LB?;

en éliminant L. et M entre ces Lrois équations linéaires.
on forme une équation en A. En posant

AN 41
5 =

on met L et M sous la forme suivante :

B’ L
L= ! om— = —
A+0+B) M BL—#—A)\G"
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et I'équation diftérentielle devient
. B\
b (A + -§> —o.

Si donc A + B-Eest distinct de zéro, § doit étre nul

et I'on trouve ainsi

Ah+1 const
B - ”
B
L=A+—B—’ M=B

. . B’
Examinons le cas oun A -+ g est nul. La courbe
(24, ¥, 30) satisfait alors a la condition

@, B B’

on peut donc poser, 2, 3, v élant des constantes arbi-
traires,

xy=2(14+ av), YYo= B(1+ bv), So=y(1+cv);

ce cas correspond donc aux surfaces (S) dévelop-
pables.

Ecartons ce cas et supposons quil s’agit d’une sur-
face (S,) non développable. L’équation différentielle
des asymptotiques de (Z,) se déduira de celle des
asymplotliques de (S,) en remplacant A par A + %:
cela résulte des expressions Lrouvées pour L et pour M.
Lorsque 6 varie, en restant constant, on obtient une
famille 4 un paramétre de surfaces (Z,); I'équation dif-
férentielle des asymptotiques de ces surfaces ne dépend
pas de 0 : les asymptotiques se correspondent donc sur
les surfaces (Z,).

Dans le cas ot L se réduit & A, et dans ce cas seule-
ment, les asymptotiques des surfaces (Z,) correspon-
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dent aux asymptotiques de la surface (3,) initiale; on
a alors B’ = o, B = const., etla courbe imposée a pour

equahons ‘
a« 14 «

b— R

xy=av* " Yo=fv ¥ So=7ye¢ T,

PSRN ol s 1 .
ce qui revient & prendre A égal & —- Par suite, on a

A= lko,

, - ka )
\0-(I‘0<l>y~m ]

kb
Y,= y0<l~}— —-——~b—B>}

: ke
/,(,:;0(1—‘,~~—|; 5
\ Cc— 0D

la déformation considérée est donc une transformation
homographique dépendant d’an paramétre arbitraire 4.
Les surfaces (Z,), qui comprennent la surlace initiale
(Sy), onl pour équation

xl;(‘l[)—l?)(a—-ll)‘ycu(cv(t)(l}*-“);u/}‘.rt—[})((‘-li) = const.,

et rentrent, conséquemment, dans la famille

)yt gV = const.

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

Avis.

Nous prions les lecteurs qui nous adressent des solutions de
questions proposées de vouloir bien se conformer aux pres-
criptions suivantes :

1° N’écrire que sur un coté de chaque feuillet;
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2* Dessiner avee soin les figures sur des feuilles a part;

3 En téte de chaque solution, indiquer le numéro de la
question, puis année et la page du Volume o I'énoncé a
paru; reproduire intégralement I'énoncé, en indiquant entre
parenthéses le nom de Iauteur; enfin, faire précéder la
solution proprement dite de l'indication :

SoLuTION,

par M....

2127.

(1909, p. 192.)

D'un point P> on méne quatre normales & une conique :
svienta, 3, y, 0 les centres de courbure situés sur ces quatre
normales. De chacun des points x, 8, v, ¢ on peut mener
deux autres normales & la conique. Démontrer que ces
huit droites sont tangentes & une méme conique.

(G. Cuny.)

SOLUTION

Par M. R. BouvaIsT.

On connait le théoréme suivant : S¢ parmi les n* points
d’intersection de deux courbes d’ordre n, np se trouvent
sur une courbe de degré p(p < n), les n(n-— p) points res-
tant seront situés sur une courbe d’ordre n — p. (Voir, par
exemple, SALMON, Géométrie analytique, t. 11, p. 26.) En
particulier si 'on considére une courbe du quatriéme ordre
et une droite la coupant ena, 8, ¥, ¢. les points d’intersection
de la courbe autres que 2, B, v, & avec les tangentes a celle-ci
en ces points seront sur une conique.

Corrélativement, si I'on considére une courbe de quatriéme
classe et un point P, sia, 8, v, 8 sont les contacts des tan-
gentes & la courbe issues de P, les tangentes a cette derniére
issues de «, §, v, & seront tangentes & une conique.
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2140.

(1909, p. 480.)

D'un point P on méne les trois normales a une para-
bole. Soient P' le symétrique du point P par rapport a
l’aze de la parabole; G le centre de gravité du triangle
ayant pour sommets les centres de courbure situés sur les
trois normales; R le point de rembroussement de la déve-
loppée. Démontrer que les trois points R, P, G sont en
ligne droite, et que l'on a RP'= PG, (G. Cuny.)

SOLUTION

Par M. PARRoD.

Soient y* = oz I'équation de la parabole, (2, y,) les coor-
données du point P et (X, Y) celles d’'un point de contact
d’une normale menée de P avec la développée; y étant l'or-
donnée du pied d'une normale, on a

yi+ay(xe—1)+2y,=0
etles coordonnées d’un point de contact XY sont:
. 3y?
X =14 -Ly
2
Y= —ys.

Les coordonnées du point G sont :

2 2 2
=g (Xi+ X+ Xy) = 1+ LB,

t
1=Vt Yo Yoy =— (0t +yi+oi)i
done
§=o22y—1,

n = —2¥¢-
On voit ainsi la propriété énoncée.

Autres solutions par MM. BARISIEN, BouvAIST, GAEDECKE, Pi- -
LISSIER.
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E=N
~

~

2142,

(1909, p. 576.)

S¢ un céne du second ordre est circonscrit a un
tétraedre, tout plan passant par le sommet du céne coupe
celui-ci et les quatre faces du tétraédre suivant six droites
langentes & une conique. (Tmg.)

SOLUTION

Par M. R. Bouvaisr.

Soient ABCD lc tétraédre, S le sommet du cone considéré,
P un plan sécant passant par S. Soient enfin a, «/, £, 8, v, ¥
les traces sur le plan P des arétes AB, CD, AC, BD, AD, BC.
Les cones de sommet S circonscrits au tétraédre forment un
faisceau ponctuel et les génératrices suivant lesquelles ils
sont coupés par le plan P forment un faisceau en involution F
dont trois couples de rayons homologues sont Sa, S«', S§3, S,
S+, SY¥', chacun d’eux correspondant aux cas de décomposition
du cOne en un systéme de deux plans. D’autre part les tan-
gentes menées par S aux coniques inscrites dans le quadrangle
ax'BR'yy' forment un faisceau involutif ® qui, ayant trois
couples de rayons communs avec F, se confond avec lui. La
proposition & démontrer en résulte immédiatement,

Solution semblable par M. KLue.

2143.

(1910, p. i8.)

Soient ABCD un tétraédre et P un point quelconque de
Uespace. La droite PA rencontre la face BCD en A, et les
droites BA;, CA,, DA, coupent CD, DB, BC en L, M, N. On
joint le milieu 1 de AA; aucentre O de la conique inscrite
a BCD en L, M, N. 4 chacun des sommets du tétraédre
correspond une droite 10.

Démontrer que ces quatre droites sont concourantes.

(So~par.)
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SOLUTION

Par M. R. Bouvaisr.

Il existe une quadrique = tangente aux faces du tétraédre
ABCD aux points Ay, By, G;, Dy, ou les droites PA, PB, PC,
PD coupent les faces de celui-ci. Soient T le cone de sommet A
circonscrit a =; L, M, N les points ou les droites ABy, AC,,
AD,; coupent CD, BD, BC, et enfin soient «, 8, v les points ol
LM, MN, LN coupent respectivement BC, BD, CD.

Soit O le centre de la conique o, section du cone I' par
BCD, la droite OA, est par rapport a s le diamétre conjugué
de 28y. Le plan B, C; D; détermine par ses intersections
avec les faces ABC, ABD, ACD un triangle circonscrit a la
conique s’, de raccordement de la quadrique = et du cone T,
les droites a Dy, 8By, v Cy, sont les tangentes & ¢’ en Dy, By, Cy,
et le plan AA; O coupe le plan B, C;D, suivant le diamétre
conjugué de 23y dans ¢'; c'est par suite un plan diamétral. de
la quadrique =. Soient R et S les points d’intersection de la
droite A;{O avec la conique o;le plan AA; O coupe X suivant
une section centrale inscrite dans le triangle RAS et tangente
a RS en A;; or le licu des centres des coniques inscrites dans
RAS et touchant RS en A, n’est autre gue la droite 10 qui,
dés lors, passe par le centre w de X. Les trois autres droites
analogues a IO passent de méme par w.

Autre solution par M. KLu:.

2448.
(1910, p. 144.)
Pour chaque normale a l’ellipse inclinée a 45° sur les
azes de l'ellipse, le centre de courbure du pied de la nor-

male est au milieu de la corde de 1'ellipse interceptée par
la normale. (E.-N. BARISIEN.)

SOLUTION
Par M. THIE.

M étant un point quelconque d’une ellipse, on sait que le
cercle osculateur en M peut se construire de la facon suivante:
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on méne dans Pellipse la corde MN, que fait avec les axes les
mémes angles que la tangente en M; le cercle osculateur
cherché est le cercle tangent a I'ellipse en M et passant en N.

Dans le cas od la normale en M et par suite la tangente au
méme point sont inclinées a j5° sur les axes, la corde MN se
confond avec la normale; le cercle osculateur en M est donc
le cercle de diamétre MN, ce qui établit la proposition.

Autres solutions par MM. KLue et Lgz.

2146.

(1910, p. 96.)

On considére la conchoide centrale de la podaire cen-
trale de l’ellipse (axes 2a et 2b), obtenue en augmentant
ou diminuant les rayons vecteurs de la podaire de la lon-
gueur K. St A désigne l’aire de la podaire et s le péri-
metre de Uellipse E, on a pour les aires de chacune des
deux courbes constituant la conchoide

Uy =A+nK2+ Ks \ _ar b
U= A +=K2 —Ks ( - __2_)

(E.-N. BaARisien.)

SOLUTION

Par M. Tuig.

Plus généralement supposops que E soit une courbe fermée
plane quelconque, et que le point O par rapport auquel on
construit la podaire de E, puis une conchoide de cetle po-
daire, soit quelconque a l'intérieur de E. Soient, en prenant
le point O pour péle avec un axe polaire quelconque :

p, w les coordonnées polaires d’un point de E;
r, 8 les coordonnées polaires du point correspondant de la
podaire.
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On a pour expression de I'aire de la conchoide :

I 27
U,:—f (r+K)do
[}

2

[ 27 27
=_f ,-2de+1(f rdb -+ = K?
2 Jo o
27
=A+1:K2+Kf rdo.
0

Soit V I'angle que fait la tangente a K avec le rayon vec-
teur; on a

r=psinV, 0:(0+V-—§.

On peut donc écrire

27 -
[ I'df):/ psinV(dw + dV),
E

“0

le second membre pouvant étre considéré comme une inté-

grale curviligne prise le long de E. Mais on a, avec les nota-
tions habituelles,
pdw = sinVds,

d’ou

27T

f »db =/'sin=Vds+fpsin\'dv.
0 E E

Pour évaluer la derniére intégrale, intégrons par parties. Il
vient

fpsianV=(—gcos\’)g+fcosVdp.
E “E

Le premier terme du second membre est évidemment nul,
et 'on a de plus

dp = cosV ds;

on a donc finalement

27
f rdﬁ=fsin2Vds+f0052Vds=fds=s,
0 “E E E

s étant le périmétre de E. En portant cette valeur dans l'ex-
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pression de Uy, on obtient
U; = A + =K2+ Ky,
ce qui est bien Ja valeur indiquée dans I’énoncé. On véri-

fierait de méme la valeur de U,.

Autre solution par M. BouvaisT.

2447.

(1910, p. 143.)

Ecrire, en employant les neuf chiffres autres que zéro,
trots nombres ayant respectivement deux, trois et quatre
chiffres, tels que le troisi¢me de ces nombres soit égal au
produit des deuz premiers.

On a, par exemple,

12 < {83 = 5796.
Il y a d’autres solutions. On demande de les trouver

toutes. (R. B.)

SOLUTION
Par M. Tuie.

Soient A, B, C les sommes respectives des chiffres du pre-
mier, du second et du troisiéme nombre. On doit avoir, en
appliquant la preuve par g,

(1) AB=C (modg).
D’autre part
A+ B+ C=j5,
d'odr
=—A—B (modg).
(1) peut done s'éerive

AB=—A—B (modg)

(29 (A+1)(B+1)=1 (modg)
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Observons d’autre part que A est au moins égala 1 +2 =3
et au plus égal a 8 + 9 =17; B est au moins égal a
1 +2+3==6 et au plus égal & 7 + 8 - g = 24. L’équation
indéterminée (2) n’a donc qu’un nombre limité de solutions
en A et B. On les examinera successivement pour voir si elles
correspondent a des solutions du probléme.

Il serait fastidieux de reproduire complétement cette ana-
lyse, qu'on abrégera en tirant parti de diverses remarques.
Pour donner un exemple de la marche a suivre, examinons en
partie le cas

A =12, B =15;

on a bien
A+NB+nN=13x16=4x7=28=1 (modg).
A est alors P'un des nombres
39, 48, 57, 75, 84, 93.
Lissayons A = 39. Le premier chiffre de B ne peut étre que
1 ou 2, sinon le produit AB aurait 5 chiffres; si ce chiffre

est 1, B est nécessairement 'un des nombres

168, 186.
On trouve
39 X 168 = 6552, 39 < 186 = 7234.

La seconde multiplication donne seule une solution.
Si le premier chiffre de B est 2, B est'un des nombres

258, 285.

285 est inadmissible, car G serait encore terminé par 5;
258 ne convient pas non plus, car le produit 39 x 258 a
5 chiffres.

On essaiera de méme les autres valeurs de A correspondant
au cas examiné.

On reconnait en définitive que la question proposée n’ad-
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met que les sept solutions suivantes :

12 X< 483 = 5796, 18 X< 297 = 5346,

27 X 198 = 5346, 28 X< 157 = 4396,

39 < 186 = 7254, 42 < 138 = 5796,
48 > 159 = 7632.

On peut encore chercher a résoudre le probléme, en sup-
posant que les nombres de chiffres de A, B, C sont respecti-
vement 1, 4 et j. On trouve les deux solutions

4 >< 1738 = 6952,
4 > 1963 = 785a.

Les neuf solutions indiquées ci-dessus ont été données aussi
par M. H.-E. Dudeney, dans le numéro d’aoit 1910 de la
revue anglaise The Strand Magaszine.

Enfin j’ai cherché a étendre le probléme au cas ou I'on
admet le chiffre o parmi ceux qui composent les nombres A,
B, C. J'ai obtenu les résultats suivants :

§ < 3907 = 15628,
4 X 7039 = 28156,
27 X 594 = 16038,
39 X< 402 = 15678,
54 < 297 = 16038.

Comme l'analyse devient ici assez laborieuse, je ne puis
absolument garantir que je n’ai laissé échapper aucune solu-
tion.



( 49)

[K!18g]

SUR LES COORDONNEES PENTASPHERIQUES GENERALES;

Par M. J. HAAG,

Chargé de cours a la Faculté des Sciences
de Clermont-Ferrand.

On sait qu’étant donné un systéme de cinq sphéres
deux a deux orthogonales, on peut lui faire corres-
pondre un systéme de coordonnées, appelées coor-
données pentasphériques, dont I'introduction en Géo-
métrie est due 3 M. Darboux. Mais on peut aussi
définir des coordonnées pentasphériques en partant de
cinq sphéres quelconques (*); et, bien qu'on puisse
les déduire des coordonnées orthogonales par une
simple substitution linéaire, nous croyons cependant
qu’il soit intéressant et utile d’en donner une exposi-
tion directe. C’est ce que nous allons essayer de faire
icl.

1. Nous commencerons par donner quelques défini-
tions qui faciliteront, dans la suite, I'énoncé de plu-
sieurs propositions.

Considérons la fonction

S=hk(x?+yr+ 2*)+ 227 +2by +acs+d

des coordonnées rectangulaires z, y, z. Nous disons
qu’elle définit un feuillet sphérigue (*) de coordon-

(') Voir G. DarBoux, Sur une classe remargquable de courbes
et de surfaces, p. 270.

(?) Cette dénomination correspond au feuillet plan de Grassmann
(Blatt, ou Plangrésse).

Ann. de Mathémat., 4 série, t. X1. (Février 1g11.) 4
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nées («, b, ¢, d, k) ('), porté par la sphére dont
I’équation est obtenue en annulant S. Le nombre k sera
dit 'indice du feuillet. Un feuillet d’indice nul est donc
porté par un plan et sera dit feuillet plan. Un feuillet
de Uinfini a pour coordonnées a =b=c=k=o,
d#o. Il est porté par le plan de l'infini, et il équi-
vaut, e¢n somme, a un coefficient d, qui sera dit le
coefficient du feuilles. .

Etant donné un feuillet a distance finie, nous appel-
lerons point du feuillet tout point M dont les coor-
données z, y, zannulent la fonction S correspondante.
~ Nous ne considérerons donc, comme points du
feuillet, que des points a distance finie. Nous appelle-
rons vecteur normal (*) du feuillet, relatif au point M,
le vecteur (MN) dont les projections sur les axes sont

(1) a+kez, b+ ky, ¢+ ks.

Si & n’est pas nul, ce vecteur varie avec M, et si 'on
appelle I le centre de la sphére qui porte le feuillet, ou
centre du feudllet, on a I'égalité géométrique

(2) (MN) = k(IM).

- On voit que (MN) est dirigé vers I'extérieur ou vers
Fintérieur du feuillet, suivant que k est positif ou
négatif. Il définit le coté positif du feuillet, ainsi qu'un
sens de rolation dans le plan tangent en M (3).

Si k=0, le vecteur (MN) demeure équipollent a
lui-méme quand M décrit le feuillet.

() Ces coordonnées sunt toujours supposées finies.

(%) C'est le Normalenstrecke de Grassmaunn, dans le cas du feuilict
plan.

(®) Ceci est toutefois en défaut pour un feuillet de puissance nulle
car (MN) est alors dans le plan tangent, suivant la droite isotrope
double de ce plan.
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Dans tous les cas, des expressions (1) on déduit
(3) MN' = a4 b1+ c*— kd.

Cette quantité, qui va jouer un rdle fondamental,
sera appelée la puissance du feuillet. Un feaillet de
puissance nulle et d’indice non nul sera dit feurllet-
point; il est porté par une sphére de rayon nul. Un
feuillet plan de puissance nulle et situé a distance finie
sera un feutllet isotrope; il est porté par un plan iso-
trope. Bien que nous n’ayons pas défini le vecteur
normal pour un feuillet de I'infini, nous conviendrons
de regarder encore, dans ce cas, l'expression (3)
comme représentant la puissance du feuillet, laquelle
est donc nulle (*).

Supposons deux feuillets (S) et (S') possédant au
moins un point commun M a distance finie. Nous ap-
pellerons puissance commune des deux feuillets,
ou puissance de (S) par rapport & a ('), [ou de (§)
par rapport a (S)], le produit scalaire des vecteurs
normaux (MN), (MN’) des deux feuillets, c’est-a-dire

(') On démontrera sans peine les propositions suivantes:

Si un feuillet (S) varie de fagon que son centre I tende vers une
position limite I,, située A distance finie, et que son indice tende
vers zéro, ou, ce qui revient au méme, que son rayon augmente
indéfiniment, sa limite est un feuillet de 'infini. 1l en est de méme
si Is'¢loigne indéfiniment dans une direction non isotrope, le rayon
de (S) prenant d’ailleurs une suite de valeurs quelconques.

Si I s’¢loigne indéfiniment dans une direction isotrope («, B8, v),
et sile rayon reste fini, le feuillet (S) a pour limite un feuillet
dont les coordonnées sont:

a=—)\a, b=— B, c=—N\y, d, k=o,

en désignant par A la limite du rapport E’_s’—-i-—t” ou (§,m,§ 0)

sont les coordonnées homogénes du point 1. Comme cette hmlte est
indélerminée, il en est de méme de cclle du feuillet.



(52)
la quantité

P(S,8") = MN.MN'.cos(MN, MN') (1).

On établit aisément la formule
kd+k'd

(%) p(S,8") = aa'+ bb'+ ¢’ — 22

Dans le cas od les deux feuillets n’ont pas de point
commun a distance finie, cette derniére expression
servira de définition a leur puissance commune.

Il est clair que la puissance d’un feuillet par rapport
a lui-méme n’est autre que la puissance de ce feuillet.

Enfin, si deux feuillets ont un point commun M a
distance finie, nous appellerons angle des deuz feuil-
lets Pangle des vecteurs normaux correspondants. Le
cosinus de cet angle est entiérement déterminé et il est
donné par la formule

, 5,8

(3 °°’<S’S>=ﬁ%‘m—1\3’
, , , kd+kd
aa +bb+cc———-2—

B vart+ b+ c?—kdya'?+ bt + ci—kd

les radicaux devant étre pris avec leurs valeurs arith-
métiques, quand ils sont réels (2).

On vérifiera sans peine les propriétés suivantes :

Si les feuillets (S) et (S') ont des indices non nuls,
on a, en appelant LetI' les centres et R et R’ les rayons
des sphéres qui les portent,

rh i P(S,S’)
— R2— —_—— —
(6)‘ II R R'? 2

(') Gette définition du produit scalaire est illusoire quand l'un
des vecteurs est isotrope; il vaut mieux prendre comme expression
de cette quantité la somme XX'+ YY'+ ZZ', ou X, Y, Z, et X', Y,
Z' sont les composantes des deux vecleurs suivant trois axes rectan-
gulaires.

(?) Il estindéterminé pour deux feuillets de puissances et de puis-
sance commune nulles.
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Le premier membre de cette égalité a été désigné
par M. Darboux sous le nom de puissance commune
des deux sphéres. 1l a, comme on voit, 'inconvénient
de devenir infini dés que l'un des feuillets devient
plan.

Si (S) est a indice non nul et si (§') est un feuillet

(5,89
k

plan a distance finie, le quotient)D
produit scalaire des vecteurs (IM') et (M'N’), en dési-
gnant par M’ un point quelconque de (S'). En particu-
lier, si (') n’est pas isotrope, on peut prendre pour
M’ la projection de I sur (§'), et 'on a

est égal au

0 PES) s,
Si (S) et (S') sont tous deux des feuillets plans a
distance finie, leur puissance commune est égale au
produit scalaire des vecteurs normaux (MN) et (M'N’)
relatifs & deux points quelconques des feuillets.

Si (S') est a l'infini, on a simplement

(8) p(S,S’):—%k.

2. Ces préliminaires étant exposés, choisissons cinq
feuillets déterminés linéairement indépendants (c’est-
a-dire dont les coordonnées de méme nom ne sont pas
liées par une relation linéaire et homogéne), que nous
appellerons les feuillets fondamentauz. Le feuillet S;,
par exemple, sera défini par la fonction

Si=ki(2+ yr+ 22) 4+ 2a;% + 2b;y +2¢;3 + d;.

Il est clair que tout feuillet (S) peut étre défini par

la fonction
$
S szyfst.

i=t
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ol ¥y, ¥2, ¥3, ¥s, ¥s sont des nombres algébriques
déterminés. Ces nombres seront appelés les coor-
données pentasphériques, ou simplement les coordon-
nées, du feuillet (S), que nous nommerons aussi le
feuillet (). Le feuillet (S;) a évidemment toutes ses
coordonnées nulles, sauf y;, qui est égal a un.

Si l'on applique la formule (3), on voit que la puis-
sance du feuillet (y) s’exprime par une forme quadra-
tique, de discriminant non nul ('), des coordonnées y;;
nous la désignerons par la notation @ (y).Quant a
Pindice 4, il devient une forme linéaire

5
F(J’)=Z kiyi
i=1
qui ne peut étre identiquement nulle, si 'on veut que
les feuillets fondamentaux soient lindairement indé-
pendants. Les formes Q(y) et F(y) seront appelées
respectivement la forme quadratique et la forme
linéaire fondamentales.
D’aprés cela, I'équation

(9) 2(y)=o0
caractérise les feuillets de puissance nulle; 1'équation
(10) F(y)=o

caractérise les feuillets plans; ces deux équations si-
multanées caractérisent les feuillets isotropes. Un
feuillet de I'infini a des coordonnées déterminées 3 un
facteur prés, qui est, par exemple, le coefficient du
feaillet (n°1); ces coordonnées doivent satisfaire a (g)
et a (10).

(') Si les feuillets (8;) sont réels, cette forme quadratique est
unc somme de quatre carrés positifs et d’'un carré négatif, en vertu
de la loi d’inertie.
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Si 'on se reporte a la formule (4), et si I'on se
rappelle les propriétés d’invariance de la forme polaire
d’une forme quadratique, on voit que la puissance

commune des deux feuillets (y) et (y') estégale a la
5
, 0Q

forme polaire Q(y[y'") E;‘ 2 Vi
=1 -
D’aprés la formule (3), angle des deux feuillets est
donné par
: er/y)
(11) cos(y, ') = e
vVay)ve)

La condition d’orthogonalité est donc
Qyly)=o.

On déduit de ce qui précéde une interprétation trés
simple des coeflicients de Q (). Si 'on pose

e(y) EZZ Aijyiyis

le coefficient A;j est égal a la puissance commune des
feuillets fondamentaux (S;) et (S;).

3. Nous appellerons coordonnées adjointes du
feuillet () les cinq quantités

T daQ
2 dy;

xrp=

Avec ces nouvelles variables, la forme quadratique

Q(y) se transforme en son adjointe w (), et la forme

linéaire F () devient une nouvelle forme linéaire f( ).

La puissance du feuillet (y), ou feuillet (2), s’écrit.
alors

P(y)=20(y)=uw(z) =Z-‘”t}’i-
i=1
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La puissance commune des feuillets () et (') s’écrit
de méme

H 5
Py =0(yly) = w(@|e) =N aipi= Y20

i=1 i=1

Il y a lieu d’introduire maintenant les feuillets (s;)
dont toutes les coordonnées adjointes sont nulles,
sauf z;, qui est égal a un. Ces feuillets seront les
Sfeuillets adjoints fondamentauz. Le feuillet (s;) est
entiérement défini par les conditions d’étre ortho-
gonal a (S;), pour j3£i¢, et d’avoir 'unité pour
puissance par rapport a (5;).

Si Pon pose
w(z) Ezzaﬁxuxi,

le coefficient a;; est égal &4 la puissance commune
de (s;) et de (s;) ().

Grice a l'introduction des feuillets adjoints fonda-
mentaux, il est facile d’avoir la signification géomé-
trigue des coordonnées d'un feuillet quelconque.
Remarquons, en eftet, qu'on a

5
p(S, s:) =Z-‘t"i}’t=y1-
i=1

De méme
5
P(S,80) =Y yiwi= .
i=1

Donc, les coordonnées y; et x; d’un feuillet sont
respectivement égales aux puissances de ce feuillet
par rapport as; et a S;.

U

A
(') On sait d'ailleurs que a; = %: en appelant A le discrimi-

nant de Q (y) et A}/ le mineur relatif & A"i dans ce discriminant.
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4. Considérons un feuillet-point, de centre M. Si
I'on fait varier son indice, ses cinq coordonnées varient
proportionnellement; nous pouvons donc les considérer
comme des coordonnées homogénes du point M. A
tout point M correspondent donc un systéme de coor-
données homogeénes y;, qui sont proportionnelles & ce
qu’on peut appeler les puissances du point par rapport
aux feuillets (s;), et un systéme de coordonnées homo-
génes z;, qui sont proportionnelles aux puissances
de M par rapport aux feuillets (S;).

Ces coordonnées doivent vérifier respectivement
I'équation (g) et I’équation

(12) w(r)=o.

Si I'on applique la formule (6) aux deux points M
et M/, on a

MM = 2D 8y —y) _ w@—2)
FOFQO)  FOFQ)  fl@)f(a)

en vertu de la formule de Taylor et des équations (g)
et (12). En particulier, si les deux points sont infini-
ment voisins, on a I’élément linéaire de 'espace

(FOOT ~ F@F
Les feuillets orthogonaux en M 4 la droite MM’ ont
pour coordonnées hy; + udyi, h et p désignant deux
paramétres variables. De la résulte que la condition
d’orthogonalité des deux droites MM’ et MM, ou M”
désigne un autre point voisin (y 4 8y), est

ds? = Q(dy) w(dr)

2(dy|8) =o,
w(dz [3z) = o.

ou bien

Une surface quelconque est représentée par une
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équation homogéne
(13) G(y)=o.

En particulier, la sphére qui porle le feuillet (z') a
pour équation
21”,-}/5:0,

c’est-a-dire I’équation linéaire la plus générale. Les
sphéres tangentes en un point M de la surface (13) ont
pour coordonnées adjointes

zh = T?’: -+ Azy,
) désignant une constante arbitraire et z; les coordon-
nées adjointes de M. On aura, en particulier, le X du
plan tangent en écrivant que f(z') est nul. On voit
aussi que la condition d’orthogonalité de la surface (14)
et d’une autre surface passant par le méme point,

s'écrit
9G oG\
b oy’ 3'}7) =%

s1 G'(y) = o désigne I'équation de la seconde surface.

Il est facile, enfin, d’élablir les formules relatives a
I'inversion. Soit un feuillet (Y) porté par la sphére
d’inversion I (qui peut se réduire a un plan). Nous
voulons les coordonnées y;du point M'inverse de M (y).
Ce point appartient au faisceau (M, Z); il a donc des
coordonnées de la forme ); + LY;; de plus, on doit
avoir Q(y¥ +AY)=o0, ou, en lenant compte de ce
que Q(y) est nul,

A= 28(/Y)
- a(Y)

En particulier, si (y) est le feuillet fondamental (S;),
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les coordonnées de M’ sont
oQ

Yi=yi (J#b), y’i=yr—%-
Toutes les formules qui précédent ont leurs analo-
gues relativement aux coordonnées adjointes. On
pourrait encore en établir beaucoup d’autres, mais
nous nous en tiendrons la au point de vue des généra-
lités, et nous allons maintenant examiner quelques
systémes particuliers.

5. Cherchons d’abord un systéme pour lequel les
feuillets adjoints (s;) coincident avec les feuillets (S;).
Il faut et suffit, pour cela, que (S;) soit vrthogonal
aux quatre autres feuillets fondamentaux et ait pour
puissance 1 (n° 3). Nous retombons sur le systéme des
coordonnées orthogonales, étudié en détail par M. Dar-
boux.

Les deux formes Q(y) et w (z) s’écrivent alors

Les coordonnées adjointes d’un feuillet sont égales
aux coordonnées y, etil n'y a plus lieu de les distin-
guer.

Le vecteur normal de (S;) ayant pour longueur 1,

- T te
son indice &; est, en vertu de (2), égal a 7’ B: désignant
i

le rayon de la sphére correspondante, précédé du
signe + ou du signe — suivant que le c6té positif du
feuillet est le coté extérieur ou le c6té intérieur deta

sphére (sil'on a un feuillet plan, -[;—' est nul). Par suite,
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les coordonnées pentasphériques d’un point M sont
. . S; \ [
proportionnelles aux quotients ==, ou S; désigne la
i

puissance du point par rapport a la sphére (S;), ce
quotient devant étre remplacé, quand le feuillet est
plan, par 2{;, /; désignant la distance da point M au
plan, précédée du signe + ou — suivant que M est du
coté positif ou négatif de (S;). Il suffit, pour se rendre
compte de tout cela, de se reporter aux formules (6)

et (7).
. . . . ‘ZL
Si nous ajoutons que la forme F(y) est ici ZR;’

i=1
nous en aurons dit suffisamment pour que I’on puisse
déduire sans difficulté, de notre théorie générale,
toutes les propriétés bien connues des coordonnées de

M. Darboux.

5

6. Considérons maintenant le systéme suivant : les
feuillets (S,), (Ss), (S3), (S4) sont des feuillets-points,
d’indices égaux a I'unité. Les points correspondants A,
A,, Aj, A, forment nécessairement un tétraédre, et
nous les supposerons tous a distance finie. Quant au
feuillet (S;), nous le supposons a I'infini, son coeffi-
cient étant — 2 (n* 1). Au moyen de ces données
et d’'une remarque faite a la fin du n® 2, nous pouvons
écrire immédiatement Q(y). Si a;; désigne le carré
de la distance A; Aj, nous avons, en vertu de la

formule (6),

Au=—§¥ (47 =1,23,4);

puis, en vertu de (8),

Aps=1 (i=1,2,3,4), Agg=o.
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Le discriminant s'écrit

Oqg (2t ] LI0Y
o — — — — o — 1
2 2
-7 a o
__ % ° Bt B |
2 2 2 ,
A
A= dy;  O3s o e =g
2 2
a o o
% %2 Qs ° .
2 2
1 I 1 1 [
en posant
o 1 1 1 1

1 o oaq9 ;3 gy
A=1] 1 a4 O O3 OUgy
I a3 o3z O Gy

I % e %3 O

Cherchons les feuillets adjoints. Le feuillet (s,) doit
étre orthogonal 3 (S,), (S3), (S4), (Ss); il est donc
porté par le plan Ay, A;, A,, que nous appellerons (II,).
De plus, sa puissance par rapport a (S,) doit étre égale
a 1(n°3). Donc, en vertu de la formule (7), son vecteur
normal doit étre dirigé vers 'extérieur du tétraédre, et

. . . 1
il doit avoir pour longueur 7 en appelant 4, la hauteur

issue de A,. On définit de méme (s;), (s3), (8s)
Quant a (s;), il est porté par la sphére circonscrite,
que nous appellerons (£). Sa puissance par rapport
a (S;) devant étre égale a 1, son indice est aussi égal
a 1, d’aprés (8).

Nous aurons immédiatement des formules intéres-
santes en calculant les coefficients de o (x). Toul
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d’abord, le coefficient a,, est égal & -5; on a donc

o I I I

éﬁ_ I [¢] Qg3 Olgy
hY Tl 1 az o am,
T %2 a3 O
=-—(af;+af, +ad, — 209, %33 — 2%3203, — 20,2043),
ou encore
p
h§=_lA’
2d)

en désignant par a;; le mineur de A’ relatif & a;;. On
aura les trois autres hauteurs par des formules ana-
logues.

Si nous désignons maintenant par o;; 'angle diédre
formé par les faces opposées 2 A; el a Aj, nous avons
par exemple (n° 1)

COS(P|2 24
A3 =— 7 he G
17¢2
d’our
_2hyhaay, oy,
005?12—— N = 7 3
. \/“u“z:
puis,
o 1 1
’
sin?gy = Ay —(ahy) A P o ug _ 2ag4
- 7 !
ap dyy Xy %gg “n“n
I o3 O

d’aprés un théoréme de Jacobi sur les déterminants (*).
Si l'on remarque que l'aive o, de la face A, A; A, est

égale a -\/ Yy oo Onen déduit aisément la formule

I
g1= '4‘\/—0"11,

() Voir, par exemple, Encyclopeédie des Sciences mathéma-
tiques (édition frangaise, t. I, n° 23 ).
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d’ou résulte la suivante
A'=8 x 36V,
en appelant V le volume du tétraédre.
L’indice de (s5) étant égal a un, le vecteur normal
en M est équipollent au rayon (IM) (n° 1). Soit donc R
le rayon de (£). Ona R? =a;;; d'ou

R?=— BAO, )

en appelant (3; le mineur de A’ relatif a I'élément de
la premiére ligne et de la ({ + 1)*" colonne. De méme,
si ¢, désigne I'angle de (Z) avec le plan ([I.), on a

ags——-h cOSLP.,dOu

B4
cosy = ——=>
. VBod'yy
d’ou
24’ @303, Hag
sing; = \/ Bod,,

Par suite, le rayon R, du cercle A, A; A, est donné
par

vV —ay 4o
ce qui donne une formule élémentaire bien connue.
Introduisons maintenant un feuillet-point (M) d’in-
dice 1. Si l'on appelle «;; le carré de la distance
A;M, les coordonnées adjointes du feuillet considéré

R, = Rsiny, = &/1231350152 \/an X34 A4o s

d|5 2 A Q, .
sont — —, — 2, — %, %, Si Von porte ces
2 2 2 2

valeurs dans (12), on obtient la formule connue
(¢} 1 I I I 1
I 0 ayp a3 Ay dgp

1 3 O Qa3 Qg QAgg

Il
g

I %3y d32° O a4z Azg
I %y G4 %3 O g

I a5y %gs %3 A5 O



(64) -

Quant aux coordonnées y;, les quatre premiéres sont
les coordonnées barycentriques du point M; par
exemple, ¥, = %’-, v, désignant le volume MA,A A,
compté positivement ou négativement suivant que M
et A, sont du méme c6té de (II,) ou de cotés différents.
La cinquiéme coordonnée y 5 est la puissance du point M
par rapport a la sphére (2). En tenant compte de (9),
on voit que cette puissance est donnée en fonction des
coordonnées barycentriques par la formule

}’5=%z‘1ij}’i}’j (¢, J=1,2,3,4).
On en déduit, en particulier, I'équation de (Z) en
coordonnées barycentriques. ’

Il serait facile de multiplier les applications du sys-
téme particulier que nous venons d’étudier. On pour-
rait, par exemple, interpréter les coordonnées d’'un
feuillet plan ou d’un feuillet sphérique quelconque.

C'est ce que nous laisserons au lecteur le soin de
faire (').

7. Nous indiquerons rapidement, pour terminer, un
dernier systéme.

Prenons pour (S;5) un feuillet quelconque de puis-
sance égale & 1, porté par une sphére véritable (). Soit
ABA'B un quadrilatére isolrope tracé sur cette spheére.
Appelons aet 3 les distances AB et A’B’. Prenons pour
(54) et (S,) les feuillets-points de centres respectifs A

. . . 2 2
et A’ et d'indices respectifs ~et ——. Prenons de méme

pour (Ss) el (S4) les feuillets-points de centres B et B/
et d’'indices > et — =+

B p

(') Lesdiverses formules que nous venons d’établir sont d’ailleurs
4 peu prés Loutes connues.
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Nous avons alors

.. () =yi+ 201+ 25305
d’ou
o(Z) =2+ 22, T+ 22,37,

Les feuillets adjoints (sy), (s2), ($3), (s4), (s5) coin-
cident respectivement avec (S,), (S,), (S,), (Ss), (S;)-

Ce systéme se préte, d’'une fagon particuliérement
simple, a ’étude de la cyclide de Dupin qui admet les
points A, A’, B, B’ pour points doubles. Deux spheéres
(o) et (¢’) passant respectivement par les points A, A’
et B, B/ ont des coordonnées de la forme

Y1=0, Ya2=0, Y3= ns, Y= Ny Ys=T1s

et
Y1=1h  ya=1, Ys=0, Ji=0, Yi=nj.

Pour qu’elles soient tangentes, il faut et suffit que
I'on ait, en vertu de I'équation (12),

1302 = (nd+ 2m3m) (0 + 27 n5).

Par suite, si (¢’) reste fixe, les coordonnées de (o)
doivent vérifier une relation de la forme

n3=2mh3n,

m désignant une certaine constante. La sphére (o)
ayant pour équation en coordonnées adjointes

N3 T3+ Ny Ty + N Vs = O,

son enveloppe a pour équation

(lﬁ) -Tz: X3y,

3

Telle est. I’équation de la cyclide de Dupin daos le
Ann. de Mathémat., 4* série, t. XI. (Février 1911.) )
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systéme actuel. Elle s’écrit aussi, en vertu de (12),

2
15 =2z
( ) 5 n 142y
avec la condition
(16) m-+n—+1=o.

Sous celte seconde forme, elle apparait comme 'en-
veloppe des sphéres (o’), dont les coordonnées sont.
liées par

0 =2anny.

L’angle o, sous lequel () coupe (X), est donné

par

2
yH _ !
ni -+ 2mamy 1

2o =
cos?o =

il est donc constlant, et 'on a
m = cot?g.

De méme, les sphéres (¢’) coupent () sous un angle
constant ¢, et cet angle est lié au premier par la rela-
tion (16), qui s’écrit (')

cosgcosy =1.

Nous terminerons cetle étude rapide en remarquant
que les équations (14) el (15) donnent le théoréme
suivant :

’

Etant donnés une sphére (L) et deux points A
et A’ de cette sphere, le lieu des points M, dont la
puissance par rapport a (L) est proportionnelle au
produit MA. MA’ est une cyclide de Dupin admet-

(') On trouvera toutes ces propriétés dans une Note placée a la
fin de la seconde édilion des Systémes triples orthogonaux de
M. Darboux.
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tant pour points doubles A et A’, ainsi que les deux
points de contact B et B' des plans tangents a ()
menés par AAN'. La puissance de M par rapport a (%)
est aussi proportionnelle au produit MB. MB/| lequel
est donc proportionnel @ MA. MA'.

Si la sphére (2) est un plan, on a un énoncé ana-
logue, dans lequel la puissance par rapport a (%)
doit étre remplacée par la distance a ce plan. La
cyclide posséde alors trois plans de symétrie.

[0'8c]

SUR UNE APPLICATION DE LA THEORIE
DU TRIEDRE MOBILE;

Par M. J. HAAG, a Clermont-Ferrand.

Soit une courbe gauche (C), sur laquelle on a fixé
un systeme d’abscisses curvilignes. Soit Mzyz le
triédre principal relatif au point M d’abscisse cuarvi-
ligne s. Si 'on considére un point P d’abscisse cur-
viligne s + /i, les coordonnées z, ¥, z de ce point par
rapport au triédre précédent peuvent éire développées
en séries entiéres en A, pourvu que M ne soit pas un
point singulier de (C) et que 4 soil assez petit. On sait
qu'en appelant o el 7 les rayons de courbure et de
torsion relatifs au point M, les coefficients de ces sé-
ries s’expriment tous en fonction de p, T et de leurs
dérivées successives par rapport a s. Il existe diffé-
rentes maniéres de calculer ces coefficients. En voici
une qui n’est peut-étre pas nouvelle, mais qui semble,
en tout cas, assez peu connue,
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Les développements cherchés peuvent s'écrire

a a
\ x=a,h+—;’—h2+.,.+ ,—lf'-h"—«—...,

It

(1) oy b,k—r—%h’—f—...—}—ﬁﬁh"—k...,

( 3=ch+ %h’—i— A ﬁh"-—i—

Imaginons un mouvement du point M sur (C) tel
que s soit le temps. Il est facile de voir que a,, b,, ¢,
sont les projections sur Mz, My, Mz de I'accélération
(n — 1) du point M. Or, étant donnés, d’une fagon
générale, un triedre mobile Oz yz el un point Q mo-
bile par rapport a ce triédre, il est facile de calculer,
de proche en proche, les accélérations absolues succes-
sives de Q. Supposons, en effet, que I'on connaisse les
projections Y, z, Yu,y, Yn,z de I’accélération ni¢me syr
Oz, Oy, Oz. Menons par un point fixe O, un vecteur
(O,T,) équipollent & cette accélération et un triédre
O,zy 5 paralléle a Ozyz. L'accélération (n +1)™e est
le vecteur vitesse du point T,,; on a donc les formules
de récurrence

d N
Yn+1,2 = —g'g;—'z-) +qY¥nz - T{ny
Comme on a
dx
Yoz= gz +E+gs—ry, ...,

on voit qu’on pourra calculer Yz z, Ya,y, Ya,z, quel que
soit n.

Appliquons ceci au triédre Mz y z, le point Q étant
en M. On aura les formules de récurrence

! ’
Apy = Ay — rb,,,

(2) ? bpyy= b+ ra,— pcy,
Cn1= Cp+ pby,
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en appelant a,, b, ¢, les dérivées de a,, by, c, par
rapport a s. Ona, en outre,

1 1
a =1, b,=o, cg=o0, p=-—-, r=-.

On posséde donc tous les éléments nécessaires pour
calculer, de proche en proche, tous les coefficients, a,,
ba, cp.

Indiquons les valeurs qui correspondent & n =1, 2,
3, 4. On a immédiatement

ag =1, b]:O, cy1= 0,
i
Qy =0, by= —, Cq = 0,
P
,
1
A3 =— = b3=—g;» C3=— —=)
P P° ¢
' " " ' '
) P 202 1 [ 2 x4
a=—5 bi=— S+ e — - 6= o o
P p ? ° o~ Pt I

Comme application, on peut vérifier, par exemple,
que le centve 1 de la sphére osculatrice a pour coor-
données (0, 9, —=p') el coincide avec le point ou la
droite polaire touche son enveloppe. En substituant
les développements (1) dans 'expression

S=x24+ 1+ 32— 20y +27p'3

¢t annulant le coefficient de 2%, on obtient la condition
pour que la sphére osculatrice ait, avec la courbe,
un contact du quatriéme ordre; on trouve sans
difficulté
Tt p 4o =

Or, on vérifie facilement que cette équation exprime
aussi que le point I a une vitesse nille. Donc, si une
courbe a un contact du quatriéme ordre avec
chacune de ses sphéres osculatrices, elle est sphé-
rique,
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[I7a]
SUR UNE QUESTION PROPOSEE PAR M. FONTENE;
Par M. E. CAHEN.

De la propriété énoncée par M. Fontené (4° série,
t. IX, p. 384) et résolue par M. Bricard (4°série, t. X,
p- 475), on peut déduire denx conséquences intéres-
santes. Je suppose b =1 de sorte que le théoréme
prend la forme suivante : p étant un nombre premier
et a un entier non=1(mod p), le nombre

aP 'l ar~2+4.. . +a-+1

a tous ses diviseurs premiers et, par suite, tous ses
diviseurs =1(mod p).

I. Le polynome zP~'+4zP 2+, .4 x+1 est
irréductible.
Car soit

P4 Ptz +1=f(7) g(@),

f et g étant deux polynomes entiers a coefficients
entiers. Donnons & x loutes les valeurs incongrues
(modp) possibles, sauf la valeur 1, soient o, 2, 3, ...,
p — 1. Pour chacune de ces p — ¢ valeurs f (z), qui est
un diviseur de zP~' 4~ P24 ...+ 2 +1, prend une

valeur =1 (modp). Donc la congruence
S(z)=1(modp)

a p — 1 racines incongrues. Donc ou bien elle est
identique, ou bien son degré ne peul étre inférieur
~ap—1.Or, sielle est identique, comme son premier
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coefficient est manifestement égal a 1, c’est que f(2)
se réduit a 1. Si elle est de degré p — 1, c’est g(x)
qui se réduit a 1. Donc..., eltc.

Il. Il y @ une infinité de nombres premiers =1
(mod p).

Ce n’est qu'un cas particulier du théoréme de
Dirichlet, mais la démonstration suivante est intéres-
sante par sa simplicité.

D’abord 1l existe au moins un tel nombre, car il
suffitde donnera z une valeur non congrue a 1 (mod p),
par exemple 2, et de calculer un facteur premier da
nombre obtenu 27 — 1, pour en avoir un.

Soient alors «, B, ..., A des nombres premiers =1
(modp), je vais en calculer un autre. 1l suftit pour
cela de former le nombre

(af... APt —(aB .. AP —af . A+

C'estlavaleur que prend zP~!' - 2P~ 24 ...+ 41,
lorsque z =— a3 ... 2. Or cetle valeur dez est = —1
(modp). Donc tout facteur premier de ce nombre est

=1(modp)

-

et d’ailleurs ce ne peut étre mi 2, ni B, ..., ni A
Donc..., etc.

Le théoréme en question se généralise en rempla-
¢ant p par an nombre non premier n et

Pl P2+ + 1

par le polynome qui donne les racines primitives
de z"~'. Cette démonstration du théoréme de Dirichlet
ou des démonstrations du méine genre sont connues
depuis longtemps. Voir, par exemple, Encyclopédie
des Sciences mathématiques (édition frangaise, . Iy,
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p- 285) et E. Lanoav, Handbuch der Lehre der Ver-
teilung der Primzahlen, t. 1, p. 436 et-suiv. =

AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES
(CONCOURS DE 1910).

MATHEMATIQUES SPECIALES (1)

SoLutioN parR M. TURRIERE.

Etant données deux quadriques P et Q, considérons
une droite D donl les conjuguées D' et D” par rapport
aux deux quadriques sont complanes: une telle droite
D est Vintersection des plans polaires d'un méme point
par rapport aux deux quadriques, c’est-a-dire de deux
plans qui se correspondent homographiquement: les
droites D constituent donc un complexe de Reye.
Lorsque le point de I'espace est sommet du tétraédre
conjugué commun des deux quadriques, ces plans sonl
confondus; par suite, toute droite de 'une quelconque
des quatre faces du tétraédre appartient au complexe,
qui, dés lors, est un complexe tétraédral attaché au
tétraédre conjugué commun des deux quadriques.

Daus le cas actuel de deux paraboloides ayant méme
axe Oz et méme sommet O, les plans polaires de tout
point M de I'axe sont confondus suivant un plan qui

(') Voir 'énoncé page 4o2 des Nouvelles Annales de 1g10,
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est normal a I'axe au point symétrique de M par rap-
port au point O. Touate droite orthogonale a Iaxe
appartient donc au complexe. On voit de méme que
toute droite rencontrant I'axe appartient au complexe.
Le complexe tétraédral dégéneére donc en deuzx com-
plexes linéaires spéciaux attachés respectivement a
Uaze O3 et a la droite a Uinfini des plans perpendi-
culaires a Oz.

C’est ce cas de dégénérescence du complexe Létraé-
dral qui faisait 'objet da probléme proposé, probléme
dont je vais donner une solution analytique.

J’établirai tout d’abord une proposition fondamen-
tale. Etant donné un paraboloide équilatére IT, rapporté
a des axes reclangulaires,

zr*—yt—2az =0,

et une droite D de coordonnées pliickériennes p,, p,,
P3, Pas Pss Po, l€s Lrois premiéres étant les coordonnées
de direction, les coordonnées pliickériennes de la
droite A, conjuguée de D par rapport au paraboloide I,
sont :

- — — Ps
Wy = P2, Wy = P1, W3 = et

W, = Ps, W5 = Pu, Tg = aps.

Faisons tourner, autour de Oz et d’un angle 2, le para-
boloide II, en laissant fixe la droite D; I'équation du
paraboloide P ainsi obtenu s'élablit en remplacant res-
pectivemenl z, y, 5 par

x cosa+ ysina, —xsinx -+ ycosx, 3;
d’ou I'équation du paraboloide P:

(z2—y?)cos2a + 2zy sin2a —2a3 = 0}
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les coordonnées pliickériennes de la droite conjuguée
D’ de D par rapport a ce paraholoide P, sont :

Py =—p1sin2a—+ p,cos2a = cos(—2a)+ By sin(— 22),

Phy= P1€052% + Py sin22x =— ®; sin(—2a) + B cos(—24),
' Ps

Ps= ==

PL=—p,sinoa + pgcosan = w, cos(—2%)+ s sin(—24),

Ps= picosed—+ pssin2a =— @, sin(-—22)+ w5 cos(—2a),

Ps= aps= w..

De ces expressions il vésulte que, lorsque le parabo-
loide TI tourne d’un angle a autour de son axe Oz,
la conjuguée d’une droite fixe D tourne de l'angle
double.

De cette remarque découlent immédiatement les
deux premiéres parties du probléme proposé. Deux
paraboloides hyperboliques équilatéres égaux, P et Q,
ayant méme axe Oz et méme sommet O, peuvent étre
considérés comme dérivant du paraboloide Il d’équa-

tion
r:—y?—a2asz =o,

par rotations respectives a et — o autour de 'axe Oz;
dans ces conditions, les droiles conjuguées D’ et D”
d’une droite D s’obtiennent par rotations 20 et — 24

de la conjuguée A par rapport au paraboloide II.

I. Pour que D' et D" soient complanes, il faut donc
que A rencontre Oz ou bien lui soit orthogonale, et,
par suite, que D soit orthogonale a O35 ou complane
avec Os. :

La vérification analytique ne présente aucune diffi-
culté; les coordonnées plickériennes de D' et D" sont,
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d’aprés ce qui précéde:

Py =—p18in22 - p, cos2a,  p)=p sinna+ pycosaa,

Pa= P1COS2a -+ pysinaa, P's = P1COS2% — p, sin2a,
; Pe U Ps
= L3, = £8
P3 p Ps= "

Py =—p, Sin2a + p;cosaa,  p) = p, sin2a + pscosaa,

Ps= Pp,cos2d—+ pssinaa,  pi=p,cos2a — pgsinaa,
,
6

= aps; Ps = aps;

~

I'expression

PP+ Py P+ Py ps+ PP+ Py Ps+ Py P
se réduit a

i papssin?on;

pour que D' et D" soient complanes, il faut donc: on
bien que p; soitnul (complexe des droites orthogonales -
4 Oz), ou bien que p; soit nul (complexe des droites
rencontrant Oz).

Puisque D" et D" s’obtiennent par rotations — 2 « et
20 d'une méme droite A autour de Oz, ces droites 1)’
et D" sont a la mémedistance de Oz et fontavec Oz le
méme angle; leurs projections sur un plan perpendicu-
laire a cet axe font 'angle 42 indépendant de la droite D.

o o ko k k
I. Je désignerar par p7, p3, ..., p; les coordon-
nées pliickériennes de la droite Dy. J'al précédemment
trouvé :

=— i 208 2% § = — i ; ,
H ! sin2a + p} cosan, 2 1 sin2a + plcosaan
pi= plcosax+ p}sin2z, t= plcosaa+plsinaa,
1
2 = Ps 2 — 1.
pPs= = Ps= aps;

on en déduit
Pl ipi = (pi-+ipl)er®,

et une formule analogue pour p, et p;.
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Pour passer de la droite D, & la droite D, il suffit,
dans les formules précédentes, de changer p; en pi,
pien pi et x en — a. On obtient ainsi

p+ipi=(pi+ip})ete,
et une formule analogue pour p, et ps; on a ensuite
pi=ph,  pPi=pi.

Ces formules expriment que la droite D; s’obtient en
faisant tourner D, d’un angle 4« dans un sens déter-
miné. Dy s’obtient par rotation de D; de 4 « dans le
méme sens, et ainsi de suite. Les droites D,, D,
Dy, ..., Dapyy, ... sont donc génératrices d’un méme
hyperboloide de révolution autour de Oz et elles se
déduisent les unes des autres par une rotation déter-
minée.

Pour obtenir la distribution de D,, Dy, Dy, ..., D,,,
il suffit de remplacer Dy, D,, Dy, ... par Dy, D,, Dy, ...,
et o par — a. Les droites Dyp sont ainsi génératrices
d'un second hyperboloide de révolution autour de Oz
et elles se déduisent les unes des autres par une ro-
tation déterminée, égale & la précédente mais en
sens inverse.

Une particularité intéressante se présente lorsque a
est commensurable avec IT : dans ce cas, en effet, il ya
un nombre fini de droites Dy, et un méme nombre de
droites D,,. Pour chacun des hyperboloides, les traces
des droites Dy sur tout paralléle sont les sommets d'un
polygone régulier, convexe ou étoilé.

Il en est ainsi pour une droite quelconque de ’espace,
choisie pour droite initiale D,. Mais si 'on suppose
que D, est une droite D satisfaisant a la premiére par-
tie du probléme, les deux hyperboloides de révolution
dégénérent I'un en un céne de révolution, 'autre en un
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plan qui rencontre orthogonalement Oz au point symé-
trique, par rapport a O, du sommet du cone. L’une des
séries de droites est constituée de génératrices du
cbne; l'autre série est constituée de tangentes a un
cercle d'axe Os.

III. Pour que la question a Lraiter ait un sens, il faut
dés maintenant exclure les droites D orthogonales &
I’axe O3 et ne considérer que celles qui rencontrentcet
axe.

Soit M le point de rencontre de D', D" et soient

z =rcos, y=rsind, 3

les coordonnées de ce point. La droite D est Uinter-
section des plans polaires de M par rapport aux parabo-
loides, ou encore des plans d’équations

(Xz—Yy)cosax—a(Z+23z)=o0,
Xy+Yz=o;

nous prendrons pour coefficients directeurs de la

droite D
. r
p1= cosb, p2= —sinb, p3 = _ cos2a;
le point M,, ot D rencontre Oz, a pour cote 3,,
2y =—23.
Soit © I'angle de Oz et de D. On a, au signe preés,

r
cotp == S c0s24;

de la condition imposée a D de faire un angle con-
stant avec Os il résulte donc que M reste sur un
cylindre de révolution d’azxe Oz et de rayon

coto
cos2a

r=a
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Considérons les surfaces (S'), (8”) engendrées respec-
tivement par D' et D", lorsqu’on impose la condition
supplémentaire que ces surfaces fonlL un angle con-

stant en tout point de rencontre des deux droites D’
etD".Ona:

pPi=—sin(0+22), pj=—sin(d—2a),
py=cos(b+2a), py= cos(b—2a),
Pi= o, pP3= 03

définissant alors le plan tangent a (S'), au point M, par
la droite D’ et par la tangente & la courbe lieu de M,
on obtient, pour coefficients directeurs de la normale a
(S') en M, les expressions suivantes :

dz . dz .
cos(0+'lz)26-, sm(e—&—‘za)%, —rsinaa;

et, par conséquent, les coefficients directeurs de la
normale & (5”) au méme point M sont:

cos(ﬁ—za)%, sin(()——za)d -+ rsinz2a.

¥4
a5’
L’angle des deux surfaces au point M est donc défini
par la relation
(dz 2cos’a r2sin%aa
db 4 ) .

9 b
<Zd;6> ~+ r2sin?2a

cosV =

idf'.

’-db
z et § seront liés par une relation linéaire.

Le lieu de M est donc une hélice circulaire.

Le lieu de D) est un hélicoide, engendré parle dépla-
cement hélicoidal d’une droite rencontrant 'axe Oz.

Cherchons la condition demandée, moyennant
laquelle I’hélice sera une courbe tracée sur cet héli-

V étant SllppOSé constant sera constant et par suile
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coide. Les équations de I’hélice sont de la forme
x = rcosb, y = rsinb, 3 =£Kk0 + 3z,

quant a celles de I'hélicoide lieu de D, elles sont de la
forme
z =psingcosy, y=psingsiny,
z=pcose+ kY — 3,

les deux paramétres variables étant p et b: la droite D
rencontre, en effet, 1'axe Oz au point M, de cote

sy=—35=—Fk0 — 3,
et ses coefficients directeurs sont
p1= cosf, p2= —sin0, p3= coto.

On obtient ainsiune relation (N étant un nombre entier
quelconque)

cot?o
23, a 4

=knXx N,
COoS2a

entre 3, 0, « et k.

Les surfaces lieux de D' et D" sont deux surfaces qui
se déduisent par rotations 22 et — 20 de la surface
lieu de A. Celle-ci est la polaire réciproque de I’héli-
coide engendré par D par rapport au paraboloide II.
Cette surface engendrée par (A) est une surface a plan

. \ . . d
directeur, dont le paramétre de distribution 2% est con-

stant; elle est engendrée par le mouvement hélicoidal
de A, qui reste tangente & un cylindre de révolu-
tion autour de Oz. On reconnait la un héliceide de
M. Painlevé pacticulier: cette surface a éié étudiée par
M. A. Buhl, dans des Mémoires écrits spécialement
pour les candidats & I’Agrégation et publiés dans les

Nouvelles Annales (*); M. Buhl a consacré le para-

(') A. Bunw, Sur les surfaces dont les lignes asy mptotiques se
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graphe 6 de son second Mémoire a la surface consi-
dérée et monlré que ces asymptotiques sont situées sur
des hyperboloides de révolution.

Les lignes de courbure de cette surface sont déter-
minables sans quadrature. En se reportant, en effet,
a la page 212 des Nouvelles Annales de 1910, il
résulte de ce que le contour apparent sur Ozy est un
cercle et de ce que le paramétre de distribution est
constant, que l'on peut poser, a et b étanL des con-
stantes, '

¥ =a, W= bd,
W= acosp+ bysing;

d’ou I'on déduit [p. 197, formules (6)]

D=o, D'=

U
’ D" = a cosy;
cos ¢

et, parsuite, ’équation des images sphériques des lignes
de courbure (p. 21) est

a a? 4 .

pour intégrer, il suffit de prendre tango comme
variable.

déterminent par quadratures (octobre 19o8, aout rgog, sep-
tembre 1g10).
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BIBLIOGRAPHIE.

LEGONS sUR LES SERIES DE POLYNOMES A UNE VARIABLE
compLEXE; par Paul Montel. — 1 volume in-8 de vi-128
pages de la Collection de monographies sur la théorie
des fonctions. Paris, Gauthier-Villars, 1g10.

Le Livre de M. Paul Montel appartient a cette belle Collection
de monographies sur la théorie des fonctions qui, fondée
par M. Emile Borel en 1898, n’a pas cessé de s'enrichir presque
chaque année de quelque nouveau Volume. On sait quelle
heurcuse influence a exercée cette Collection sur les études
mathématiques; mais il ne faudrait pas, a mon avis, attribuer
uniquement son succés a I'importance prise de nos jours par
la théorie des fonctions : des livres rédigés suivant la méme
conception pédagogique et relatifs a d’autres branches des
Mathématiques auraient sans doute le méme succés. Et il ne
sera pas inutile de dire quelle est cette conception pédago-
gique a propos du Livre de M. Montel qui la réalise au plus
haut degre.

Les Livres de la Collection Borel ne supposent chez le
lecteur que les premiéres notions de ’Analyse; dans chaque
Livre, les premiers Chapitres mettent le lecteur au courant
des notions classiques dont il a besoin pour comprendre les
Chapitres suivants; ceux-ci contiennent, sous forme didac-
tique, 'exposé de travaux plus récents, parus dans divers
Mémoires, et en méme temps les recherches personnelles de
Pauteur. Le Livre ainsi congu tient & la fois du Traité et du
Mémoire original : sa lecture est d’une utilité capitale pour
I'étudiant qui veut apprendre a travailler sur les Mémoires
originaux et pour tout lecteur qui veut s'initier rapidement
aux résultats fondamentaux d’une théorie, sans avoir le temps
de faire un choix dans la multitude d’écrits relatifs a cette
théorie.

Le Livre de M. Paul Montel remplit parfaitement le but
que je viens d’indiquer, en ce qui concerne l'étude des séries

Ann. de Mathémat., }* série, t. X1. (Février 1g11.) 6
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de polynomes a une variable complexe. Ce Livre devait étre
primitivement écrit par M. Emile Borel, qui annongait sa
publication ultérieure dans la préface de ses Lecons sur les
Sfonctions de variables réelles et les développements en
séries de polynomes; mais, aprés les travaux fort importants
de M. Montel parus depuis lors, il a semblé a M. Borel que
nul n’était mieux qualifié que M. Montel lui-méme pour traiter
le sujet annoncé.

Dans le Chapitre premier, I'auteur, aprés avoir rappelé les
notions fondamentales sur les ensembles de points dans le
plan, les fonctions analytiques et leurs points singuliers, la
représentation conforme, étudie les séries de fonctions analy-
tiques, puis les familles de fonctions holomorphes bornées en
module dans un domaine; au sujet de ces derniéres familles,
M. Montel établit cette proposition fondamentale, qu’il a
donnée le premier dans sa thése et dont il a montré toute
I'importance : on peut former avec les fonctions d'une
pareille famille une suite infinic convergeant uniformé-
ment dans le domaine. Le Chapitre se termine par quelques
définitions relatives aux séries de polynomes et par les théo-
rémes de M. Hadamard et de M. Hurwitz relatifs, le premier
a la multiplication, le second a I'addition des singularités de
deux fonctions analytiques. )

Le Chapitre Il est consacré & diverses méthodes de déve-
loppement d’une fonction holomorphe en série de polynomes
dans un domaine D. L’auteur démontre le théoréme donné
par M. Painlevé pour le cas ot le domaine D est limité par
un contour convexe, puis il expose la méthode de M. Hil- -
bert relative a un domaine D limité par une courbe simple
quelconque : cette méthode est rattachée aux polynomes
d’interpolation de Lagrange; vient ensuite la méthode de
M. Runge pour le développement d’une fonction analytique
uniforme en une série de fractions rationnelles convergente
dans la région d'existence de cette fonction, méthode que
Pauteur rapproche de celle donnée par M. Appell pour les
domaines D limités par des arcs de cercle; la fin du Chapitre
est consacrée a 'étude fort intéressante des polynomes d’ap-
proximation de Tchebicheff.

Le Chapitre I1I nous donne de nouvelles méthodes de déve-
loppement d’une fonction holomorphe en séries de polynomes.
Une des plus intéressantes, celle de M. Faber, occupe la plus
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grande partie du Chapitre. M. Faber démontre que toute
fonction holomorphe dans un domaine D limité par un contour
simple esl la somme d’une série Za,P,(z), ou les poly-
nomes P,(z) ne dépendent que du domaine, tandis que les
constantes a, ne dépendent que de la fonction; si le domaine
est l'intérieur d’un cercle de centre a, on prend P,(z) égal
a (z — a)” et I'on retrouve la série de Taylor; on retrouve de
méme, en faisant varier le domaine, divers autres dévelop-
pements connus, par exemple ceux dans lesquels les P, sont
les polynomes de Legendre.

Le Chapitre IV est relatif aux séries de polynomes conver-
gentes dans plusieurs domaines extérieurs les uns aux autres;
des exemples classiques montrent qu'une pareille série peut
représenter, dans ces divers domaines Dy, Dy, ..., des fonc-
tions analytiques différentes fy, f2, .... M. Montel montre,
pour le cas d'un nombre fini ou d’une infinité dénombrable
de domaines D, que les fonctions fy, fs, ..., aussi bien que
les domaines Dy, Dy, ..., peuvent étre complétement arbi-
traives. L’auteur s’occupe ensuite du développement en série
de polynomes d’une fonction analytique uniforme ayant des
points singuliers; cette étude le conduit & montrer, avec
M. Runge, que la région d’existence d’une pareille fonction
n’est assujettie qu’a la seule restriction d’étre d’un seul tenant
et de ne contenir aucun point frontiére.

Dans le Chapitre V, l'auteur considére a priori une série
de polynomes convergente dans un domaine, ou, ce qui
revient au méme, une suite convergente de polynomes, et il
se propose d’étudier la nature de la fonction limite. En
particulier, dans quel cas cette somme est-elle analytique ?
M. Montel montre, par des exemples, que, parmi les diverses
conditions qui ont été données, aucune n’est a la fois nécessaire
et suffisante. Une notion importante, due a M. Montel, est
celle de points de convergence réguliers ou irréguliers; un
point de convergence P est dit régulier si, dans un cercle de
centre P et de rayon suffisamment petit, la convergence est
uniforme. M. Montel ¢tudie 'ensemble des points irréguliers
et il donne diverses propriétés remarquables des suites de
polynomes dans le voisinage de leurs points de convergence
irréguliers.

L’Ouvrage de M. Montel est d’une lecture fort intéressante,
non seulement a cause de lattrait présenté par le sujet lui-



méme. mais encore a cause de la fagon simple, pédagogique
dont unous sont présentés les résultats des divers travaux
originaux que I'auteur nous fait connaitre en méme temps

que ses travaux personnels. .
S. LaATTES.

[LEs FONCTIONS POLYEDRIQUES ET MODULAIRES; par
G. Vivanti, Professeur a la Faculté des Sciences de
Pavic. (Ouvrage traduit par 4. Cahen.) — 1vol. in-8
de 320 pages. (Prix : 12 fr.). Paris, Gauthier-Villars,

éditeur; 1gro.

Faire passer a travers le bloc compact des ceuvres des
grands mathématiciens de langue allemande le clair et pur
rayon du génie latin. tel est le but de M. Vivanti, et comme
il a traité jadis Sophus Lie, il traitec maintenant Félix Klein.

L'organisation des Universités italiennes a favorisé sa tache:
la, a coté des enseignements traditionnels et de fondation, il
y a place pour les disciplines nouvelles, alors que chez nous
la fatale fragmentation de la licence en certificats et la loi du
moindre effort qui guide nos étudiants dans le libre choix des
certificats s’opposent a tout progrés, si méme clles ne con-
duisent a I'incohérence des études, '

Dans une série de 34 lecons en 19o1-1902 & Messine, Sulla
teoria della resolusione della equaszioni di gquinta grado,
M. Vivanti a présenté la substance des Vorlesungen iiber
das lkosaeder und die Auflosung der Gleichungen vom
Sinften Grade de Klein (Leipzig, 1884); de ce cours, I'ossa-
ture si nette, si élégante, a été signalée aux lecteurs des
Nouvelles Annales en janvier 1905. Une série analogue, en
1902-1903, Swlla teoria delle funzioni modulari, a fait
connaitre l'essentiel des Vorlesungen iiber die Theorie der
elliptischen Modulfunktionen, de Klein et Fricke (Leipzig,
18go-1892).

Les Legons de M. Vivanti, recueillies par les étudiants et
autographiées, ont servi de base a un livre plus réduit, plus
condensé, ou, pour éviter des redites et pour mieux montrer
la filiation des théories, 'auteur étudie d’'une part les groupes
polyédriques et le groupe modulaire, puis d’autre part les
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fonctions et équations polyédriques et modulaires : ces
Elementi della Teoria delle funzioni poliedriche e mo-
dulari (Milan, 1906), M. Armand Cahen, Professenr au
Lycée d’Evreux, a eu la bonne idée de les traduire, il I'a
fait avec précision et souplesse, et M. Gauthier-Villars, qui,
en fait, a en France le monopole des belles éditions mathé-
matiques, en a volontiers entrepris la publication. Envers
tous deux, quiconque s’intéresse en France aux hautes Mathé-
matiques sera trés redevable.

Apreés avoir étudié in abstracto les propriétés des groupes
d’opérations, M. Vivanti en fait 'application aux substitutions
linéaires, dont il se propose notamment de déterminer tous
les groupes finis possibles. Une interprétation géométrique
simple permet de passer des groupes de substitutions linéaires
aux groupes de rotations d’une sphére sur elle-méme : de ces
groupes, ceux qui sont finis se rattachent étroitement aux
polyédres réguliers que certaines rotations superposent a eux-
mémes (de la le nom de groupes polyédriques). Apreés les
avoir soigneusement étudiés aux points de vue analytique et
géométrique, 'auteur en déduit la représentation des groupes
finis sur le plan. Les réseaux de triangles curvilignes qu’on
¢st ainsi conduit a considérer possédent un certain nombre de
propriétés : les réseaux qui n'en possédent que quelques-unes
sont aussi envisagés en vue de leur utilisation ultérieure,
notamment dans I'étude de 'unique groupe infini dont il est
question ici, le groupe modulaire. Ce groupe est considére,
non a partir de sa définition arithmétique, mais a partir de
son champ fondamental : ses propriétés et celles de ses sous-
groupes sont I'objet d’'un examen détaillé. Il me semble que,
pour terminer cette Partie, 'auteur ou le traducteur aurait
pu ajouter un Chapitre sur les groupes fuchsiens et kleinéens
de M. Poincaré, quitte a se borner a un apergu analogue a
celui que donne M. Forsyth dans sa Theory of Functions :
c’edt été une invitation a pénétrer dans un domaine découvert
par notre illustre compatriote et resté peu exploré.

A la notion de groupe se rattache celle d’invariant. L’étude
des invariants liés aux groupes précédents constitue la seconde
Partie du Livre. Les formes invariantes fondamentales des
groupes finis une fois construites, M. Vivanti aborde les fonc-
tions polyédriques ou fonctions rationnelles d’une variable,
que n’altéere aucune des substitutions d’un groupe polyédrique,
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Toute telle fonction est complétement déterminée quand on
connait les valeurs qu’elle prend en trois points du plan. Cette
propriété, sans équivalent dans le cas de plus d’une variable
et qui est l'origine de la simplicité des applications, a son
analogue pour le groupe modulaire. La théorie des fonctions
elliptiques fournit la construction de la fonction modulaire
principale J, de laquelle I'auteur passe aux fonctions modu-
laires invariantes dans un sous-groupe du groupe modulaire.

Viennent alors les applications. Les équations polyédriques
ou modulaires sont celles qui définissent les valeurs de la
variable pour lesquelles une fonction polyédrique ou modulaire
prend une valeur donnée (I’expression équation modulaire
est employée ici, on le voit, dans un sens tout différent que
dans la théorie de la transformation des fonctions elliptiques) :
leur résolution s’effectue par une méthode uniforme, basée sur
la considération de V'équation différentielle de Schwartz,
laquelle se rattache a I'équation hypergéométrique de Gauss.
Les mémes équations sont ensuite étudiées au point de vue
algébrique et en considérant les résolvantes de Galois. Le Livre
s'achéve par 'examen des rapports des équations polyédriques
avec la résolution algébrique des équations de degré trois,
quatre ou cinq. Nous avons regrett¢ de ne pas voir traiter le
beau probléme de Vintégration algébrique des équations
différentielles lin¢aires du second ordre a coefficients ration-
nels. Enfin, a notre avis, un Chapitre sur les fonctions théta-
fuchsiennes, sur leurs singularités, sur la construction des
fonctions automorphes en général, sur leur lien avec l'inté-
gration des équations différentielles linéaires a coefficients
algébriques et avec la représentation paramétrique des courbes
algébriques, eiat ouvert de larges horizons au lecteur : 'Ou-
vrage fat devenu plus suggestif et, si l'auteur était trop a
I'étroit dans la collection Heepli, il aurait dua profiter de
I'édition frangaise pour réaliser ce qu'il avoue dans sa Préface

avoir désiré. A. BOULANGER,
Répétiteur a I'Ecole Polytechnique.
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CORRESPONDANCE.

M. E.-N. Barisien : Sur siz hyperboles remarquables
d’un triangle. — Voici d’assez curieuses propriétés du
triangle, qui se démontrent facilement par la géométrie ana-
lytique, et que nous nous contentons d’énoncer, pensant
qu’elles sont inédites.

On considére un triangle ABC, son cercle circonscrit de
centre O et les milieuxr A', B, C' de OA, OB, OC.

I. Soient:Hy ’hyperbole équilatére de centre A', passant
par A et ayant ses axes paralléles aux bissectrices de
Uangle A Hy et H les hyperboles analogues & Hy.

Ces trois hyperboles Hy, Hy, He ont quatre points com-
muns dont ’un est le point O et les trois autres M, P, Q
sont situés sur le cercle circonscrit a ABC et forment un
triangle équilatéral.

Les droites MO, PO, QO sont respectivement paralléles
aux droites de Simson du triangle ABC relatives aux
points M, P, Q.

II. Soient : Hy U’hyperbole équilatére de centre A',
passant par A et ayant ses asymptotes paralléles aux
bissectrices de l'angle A; Hy et H¢ les hyperboles ana-
logues a Hj. ‘

Ces trois hyperboles Hy, Hy, H¢ ont quatre points com-
muns dont l’un est le point O et les trois autres M', ', Q'
sont situés sur le cercle circonscrit a ABC et forment un
triangle équilatéral.

Les droites M'O, P'O, Q'O sont respectivement perpen-
diculaires aux droites de Simson du triangle ABC relatives
aux points M', P', Q'.
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CERTIFICATS DE MECANIQUE RATIONNELLE,

Besangon.

EPREUVE THEORIQUE. — Premiére question (Cours). —
Enoncé du principe de d’Alembert. Montrer que, si le
degré de liberté d’un systéme holonome est strictement
égal a p,le principe de d’Alembert fournira les éguations
du mouvement de ce systéme sous la forme d’un systéme
efficace de p équations différentielles du second ordre.

Deuriéme question (Probléme de Cinématique). — Le
déplacement de glissement d’une figure plane solide étant
supposé tel que deux points de la figure atent leurs tra-
Jectoires rectilignes, on demande :

1° De préciser les deux courbes de roulement relatives a
ce déplacement et d’en déduire la représentation compléte
du déplacement considéré ;

2" De déterminer la trajectoire d’un point quelconque
de la figure;

3* D’'indiquer tous les points de la figure dont la tra-
Jectoire est rectiligne ou circulaire.

Troisieme gquestion (Probléme de Dynamique). — Une
barre pesante appuie sans frottement, par ses deux extré-
mités, sur deux glissiéres fiwes situées dans un méme plan :

1° Déterminer et distinguer ses positions d’équilibre
stable ou instable;

2° Calculer la période des pelits mouvements de la
barre autour d’une position d’équilibre stable.

EPREUVE PRATIQUE. — Premiére question. — Une horloge
et une montre marchent d’accord et marquent le temps
solaire moyen; on les copie l'une et l’autre en les recon-
struisant respectivement semblables de matiéres et de
Sformes aux modéles primitifs mais en amplifiant K fois
les dimensions linéaires homologues :

Que vaudront (en temps solaire moyen) la durée
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indiquée par la nouvelle horloge, la durée indiquée par
la nouvelle montre?

Deuxiéme question. — Une sphére homogéne fize et de
rayon R exrerce autour'd’elle une attraction newtonienne;
elle produit en un point de sa surface une accélération g
connue. Un point matériel venant de trés loin sans vitesse
initiale va pénétrer par un puits trés étroit jusqu’au centre
de la sphére; avec quelle vitesse y parviendra-t-il?

Application numérique :

£ = 9,81 métres-seconde par seconde,
R = 6366 kilomeétres.
(Novembre 1909.)

Bordeaux.

EPREUVE THEORIQUE. — Une tige matérielle AB peut
librement tourner dans un plan horizontal autour d’un
de ses points A quiest fixe.

Une tige CD sans masse peut librement tourner autour
d’un de ses points C qui est fixé sur la méme verticale
que A. Cette tige porte une masse pesante P qui est fixée
sur elle, mais peut étre déplacée; elle est, en outre, assu-
Jettie a rencontrer constamment la tige AB.

Toutes ces liaisons ont lieu sans frottement.

On demande d’étudier les divers mouvements du systéme
suivant la position de la masse P sur la tige CD et en
supposant que le mouvement initial du systéme soit wne
simple rotation autour de la verticale AC.

EPREUVE PRATIQUE. — S, S’ étant les centres des deux
bases d’un cylindre de révolution de rayon R et de hau-
teur H, déterminer un paralléle C de ce cylindre de telle
Sacon que lellipsoide central d’inertie du solide homogéne
limité par les deux cénes ayant S, S’ pour sommets et G
pour base commune soit une sphére.

(Novembre 1909.)

Grenoble.

ProBLéME. — Deux sommets consécutifs A, B d’une
plaque carrée homogéne pesante glissent sans frottement
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sur une circonférence fire, située dans un plan horizontal,
de diamétre égal a la diagonale du carré.

Former et intégrer autant que possible les équations du
mouvement de la plaque. :

Chercher si les données initiales peuvent étre choistes de
facon que le mouvement soit une rotation uniforme autour
de l’axe de la circonférence.

Paramétres : & angle que fait le c6té AB du carré avec
un rayon fire Oz, de la circonférence, 0 angle d’une
demi-droite Gz normale a la plaque avec la verticale
descendante O z;.

SPREUVE PRATIQUE. — Une roue de rayon R reste dans
un plan fize et roule sur une droite fixe O, 2y, sans glisser.
Une tige homogéne OA de masse M est fixrée a la roue par
ses cxtrémités, placées l'une au centre O de la roue,
Uautre A sur la circonférence. On admet que les réactions
qui peuvent s’exercer en A sont normales a OA.

Soient O ’angle que fait OA avec O,2y, Ox le prolon-
gement de OA, Oy un are perpendiculaire a Oz.

Supposant connue la variation de 6 en fonction du
temps, on demande :

1° Les projections sur Ox et Oy de la vitesse et de
Uaccélération d’un point P de OA, on pose x = OP;

2" Les projections des réactions qui s'exercent en O et
en A sur la base.

3" Application numérique. Calculer lavaleur maximum
de la réaction s'erercant en A sachant que la barre pése
35%, que le mouvement de O est uniformément retardé, sa
vitesse passant en 2 minutes de 725" & heure a zéro.

4° On immobilise brusquement la roue a un instant ou

as . .
0 =aet — = w. Quelles sont les percussions de réaction

dt
s‘exercant en O et en A? (Novembre 1909.)
Lille.
Eeneeve rutonigue. — [ Un corps solide mobile autour

d'un point fixe subit successivement deux rotations Sfinies;
l'une de ces rotations se fait autour d'un axe OA et a une
amplitude x. 'autre se fait autour d'un are OB et a une
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amplitude B. Composer ces deux rotations et trouver la
grandeur de l’angle de la rotation résultante : 1" en sup-
posant les axes fixes dans l’espace; »° en les supposant
JSizes dans le corps.

II. Etablir les formules de Cayley qui donnent les com-
posantes de la rotation instantanée d’un triédre trirec-
tangle mobile autour de son sommet. en fonction des
paramétres d’Olinde Rodrigues firant la position de ce
triédre par rapport & un triédre fire, et des dérivées de
ces paramétres en fonction du temps. (Les formules
d’O. Rodrigues sont supposées établies.)

HI. Appliquer les équations de Lagrange a Uétude du
mouvement d’un corps solide pesant, homogéne, de révo-
lution, fixré par un point de son axe et animé d’une
rotation propre trés grande autour de cet axe de figure
qu'on abandonne sans vitesse. Calculer le rapport de la
période de la nutation a la durée de révolution du corps
autour de son axe.

EPREUVE PRATIQUE. — Un cylindre droit a base elliptique,
d’azxes ¢ = 1%, b =129 de hauteur h = j"™, est terminé
parun demi-ellipsoide admettant comme section principale
une base du cylindre et comme troisiéme demi-are a = 3'™.
Le systéeme homogéne el pesant, de densité 1, peut osciller
librement autour du petit axe de la base libre, axe placé
horizontalement. On écarte ’axe de figure de ’ensemble
de 60° par rapport a la verticale descendante et on l'aban-
donne a lui-méme. Quelle sera la durée d’une oscillution
compléte? (Novembre 1909.)

Marseille.

CoMPOSITION ECRITE. — Dans un plan vertical on donne
deux barres fives, l'une Oz horizontale, l’autre Oy ver-
ticale.

Une barre pesante et homogéne, de longueur 2z, est
placée verticalement et repose par son extrémité A sur la
barre Oz. Elle est en équilibre instable. L’équilibre étant
troublé, la barre tombe et vient heurter Oy par sa seconde
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extrémité B. Elle fait & ce moment un angle de 30° avec
Uhorizontale.

Trouver, immédiatement avant et aprés le choc, la
vitesse du centre de gravité de la barre et la vitesse angu-
laire de la barre.

Les corps sont mous et il n’y a pas de frottement.

SOLUTION.

Soient R et S les pressions en A et B au commencement du
choc, u et v les composantes de la vitesse du centre de gra-

. dh . .
vité G, w = — la vitesse angulaire de la barre.

dt
On met l'indice o au début du choc et 'indice 1 a la fin.
Soit
!l

ty
f Rdt = A, / =B,
t '

[

A et B sont les percussions en A et B évaluées en quantités
de mouvement.

Avant le choc, les forces sont verticales, le centre de gravité
décrit une verticale et 'on a ¥ = asin0.

Le théoréme des forces vives donne

Ma? (cos"U + %)w“: aMga(1—sinb).

Donc, au début du choc, pour 6§ = 30", on a

/3

13 3, — .
Ewg = ga, Wy = — -zﬁ Vea (car wy est négatif),
=

o= o, awy.

[

Si I'on applique, pendant la durée du choc, le théoréme du
centre de gravit¢ et le théoréme des moments, on a

M(uy—uy) =B, M(oj—¢g) = A,
a? 1 3
M ?(wl - wy) = ; Ba — TAa;
d'on
na o
=Y (W —g) = Uy — Uy— Y 3(¢;— ¢y).
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A la fin du choc, la composante horizontale de la vitesse du
point B est nulle de méme que la composante verticale de la
vitesse du point A. On a donc

Gy

1 J
u1+;a(ﬂi=0, vl—-—-l—au)|=0.

On a donc

%(w, —wy) = — l(o,»- J; <—\/‘) g — -—ﬁwo> y
3 2 2, 2
d'ou

13
W)= — Wy.

16

On connait donc wy, w,, 5y, Wy, Uy, ¢.

EpREUVE PRATIQUE. — Le cdable d’un pont suspendu a
100™ de portée et 8™ de fleche. Il supporte un poids de 1000%%
par métre courant.

Trouver la longueur du cdble et calculer sa section.

On fait travailler le fer & 20%% par millimétre carré.

Quel serait l'accroissement de la fleche pour un accrois-
sement de 10°™ de longueur du cdble?

(Novembre 1909.)

QUESTIONS.

2169. — Si la courbe (M) est le lieu des points M d’odr I'on
peut mener a deux courbes données (A) et (B) des tan-
gentes MA et MB égales entre elles, et si a et B sont les
centresdecourburerépondantrespectivement aux pointsAetB :

1° La tangente en M a la courbe (M) est perpendiculaire a
la droite af3;

2” Le point ou la droite AB touche son enveloppe est a sa
rencontre avec la droite «f.

(M. p’OCAGNE.)

2170. On donne une courbe plane (C) et un point fixe O
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dans son plan. On porte sur la tangente en un point Mde (C)
une longueur MP égale au rayon vecteur OM. Déterminer la
tangente en P & la courbe lieu de ce point.

A. Dusy.

2{71. Etant donnés dans un plan un point et deux droites
paralléles, on considére une sphére variable ayant pour dia-
métre le segment intercepté par les deux paralléles sur une
droite tournant autour du point. Montrer que I'enveloppe de
cette sphére est un ellipsoide de révolution aplati ou bien un
hyperboloide de révolution a une nappe, suivant la position
du point fixe par rapport aux deux paralléles.

Krue.

2172. Dans le triangle ABC on méne les droites AD, BE,
CF, qui se coupent en un point P. Soit Q la conique circon-
scritc & ABC et tangente en A, B, G aux paralléeles a EF, FD,
DE.

I. Les paralleles a PA, PB, PC, menées par un point O
de Q, coupent BC, CA, ABen X, p, v. et I'on a la droite
A(A, p, v).

. En permutant les points O et P>, on a une seconde
droite A (X', W', v').

II. Les droites A et A’ se coupent au milieu w de OP.

Cas ot I’ est I'orthocentre de ABC. P. Sonbar.

2173. On donne un point P dans le plan d'un triangle
ABC.

I. Trouver un second point Py, a distance finie, tel qu’en
menant par P, les paralléles a PA, PB, PC, coupant BC, CA,
AB en (X, py, va), (Aey 4, Vi), (A1, U2, V), ON ait les trois droites
A(A, 1, v), Ar(Ag, gy Vi), Ag(Rg, e, vs).

If. Quand P est a Uinfini, P, est un point quelcongue du
plan autre que P.

HI. Si P est le centre de gravité G de MBC, Py est un
point quelconque de V'ellipse Q circonscrite et de centre G.
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IV. Si A", A1, A} sont les droites relatives au point P}, dia-
métral & Py, les quatre droites Ay, Ay, A}, A}, se coupent sur Q
et le triangle (4, A’, Py, P}) est inscrit dans I'ellipse g tangente
aux milieux des cotés de ABC.

V. Quand P est sur Q, P, est en G, et lc triangle (AA{4,)
est inscrit dans Q, circonscrit & g et équivalent 3 ABC.

VI. Si P n'est ni a linfini ni sur Q, les points P et P,
sont réversibles. P. SonNDAT.

2174. Si un point O décrit le cercle ABC, on sait que les
paralleles a OA, OB, OGC, menées par Porthocentre P du
triangle ABC, coupent BC, CA, AR en trois points en ligne
droite (1).

Démontrer que cette droite A enveloppe la conique Q ins-
crite 8 ABC et concentrique au cercle d'Euler.

Si A est la droite correspondant au point O,, diamétrale-
ment opposé a O, le point O'(A);) décrit la directrice
A"(N, @, v") de Q, relative a son foyer P, et qu’on obtient en
menant les paralléles PX', Pp', PVv/) aux tangentes en A,
B, C.

La corde II; des contacts tourne autour de P en restant
perpendiculaire a PO’. P. Sonpar.

2175. Soient A', B’, C' trois points pris sur les cdtés d’un
triangle ABC, de telle maniére que les droites AA’, BB’, CC'
soient concourantes; soient 2, {3, y trois poinls pris sur les
cdtés du triangle A’B’'C’ de telle maniére que les droites A'a,
B'B, C'y soicnt concourantes. Démontrer que les droites Az,
B @3, Cy sont concourantes. GIRAUDON.

2176. On considére une parabole P et une droite D per-
pendiculaire a I'axe de P. Soient : A, B, C, les pieds des
normales a P abaissées d’un point quelconque M de D; Ay,
By, C; les points de Frégier, et Ay, By, C, les centres de
courbure relatifs a A, B, C. On a, entre les aires des trois

(1) Voir les Nouvelles Annales, 1907, p. 332.
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triangles ABC, A; B, Cy, A, B, C,, les relations

ABC

ABC:A]B]C;, m

= const.

E.-N. BARISIEN.

2477. On donne deux cercles concentriques C et C' et un
point A. Une droite quelconque passant par A rencontre C'
en P et Q. Le licu des sommets du quadrilatére formé par les
quatre tangentes & G issues de P et Q se compose d’une co-
nique et de deux droites. E.-N. BArISIEN.

2178. On donne une ellipse E et un point P sur le grand
axe, et l'on considére une corde variable PAB. Le lieu des
centres de similitude des cercles décrits sur PA et PB comme
diamétres se compose du grand axe et d’'une droite perpendi-
culaire au grand axe. E.-N. BARISIEN.

2179. Soient une ellipse E, d’axes 2a et 256, et ses deux
cercles de Chasles G et (', concentriques a L& et de rayons
(a+b)et (a—b). Il existe une infinité de triangles MPQ
qui sont inscrits a (et circonscrits a K, en M, P, Q'.

Montrer que :

1° Les normales a E en M', ', Q" sont concourantes et que
le lieu de leur point de concours est le cercle de Chasles C';

2" Le lieu de lorthocentre du triangle MPQ est le méme
cercle C';

3° Les droites MM', PP',QQ’ sont normales & une méme
ellipse fixe:

4" Les droites PQ et P'Q’ ont leur point de concours sur
une Areuscurve. E.-N. BaARisien.

2180. Démontrer la formule
9

f costw cos3w y/cos2w dw =
0

T

8/2

E.-N. BARIsIEN.
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[D1d]
SUR LES POLYNOMES
_ I dm+n(x2 -+ },2 —_ l)m+u .
m,n— Py oz 0},,, )

Par M. WILLIGENS.

Dansles Comptes rendus de I'Académie des Sciences
de 1865, sous le titre : Sur quelques développements
en série de fonctionsde plusieurs variables, Hermite
donne une forme particuliére a la série de Lagrange
étendue au cas de plusieurs variables. Entre autres,
Hermite applique son développement a I'expression

1
[t—2ax —2by +a?(1 — y?) + 2abzxy + b2 (1 — 2?)] 7,

et il trouve comme terme général de son développe-
ment
am bn ()lu+u(z-z+},2__ l)nH—n
2m+imlnl ozxm gy n

’

et il désigne par lanotation U, , le coefficient de a™ b,
Hermite montre dans son Mémoire que ces expressions
présentent des propriétés analogues a celles des poly-
nomes de Legendre.

Dans un article publié dans Grunerts Archiv fiir
Mathematik und Physik (), M. Appell propose d’étu-
dier les courbes représentées par Uy, , =0 au point
de vue du nombre maximum de points d’intersection
réels que ces courbes peuvent avoir avec une droite.

(') AprELL, Grunerts Archiv., 3* série, t. I, 1go2, p. 20.
Ann. de Mathémat., 4 série, t. XI. ( Mars xgr1.) 7
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Ce sujet fut abordé par M. W. Tramm dans sa disser-
tation inaugurale ().
Le travail qui suit a pour but d’étendre les résultats
d’Hermite et de Tramm.

Tutoricve. — Silundes indicesmou n de U, ,=o0
est nul, la courbe représentée par cette équation se
compose d’un certain nombre d’ellipses. Ces ellipses
admettent les axes de coordonnées pour azes de
symétrie : le demi grand axe a pour mesure Uunité;
le demi petit aze, une des racines positives ou nulles
du polynome de Legendre correspondant a ['indice
non nul.

Soit n =0, (x*~+y* —1)™ est homogeéne en z el
om (22 +}/2_ 1)m

()z‘lﬂ ‘
Si m est impair on pourra metlre z en facteur et 'on

cen 1 —y2. 1l en sera de méme pour

aura comme SeCOl]d fﬂClCUl' un l)OlynolnC l)On]Ogéne
en z? el 1 — y*. Si m est pair 'expression est homo-
géne cn z* et 1 — y2. Des polynomes de cette forme
peuvent se décomposer en facteurs lindaires de la
forme

xr—=p*(1—y?).

Posons

x=p \/r-—__}’l,
p ¢lant considéré comme variable et 3 comme con-
slanle.

9 3 m 9 )
0'"(.1‘- +.’/Z_ ‘)m - (l __Jﬂ )? ([/n(p._ 1) u;
drn dp’"

(') TraMmym, Geometrische Diskussion des Hermite’schen Poly-
noms :
1 gm+n ( z? +)/? — p)mn
1 -—
Unpn= an+tem!in! Jx™ oy

Zurich, Buchdruckerei Gebr. Leemann und C°, 1qo8.



(99)
en égalant a zéro on obtient

d"'(p’—l)"'
T =0

Si m est impair, 'une des racines est p = o; on obtient
une ellipse aplatie confondue avec Oy, que I'on peut
considérer comme correspondant au facteur x de

c)m(,,;z +}/2 —_— l)’"-
— ozm " °

En égalant P'un des facteurs a zéro, on a

i—,+.)”—‘=0 (p <),

ce qui démontre la proposition.

Remarque. — Les remarques qui précédent ne
s’appliquent pas seulement au cas ou I'indice de dériva-
tion est égal al'exposant. En effet (23 + y2 — 1)™+% est
homogéne en z et 1 — y*. 8i nous dérivons k fois par
rapport & z, il en sera de méme dans Iexpression
obtenue, et tous les termes auront méme parité,
pour I'exposant de . On pourra, si cet exposant est
impair, mettre x en facteur. Le polynome se décom-
posera alors en facteurs de la forme

zt— p(1— ).
En posant z = p /1 — »?, il vient

d/‘(w’—q-yz—— 1)m+n (1— y2ym+n dk(p? — 1)m+n
oxk - k dp*

=o;
(1—yt)?
si m+4+n—1>k, p=1 est racine multiple, toutes

les autres racines étant simples, et le cercle de rayon 1
fait plusieurs fois partie de la courbe.
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Remarque. — Considérons

1 d”‘"“(z"-ﬁ-)”—— l)m—H
2m+iml oz oy

Um,l =

effectuons la dérivation par rapport a y :

2(m 1)y 07 (2 +y2—1)”
2m+1m! oxm

Um,I =

_(ma1)y om(x2+ yi—1)"
T amm! dzm ’

Um,ig=(m +1)yUpo.

La courbe se composera donc d’un axe ct d’une série
d’ellipses définies par le théoréme ci-dessus.

Pour étudier 'allure générale des courbes repré-
sentées par Up p = 0, nous utiliserons le lemme sui-
vant :

Lemme, — La suite des polynomes

dm(z-l_ l)/‘ d/"(.z"—l)"—‘ dm(z&__. l)k-z
dxm ’ dxm 4 dxm

y cee

Jorme une suite de Sturm, U’indice de dérivation
restant invariable et l'exposant entier et positif
décroissant jusqu'a ce que le polynome soit de degré
un ou 3€ro, pourvu que x reste compris enire o et 1,
ces (imites étant exclues.

Désignons par Py, Py, Py, ... les polynomes de cette
suite ordonnés par ordre d’exposants décroissants. Ils
formeront une suite de Sturm dans I'intervalle donné,
si les conditions suivantes y sont vériliées :

1° Toutes les fonctions de la suile sont continues;

2° La derniére fonclion de la suite garde un signe
conslant dans l'intervalle;

3° La premiére fonction Py n’admet que des racines
simples dans l'intervalle considéré;



.
(101)

4° Deux fonctions consécutives ne s’annulent pas
simultanément;

5° P, étant une fonction quelconque de la suite
autre que la premiére cu la derniére, si P, =o, P,_,
et P, prennent des valeurs de signes contraires;

6° z traversant en croissant une racine de P, = o,

le rapport -f,—‘: passe du négatif au positif.

Ces conditions étant réalisées, le nombre de varia-
tions de signe perdues par la suite, z passant de la
valeur z, a la valeur 2, 0o <<y <<z, <1 est égal au
nombre des racines de P, comprises entre z, el z,.

1° La condition de conlinuité est remplie, puisque
nous considérons des polynomes entiers.

2° La derniére fonction de la suite garde un signe
invariable, car elle est soit une constante, soit 2 mul-
tiplié par une constante, et dans ce dernier cas son signe
est invariable entre zéro et un.

3° P, n’admet que des racines simples dans I'inter-
valle, car z ===1 sont les seules racines multiples
possibles et elles sont exclues de l'intervalle. Les
aulres racines sont simples, comme il ressort du
théoréeme de Rolle.

m( g —
4° Rendons P, = dar(z* —nr

dzxm
quons le théoréme d’Euler.
En égalant a 1 la variable d’homogénéité, ona

homogeéne et appli-

d”’(.‘L"—l)P dm+l(xz_|)p dm(xz._l)p—l
(2P - /n) dxm =z dxm+1 —2p dxm

ou bien

dp
(2) (2p—m)Pr=x —=—2pP.ry (p=k—r)

. .. dP .
Si Pr=o0 el Py, =0 on aurait Tl_ztr =0, ce qui est
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impossible, P, n’admettant que des racines simples
entre o et 1.
5° Soient xy, T, L3, ... les zéros de P.=o par
ordre croissant. Donnons 4 , dans la formule (2), deux
valeurs consécutives de cetle suile x; et ziy, :

P.(z;)=o, P, (zi+1) =o,
ap ; dP,.(z;
z; ———————a’;f') =2pPry(zi), | Zirt -—(—1;(:%2 =2pPry(@in1);

dP, , , | .
or, enlre x; et x;, ¢, —— s est annulé une seule fois en
] +9 dr

changeantde signe, puisque toutes les racinesde P. = o
sont réelles et qu’elles sont simples entre —1 et +1;
donc P..,, prenant des valeurs de signes contraires
pour x; et 2;,,, s’est annulé dans I'intervalle.

Deux racines de P, comprennent un nombre impair
de racines de P,,.

Etudions intervalle (+ ¢, &), ¢ étant un nombre
positif aussi petit qu’on voudra.

Pour z =, P, et P, auront le signe de leur terme
de plus bas degré

(#—1p =(—p + L
+.£_(.f):_[_2(_|)p—2(x!)2+.”’
1.2
(¥ — )Pt = (—1)P—1 4 _’il;l(_,)p—zxz

Lle=np—2)

e (—1)P=3(x?)2+. ...

Les termes de méme rang sont de signes contraires
pour z > o. En dérivant m fois pour former P, et P, ,,
nous supprimons le méme nombre de termes des deux
développements, ceux dont le degré en z est inférieur
a m. Les termes de plus bas degré de P, et P, seront
donc de signes contraires pour & = -+ ¢.
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dm(x?—1)p
T dam

dap, .
donc = —©° admet une racine entre o et z,. Le terme

de plus bas degré de P, est du premier degré, celui

Si mimpair, P,= s'annule pour x =o;

dP (g
de d_a:r sera la dérivée de ce terme dans P,.

dP . .
P, etﬁsont donc de méme signe pour z = ¢;

ils seront donc de signes contraires pour x,—e,

dP .
71—’ s’annulant dans Uintervalle.

Si m pair, P,s’annule pour z = —x, et 2 = z,, qui

) . . ap,
sont deux racines consécultives, T
dr

entre ces deux racines. Le terme de plus bas degré

— 0 pour X =0

de P, est une constante; le terme de plus bas degré

dP,. . . . "
de d_:r’ proviendra du terme en 2* de P, et par suite P,
av, ) .
el —— seront de signes countraires pour z = - e.
Comme aucune de ces fonctions ne s’annule entre o

et z,, P, et e seront de signes conlraires pour
dx .
Iy, — e.

Désignons par sign P, le signe de P, et par — signP,
le signe contraire. Nous pouvons résumer ces résultats
dans les Tableaux qui suivent. Le signe indiqué dans le
Tableau sera celui du terme correspondant de la for-
mule écrite au-dessus sans tenir compte du signe qui le

précéde dans cette formule :

dP,
(2p —m)P, = —apPryy
si.gn P, — sfgn P, —siguP,. r=-+c % m pair,
signP, —sign P, | —signP, |x =21—c¢
i ignP —signP =-+c¢
sTgnP, 5|g'n r S{gn r |l x zmimpair.
signP, —signP,. | —signP, |z =x1—c¢
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Dans le voisinage de zéro, P, et P, sont toujours de
signes contraires. En isolant P,y dans le second

. . dpP Sy - .
membre, connaissant le signe de :t_zi’ on en déduit faci-

lement sign P, pour x =z, —e.

On voit qu’en tout cas P,y ne peut admeltre qu’un
nombre pair de racines entre o et .

Désignons par z, la derniére racine de P, inférieure

4 1. P, est divisible par (22 —1)P™ et% et Pr

sont divisibles par (22 — 1)P="=! si p > m.
Divisons les deux membres de la formule () par
(22 — 1)p~m=t
dP,
(2p—m)P, z% P,y

(xz__ ()P -m—1 - (z2—1)p—m—t —2p (xz.._|)p—m—l’

pour z==1 le premier membre s’annule, les deux
termes du second membre deviennent égaux.
Pour z = z. et pour £ =1, on a donc

‘TdP,
Cdr _ 2pPryy
(2t —1)p—m-1 - (x?— 1)p—m—1
. dP, . .
Or, dans intervalle, -(Z—I—' s’est annulé une fois; par

suite Pryy s'est annulé en changeant de signe.

- dm(a;!__ l)p
re= dxm
d'"(x?—- [)p——t
dxm

est de degré p — m,

Py = est de degré p — m — 2.

Si P,y admet une racine aprés chaque racine posi-
tive de P, et une avant chaque racine négative de P,
autres que 41 et — 1, nous aurons pour P,_H

2p—m—a(p—m)=m, -
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racinesautres que 4-1et — 1, carilya en lout 2p — m
racines de P, et &=1 sont chacune de degré p — m de
multiplicité.
Py adinet =1 avec le degré de multiplicité

p—m—r;
nous aurons doac pour P, i un nombre de racines égal a
m—a2(p—m—=2p—m—2;

ce nombre esL précisément le degré.

Les racines positives simples de P, ,= o séparent
les racines positives de P, = o.

Soient x,, 5, Z;, ... les racines positives de P,=o
eLx,, Zy, Ly, ... cellesde P, ,—o0,0na

0<x|<z'l1<1'2<‘7’/z<-~-<xe<x:z<';

entre o el z,, P, et P, sont de signes contraires;
entre 2, el £, de méme signe.

Avant une racine de P, et dans son voisinage, P,
et P, sont de signes contraires.

Du méme raisonnement il résulte que P._, et P,
sont de méme signe, donc la condition 5° est vérifiée.

6° Considérons en particulier P, et P, immédiate-
ment avant une racine de Py; Py et P, sont de signes
contraires, le rapport IEJP,' passera donc du négatif au

positif lorsque x traverse celte racine.

Les polynomes forment donc bien une suite de
Sturm entre 4-¢ et 1 —¢.

Proposons-nous maintenant d’étudier la fonction y
définie par U, , = 0. Partons pour cela de I'expres-

ston

_ 0"‘(.1:'-’+ ,}’z —_ l)llt+ll
- dzm

Qo

=(x'+yt—1i"Ro=o0

(Ro#£ 0 si z?+y?—1=0).
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Nous avons vu que la courbe Ry =0 se composait
d’ellipses doant le grand axe est Oy, dont le centre
est a l'origine et dont la longueur du demi grand axe
est unité.

Les conditions suivantes sont évidemment vérifiées :

1* Pour £ =+ ¢ toutes les racines de Qq(y)=o0
sont réelles et comprises entre —‘/1 —ce2et 41+ €3,
un certain nombre de racines pouvant éire confon-
dues avec ces limites, mais toutes les autres étant
simples.

2° La courbe Qo (z,y) = o n’admet de points mul-
tiples que sur x* + y* — 1 = o, qui en ce cas est ligne
de points multiples.

3° Lacourbe Qo(2,y) =0 n’admet de points a tan-
gente paralléle a3 Oy que sur Oz.

Si de telles propriétés ont é1é démontrées pour

am +h (2t 4 yz__ j)ym-+n

Q= dxm oy =0

elles subsistent pour la courbe
Q1 =—=—=o0

En effet, pour z = + ¢, toules les racines de
Qu(y)=o0

, 0Q %
sont réelles et celles de %

= o le seront également et
seront séparées par les racines de Qx(y) =o.
Soient 3y, ¥a, ¥3, - .. les racines positives de Qy=o;
! ! I . . .
Yir Ve ¥yy --- celles de Qzyi; ¥ = o est racine soit
de Qx = o, soit de Qzyy= o0, et nous la désignerons
par yo ou ¥, suivant qu’elle sera racine de Qx = o ou
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de Qi =o.
Yo<Y1<n<ya<y2<... sikimpair,
Vo< <yi<ya<yy<...  sik pair

Dans le voisinage de =« les valeurs de y sont des
fonctions continues et uniformes de z a cause de la
condition 3°.

Supposons que deux racines y, et y. , deviennent
égales pour z =z, on aura dans le voisinage

Ye<lyr <YVrea (k impair),
on
VoL V1 < Vi (k pair);

pour x = z' on aurait alors

Yr=Yr =Yrn
ou
Yr=Yre1=Yrer

0 . . .
Qy et -(%’-‘aura]ent une racine commune, ce qui est

impossible en vertu de la condition 2°, puisque nous
avons supposé qu’il y avait inégalité dans le voisinage
de £ = &/, ce qui exclut les pointsde 22 + y? —1=o0.
Celane pourradonc avoir lieu que si y; = — y; lorsque
toutes les racines y et y' qui étaient comprises primi-
tivement entre ces deux ont pris des valeurs imagi-
naires. Cela devra donc se produire d’abord pour y;|
!
et —yi.
Le développement de Qz,, est de la forme

dm(xz_ )
Qrr1=ay “dzm
dm(zz_,)r—i

dx™m

dm(xz_ 1)r=2

+ ayy? dom

“+ azy*

si k41 esL pair; si kK + 1 est impair on a une expres-
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sion de cette forme multipliée par y; ag, ay, a,, ...
sont des nombres positifs.

Pour z =¢, I'équation obtenue, en supprimant s’il
y alieu le facteur y, ne présente que des variations de
signe dans la suite des coeflicients, car toutes les racines
de I'équation en y étant réelles, celles de I'équation
cn y? seront positives.

Or la suite de ces coelficients n’est autre que la suite
de Sturm étudiée.

La racine y'? doit s’annuler la premiére,  allant en
croissant. Ceci se produit pour la plus petite racine
positive de

dxm

@niat=)

r
— =0

au dela de cette valeur z, la suite de Sturm formée par
les coefficienlts perd une variation. Les racines y
et — ¥ prennent des valeurs imaginaires conjuguées,
la racine y'? est devenue négalive, car 3| et — y, éLant
des valeurs conjuguées doivenl élre imaginaires pures.
Cette racine y'* ne peut redevenir positive puisque la
suite des coefficients de I’équation vient de perdre une
variation, que le nombre des variations restantes est
égal an nombre des racines positives en y2 et que
'on ne peat que perdre des variations dans la suite de

Sturm.

dm(;t'z —_ l)"
dzv"l

z allant en croissant. La suite des coeflicients perd

Pour z = z,,

=0 une seconde fois,

une seconde variation.

L’équation en y? perd donc une racine positive qui
devient négative pour @ > x,. Cette racine ne peut
redevenic positive, puisqu’on ne peut regagner de
variations. On peul continuer ce raisonnement de
proche en proche. lies valeurs réelles de 7 sont
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toujours comprises enlre —y/1 —x* et +/1— z2;la
suite des coefficients ne présente plus de variations
pour z >1, la courbe est donc entiérement située a
Pintérieur du cercle * + y* — 1 = o. Ceci est vrai en
particulier pour k = n el par conséquent pour

om—+n (xz —+ },2 - l)m+n
ozm oyn =

En calculant successivement Q,, Qy, Q,, ..., Q,,o0n
trouve pour Lerme indépendant de y

dm (_1;2___ [)m+n——s

T si n=as,
el pour terme en y
dm(xz.__ l)m+/l—s .
e ——————— S1 n=—128—1

dxm

a un facteur constant prés.

x =1 sonl donc des zéros d’ordre n — s de ces
expressions. La courbe peut donc présenter un point
multiple en ces points de O .

Transportons 'origine aun pointz =—1, y =o. La
courbe élant symétrique par rapport aux axes de coor-
données, I'étude faite pour les valeurs positives de z
s'applique immédiatement au cas de z négalif.

Q _ 0m+n[},2+ .Z'(.’L‘ — 2)]m+n’
e dxm gyn
[(},z_ ?.Z‘) “+ _z-z]lr:+rz

e (},2_ 2:&')"“"" -+ 'gﬁxz(},z_ 2x)m+u—| 4

+ (m+n)y(m+n—1)...(m+n—p-+1)
p!
> le)(}/:_ 2x)m+/l—p+.' .5

en dérivant m fois en x on obticnl comme lerme
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général
om
2wyt —ammen-r)
=z (yr—2z)-r(—2)"(m+n—p)...(n—p+1)2p
+ _':L_z!p—l(yz.__«lx)n——p—l

X (—2)y"=t(m+4-n—p)...(n—p+2)2p(2p+1)
m(m—r)
—+ —
1.2
X(—2)"2(m+n—p)...(n—p—+3)

xXa2p(oap—1)(2p—2)

xzp—x(yz__. zz)uAp—t

+2p!(yr—2z)vHP(— 2)2P.

Faisons la substitution

.y=t\/;s

en remarquant que

Dans le développement ci-dessus nous aurons z7+p
en facteur. Il vient

om
dxm

=x"*l‘[(t’——2)"~P(—‘),)'"(m—+—n—p)...(n-—p+;)]+...
+apl(et—2)rr(—a)];

[z"l’(y’— 2x)m+n-—p]

dérivons n fois par rapport a y, ou, ce qui revient au
méme, par rapporl a ¢ en multipliant par i"
x2
d"‘"”'[.’t‘l’(}/’— 2x)m+n-p]
ox’” oy ™

zn+p
= ——[(—2)"P(—2)(m+n—p)...(n—p+1)+...
Py
“+2p ! (82— 2)n+pP(— z)zp](n)

(P=07l72)"‘))
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Pindice (n) indiquant les n dérivations par rapport a ¢
a 'intérieur du crochet.

n
Aprés la substitution nous pouvons meltre z* en

facteur dans I'équation Q, =o. Supprimons ce fac-
teur et posons £ = o, nous obtiendrons des termes en ¢
qui proviennent du cas ou p=o dans la derniére
formule. Ce sont les termes provenant de

(),2 — zx)m+n;
on a en effet
om+n (}’2"" Qz)m-{»n
()xmd},n
on 2 __ox)n
:(m+n)(m+n-—1)...(n+l)(—2)'"—(}/d)ﬂ+)-
Faisons la substitution y = t\/z;
d"(_y’—-).x)" _ xh dn(ﬂ_z)n _ ;du(ﬂ___.)_)u
oyn —on otn - dtr ’
z?
dn(t!__z)n _

den

est I'équation définissant la décomposition en cycles
dans le voisinage du point z =0, ¥ = 0. On a donc
dans le voisinage de ce point y =t\/z, ¢ étant une
série entiére en z prenanl pour x = o la valeur d’une
racine de I’équation en £.

La surface de Riemann de la fonction Uy, , = o pré-
sente donc dans le voisinage de z =—1, y =o0 une
série de points de ramification simples. La racinet=o0
que Uon oblient dans le cas de n impair, correspond a
I'axe Oz qui dans ce cas fait partie de la courbe.

Posons ¢ = 6/,

dn(tz—o2)n  on dr(62—1)r

die nden T
2 2
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La décomposition en sysitémes circulaires dépend
donc de la recherche des racines d’un polynome de
Legendre.

x tendant vers zéro, on a

y

ra 7—;'

et la série ¢ prenant une valeur finie pour £ =o, il en
résulte que Loutes les branches de courbe ont une tan-
gente commune paralléle & Oy.

Si n=2s5 ou n=25—1, le point multiple est
d’ordre s.

Le point 2 =0, y =—1 est un point multiple
d'ordre rsi m =27 ou m = 27 — 1. On aurait

z=gyy,

g represenlant une serie entiereen y prenant poury=—o0
la valeur d’une racine non uulle de

d”‘(g’— 2)m
B

en supposant Porigine transportée en ce point.

Il en résulte donc que y est développable en série
suivant les puissances de xz?, comme lindique la
théorie des fonclions inverses. Le point z=0, y =—)
n’est donc pas un point de ramification de la fonction
algébrique Uy, (2, y) = o.

Une racine y; est réelle pour 2 =-+¢ et nulle
pour z = z;. On a donc

yi(e)—me >o0

Vi(x)) — mz; < o (m > o).

On a donc pour chaque branche de courbe un point
d’intersection avec une droite du premier quadrant
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passant par l'origine. En tenant comple de ce que les
axes peuvent faire partie de la courbe, on trouve que
la courbe peut avoir (m + n) points d’intersection
réels avec une droite.

La courbe est donc située a I'intérieur du cercle de
rayon 1, saufsi les axes de coordonnées en font partie.
Elle se compose d’une série de branches enveloppant
I'origine el s’enveloppant mutuellement. Elle ne peut
admettre de points multiples réels que pour z=o,

=ZFi1etz==k1,y=0.

Posons

m—+n=p.

On vérifie facilement, comme le montre M. Tramm ('),
que I'on ne peut obtenir de point multiple sur Oz que
pour

msp—j,
et sur Oy que pour
n<p—4,
par conséquent si
m-+nsop—8
ou
prz8,

pour avoir des points singuliers sur les deux axes.

Ces résultats sont confirmés par I'étude des équa-
tions développées. La Thése de M. Tramm contient
un Tableau complet de ces équations pour toutes les
valeurs jusqu’a

p=m-+n=io.

Exemple. — Construisons par exemple la courbe

U375 = 0.

(') TramM, Dissertation, p. 24 et suiv.
Ann. de Mathémat., 4 série, t. XI. ( Mars 1911.) 8
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L’équation développée est (Tramm, p. 12)

z[32.7y5+ 5.7 y4(522—3)
352 (@ —1) (722 —3) + (22— 1)} (92* — 3)] = 0.

Nous voyons que I'axe Oy fait partie de la courbe.
Les coefficients de I'équation en y* sont, a des fac-
teurs constants prés,

(2 —1)2(gx2—3), (x2—1)(722—3), (bx2—3), 1.

Leurs racines |)ositives autres que t sont

3 3 3
67 ;) ?}‘7

x prenant une valear voisine de zéro. On voit que la
suite des coefficients ne présente que des variations, et
qu’elle en perd une seulement lorsque z croissant prend
la valeur \/?

lls forment donc bien une suite de Sturm, ainsi qu’il
a été montré dans le cas général.

On voit de plus que pour ¥y =—=o, z ==1 sont des
racines doubles. Dans ce cas nous aurons donc deux
points doubles sur Oz.

La courbe a 'aspect indigqué par la figure.

Nous avons

(224 y2— 1) =yt 4 7y13(2?—1) + 21y (22 —1)}
—+ 358 (22 —1)3+ 358 (22—1)
+ 21yt (Z2—1)5+ Ty? (22—1)°

“+ (& —1)7,

‘)3(1"'*‘)”_')7_ ) . dd(12_|)2 - sda(‘xz_l)n
E—r = g P
) d3(x:—1)t A (@2 —1)?
+ 35y¢ P =21) 77
3 2 __ )6 3 2—1q)7
T onyr d3(xt—1) N d(m 1) —o

‘ dz? dx3 ’
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cette derniére équation représente quatre fois le

cercle 22 4+ y* —1 =0, lellipse f;—, +yr—1=o0 et

13
Paxe Oy.

Si nous la dérivons en y, nous pouvons, pour une

Y

a x
.

valear donnée de z entre zéro et 1, dire un nombre de
racines qui sont certainement réelles.
Dérivons quatre fois en y.

07(x2+y2—1)7

oz3 dy*
3(x2—1)2 3(x2—1)3
= 2I1.10.9.8.7y% d—(fh—s—')— +35.8.7.6.5 % ﬂf%‘a_l)_
d3(z2—1)* di(z*—1)5

+35. 6.5.4.3 2



(116)
pour z positif et trés petit, toutes les racines en y sont
réelles. La branche de courbe qui correspond a la
racine que nous avons désignée par y vient couper Oa

1 N
pour x = 7 les autres branches correspondant a des
valeurs positives de y vont passer par le point

T =--1.

I.’équation de la courbe dans ce cas a la forme quia
été utilisée dans I'étude du cas général.

[123a]

CONTINUANTS : APPLICATIONS A LA THEORIE DES NOMBRES ;
Par M. A. DELTOUR.
(Suite et fin) ().

TROISIEME PARTIE.

95. La considération des continuants fournit de
nouvelles démonstrations de certains théorémes relatifs
a la décomposition des nombres entiers en somme de
carrés.

Cet article contient deux de ces démonstrations : la
premiére se rapporte a la décomposition d’un nombre
premier de la forme 4/ +1 en une somme de deux
carrés (théoréme de Fermat); la seconde est celle de la
formule de Liouville qui sert & déterminer dans cer-

(') Voir Nouy. Ann., 4° série, t. I et VIII, 1908, p. 49, 172, 264,
481 et 535,
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tains cas le nombre des décompositions d’un nombre
donné en une somme de carrés.

96. Démonstration du théoréme de Fermat relatif
ala décomposition d’un nombre premier p = 4h 41
en une somme de deux carrés. — Les formules indi-
quées au n° 41 montrent que :

1° Un continuant symétrique ( o, 2)ayantun nombre

pair d’éléments entiers représente un nombre entier de
la forme x? -+ y*(xz,» premiers entre eux) et vice
versa;

2° Un continuant symétrique positif réduit (a,m,i)
ayant un nombre impair d’éléments 2 3 représente un
produit zy dont les facteurs sont > 1 et ne peut pas
représenter un nombre premier.

Cela posé, on sait que pour un nombre premier
p =4l + 1, le nombre des continuants positifs réduits
p—1

2

de valeur p est (50, Remarque 1°) et par consé-

quent pair.

Ces continuants sont symétriques ou non.

Dans ce dernier cas, I'un d’eux (J3) et son in-
verse (8 ) sont différents.

Lies continuants non symétriques se correspondent
ainsi deux a deux. Il y a donc un nombre pair de con-
linuants symétriques.

Or, le continuant (p) de résidu 1 est symétrique.
D’ailleurs, c’est évidemment le seul n’ayant qu’un
¢élément.

Il y a donc au moins un continuant symétrique de
valeur p dont le nombre d’éléments est 22 et par
conséquent pair.

D’oti résulte

p=x+yh
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Il ne peut pas y en avoir deux. Car, soient Ry, R,
leurs résidus. Ceux-ci satisferaient, d’aprés la rela-
tion (VI) (n°19), aux congruences

Ri+1:= (mod p),

R3-+-1=0 (modp),
d’od
R}—Rj=o (mod p),

. . . . —1I
ce qui est impossible puisque R, R, sont S[i—)-—

97. Le théoréme de Liouville, dont on trouvera plus
loin I'énoncé, se présentera comme une conséquence
de la formule (1) dun® 5 :

(n (2, Br=1(2)(L)+ (%0,1) (B1,0)-

Pour le démontrer, il faul d’abord comparer celle-ci
aux diverses expressions d’un nombre positif donné N
de la forme

(N N =ab + a'b,

olt a, @’ sont premiers entre eux, ainsi que b, J', lous
ces nombres élant entiers positifs et différents de zéro.

A cet effet, nous supposerons que dans la for-
mule (I) tous les éléments sont positifs, le dernier’
de (2) ou le premierde () pouvant seuls étre nuls.

98. Il s’agit de montrer que toute expression (1)
de N est identique a 'une de celles qui résultent de
Uapplication de la formule (1) a chacun des conti-
nuantsréduits (a, 3) de valeur N ainsi définis et vice
versa.

En effet, considérons d’abord l'ensemble de celles-
olia>> a’etoi, pourles valeursparticuli¢resa = a' =1,
onab<<¥d. :

Comme a, @' sont premiers entre eux, ainsi que b, 0,
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toute égalité (1) est susceptible de s’identifier avec la
formule (I) en posant

(2)=a, B)y=20,
(10,1) =da, (Bl.o) =0,
d’ou 'on déduit
(z,8)=N.

On satisfait a ces égalités en prenant pour (a) le
continuant positif court correspondanl a la fraction

%, (n°350); de méme pour (3) celui de —, sib>¥, ou
pour ((i‘ o) celui de 11)7 st b<< b, en faisant alors
(B)=1(0, B1,0)- .

Dans le premier cas (b > 0'), le continuant (x«, 3) est
positif réduit. Dans le second, le premier élément de
B3 est zéro.

L’égalilé (1) est donc toujours représentée, et d’'une
seule facon, par la formule (I) dans laquelle (a, {3) est
un continuant réduit de valeur N ou le premier élé-
ment de (3) peut seul étre nul.

D’ailleurs, & deux systémes différents de valeurs de
a, a'; b, b’ correspondent deux systémes distincts de
suites o, 3.

Inversement, en mettant un continuant positif réduit
de N sous l'une des formes (a, 3), («,0,8:,), dans
lesquelles (), (B), (81,0) sont des continuants positifs,
la formule (I) représente évidemment une certaine
décomposition (1) de N.

En outre, quel que soit le continuant de N consi-
déré, a deux systémes différents de suites o, (3 ou

34,0 correspondent deux systémes distincts de va-
leursde a, a'; b, &'.

On reproduit donc ces systémes de valeurs, c’est-a-
dire toutes les expressions (1) au moyen de la for-

4



( 120)
mule (1) appliquée de toutes les maniéres possibles a
chacun des continuants positifs réduits de N.

Remarque. — Pour former les différentes suites
partielles 2 qui correspondent a un continuant donné
de N, si n, n, désignent respectivement la somme des
éléments de (2) et celle des éléments du continuant, il
faut donner a n successivement toutes les valeurs de
ran, —i.

Exemple :

N=(2,1,3),
(2) =1(1), (2), (2,1), (2,1,10), (2, 1,2).

Dans les conditions admises, lc nombre des décom-
positionsde N sous laforme ab+a' b’ estdoncZ(n,—1),
¥ se rapportant & tous les continnants positifs réduits

de N.

99. Lorsqu’on prend Uensemble des cxpressions (1)
pourlesquelles ona a << a' et b>b' pour a =a' =1
aw liew de a>d et b<<b pour a=d =1, on
trouve un mode de représentation semblable.

1l suffitde remplacer («) par («, o) dans les formules.
Chacune des nouvelles expressions s’obtient, en eflet,
en permutant dans chacune des précédentes a avec a’
et b avec d'.

Ainsi («) (0, B) deviennent (2,0), (3); (), (B) de-
viennent (a, o), (o, 8).

On voit d’ailleurs que le premier continuant («) est
(1) pour la série a > a’ et (1, 0) pour la série a < a;
dans les deux cas, on a

a=a =1
et
N=b-+10'"

Pour (2) =(1).onaenefleth << &' et pour(e)=(1,0),

b> 1.
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100. Représentation des expressions (1) du n° 97,
dans lesquelles on a

N=om, ab=m', ab=m

’

m, m', n?' étant des nombres impairs.

En conservant la notation déja employée, 'ensemble
de ces expressions est représenté de la méme maniére
qu'aux n* 98, 99 ; seulement, de tous les systémes de
suiles «, {3, on ne retient que ceux dans lesquels (),
(%0,1), c'est-a-dire a et @’ sont impairs. Cetle derniére
condition suffit d’aillears pour que (3), B,,), c’est-a-
dire b, b, soient aussi impairs, puisque ces nombres
sout premiers enire eux et que (x, 8) est pair.

101. Dans ce mode de représentation, les nombres
impairs @, @' jouissent des trois propriétés suivantes :

1° St a,d et a,,da, sont deux couples consécutifs
de valeurs impaires,

a=(1)7 a1=(a,c.:),

a'= (20,1), @y = (a,%o,1),

correspondant & deux suites o, 20, d’un continuant
54 —_— N p ! o 3

donné N = (a, 3)=(2,%, 8') (n° 98, Remarque) et

tels que (a — a') et (ay— ) soient de méme signe,

on a

(2) a-+a =|a—a]
2* Sia, a' correspondent & la premiére suite x de
ce continuant, on a

2

(3) a—a =o.

3° 8¢ a, a' correspondent a la derniére suite o,
ona

(4) a-+a = N.
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Pour démontrer la premiére, supposons d’abord
(a—d'), (a, — a,) positifs.
Puisqu’on a
ay= (2, )

a,1 = (“7 Post )1

le dernier élément de ¢ est différent de zéro; autre-
ment on aurait a, < a.
Cette suite peut donc s’écrire

o =(1,¢,1) ou ¢=.(0, 1,4, 1),

suivant qu’elle commence ou non par un terme dif-
férent de zéro, la suite ¢ contenant ou non des élé-
ments nuls.

On a ainsi dans le premier cas

ay=(a, 1,4, 1) =a(1,d, 1)+ a' (¥, 1),
(2, 1,4) = a(,¥) +d(})

'
ay

Il

et, dans le second cas, des expressions analogues.

Pour que les deux couples a,a’ et a,,a, soient
consécultifs, il faut prendre pour ¢ la suite la plus
réduite qui donne pour a,, a, des valeurs impaires.
Comme on le voit facilement, c’est celle o & ne con-
lient qu’un seul élément k2 o.

On a alors soit

e =1,k 1)
et
ay=a(k+2)+a'(k-+r1),
a\=a(k+ 1)+ ak;
s0it
¢=1(0,1,Ak, 1)
et

ay =a(k+1)+a'(k+2),
ay= ak +a'(k+1),

relations d’ou résulte

a+a =a —aj.
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En particulier, lorsque £ =0, () devient (2) ou
(0,2).

Démonstration analogue lorsqu’on suppose (a — a')
et (@ — a) négatifs, en remplacant dans les expres-
sions précédentes

(1,¢4,1) par  (1,¢,1,0)
ou
(o, 1,4,1) par (o,1,%,1,0).

On a donc, dans tous les cas,
a+a' =[a —a].

La seconde proposition est évidente si 'on remarque
que le premier continuant partiel (a) est (1) ou (1, 0)

pour lequel on a
a= (a2) =1,

a'=(%9,1) = 1.

Pour démontrer la troisiéme, metions le continuant
donné de N sous la forme (4,0, 1).

Les nombres ()) et (X,,,) = (}, 0) sont premiers avec
N=2m=(), o, 1), par conséquent impairs, et repré-
sentent le dernier couple de valeurs a, @’ puisque A est
la derniére suite pouvant étre prise pour a.

On a dans 'expression de N correspondante

b="b'=1,
et par suite
N=a+a'.
102. Tutorime pE LiouviLie (). — Soit m un

nombre positif impair tel que 2m =m' + m" (m',m"
positifs impairs); si l'on pose

S=32[f(d—d")—f(d~+d"))],

(') Journal de Mathematiques pures et appliquées, 2° série,
t. III, 1838, p. 143.
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ot f est une fonction paire quelconque, d' un
diviseur de m';, d' un diviseur de m'", et oi X
s’étend, pour toutes les valeurs de m' et de m’, a tous
les couples de diviseurs d', d', on trouve

= Xd[f(o) —[f(2d)],

ot d parcourt tous les diviseurs de m.
En posant
m'=d'e', m'=d"e",
on a
am=de+deé,
ound,d’ e, e peuvent avoir des facteurs communs.

Pour ramener ces expressions au cas du n® 100, dé-
composons S en parties et désignons par S, , la somme
relative 4 tous les couples d', d” pour lesquels pet g
sont respectivement les plus grands communs diviseurs
de d',d" et de ', €".

Occupons-nous d’abord de S, ,. Les égalités
om=d e+ de" peuvent étre représentées, dans la
notation du n° 98, au moyen des continuants (=, 3) de
am, puisque d',d” sont premiers entre eux, ainsi
que ¢, e,

Groupons les termes de S, , dont les couples &', &'
proviennent d’'un méme continuant (x, 3) et rangeons
ces termes dans 'ordre des suites 2 correspondantes,
comme aun® 98 (Remarque).

Soit T Pun de ces groupes.

Posons enlin T ="1"+"1", les termes de T qui
composent chacune des parties T', T” étant caractérisés
par le signe de (d'—d") ou par celui de ¢ — ¢,
lorsque &' = d" =1 (n* 99).

Puis cherchons séparément les expressions de T’
et'T",

La somme

T'=2:[f(d—d)—f(d+d)]
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des termes de T correspondant aux expressions (1),
pour lesquelles on a
d>d
ou
d=d =1 et eLe,

se réduit a

T' = f(0) — f(2m).

Soient, en effet, d', d’ et d, d| deux couples consé-
cutifs quelconques proveaant des deux continuants
partiels (&), (o) = (=, ®).

Le terme — f(d +d’) est détruit par le suivant
J(d, — d}) acausede larelation (2) (n° 101). Restent
donc seulement les deux termes extrémes ol figurent
la différence des premiéres valeurs de d',d’ et la
somme des derniéres qui sont connues par les rela-
tions (3) et (4) (n°101).

On trouve donc
T'= f(o) — f(2m).

[.a somme T” est I’ensemble des termes de T corres-
pondant aux expressions (1) pour lesquelles on a
d'< dl/

ou
d=d =1 et e'>e'.

Or, celles-ci se déduisent des précédentes, relatives
au groupe 'I”, en permutant les nombres d' et d’ et,
pour les premiers termes ou d' =d"=1, en permu-
tant ¢’ et €. '

Par suite, la somme T’ s’obtient en permutant dans
T’ les nombres d' et d’. Comme f est une fonction
paire, Vexpression ne change pas.

On a donc
T =T'.
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La valeur de T est, par conséquent,
T=2T'=2[f(0) —f(2m)].

Cette formule est indépendante du continuant («, ()
auquel se rapporte le groupe T.

Valeur de S,,,. — Pour trouver S, ,, il faut tota-
liser les sommes T relatives a tous les continuants ré-
duits (a, ) de 2m.

nl A o(2m
Elles ont méme valeur, et leur nombre est —'-(——2

(050, Remarque).
On a donc

Sii=o0(2m)[f(0)—f(2m)].

ValeurdeS, 4. — Pour uncouple de diviseurs d',d"
appartenant & S, 4, P'égalité am =d'e' + d'e", ou pg
est facteur commun dans le second membre, et par
conséquent diviseur de m, peut s’écrire

m d e d e

2 = .
rpy P9I P9

'’ " ’ "
. . . e €

;)—9 ; sonlt premlers entre eux, ainsi que —, —-
q

On est donc ramené au cas de Sy,4 lorsqu’on rem-
m
place m par —.
Pq
On trouve encore les relations
(2') d+d=[d, —dy),
pour deux couples consécutifs de diviseurs et
(3’) d/_d”:O,

&) d+d=122Z,
q

pour les couples extrémes.



(127)

On déduit de la, comme pour S, ,,

svrm(22) [ro—s(22)]

Valeur de S. — En faisant parcourir a p tous les

diviseurs de =2, g vestant constant, on a pour total
q
w0 =[22 (57) |70 = (3) )
7(Sp.q) 77 So)—f 7
Or, on sait que
. (3_"}) =m
¢ rq q

Su(Sna = [F0=1(37)]:

On a donc

. . . . m ..
Puis, faisant parcourir 4 ¢ ou a 7 tous les diviseurs

d de m et ajoutant, on a finalement
S = 3d[f(o) —f(2d)].

Remarque. — Les raisonnements qui précédent
s’appliquent encore si, au lien de N=2m, on fait
N=22%*m. :

On trouve dans ce cas

S =oh=12d[f(0) — f(2"d)].

103. Rappelons maintenant comment la formule
de Liouville permet de déterminer le nombre de dé-
compositions d’'un nombre donné 4m, m éiant impair,
en une somme de quatre carrés impairs et de 8m en

une somme de huit carrés impairs.
d—1
On sait d’abord que £(—1) * , ou le signe X s’ap-
plique a tous les diviseurs d de m, est égal au nombre

de décompositions de 2m en une somme de deux car-
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rés impairs, en comptant comme distinctes celles qui

ne different que par 'ordre des termes.
Cela posé, soit

4m = X2+ Y24 Z24+ T2,
Ces carrés étant impairs, on peut écrire

am' = X2+ Y2,
aom”= L+ T2,
d’our
jfm=oam'+am’,
ou m, m', m” sont impairs.

Pour avoir toutes les décompositions de 4m, il suf-
fit d’avoir toutes celles de 2m’ et de 2m” pour toutes
les valeurs de m' et de m'.

Or, st dans la formule de Liouville on pose
J(x)=rcoszt, t étant une constante quelconque, on
trouve 'égalité '

S[Zsind'tEsind"t] = X[ dsin? dt],

et pour t—ﬁ
P o

" d'—1 a’—1
.‘J"l‘.(—l) T X(—1) ? ]= =d.
d'—1
Dans celle-ci, £(—1) ?* , o le signe Zs’applique a
tous les diviseurs d’ de m/, est égal au nombre de dé-

compositions de 2m’ en une somme de deux carrés
d"—1

impairs. De méme £(—1) * pour 2m".

La somme deleurs produits pour toutes les valeurs de
m' et de m” qui forme le premier membre est donc égal
au nombre de décompositions de 4m en une somme de
quatre carrés impairs.

En désignant par Z,(m) la somme des puissances p
de tous les diviseurs de m, ce nombre est £d ou Z, (m).



(129)
Faisant ensuite successivement f(z) = z2 et z*, on

lrouve

Zs(m)==Z (n)Zi(2m—n)
et

Zs(m)=3XZi(n)ZLs(2m —n),

n variant, sous le signe I, de 1a 2m—1.

De la premiére de ces égalités, on déduit, par un rai-
sonnement analogue au précédent, que le nombre 8m
se décompose en une somme de huit carrés impairs

de Zy( m) fagons.

[0'5)]
SUR LES LIGNES ASYMPTOTIQUES
DE CERTAINES SURFACES DE REVOLUTION;

Par M. V. JAMET.

1. Dans un récent article sur les lignes asympto-
tiques[Sur les surfaces dont les lignes asymptotiques
se déterminent par des quadratures (V. A., sep-
tembre 1910)], M. Buhl constate que la recherche des
lignes asymptotiques du tore dépend des fonctions
elliptiques. Je dis qu’il en est de méme pour loute
surface de révolution dont la méridienne est une
conique. Je suppose connue I'équation différentielle
des lignes asymptotiques d’une surface sur laquelle
les coordonnées homogénes X, Y, Z, T d’un point
courant sont exprimées en fonction de deux para-
métres u«, v. D’autre part, si I’équation de la méridienne
d’une surface de révolution, rapportée a son axe pris
pour axe des 3, et a une droite Or, perpendiculaire
a Oz, tracée dans le plan du. méridien, résulte de

Ann. de Mathemat., ' série, t. XI. (Mars 1911.) 9
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I'élimination d’un paramétre u entre les deax équa-
tions

g(u) L))
0(u) T 0w’

r=

on pourra représenter la surface par les équalions
X =¢(u)cosy, Y=g(u)sine, Z= f(u), T=0(u),

el Péquation diftérentielle dont il a été question ci-
dessus deviendra

¢'(w)jcosv du-—a0'(n)sinodudo—e(u)cosvde?  o'(u)cosy  —p(u)sine  w(u)cose
&"(w)sing du~+9'(11)cosv dude—o(u)sine do? - ¢'(u)siny o(u)cosy  p(re)sine
S (w) du Sy o S
0" () du? 0'(u) 0 O(w)

puis, aprés réduction,

(1) 9'(w)  w(u)
Sy flu)  flu) | dur—o(u)[8(u)f'(w)— f(w)8'(u)] dvi=o0.
0"(ey 0" () O(w)

Dans le probléme qui nous occupe, on peut rem-
placer les fonctions =, f, 8, par trois trinomes du
sccond degré, savoir :

v =au? +20u +c,
S=a'ut+2b0'u-c,

O =au +28u v,

et on constate que le déterminant qui figure dans
cetle derniére équation se réduit & une constante,
égale &

a b ¢

4la b
Q.

« 8y

Nous désignerons cette constante par A; nous écti-
rons l’équation différentielle qui précéde sous la
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forme
(0 Adu—o(0f' — f8) dot=o.
Observant alors que la fonction
e(0f"— f9')

se réduit a un polynome entier du quatriéme degré,
nous en concluons que la fonction u, de la variable ¢,
est une fonction elliptique de cette variable, et nous
nous proposons de rechercher tout d’abord les cas
particuliers out cette fonction dégénére en une transcen-
dante plus élémentaire. Ces cas particuliers sont les
suivanls :

«. L’équation ¢ = o a une racine double.
b. Iéquation f f' — f 4= o0 a une racine double.
q . !
(e I ! [
¢. Les deux équations » = o, §f'— f§" =0 ont une
racine commune.

Ces trois hypothéses s’interprétent géométriquement
comme il suit :

a. La conique méridienne est tangente ¢ l'axe
de récvolution.

b. Supposons tout d’abord que I'équation § = o ail
deux racines distinctes, de telle sorte qu’on ait

0= (u—uy)(u—us)

ct déplacons le plan des zy parallélement a lui-méme,
de telle sorte qu’on ait aussi

f A B

=

0) w— Uy U— iy

el, par conséquent,

r " 3 A _, B ’
=== <(u—u1)’ r(u—"z)g)

= —[A(u—us)*+B(u—u)}
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Pour que I'équation
0f = f¥=o
ait deux racines égales, il faudra qu’on ait

(Aug+Buy)2— (A +B)(Aui +Bui)=o

ou bien
2AB(uy— uy)2=o.

Supposant u, — w, 7 0, nous concluons que I'un
des coefficients A ou B doit étre nul, et par consé-
quent

S A
(] w— Uy
Laméridienne est donc représentée par les équations
paramétriques
au?+20u +c
(u ——u,l)(u-——uz)’
A
R——
u—

r=

ct 'on reconnait qu’elle a une asymptote perpendi-
culaire a Uaxe de révolution.
Si ’an avait supposé u, = u,, on aurait lronvé

O — = (e — ) [(u— ug) f'— 2 f].

Dans ce cas, les deux racines de I'équation consi-
dérée ne peuvent étve égales que si f est divisible
par « — u,. Par une translation du plan des zy, on
raménerail alors 'expression de 'éé la forme

A .
w—u’
et la conclusion serait la méme que précédemment.

c. Dans ce cas particulier, la cote z maximum ou

minimum d’an point de la méridienne est aussi la cote
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d’un point commun a la méridienne et a I'axe de révo-
lation. L’aze de récolution est normal a la conique
méridienne.

2. Revenons maintenant & I'équation (1), et suppo-
sons que nous ayons effectué une substitution homo-
graphique permettant de remplacer le polynome biqua-
dratique

¢(0f" — /%)
par un polynome du troisiéme degré, de telle sorte que
I'équation transformée-soit

(0) AW+ G(E—5)(E—E)(E—E)der=o,

£ désignant la nouvelle variable, G, &, &, &5, des

constantes. On pourra exprimer £ en fonction de ¢, au
moyen d’une des deux formules suivantes, choisie a
volonté :

(A) = ﬁ,cn’(Cii\/G(—i’A_—&?—)-v>

(a1 /BETEL),

le module & des fonclions sn, cn, étant défini par
I'équation
k2= 21—22

. Th—5
ou bien

_ I3 G Ei 8+ 6

la fonction p étant choisie de telle sorte que, si I'on
appelle ses périodes 2w et 2w', on ait

pw =

251—3’%2—53’ pw

" 252—5:53.
- 3

Dans ces deux formules, la lettre C désigne une
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constante arbitraire, et 'on peut les remplacer par des
formules analogues obtenues en permutant de toutes
les maniéres possibles &, Z,, &;.

Mais je dis qu'on peut arriver a la forme (2), anté-
rieurement 3 Loute substitution, a condition de choisir
convenablement la représentation paramétrique de la
conique méridienne.

D’abord, si cette conique est une parabole, elle sera
représentée par une équation de la forme

(Mr+Nz+P2=Qr+9Ss=+T,
el si 'on pose
Qr+8Sz+T=uw,
Mr+Nz4+P=u,

on exprimera r et 3 au moyen de deux trinomes du
second degré en u; et Von sera conduit simplement a
faire H =1 dans I’équation (1). On trouvera

v(ab'— a'b)ydut— (au?+2bu +c)(a'u—+b')dv2=o,

et la construction des formules analogues a (A) et (B),
ol ¢ sera vemplacé par u,n’offrira plus de difficulté.

Sila méridienne a un centre a distance finie, on fera
passer I'axe des » par ce cenlre, et I'on ramcénera son
¢quation & la forme

(M(7r —rg)+ N3z )25 Ps2=1,
ce qui conduit i faire

M(r—ry) -+ N3 =sint,

P s = cost,
puis
t = 2arctangu.

Les polynomes f et § prennent alors la forme

S =c (1— u?),
0 =1 w2
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(¢’ désignant une constante), et l’équation différen-
tielle des lignes asymptotiques prend une forme ana-
logue a la forme (2), ot § est remplacé par «. En
effet, si I’on joint aux deux formules ci-dessus la for-

mule
o= aul+2bu =c¢,

I'équation (1) devient
2b¢" du+ ¢'(au? + 2bu+ c)u de2=o.
On écrira cette derniére équation sous la forme
20du+ a(u—uy) (4 — us)udvt=o0

et I'on appliquera la formule (A), par exemple, en
supposant

sy

1= Uy, o= u,, Es=o.

On trouvera

1 au
+ uysn2|{ C =+ - Ly
2 [
avec
Uy — Us
k2==_l___:
221

ou tout autre formule analogue obtenue en permutant
d’une maniére quelconque les trois racines w,, ., o.
Si c’est, au contraire, la formule (B) qu'on veut appli-
quer, on trouvera

“"P<C+ %\/%0> _._.'f’_?ﬁ
a 2b
—olcx¢/%,) 22
u__'p<(* 2\/6 v> 3a

22U — Ug Pw,_'),ug—u.
—_— = ——

3

ou bien

e~

avec

pw=
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[D2b] , '
NOTE SUR LES SERIES ALTERNEES;

Par M. G. VALIRON.

Considérons une série alternée
ay— ay ...+ (—n)"a,+...

dont les termes décroissent en valeur absolue a partir

. . a
d’un certain rang, el supposons que lim —— =

=1I.

n=n An+i
L condition nécessaire et suffisante pour que la série
converge est que lim a,= o. Ecrivons alors
n-— e
Ay

=1+ a, (2, > o d'aprés ce qui précéde ).
Uiy

La série alternée converge ou diverge suivant que
la série dont le terme cénéral est u, diverge ou
converge.

En effet, on a

a,
Apyp = - )
, (P2 ) (V= Sppg)e o (U == Xy )
d’ou
a,
Apap <
! |_1‘<1/1+1::+1+--~‘—1r1+pv1)

el par conséquent, si Iz, diverge, le dénominateur
croit indétiniment a,_ , tend vers zéro.
De méme, on peut écrire

Ay Ap4-p—1
an-l—p:(’n(l— >'--<l—v —_—
142, L~ Zppoy

An An+p—1
>a,,[l—< - -’,—...—‘.«v—p-——
Ap -1 L=+ Gpyp—1
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“e P . o
Si la série o, converge, la série —=
I

converge a for-
n
tiore et par conséquent on peul trouver n assez grand

pOlll‘ que

An ) An+p-1 -
e ’—'———'—' =y
142, == Qpyp-y

quel que soit p, et : étant arbitrairement petit. I suit
de la

Apgp > au(’ — 5)7
quel que soit p. a@,.p ne tend pas vers zéro, la série
diverge.
Le théoréme est donc démontré.

Cas particuliers. — Si I'on a
a Mi—ep) a N
== ( lim ¢, = o, L>0),
Qg n N=o /

la série converge (elle est absolument coanvergente
pour A > 1 d’aprés la végle de Duhamel, et diverge

pour A < o).
Si
a h(1—ze . N
= L= limz,=o0, A > 0):
Ayt ’l(log”’)l+“ n=x

la série converge pour o <<z<1 (non absolument) et
diverge pour & >1, elc.

[D2a«]
NOTE SUR LA REGLE DE DUNAMEL;

Par M. G. VALIRON.

1. Considérons une série a termes positifs dans
laquelle le rapport d’un terme au précédent a pour
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limite un, et posons
Uy
— =14 a,.
WUy
La quantité =, a pour limite zéro lorsque n croit
indéfiniment. Nous aurons i
Un,
b
(L= 2pg) oo (14 ap)

Uy =

ct Pon voit que si la série Ela,,[ converge, le produit
qui est un dénominateur reste fini, u, ne tend pas
vers zéro, la série u, est divergente.

Supposons donc que la sérieE]a,,l diverge, mais que
b

la série a2 converge; nous pourrons écrire en

posant e(x) = e

Il — 11"0
n= / n n :
e(van [l(l—ka,,)e*h
\ Mo o

L'hypothese faite sur a2 entraine la convergence
du produit infini qui est en dénominateur et par suite
n N
les séries de termes généraux wu, et e —2 o, ) con-
X

vergent ou divergent en méme lemps. Si 'on remarque

n \
que la série e —-2 a,,> diverge lorsque la série 2| a,, |
ne

converge (puisque le terme général reste fini), on ale
résultat suivant : ,

La série u, converge ou diverge suivant que la
n
serie v, =e —-2 a”) converge ou diverge (toutes les
/

» s shi o N
fois que la série Sa; converge).

2. Supposons en particalier toutes les quantités z,
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positives, et décroissantes, et soit a () une fonction
continue décroissante égale a «, pour z =n. On sait

qu’'on a
n—t

i Ay <u/‘na(w) dz <Z %py

ny+1 o

' n
et, par conséquent, en posanl 4, —e <—f a(x) dz‘),
. n,

o

ey < Wp < 9 €%ny,
ce qui montre que les séries de termes v, et ¢, conver-
gent ou divergent en méme temps, donc aussi les
séries v, et v,.
On a ainsi la proposition suivante :

En supposant que la série o soit convergente, la

série u, converge ou diverge sutvant que la série de
n

terme général w, = (—— f u(x)dx) converge ou
, o a,
diverge..

On retrouve ainsi la régle de Duhamel et les
critéres de deuxiéme espéce de Bertrand.

1° Sia, ==, on aura

Wn= -7
la série u, converge si k>1, diverge si k1. A4 fortior:,
si na, >k >1, la série converge et diverge si na,<1.
2° Prenons
r T . k
Ay, = — — “ e .
"Tn " nlogn nlogn...(logon)’
on aura
A
b
n(logn)...(logpn)*

Wp =

série qui converge pour k& >1, diverge pour A<1. On
obtient les critéres de Bertrand.
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3° Le résultat du n° 1 montre que si 'on a

I+
Ay = —BE)
n

la série u, diverge si la sérieZ?I—;‘ converge.

CERTIFICATS DE MATHEMATIQUES GENERALES.
Montpellier.
EPREUVE ECRITE. — 1° Déterminer Uintégrale générale
de l'équation :
%% + 4y =sinax,
on
at—4zo;

2 En considérant cette intégrale comme léquation
d'une courbe, déterminer les constantes arbitraires de
Sacon que la courbe passe par ’origine et soit tangente &
U'axe OX en O;

3 En supposant a =1, el x compris entre o et =, étudier
la forme de la courbe: montrer qu'elle a un point d’in-
Sexion. Calculer ’aire comprise entre cette courbe et 0X;

4° Que devient [’intégrale générale de [Uéquation
donnée, st a = 27

EpREUVE PRATIQUE. — Une courbe est représentée, en
coordonnées polaires, par l’équation

p=a(l+cosw).
Déterminer le centre de gravité de U’arc obtenu en
Jaisant varier v de o a =. (Novembre 19og.)
Nancy.

ANaLYsE. — . Exposer la méthode de la variation des
constantes pour l'intégration des équations différentielles
linéaires du second ordre, en prenant comme exemple
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LY )= cous
dai T = couz.

Uéquation

1. Dans un systéme d’axes rectangulaires Oz, Oy, on
considére une courbe C; on désigne par M un point quel-
conque de cette courbe, par P sa projection sur Oz et par
N le point de rencontre avec Oz de la normale & la courbe
aw point M. Déterminer la courbe C par la condition que
la somme des deux longueurs MN et MP soit égale a une
longueur donnée 2a. Construire la courbe C.

GEOMETRIE ET MECANIQUE. -— On donne un céne de révo-
lution ayant pour sommet l’origine O des coordonnées,
pour axe l’axe des z et pour demi-angle au sommet un

. N ™
angle égal a P On trace sur ce céne une courbe C

définte par une relation entre les coordonnées polaires de
sa projection sur le plan des zxy.

1° Déterminer cette relation par la condition que la
tangente & la courbe G en chacun de ses points M fasse un
angle constant V avec le rayon du paralléle du cone
passant par ce point;

2° Montrer que la tangente « la courbe C au point M
Jait un angle constant avec U’axe des 3 et calculer ’arc
de la courbe C;

3° Un point matériel est assujetti a se déplacer sur cette
courbe en restant soumis & [’action d’une seule force
attractive, perpendiculaire a l'are Oz et inversement
proportionnelle ¢ la distance du point a cet axe; calculer
le travail de cette force lorsque le plan passant par l’are
des s et le point a tourné d’un angle donné.

(Juin 1909.)

ANALYSE. — 1. Etant donnée Uintégrale curviligne
f P(z, y)dz + Q(z, y)dy,

énoncer et démontrer la condition nécessaire et suffisante
pour que cette intégrale ne dépende que des deux extré-
mités du contour d’intégration et pour que l’expression -
) P(z, y)dz + Q(z, y)dy

soit une différentielle totale exacte.
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II. Etant donnée une courbe rapportée & deux azxes de
coordonnées rectangulaires Oz, Oy, former l’équation
diflérentielle exprimant que Uangle fait avec Ox par la
tangente en un point quelconque M est le triple de l'angle
fait avec Ox par le rayon vecteur OM.

Fntégrer cette équation différentielle et construire les
courbes intégrales.

GeoMETnie kT MECANIQUE. — On considére la surface
réglée représentée par les équations

xr = (a -+ 3)cost, ¥y =(a — 3)sint,

o« est une constante et t un paramétre variable.

19 Trouver sur la surface le liew des points ou le plan
tangent est paralléle a O3,

2° Un point mobile sur la surface est soumis a une force
représentée « chaque instant par un vecteur dirigé suivant
la zénératrice passant par ce point et ayant pour projec-
tion sur l'axe des 3 Uexpression z + f (1), f(t) étant une
Jonction de la seule variable t.

Déterminer la fonction f(t) de telle sorte que le travail
de la force pour un déplacement quelconque du point sur
la surface ne dépende que de l’origine et de Uextrémité
de ce déplacement et évaluer ce travail.

(Octobre 1909.)

Poitiers.

LPREUVE THEORIQUE. — On considére deux courbes C et G
dont les équations, en coordonnées rectangulaires, sont :

(e) 23y?—x 41 = 0;
(c') TSyt —x +1=0.

1° Construire ces courbes. Déterminer les points en
lesquels les tangentes sont paralléles aux axes de coor-
données, les points d’inflexion et les tangentes en ces
points.

»" Démontrer qu'une hyperbole asymptote auzr deux
axes de coordonnées coupe toujours chacune des courbes C
et C' en un seul point. En déduire quon peut exprimer
rationnellement en fonction d'un paramétre les coor-
données des points de G et de C'.

3" Chacune des deur courbes G et C' partage en deux
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régions le demi-plan x> o et le quadrant x <o,y > o.
Dire st ces régions ont ou non des aires finies: calculer
celles de ces aires qui sont finies.

Un arc de la courbe G et la corde de cette courbe qui
Joint les points de contact des tangentes paralléles a Ox
limite une aire finie S. Cdlculer cette aire et l’aire ana-
logue S'. ’

Montrer que ces questions peuvent étre traitées soit en sc
servant des équations cartésiennes, soit en se servant des
expressions paramétriques des coordonnées de C et de C'.

§* Former l'équation différentielle qui admet pour
courbes intégrales celles qui ont pour équation

r(Zy)h—2x +~1=0,

) élant un paramétre.
Cette équation différentielle étant donnée, comment
Uintéegrerait-on? Y a-t-il des intégrales singuliéres?

EPREUVE PRATIQUE. — L. Combien Uéquation

203 —3x2— 12X +2=0

a-t-elle de racines réelles? Calcules & ' prés la plus
crande de ces racines.

II. Un point pesant se déplace sans frottement sur la
parabole dont lUéquation est x*=a2y, les awxes étant
rectangulaires, l'axe des y étant vertical et dirigé vers
le haut.

Calculer la durée des oscillations du point, sachant
quon l’a abandonné sans vitesse initiale en l'un des
deux points de la parabole qui sont dans le méme plan
horizontal que le foyer. (Juillet 1908.)

EPREUVE THEORIQUE. — 1° Construire la courbe C, donnée
en coordonnées rectangulaires par l’équation

r(x+ y?) = 22— y2:

2° Quel que soit m, la droite issue de l'origine et faisant
avec Ox un angle dont la tangente est égale & un ren-
contre C en un seul point en dehors de lorigine O.
Exprimer les coordonnées de ce point en fonction de m et
Sormer Uéquation de la tangente en ce point;
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3° Combien passe-t-il de tangentes réelles & la courbe C
par un point donné (2, §)du plan zO y. Partager le plan
en régions d’aprés le nombre de tangentes passant par les
points de chaque région;

4° Calculer l’aire de la regwn dans laquelle ne passe
aucune tangente a C;

3" Soit M un point de G, trouver l’enveloppe de la per-
pendiculaire MN a OM, quand M parcourt G;

6° Oy étant vertical et dirigé vers le haut, étudier le
mouvement d’un point pesant M glissant sans frottement
sur la courbe C.

On supposera qu’au temps t = o le point M est & l’origine
sans vitesse initiale et l’on examinera ce qui se passe sui-
vant que M est placé sur l’une ou l’autre des deux branches
de C passant en O.

EPREUVE PRATIQUE. — 1. 1° Déterminer lintégrale géné-
rale de l’équation
(»,) _}’W—}’"—-J"—F}’ — e,

Cette forme de l'intégrale géncérale convient-elle au
cas o =17

2 En supposant » = =1, déterminer celle des intégrales
de Uéquation (1) qui sannule ainsi que ses dewx premiéres
dérivées pour x = o.

3° Vers quelle limite tend cette intégrale quand  tend
vers 1? Vérifier que cette limite satisfait a [’équation
‘2) ‘yll/_y//_—‘yl_‘-.y:ex'

En déduire ’intégrale générale de cette équation.

§° Déterminer par analogic Uintégrale générale de
U’équation
(3) ‘ylﬂ_.}/”_“y!—*‘y:x.—)e‘r‘

Il. Déterminer les fonctions s(x, y) satisfaisant
U’équation

.rd; — s J3
"0z T o

Vérifier que les surfaces s = z(x, y) définies a l’aide
de ces fonctions sont engendrées par des droites paralléles
au plan des x3 et rencontrant une droite fixe.

(Novembre 1908.)

- ——
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[D4b]

LE THEOREME DE M. PICARD
POUR LES FONCTIONS ENTIERES D'ORDRE NUL;

Par M. G. VALIRON.

Considérons une fonction entiére d’ordre nul f(3z),
le fait que | f(3)| croit indéfiniment sur certains cercles
[théoréme de M. Wiman (*)], a conduit M. Mattson (3)
a penser que, si I’on prend la fonction f(3) + a, a étant
une conslante, le rapport des nombres des zéros des
deux fonctions, contenus dans un cercle de rayon r,
tend vers un, lorsque r croit indéfiniment. Dans
mon Mémoire des Mathematische Annalen j’avais
indiqué la fonction

©

o = G P,
i

2

1

[ou E(z)désignela partie entiére du nombre 2], comme
échappant a la proposition précédente. Je vais consi-
dérer ici la fonction

@

() Fu>=II<h-§J{

1

qui donne des résultats plus nets,
1. Je vais d’abord calculer une valeur approchée

(') Voir mon Mémoire : Sur les fonctions entiéres d’ordre nul
(Mathematische Annalen, B. 70).
(?) Voir RuBeN MarTson, Thése, Upsal, 1905, p. 47.

Ann. de Mathémat., §° série, t. XI. (Avril 1g911.) 10
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de F'(z) pour r voisin de ¢*'". Soit
z = e2 heid,
ot A vérifie I'inégalité
I
5 < h <2,

et ou 0 est I’argument de z. On peut écrire

(2) F(z)=A.B.C(1— hei)?,
en posanL

p—t

X p—1

T 01\ 2!
A=z,,_I ’ B:II(I—;-> ’
heiBe?’

1

¥ heiter\¥
o=11(-"55)"

p—l—‘

On a immédiatement

e2(2¥—2) p2F—2 £iB(2" —2)
- )

3

4 —

-

e 3

ou

LIV
(3) A=¢e 3pl-2el(2l-2),

Calculons une valeur approchée de B. On a

p—1

logB | e”
og = 2000l 1 — —m8m— ] »
°® 2 °< fieibe?”

1

Mais

I e?’ e?’
ogl 11— - ) = — I+ a
i hett g2’ he"f’eﬁp( 28

ol a, est un nombre ayant pour limite zéro pour p



p—1 p—1

2: 1 p—t p—t
27e? < e? E 27 e¥ 2P,

1 1

de sorte que
(14+a)e’ “op

he2’

(%) flogB| < <=,

quelque petit que soit n, pourvu que p soit assez grand.
De méme on aura

- heib 2" P o or
logC =22’log (( — --————> =— (14 a)hetde? E et

e?
p+i p+1
or

@

O 27 o p+L

2 BT < N (1+ k)v
[

P+t

ou k est trés petit, car le rapport d’un terme au précé-

o

O . .
dent dansz esl lrés pelit.
p+i
On obtient donc encore ici

2P+

) 1
(5) Hog G| < (1 +a)he? — (1+ k) < v/,

e

7' étant avbitrairement petit, et p suffisamment grand.
Les 1négalités (4) et (5) donnent
S )

B.C = (1+¢),

. , 1
e étant un nombre complexe tendant vers zéro avec 7

En portant cette valear et celle de A dans l'expres-
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sion (2), on aura
zk”——i.?y-é—é » o p
(6) F(z)=(1+¢)é 3 p2l-2i6(2"-2) (1 — heid)?”,

égalité valable pour E < h < 2 (et méme dans de beau-

coup plus larges limites).

2. Soit alors I’équation
(7) F(z)— aeiv = o.

Il résulte tout d’abord de I'égalité (6) que les deux
fonctions IF(z) et F(2) — a¢i® ont le méme nombre de
zéros dans les cercles de rayons

P
—_ et 2€% .

En effet, la différence des nombres des zéros des
deux fonctions contenus dans le cercle de rayon r
est

ny—n,= ([d‘log —/‘dsloflr z)-—aeiv) ]

f désignant I'intégrale prise le long du cercle de
c

rayon r; or 'expression précédente s’écrit

o aelw ),
Ilo—lla—m-—[d%log[l—'l—r(—z-)']i,

e?” , .,
pour 7 = — I'égalité (6) montre que

2Pi—ey
|F(2)|>¢ ;

donc
aelw

Fo| <"

pourvu que p soit assez grand, c’est-a-dire qu’on a

nyg= ng.
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On aura le résultat analogue pour le cercle de
rayon 2e?.
Comme conséquence on voit que I'équation (7) a 2P
racines comprises entre les deux cercles considérés.
Nous allons calculer des valeurs approchées de ces
racines.

3. En remplacantdans (7) F(z) parl’expression (6),

nous aurons

TpasPit o )
(1+¢€)e’ 3 pa—20it(2"-2) (1 — heid)? = geiw,

c 1
ou encore, ¢’ tendant vers zéro avec 1—7,

2.p
< —¢
Rt

) acop 0ol .
e ete(z —2)(1 —_ hez())z = aqelw,

et par suile
] aeilw—8(2"—2)]
(1 —/le'e)2p= —
; (1—¢')
e

1

7 i(“’-—6+ i ) L
a e \2f P, o

2Py g
Fa—en

(8) 1— heid =

’

avec k=(0,1,2,...,27 —1).

1l résulte de cette égalité que O est d’ordre infé-
1
o
rieur a » el que nous aurons en premiére ap-
%2"(1—5')
&

proximation 27 valeurs pour Ae®d,

1
- 2AT
P
a? i=
hkeiek_-:x_ _2___.3 of .
52"(1—5’)
e

Les racines correspondantes de I’équation (7) sont

= e’ ket
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Par suite :
Les 2P racines de l'équation (7) comprises entre

p
e? » .
les cercles de rayons — et2e* ont sensitblement pour

points représentatifs les sommets d’un polygone

’ . . r
régulier ayant pour centre le point e* et pour
v
T(I—a'l
rayon e’ .

Prenons alors le rapport des nombres des zéros des
fonctions F(z) et I(5) — ae®, cerapport est égal a un
pour le cercle de rayon

ol ,
2,:_ eT(l—- )

€ 3

.o , . . . .. 2
puis il va en décroissant jusqu’a une valeur voisine de
Bl

a9
WP . . 3 o
pour le cercle e* — <, il saute a la valeur - pour ¢* + ¢,
2
uis décroit jusqu’a un pour le cercle
| 1
2"
—(1—g")
e+ e3 .
Ce rapport n’a donc pas de limite.
Il importe de remarquer que, pour les deux fonc-
p q )

tions
F(3)+ a,, F(z)+ a,,

le rapport en question aura bien pour limite un, quels
que soient les nombres a, et a, différents de zéro,
parmi les fonctions F(5) 4+ @ une seule présente donc
un cas d’exception.

4. La démonstration précédente met aussi en évi-
dence l'inexactitude d’une propositionde M. Zillich ('),

(') Zorricn, Beitrdage sur Theorie der gansen transzendenten
Funktionen der Ordnung Null (Inaugural Dissertation,
Halle, 1908).
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d’aprés laquelle les zéros des fonctions f(z) + a,
f(z) étant une fonction entiére d’ordre nul, sont
situés a Uintérieur de cercles ayant pour centre les
zéros de f(z) et dont les rayons sont de Uordre de
Cinverse des modules des zéros.

En terminant je remarquerai que la fonction f(z), qui
est certainement Lrés spéciale, est pourlant trés régu-
liére puisque r, étant le n**™° zéro, on a

rp=ehn,
avec

[ —

e<h<1(l—+—e).

2

[C1a]
NOTE SUR LES DETERMINANTS DE WRONSKY;

Par M. G. VALIRON.

Désignons par la notation
Fn(}'h)’h ey Yn)

le déterminant de Wronski relatif aux fonctions y,,
y21 ¢y _yn;

Jt Y2 e Yn

! 7 ,
Fa(yi, 02 o0 ¥n)= 1 Ya R

POV pE L

On sait qu’élant donné un déterminant D de degré n,
. , . 1 2 , .
si 'on désigne par D( > le déterminant obtenu
n—1 n
en supprimant les colonnes de rang 1 et 2, et les lignes

1 2 , .
de rang n —1 et n, et par A( n) le déterminant
n—1
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obtenu en prenant les termes de la n'*™® et de la

(n —1)*me, ligne et ceux de la premiére et deuxiéme
colonnes du déterminant adjoint, on a la relation

1 2 1 23
A( >=—D><D< )
n—I1 n n—1 n
Prenons

D=F,(y1.r2 - ».Vn);
on aura

1 2
D< > =Fn—2()’3,---»‘)'u)

n—i n
et

1 2
A( )
n—i1 n
="F2[Fn—-l(}’21}’39 .. -y}’n)y Fn._ (}’ly}’:h -~~;}’u)]a

comme on le constate aisément [le mineurde ™ dans

F, estégal a ladérivée de F,_(y2y -« o, 70) ]
On obtient ainsi la relation

Fo[Fns(y2: s ooy n)s Fumt (12335« 0)]
=Fa(y,,¥2 -y ¥n) Fn—!(]’-‘h cesnds

qui s’écrit encore en supposant que la fonction
Fn—i(}’s, . -,}’u)
n’est pas identiquement nulle,

Fn(}’h]'h“'r.yn)
(i, s - ya)* d [ Frn1(¥er oo ¥n) ]

Fn—l(}’:; "*3}/71) ;E Fn—l(]’h)/h -«~y)'n)

C’est cette relation que je voulais établic. On peut
en déduire que lorsque F,(yy, ¥2, ..., ¥n) est identi-
quement nul il existe entre les fonctions 3y, ¥a, ..., s
une relation linéaire et homogéne a coefficients cons-
tants. Car, en supposantF,_, (4, %3, ..., ¥x) noniden-
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tiqguement nul, on aura

Fn—i(}’h --n}’u)
Fn—l(}’h Y3, ~--7}'n)

EC],

d’ou
Fooi[(ya—Ciy1), 73, -y ] =0,

et ainsi de suite.

[0!5]1, 0'6h]
SUR LES LIGNES GEODESIQUES ET LES SURFACES MINIMA;
Par M. M. FOUCHE.

Je me propose d'indiquer un procédé de démonstra-
tion qui donne trés rapidement et d’une maniére
analogue la condition pour qu’une ligne tracée sur une
surface ait le minimum de longueur entre deux points,
ou pour qu’une surface ait une aire minimum a l’in-
térieur d’'un contour fermé. Ce procédé repose sur
Pemploi des formules de Codazzi, et fournit en 'méme
temps la démonstration d’un théoréme qui parait pré-
senter quelque importance.

I. Lignes géodésiques. — Je suppose la surface
rapportée a un réseau reclangulaire, I’élément linéaire

étant
ds? = A? du?~+ B2 dv?.

La longueur d’une ligne allant du point u,¢, au
point u, v, est donnée par l'intégrale

f VAT du? 5 B? dv?,
"0
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ou ¢ est une fonction de u, qui prend la valeur ¢4 pour

u = u, et la valeur ¢; pour u=u,.
On peut encore écrire cette intégrale

1,
f VAT B2y du,
7,
en désignant par ¢’ la dérivée de ¢ par rapport a «.
Si 'on change la fonction ¢, la variation de I’élément
de I'intégrale sera

/] oy’
A%—r-Bf—[jv"—i-B?v'o—v
dv dy [N
_— oy du.
VAT Bty

Pour trouver la ligne minimum, il faut trouver une
fonction de ¢ pour laquelle celte variation soit nulle, et
qui prenne les valears vy et ¢, respectivement pour
= ug et u=u,.

Cherchons la condition pour que la ligne ¢ = const.
soit minimum. Alors ¢g=¢,; mais il faul que la varia-
tion soit nulle. Comme ¢/ = o, il faut qu’on ait

oA
AWZ(),

et, puisque A ne peuat étre nul,
oA
==
A ne doit étre fonction que de «, et ['on obtient ainsi

un vésultat bien connu.
D’autre part, 'une des formules de Codazzi donne

oA
— = —rB,
Jdy

et puisque B ne peut éire nul, il faut que r =o; ce
qui veut dire que quand « varie seule, le triedre mobile
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ne tourne pas autour de la normale & la surface. L’axe
instantané de ce triédre est donc dans le plan tangent a
la surface. Mais le plan osculateur & la courbe ot u varie
seule est perpendiculaire au plan passant par la tangente
et ’'axe de rotation. Il est donc perpendiculaire au plan
tangent. Finalement, le plan osculateur d’une ligne
géodésique est normal a la surface. C. Q. F. D.

Il. Surfaces minima. — Toute surface peut faire
partie d’un systéme triple orthogonal, et cela d’une
infinité de manicres. Il saffit de lui adjoindre par
exemple ses surfaces paralléles et ses normalies déve-
loppables.

Si I'on rapporte tous les points de lespace a un
véseau formé de surfaces triplement orthogonales,
I'élément linéaire de I'espace prend la forme

ds? = A? du? + B2 dv2 + C2dw?,

ol du, dv, dw désignent les éléments d’arc des nor-
males aux trois surfaces.

Une surface quelconque sera définie si I'on donne w
en fonction de u et de ¢.

Si 'on considére trois axes Oa, Oy, Oz coincidant
au point considéré avec les trois normales, on aura

dz = A du, dy =B dp, dz = Cdw,

etle plan tangent a la surface sera défini par le systéme
d’équations
X—=z Y — 7 —:

= = b

Adu ~ Bdv =~ Cdw

ou
Z—z_de—x_’_d-(_vY—y
C ~ou A o9 B '
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ou encore

ow ow

Le cosinus de 'angle que fait ce plan avec le plan

2Oy sera donc
AB

2 \ 2 ’
B 2%) Az (2%) 4 Arpe
Ju oy
Alors I’élément de surface correspondant aux varia-

tions du et dv des paramétres u et ¢ se projettera sur
le plan 2Oy suivant un rectangle ayant pour aire

AB du dy,

et cet ¢lément lui-méme aura pour valeur

\/B*C’ (%‘f)’+ C=A1<Z—‘:)2+ A2B? du do.

L’aire comprise & 'intérieur d’un contour (C) sera

ff\/Bzca<?_‘.‘i>2+CzA2<.d_“i)2+AiBzdudv.
(C) du o

Pour avoir 'aire minimum a l'intérieur du con-

tour (C), il faudra trouver une fonction w de u et v
ayant en chaque point de ce contour une valeur bien
déterminée et telle que la variation de l'intégrale soit
nulle. Or cette varialion a pour expression, en se
bornant a I’élément de P'intégrale

Jw

VA2ZB24 ..

plus des termes qui contiennent tous une des dérivées
de (.

AB (Ai’—B + B%) Sw
ow

s
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Si donc on veut que la surface ot w est constante
soit minimum, il faudra que la partie écrite plus haut
soit nulle, ce qui donne, puisque ni A ni B ne peuvent
étre nuls,

0B oA
A;’— +Bm =0

Si 'on désigne les rotations du triédre par p, ¢, r;
Pty Q15 't P2y G2y T2, suivant que la seule variable
est u, v ou v, les formules de Codazzi

oA oB

=—'} — = .
o rB, s riA

donnent par permutalion tournante

oB oA

-— =—p1 4, - =

Jw ow ’

et I'équation précédente devient, en supprimant le
facteur commun C :

pA—gB=o
ou

_ |

B
_.__.—__—-()’
14t

ce qui exprime que les deux rayons de courbure prin-
cipaux ont la méme valeur absolue, mais des signes
contraires. C'est la propriété caractéristique bien
connue des surfaces minima.
Si I'équation
oB oA
A s + B = o
est vérifiée non seulement pour la valeur initiale de w,
mais pour toute valeur de cette variable, c’est que le
produit AB estindépendant de w. Alors toutes les sur-
faces de la premiére famille sont des surfaces minima.
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Considérons sur I'une d’elles un contour fermé quel-
conque (C). Par chacun des points de (C) faisons passer
la trajectoire orthogonale des surfaces minima; toules
ces trajectoires orthogonales forment une surface nor-
male aux surfaces minima, et qui découpe sur chacune
d’elles une aire constante puisque I’expression de cette

f ABdudy
(C)

est indépendante de (.

aire

Cette conclusion ne s’applique pas seulement aux
surfaces minima faisant partie d’un systéme triplement
orthogonal : elle s’applique également a une suite
quelconque de surfaces minima et a leurs trajectoires
orthogonales. Dans le langage de la Mécanique on dira
que :

Siles surfacesde niveau sont des surfaces minima,
un tube de force quelconque découpe des aires égales
sur toutes ces surfaces.

Pour le démontrer, il suffit de reprendre le raison-
nement précédent avec des coordonnées obliques.
Soient v le parametre définissant chacune des surfaces
minima, « et ¢ deux variables délinissant sur 'une
d’elles un réseau quelconque. Par chaque courbe de ce
réseau on peut faire passer une surface orthogonale &
toutes les surfaces minima, et 'on a ainsi un systéme
de trois familles de surfaces correspondant aux varia-
bles u, ¢, «w. Les courbes définies, pour une valeur
particuliére de v, par la variation de « seule ou de ¢
seule, font entre elles un angle § qui dépend des valeurs
des trois variables au point d’intersection ; mais les
courbes ol w varie seule sont les trajectoires ortho-
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gonales des surfaces minima. L’élément linéaire de
Pespace peut alors se mettre sous la forme

ds?= A?du?+ 2E du dv + B2dvr+ Grdw.

En raisonnant comme précédemment, on verra que
le cosinus de P'angle du plan tangent a une surface
quelconque avec le plan tangent & la surface w = const.
sera

AB

2 2
ArBr 4 BC (22) 4 coar (22) 4 5 ABCE 2% 2 s,
\ ou oy ou ow

L’élément de surface div s’obtiendra en multipliant
sa projection
ABsin0 du dv

par U'inverse de ce cosinus, ce qui donnera

dw = /A?B?sin?0 + M du dp,

M étant une somme de termes contenant les carrés et
le produit des deux dérivées de .

Pour que les surfaces & = const. soient minima, il
faut que la variation de cel élément de surface soit nulle
quand v reste constante. Or, la variation de M con-
tenant les dérivées de w ne donnera que des termes
nuls, et il faudra que ABsinf soit indépendant de ¢,
ce qui montre que l'aire

f f AB sin du do
“(C)

est indépendante de «w comme on I’a annoncé.
Cette propriété des surfaces minima est a rapprocher
de la propriété analogue des lignes géodésiques.
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[0'7a]

UNE APPLICATION DU THEOREME DE MALUS
AU PROBLEME DE TRANSON;

Par M. Exie TURRIERE.

Soit un complexe de droites (C) tel que tout céne
du complexe admette un axe de symétrie binaive : il
en est ainsi en particulier pour les complexes quadra-

“liques, puisque chaque cone du complexe étant du
second degré admet trois axes de symétrie. De chaque
point de ’espace partentainsi une ou plusieurs droites,
en nombre trés limité, qui sont les axes des cones du
complexe (C); ces axes définissent donc, en général,
un nouveau complexe (C'). Je me propose de montrer
que la considération du complexe (C') peut avoir parfois
del'intérét. Tout d’abord je donnerai quelques exemples
de complexes (C').

1. Sile complexe (C) est le complexe linéaire, tout
rayon du complexe passant par un point est axe de
symétrie du plan focal de ce point : dans le cas ou le
complexe (C) est le complexe linéaire, il existe donc
une infinité de comnplexes (V') qui sont tous identiques
entre eux et au complexe (C).

La perpendiculaire au plan focal au [oyer est un axe
de symétric pour le cone dégénéré en un plan. Dans
le cas du complexe linéaire, il existe donc un autre
complexe (C'), distinct de (C), qui est le compleze
des perpendiculaires aux plans focaux aux foyers
correspondants.
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Considérons le complexe linéaire dont 1'équation
réduite 4 sa forme canonique est, en coordonnées
plickériennes,

Pe+ ap3=0;
le plan focal du point de coordonnées (z,y, z) a pour

équation
Xy —Yox +a(l—3)=o0;

les axes coordonnés étant rectangulaires, il résulte de
cette équation que les cosinus directeursdurayon de(C')

issu de (z,y, 5) sont, en posant r = /z? 4 2, -

P1= = Pr=— = 3=
var+r? Vai4r a*+r?

el que I'équation de ce méme complexe est
q q P
P3ps—a(pt+p3)=o.

Le complexe est donc un complexe quadratique,
admetlant pour transformations infinitésimales celles
du complexe linéaire lui-méme, c’est-a-dire la rotation
autour de l'axe de révolution Oz et la translation
parallelement & ce méme axe.

La détermination des congruences de normales qui
appartiennent a ce complexe est aisée. D’aprés ce qui
précéde, il est défini a I'aide de points de départ et il
suffit de chercher les surfaces de tourbillon du champ

de vecteurs (X, Y,7Z):

s a
X= L, Y=— 2, Z=-———;
a’—+ r? va*+ r? at+rt
les projections du vecteur tourbillon sont :
ay azxr 2a+1r?
3’ 3’ 37
(a?+ r?)? (a2+r?)2  (a?+ r?2)?

les équations différentielles des lignes de tlourbillon
Ann. de Mathémat., 4* série,. L. XI. (Avril 1911.) 11



étant

ces lignes sont des hélices circulaires

2a%—+r?
r = coust., z= —-—Tl——ﬁ+const.;
les surfaces résolvantes de Transon, identiques aux
surfaces de tourbillon, sont douc représentées par
. M ’ L
I'équation générale
2at+ 2+ y? v N
3= ——————arclang = -~ Fla2-=- p2),

dans laquelle I' est une fonction avbitraive de z? 4 y2.

Si I'on désire avoir non pas les surfaces résolvantes,
mais les surfaces dont les normales appartiennent au
complexe envisagé, il suffit de considérer cclles-ci
comme enveloppées par des plans

Z cos® cosy + y cososind 4+ ssing =,
ou m est intégrale générale,

2 ¢,
cos* @

at = —
sin @

Y+ (o),

de I'équation aux dérivées partielles du premier ordre
particuliérement simple

ory cos?y
A — = ——t.
ay sino

2. Parmi les complexes quadratiques (C), je consi-
dérerai en premier lieu le complexe spécial attaché a
une quadrique a centre. Les axes de svmétrie d’un céne
du complexe (C) sont alors les normales aux sucfaces
homofocales a la quadrique, qui passent par le sommet
du cone. Les axes counstituent, par suile, un com-

.
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plexe (C') unique et qui n'est antre que le complexe
tétraédral attaché au systeme homofocal auquel appar-
tient la quadrique.
Comme second et dernier exemple de complexe qua-
dratique (C) associé a un complexe (C') simple, je consi-
dérerai le complexe, d'équation

PipP2r— PspPr1=0,

des droites équidistantes de deux points (¢f. ma Note:
Conséquences de deux théorémes de M. Bricard sur
les tangentes communes a deux quadriques, 1910).
Le cone issu du point (z,y,z) est paralléle au cone
d’équation

3(X2+Y?2) —xXZ — yYZ = o;

les trois racines de son équation en S sont
1
S = 3, S=;(zi;/z’+_y2+zﬂ);

a la premiére racine, S =z, correspond un axe de
direction
.}/? ‘z" 0’

et 4 chacune des deux autres correspondent deux axes
de direction

z, ¥, sEVri+yri 32,

il en résulte qu’au complexe (C) des droites équi-
distantes de deux points correspondent deux com-
plexes (C') : I'un est le complexe linéaire spécial
attaché a la droite a l'infini du plan Ozy et I'autre le
complexe linéaire spécial attaché a 'axe O3, résultats
dont il est possible de se rendre compte géomélrique-
ment,

3. Cela étant, considérons un complexe (C) quel-
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conque, mais qui puisse étre associé a un complexe (C'),
et soit (S) une surface, supposée rétléchissante, dont
les normales appartiennent au complexe (C'). De la
définition méme du complexe ('), il résulte que le
complexe (C) est invariant par véflexion sur la sur-
face (S).

Une congruence de normales quelconque de ((i) se
réfléchira, dans les mémes conditions, suivant unc
congruence, distincte ou non de la congruence primi-
tive, mais qui sera une congruence de normales, en
vertu du théoréme de Malus.

Supposons maintenant que le probléme de 'I'ranson
soit résolu pour le complexe (C') et que I'on connaisse
une solution unique du méme probléeme pour le com-
plexe (C). Le théoréme fondamental de M. Darboux
qui permet d’obtenir toutes les congruences de nor-
males d’un complexe donné, dés qu’une famille de
solutions est connue, est inapplicable, en général, au
cas ol une solution unique est connue « priord. 1l est
remarquable que, dans le cas actuel, toutes les con-
gruences de novmales de (C) soient déterminables
lorsqu’une d’elles est donnée.

La congruence de normales donnée ne sera certaine-
ment pas, en effet, invariante dans toutes les réflexions
sur les diverses surfaces dont les normales appartien-
nent au complexe (C'). On pourra alors déterminer
ainsi loutes les congruences de normales de (C) ou
tout ou moins une infinité de telles congruences, ce
qui est suffisant pour pouvoir appliquer le théoréme
de M. Darboux. Ainsi donc : Lorsque, le probléme de
Transon étant résolu pour le complexe (C), on
connalt une congruence de normales du com-
plexe (C), le probléme de Transon est résoluble
pour le dernier complexe.
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Le théoréme précédent met en évidence Uintérét
qu’il y aurail & connaitre ceux des complexes quadra-
tiques (C) qui conduisent a des complexes (C') simples
ou remarquables, et & chercher si, parmi les complexes
d’ordre supériear, il existe des complexes dont tous les
cones soient doués d’axes de symétrie binaire ou, plus
généralement, d’axes de symétrie quelconque.

[0'7a]

SUR LES CONGRUENCES DE DROITES QUI ADMETTENT
UN POINT POUR SURFACE CENTRALE;

Par M. EmiLe TURRIERE.

1. Les Nouvelles Annales de 1910 (p. 4getp. 529)
ont publié deux articles trés intéressants de M. E. Ke-
raval sur les Surfaces partiellement cylindroides.
Entre autres résultats remarquables, M. Keraval a
établi que la congruence formée par les génératrices
d’un méme systéme des quadriques

x? 2 z2 _
B (1+r9) (Gx9)(@axe) (@axa)Bro '~

0,

signalées par M. G. Hambert, en 189o, jouit de la pro-
priété suivante : la surface centrale de cette con-
gruence (c’est-a-dire Penveloppe du plan équidistant
des points focaux de chaque rayon) est réduite au
centre commun O des quadriques (p. 539 des Nou-~
velles Annales de 1910). Je me propose de déterminer
toutes les congruences de droites qui jouissent de la
méme propriété, de donner uneréciproque du théoréme
relatif a la congruence considérée par M. Keraval et,
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enfin, de montrer comment, un complexe de droites
étant donné, il est possible de déterminer les con-

gruences de ce complexe qui jouissent de la propriété
en question.

L

2. Soit une droite de coordonnées pliickériennes
Puy P2y P3y Pi» Psy Po; les trois premiéres de ces six
coordonnées sont les cosinus directeurs de la droite
par rapport aux axes reclangulaives O(z,y, 3); ces
cosinus directeurs dépendent de deux paramétres u et ¢
par les formules
u-+v _i(v—u) uy —1

’ 2= ) 3= .
uy +1 uy 41 uy 1

pPr=

Pis Ps, Pe sont des fonctions de u et de ¢; dans ces
conditions, la droite envisagée engendre une con-
gruence. Soient d’aulre part z, y,, 5o les coor-
données de la projection sur cetle droite de I'origine
des coordonnées; tout point de la droile ayant des
coordonnées

Zo-+ é(l -+ uv)rupy,
1

Yo+ 5 (1 uv)?up,,

e —;(l + uv)ups,

I'équation du second degré en u dont dépendent les
points focaux est

opy dxo dpi oxy
2 =0
wi S ( ou dv o0 ou >

dpl d.Z‘o dpl 0:1;0 dpl 0.’270 dp, d.’l’o

du dv oy ou 0w 0w v o

la condition nécessaire et suffisante pour que la surface
centrale de la congruence dégénére tangentiellement en
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le point O est celle

% o0x, opy 0xy

ou 9 v ouw

qui exprime que le point (xo,), 3¢) est le milieu du
segment focal.
En vertu des relations

) 0,

on peul poser

_ dpx ap,
xo—L—d-J_i—MW’
_ 0/)2 0p2
yo-—lamt—-{—l\l—a‘)—)
_ 1 9P ps.,
so=Log =M%

il résulte alors de formules remarquables entre les
dérivées des cosinus directeurs, formules qui découlent
d’ailleurs de la théorie générale de la représentation
sphérique des surfaces, que la condition précédente
prend la forme

0 L 0 M
—_— [ —— - —_ = o0:
du[(|+uv)2] S oe [(1+z¢v)2] ’

celle derniére forme de la condition conduil immé-
diatement i la solution suivante du probléeme que je
m’élais proposé : soit F une fonction absolument
quelconque des variables « et ¢; il suffit, dans les
expressions ci-dessus données des coordonnées z,,
Yo, 5o de la projection de O sur le rayon (u,¢) de la
congruence, de poser

L= (|+uv)2%§,

oF
= — 2 .,
M=— (14 uv) o
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3. La détermination analytique de la congruence la
plus générale dont la surface centrale est réduite an
point O est ainsi complétement effectuée. Voici une
définition géoméirique lorl simple qui découle des
considérations que j'ai développées dans un article
Sur une transformation de droites, publié par les
Nouvelles Annales de 19og (p. 249), et dans un
article qui fait suite au précédent, Sur les surfaces
de M. Appell (1910, p. 143). ‘

Il résulte des expressions précédentes de L et de M
que celles de xq, ¥¢, 24 sont susceptibles d’étre mises
sous les formes suivantes :

‘ [9(m, p1) O(w, p2) I(m, p3)
s = - (I -+ uv)* -
(%05 Yo, 30) 2< °) [ d(u,v) ’ o(u,v) ’ o(u,v)
ol w désigne une fonction quelconque des variables «
et o,
Appliquons la transformation de droites : 24, Yo, 3o
se changent respectivement en les coordonnées p,, p;

. . . I
pe de la droite transformée; « est changé en — Seto

1 ’
en — —; finalement p,, p;, pe se présenlent sous les
formes (analogues a celles de x,, ¥, 3¢)

d(w, p1)

)
L 2
p,,=2(|+uu) vy’

caracléristiques des congruences de normales. Ainsi
donc : La congruence la plus générale dont la sur-
face centrale est réduite au point O est transformée,
par rapport a ce point, de la congruence de nor-
males la plus générale.

Il suffit donc d’appliquer la transformation de droites
d une congruence quelconque de normales pour obtenir
une congruence de droites dont les milieux des segments
focaux sont les projections du point fixe O.
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Dans mes articles cités, j'avais établi la propriété
d’invariance, dans la transformation, qui caractérise les
congruences de normales aux surfaces de M. Appell,
congruences qui, par définition, sont des cas particu-
liers de celles que j'envisage actuellement. Le
théoréme que j'avais signalé relativement aux sur-
faces de M. Appell est donc complété par le résultat
précédent.

4. La condition trouvée au paragraphe 2

Sdpl ().Z'o dPl ()Z‘o _
du Jv dv du '
peut éire mise sous une autre forme, en introduisant

les coordonnées plickériennes par les formules

o= P3Ps— P2 Pes»
YYo= P1Ps— P3P
B9 = P2Pe— P1Ps,

et en utilisant les relations suivantes :

(’pz dp3 I,dpl .
P3%u *ou ~ “ou’ ’

0(73 001 .dp: .
pzw._ps_d;_—zw, ceey

il vient alors

9(pu, p1) | 0(psy, p2) | 9(Ps Ps) _
a(u0) T o(me) T o(we)

Cette relation entraine pour la congruence transfor-
mée celle

(20, P1) 9(yo, P2) (50, P3) _
o(u,v) - I(u,v) + (u,v) =0

qui caractérise les congruences de normales (zo, ¥,
zoétantles coordonnées d’un point quelconque de départ
des rayons). .
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11.

3. Soit maintenant une famille dépendant d’un para-
métre o de quadriques coaxiales :

x? y? z?
~ + 5% + ==+ +1=0;
A B [ ’

les génératrices définies par trois complexes linéaires

— U 2 — BC
Pi= 1 P1y ou L
. ,  CA

D5 = W2 P ou #i= g
. ,_ AB

Pe= 133, ou #3= 7

engendrent une congruence. Je me propose de déter-
miner toutes les familles de quadriques coaxiales telles
que celte congruence soit une de celles que je viens de
considérer.
D’apres le paragraphe 4, je dois écrire que 'expres-

sion

9(pu, P1)

o(u,v)

est nulle, en vertu des équations de la congruence :
o doit étre regardée comme une certaine fonction de
et de ¢ définie par la relation

PP+ papi+ papi=o,

qui est une conséquence des équations de la congruence
et de l'identité entre les six coordonnées pliické-~
riennes. KEn dérivant cette relation et désignant les
dérivées de p,, 112, Uy par rapport a Punique variable ¢
Jo

! ’ ' N . Jo .
par 4, gy, s, on obtient des expressions de -5 —;
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em portlant ces expressions dans la relation

s . 0Py os . Opy
d_uS FxPlW —;;SH:P:W =o,

/ / o(pi1,
S (pypy— b*z#x)Ple% =o0;

il vient

de I'identité
d(Pn P!) . Ps3

a(u,v) _—2l(l+uv)2’

et des identités obtenues par permutations circulaires
des indices, il résulte que les fonclions py, pa, Py
satisfont a I’équation

S(#m’z—-mp’l) =o,
qui prend la forme d’une équation de Pfaff

Wy (e — pa) =+ py (3 — ) + @y (1 — p2) = 05

ou encore
BT
By P2 1 |=o0;
B s

la signification de cette équation de Pfaff est fort
simple : si py, (a2, (3 sont regardées comme les coor-
données ordinaires d’un point, qui décrit une courbe
lorsque & varie, cette courbe figurative est plane et son
plan passe par I’axe de symétrie ternaire du triedre
coordonné.

{1, [ta, pks ONL pour expressions générales

= ki f(o) + &(3);
pe= ks f(0) + g(0); .
ps= k3 f(a) + g(9);

kyy ki, ki3 sont trois constantes arbitrai:es;‘ f(o)
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et g(s) sont deux fonctions quelconques du para-
métre o; l'une quelconque de ces fonctions pourra
étre égale a o, sauf dans le cas exceptionnel ou elle
serait constante; dans ce cas, l'autre fonction pourrait
étre prise égale a o. Il résulte des expressions générales
de .y, o, py précédentes que la famille cherchée la
plus générale est constituée par des quadriques con-
centriques uniquement assujetties a la condition
d’avoir mémes directions de plans cycliques. 11 en
est ainsi pour les quadriques de M. Humbert, pour les-
quelles on a

B = a -+,
[re = B+ca
}13:‘{—1—0'.

6. Ce méme résultat, je vais ’établir en cherchant
une famille de Lamé constituée par des quadriques
concentriques et & axes inégaux (et par suite néces-
sairement coaxiales) telles que leurs génératrices engen-
drent une congruence dont la surface centrale soit
réduite au centre commun de ces quadriques.

1*¥, 13, p3 sont inversement proportionnels & A2, B,
C2. Posons

(] ]
M= x> M= 1 P3=(—:§
il vient

02 ’ !
Pa by — paph = mA’(CB-—BC), e
et par suite, d’aprés la relation
D (s — ) =o,

on a, quel que soit le facteur 6,

A A A
B B B? ESA’BC(C—B):O.
C Cc o
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La condition formée par Maurice Levy pour que les
quadriques considérées appartiennent a un systéme
triple orthogonal est d’autre part

DA AB—C)=o;
des deux conditions il résulte que A’, B/, C' sont res-
- pectivement proportionnels &
A(B+QC), B(C+A), C(A + B).
A, B, C sont donc trois fonctions intégrales du systéme
d’équations différentielles

dx _ dy _ ds )
z(y+3) y(za+x) zs(xz+y)’

par le changement de variables défini par les formules
z=YLZ, vy =17X, z = XY,

ce SySléﬂ]C se transforme en

on a donc

X=12+g0, Y=§+o, L=y+c¢
et, par conséquent :

A=(B+o)(y+o0)
B=(y+o0o)(x+09),
C=(a+0a)(p+0a);

on reconnait la les expressions des axes des quadriques
de M. Humbert; X, Y, Z sont respectivement iden-
tiques & Wy, [ et .

7. Les équations des trois complexes linéaires qui
ont en commun les génératrices d’'un méme systéme
d'une quelconque des quadriques de M. Humbert
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étant
pi=(a+0a)p,,
Ps= (B + o) pa,
ps= (7 +0)ps,

il est possible de définir la congruence de ces généra-
trices, lorsque o est variable, par les équations

Y TSN . ST 1Y L
(B Y)Pl-"({ ot)p2+(°t @)m 0,

P Ps y (s gy b
a<@—¥>;+ﬁ(¥—ﬂ;+r(a B)m
+(@—=B)(B—7)(y—2)=o,

qui représenlent respectivement deux complexes du
troisiéme ordre; on peut encore envisager le troisi¢me
complexe du troisi¢me ordre

(B—=y)Prpspe—+ (Y —2)papsps
+(@—=0)papips+ (2 —B)B—1)(y =) pipaps=o0;

le premier complexe est celui des génératrices des
quadriques polaires réciproques, par rapport a une
sphére concentrique, des quadriques d'un systéme
homofocal, et des quadriques homothétiques. Le com-
plexe se transforme en le complexe tétraédral dans la
transformation de droites (vodr mon article, 19og,
p. 256). Le troisiéme complexe est celui, considéré
par M. Humbert, que forment les génératrices des
quadriques de M. Humbert et de leurs surfaces homo-
focales (Comptes rendus de I’ A cadémie des Sciences,
18go, CXI, p. ¢964); la wansformation de droites le
change en un complexe de iméme natuve.

Quant aux trois complexes linéaires, la transforma-
tion de droites les change en trois complexes qui sont
constitués par des droites sur lesquelles deux des trois
plans coordonnés interceptent des segments conslants.
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En se reportant a un article intitulé : Sur un complexe
du quatriéme ordre, qui paraitra prochainement dans
les Vouvelles Annales, on voit que la congruence de
normales Iransformée de la congruence des généra-
trices des quadriques de M. Humbert n’est autre que
celle des droites donl trois points invariables sont assu-
Jetuis & rester dans les trois plans coordonnés.

8. Pour terminer, j'indiquerai comment peut étre
résolu le probléme suivant : Etant donné un com-
plexe de droites, déterminer celles de ses con-
gruences dont les surfaces centrales dégénérent en
des points.

On se donnera le point, qui pourra étre quelconque;
on transformera alors le complexe, a 'aide de la trans-
formation de droites définie par ce point. Les con-
gruences cherchées admettant le point choisi pour
surface centrale seront transformées en les congruences
de normales du nouveau complexe, et le probléme est
donc réductible au probléme de Transon.

Mais le probléme actuel est beaucoup plus général
que le probléme de Transon, puisqu’il faut chercher
les congruences de normales d’une triple infinité de
complexes.

CERTIFICATS D’ANALYSE SUPERIEURE.

Bordeaux.

ErREUVE THEORIQUE. — 1. Démontrer que toute fonction
elliptique aux périodes »w, 2w' &t une fonction rationnelle
de pu et p'u.

II. Soit p=f(9) U’équation d’une courbe plane C en
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coordonnées polaires. Sur le rayon vecteur OM d’un point
quelconque M de cette courbe on porte une longueur
constante MP égale & a et dans le sens MO. Déterminer
S (9)de facon que, lorsque le point M parcourt la courbe G,
Uaire balayée par le rayon vecteur OP soit égale a l’arc
que décrit le point M, multiplié par une longueur con-
stante b. On emploiera les fonctions de Jacobi et l’on
supposera 2a > b.

EPREUVE PRATIQUE. — La Sonction pu satisfaisant a la
relation
pru=fpu(ptu—r),

trouver la fonction primitive de

piu
(pu—1)?
(Juin 19710.)
Lille.
PREMIERE QUESTION. — KEtude des valeurs réelles de la

Jfonction pu :

1° Lorsque, l'une des périodes étant réelle, l'autre est
purement imaginaire;

2* Lorsque les deux périodes sont imaginaires conju-
guées.

Calculer, dans les deux cas, les périodes 2w, 20, en
fonction des invariants g1, g.

Construire, dans les deux cas, la courbe

xr = pu, y=pu

DeuxiEME QUESTION. — KEtant donnée l’équation aux
dérivées partielles du premier ordre

(1) S, @1, @2y -y X, Pry P2y oy Pr) =0 :

1° Définir ce qu'on entend par une intégrale compléte;
Jaire voir comment on peut, d’une pareille intégrale,
déduire toutes les autres;
2° Montrer comment Uintégrale singuliére peut étre
déduite directement de l'équation (1).
(Juillet 1910.)
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1° On considére la série

n—=+ o

E enta-+nz

n=—-—eo

A quelle condition doit satisfaire la constante a pour
que celte série soit convergente quel que soit z?

2° Cette condition étant supposée remplie, démontrer
que la somme ©(3) de cette série est une fonction entiére
de z qui admet deux périodes, l'une de premiére, l’autre
de troisiéme espéce; faire voir que 0 (z) s'annule une fois
et une seule dans chaque parallélogramme construit sur
ces deux périodes; donner l’expression générale des zéros
de 8(z).

3° Etablir la relation qui existe entre la fonction 8 et
la fonction s construite avec les mémes périodes. Décom-
poser 8(z) en un produit de facteurs primaires.

(Novembre 1g10.)

Lyon.

EPREUVE ECRITE. — 1. On considére I’équation

27
g(x)—i—kf gl(y)cos(x +y)dy =1,
0

ow N est une constante donnée et g une fonction inconnue.

1° Dans {’hypothése X =1, donner la solution de cette
équation, en se servant des formules de Fredholm;

2° Comment faut-il choisir h pour que cette équation
cesse d’avoir une solution unique? Que se passe-t-il alors?

II. Dans un plan, rapporté a des coordonnées polaires
d’origine O et d’awe polaire Ou, on désigne par y
(oSySam) Pangle polaire d’un point quelconque du
cercle (C) de centre O et de rayon 1; et par a,
(a>o0, oSz <an) les coordonnées polaires d’un point P
quelconque. Soit alors W le potentiel en P de la double
couche de moment g(y) disposée sur le cercle (C).

Ann. de Mathémat., 4° série, t. XI. (Avril 1911.) 12
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10 Mettre W sous la forme
1
We— [ g(A@ | a)dy;
o

et, dans U’hypothése a <1, développer A et W suivant les
puissances entiéres de a;

2° Montrer que, si W est nul, quel que soit x, pour une
valeur particuliére quelconque de a, inférieure a 1, W est
identiquement nul, ainsi que la fonction g;

3° En conclure que, pour a <1, le noyau A est fermé et
que la suite

1, cosz, sinz, cos2x, 8in22, ..., COSnx, sinnzx, ...

est fermée;
4° Trouver les valeurs et les fonctions fondamentales du
noyau A, pour a <1.

EPREUVE PRATIQUE. — Epure (données en centimétres) :
intersection d’un cone et d’un cylindre. — Le céne, limité a
sa base et a son sommet, a pour base dans le plan hori-
zontal une circonférence (centre = =o, y =10, 3 =0;
rayon = 8). Le sommet est le point x = o0, y =10, 3 =16.
Le cylindre a pour base un cercle de front (centre x = 3,
¥y =10,5=75; rayon =5); les génératrices sont horizon-
tales, et inclinées a 45° sur le plan vertical de gauche
avant a droite arriére. Représenter la partie solide du
cone extérieure au cylindre. (Juillet 1g10.)

EPREUVE EcRITE. — 1. Etablir les formules relatives au
passage a travers la couche attirante pour les dérivées
premiéres d’un potentiel de double couche.

II. On imagine les opérations de Fredholm fournies par
les divers noyaux A(z, y) qui satisfont ¢ un méme systéme,
supposé donné, d’équations aux dérivées partieclles de la
Jforme
T @) e A =0
ozt oz ¥ -

02A JA
e +é’(}’)d—};+q'(}’)A=°'
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1° Hontrer que ces opérations forment un groupe;

2° Montrer qu’a une opération quelconque de ce groupe
correspond, en général, une opération du mnéme groupe
qui en est l’inverse;

3% Déduire de la une méthode de résolution des équations
de Fredholm qui correspondent a un noyau A de l’espéce
considérée; et comparer les formules obtenues a celles que
donne la méthode de Fredholm ;

4" Examiner le cas singulier, dans la résolution des
équations de Fredholm de ce méme type.

Nota. — Toutes les intégrales définies correspondant
aur opérations et équations de Fredholm considérées
seront supposées prises entre les mémes limites constantes.

EPREUVE PRATIQUE. — Soit

k =sin0, ky= sin0y, k= sinf,,

i
|+l(|=

3 ciee

0’ [+ k2= ’ [
2

cos? — cos? — cos? —
2 2 2

Enfin
T 0 04 0y
— = €082 =+ COS2—+ COSZ—+-.
2K 2 2 2
Calculer K avec l’approximation que comportent les
Tables a7 décimales, sachant que k? = i On rappelle que

T = 3,14159265. ... (Novembre 1910.)

CERTIFICATS DE GEOMETRIE SUPERIEURE.

Lille.

On considére, en chaque point M d’une ligne (L) tracée
sur une surface donnée, la sphére o qui touche la surface
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et qui contient le cercle osculateur de (L); on désigne
par ¢y, 6 les deux sphéres ¢ relatives aux deux lignes de

courbure du point M, par — R ﬁl- les courbures principales
1 R

correspondantes, par o l’angle que fait la tangente & (L)
avec la premiére ligne de courbure; on représente enfin
par les mémes lettres accentuées les mémes éléments
relatifs au point M' de (L), infiniment voisin de M.

1° Démontrer les formules suivantes :
' 1 1 )/\l)
i MM E_R—, cosp = \03, 05/,
(311 )w

N (D)D)
&

= -+ ’

oo coeeY,

et tirer de ces formules les conséquences qu’elles com-
portent, au point de vue de la transformation par
inversion.

2° X étant la sphére osculatrice de (L) au point M,
8 langle sous lequel cette sphére coupe la surface,
démontrer qu'on a

(1) MM'<l--I—>

(2) (}.‘.Z‘.) ({})id8=o.

Conséquences de la relation (2).

N\
N. B. — Le symbole (S, T) représente ’angle sous lequel
se coupent les deux surfaces S et T.
(Juillet 1gr10.)

1° QUESTION DE COURS. — Détermination des lignes de
courbure et des courbures principales d’une surface
quelconque, en coordonnées curvilignes.
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2° APPLICATION. — Calculer la courbure totale etla

1
Rl R’

courbure moyenne o+ = de Uhélicoide :
R[ Rz

x =ucos(U—+v),
y=usin(U+ ),
z=kv,

k étant une constante, U une fonction de u; montrer
que lon peut, par des quadratures, déterminer cette
Jonction U de telle sorte qu’il existe une relation linéaire
constante entre la courbure totale et la courbure moyenne.

(Novembre 1g10.)

Rennes.

CoMPOSITION ECRITE. — 1° Sur deux surfaces S et Sy non
développables on fait correspondre les points M et My o
les plans tangents sont paralléles. Soient une courbe G
située sur S et passant par M, MT la tangente en M a C,
M8 la direction conjuguée; soient Cy, M;T,, M;8, les
éléments correspondants sur Sy.

Montrer que M8 et M8, sont paralléles. En déduire
que, st MT tourne autour de M dans le plan tangent,
MT et M; T, se correspondent homographiquement; définir
cette homographie au moyen des directions asymptotiques
en M et M;.

2° Il y a deux directions MT telles que M\ T, soit pa-
ralléle a MT; il existe sur S deux familles de courbes,
a savoir les courbes (a) et les courbes (B) telles que les
courbes correspondantes de Sy, & savoir (a,) et (3;) admet-
tant en chaque point une tangente paralléle a la tangente
correspondante de (a) ou de (B). Les courbes (a) et (8)
sont conjuguées sur S; les courbes (a,) et (B;) sont conju-
guées sur S,.

3o Appliquer ce qui précéde & une surface quelconque S
et a une sphére Sy. Montrer que l’on retrouve les lignes de
courbure de S,
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4° Vérifier que sur les deux surfaces
‘ z =3a+ 3aB? — a3,
(S8) ¢ y=38-+30x2— 83,

3 = 3x2— 332,

o 20
T

_2B
Sy) ¢ = e————
(51) 4 2t Bra1’
ot B

—_— T Ty
a2+ 241

dont la seconde (S;) est une sphére, les points de para-
métres a, B se correspondent d’aprés la régle précédente
et que les courbes o = const. sur 3 = const. se correspondent
avec parallélisme des tangentes.

; a( x __'_>

EprREUVE PRATIQUE. — I. Soit la chainette y = S \ete /.
La paralléle @ Oy menée par M coupe Ox en P. La
perpendiculaire & la tangente abaissée de P coupe cette

| Pl

tangente en N. On considére le lieu du point N. Construire
cette courbe appelée « tractrice ».

II. En tournant autour de Oz la chainette et la tractrice
engendrent deux surfaces de révolution dont on demande
de trouver les rayons de courbure principauzx en M et en N.

Vérifier que la chainette engendre une surface minima
(R + R'=0) et la tractrice une surface a courbure totale
constante (RR’'= const.). (Novembre 1910.)
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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

2084.

(1907, p. 327.)

Etant donnés un tétraédre orthocentrique ABCD et un
point M de la sphére circonscrite, les paralléles a MA, MB,
MC, MD menées par l’orthocentre H rencontrent les plans
des faces correspondanies en quatre points situés dans un
méme plan et ce plan partage le segment MH dans le
rapport de 2 a 1. G. FoNTENE.

SOLUTION,

Par M. R. Bouvaist.

Prenons l'orthocentre du tétraédre donné comme origine
d'un systéme d’axes de coordonnées rectangulaires.
Soient

T i gt— pt=
la sphére conjuguée au tétraédre et

Z cosai—+ ) cos 3,4 3 Cosyi— pi=0 (T=1,2,3,4)

les faces de celui-ci.
Les coordonnées des sommets seront

cosa; cos Py cosy;
= g* L y =g g‘, z:pi——Yl,
V43 Pi Pi
et la sphére circonscrite aura pour équation
2 cosay
224yt 5— 2 p —
Pi
Zcos; Y cosy;
—yo? B —zp? T4 3p1=0,

Pi
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La quadrique de révolution polaire réciproque de cette
sphére par rapport a la sphére conjuguée sera
PP U2+ 02+ w?)

+s[p’ chsauu_‘h_pz Zcosp,-v_*__PchosYiw_*_“J:O'
Pi pi !

Soit
UT + VY 4+ WZ+S5=0

un plan tangent a cette quadrique.

Menons par chaque sommet du tétraédre des plans paralléles
aux plans déterminés par I'orthocentre et I'intersection de ce
plan tangent avec la face opposée. Ces plans ont pour équa-
tions

(1) z[piu—+ scosa;] 4+ y[piv + scosB;]+ z[ p;w + scosy;]

’ s
= g2 [u cosa;+ v cosf;+ w cosy;+ — |-
Pi

Considérons maintenant le point M de coordonnées

WV N y' N
2_0051,’ y:ng+Pzzcos{3,’
Pi s Pi

w Z cosy;
z:pz—s—-i—P’-‘pi—Yli

ce point est le point d’intersection des quatre plans (1).
Substituons en effet les coordonnées de ce point dans I'équa-
tion du plan { =1, il vient

u X cosa;
—_— e —
s Pi
2 cosfB;
Pi
<w 2 cosyy

)(plu “+ scosay)

>(p,v + scosBy)

-+

p r >(p1w+scosy,)

s \
= (u cosay—+ v cos By —+ wcosy,+;);
1
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d’ou

[u’—i— v+ w? = cosa; = cosP; Ecosyi]
P +u + v + w
s Pi y4i Pi
-+ ucosay—+ 9 cos By + w cosYy
s [cosa§ -+ cos 3} + cosy}
P1
cosay cosay —+ cos By cosfB,+ cosy; COSY,
P2
L, £osa; cosds+ cos B1 cos B3+ cosyy cosys
Ps3
cosay cosa,+ cos By cosf, -+ cosy; cosy,
P ]
= [u cosa; -+ ¢ cos By + w cosyy+ 1—;;] ,

Or
cosa? + cosB?+ cosyi=1
et
COS Ly COS g+ OSB3y cOsBy—+ COSYy COSYs
P2
__ pi __ cosa, cosoz—+ cos3; cos B3+ cosyy cosys
T Ps
__ €osay cosay, + cos By cos B, + cosyy cosy,
= pb b ]

ces conditions expriment en effet que le sommet i =1 est
dans les plans

x cosa;+ y cosP; + 5 cosy;— p;=0 (i=12,3,4);
d’ou finalement

P!(u2+ v2 4 w2)

2 cosy,

P . .
+ 5| upr 22U +0922cos{3, + wpo? +3s| =o,
Pi pi

i
condition vérifiée puisque le plan

U0y +WwWz+4+S5s=0

est tangent a la quadrique dont I’équation est la précédente.
On vérifie de méme que le point considéré est sur la sphére
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circonscrite au tétraédre et sur le plan

Uz 4oy +ws+ 3s=o,

Or si P est la projection de l'origine sur le plan
proj g P

UT 9oy +ws+s=o
le plan
ur +~vy +ws+3s=o

est le plan paralléle au précédent mené par le point P, tel que
HP . . ;
TP' =3; il en résulte donc que la droite HM est partagée

par le plan
UT + 0y +WZ+S5=0

dans le rapport de 2 a 1, ce qui démontre la proposition.

REMARQUE. — Le point M de coordonnées

w 3 cosa;
$=P‘;+P’——P—-” y =202
i

_ 9“/‘ .
Z—P"?—Fp

“wl<
+
o

Y cosvy;
—_—
Pi

est le point de la sphére ABCD diamétralement opposé au pole
du plan wx + vy + wz+ h =o0 par rapport a la sphére
conjuguée, ce qui permet de compléter ’énoncé de la fagon
suivante :

Etant donnés un tétraédre orthocentriqgue ABCD et un
point M de la sphére circonscrite, les paralléles a MA,
MB, MC, MD menées par l’orthocentre H rencontrent les
plans des faces correspondantes en quatre points situés
dans le plan polaire du point M' diamétralement opposé
au point M dans la sphére ABCD, par rapport a la sphére
conjuguée au tétraédre et ce plan partage le segment MH
dans le rapport de deux a un.

2144,

(1910, p. 95.)

La droite d’Euler d’un triangle ABC (droite qui joint
Porthocentre au centre du cercle circonscrit) coupe les
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cotés aux points D, E, F. Les trois cercles de diamétres
respectifs AD, BE, CF ont en commun un point K qui appar-
tient au cercle des neuf points du triangle. Démontrer
que la distance du point K au pied de l’'une des hauteurs
est égale a la somme de ses distances au pied des deux
autres hauteurs. V. THEBAULT.

SoruTION,
Par M. R. B. (1).
Soient A’, B, C' les milieux des cotés du triangle ABC,
O le centre du cercle circonscrit a ce triangle, H son ortho-

centre. L’orthocentre du triangle A'B'C’ est sur la droite OH,
puisque les deux triangles ABC, A’B'C’ sont homothétiques

c

par rapport a leur centre de gravité commun qui est sur la
droite OH. Il existe donc une parabole (P) inscrite dans le
triangle A’B'C’ et ayant pour directrice la droite OH. Soit K
le foyer de cette parabole.

Le triangle ABC, étant le triangle diagonal du quadrilatére
circonscrit a (P) dont les cotés sont B'C’, C'A’, A'B’ et la
droite de I'infini, est conjugué par rapport a la parabole.

Soit E le point de rencontre de la droite d’Euler OH
avec CA. Le point E est a la fois sur la polaire de K et sur la
polaire de B par rapport a (P). Le point E a donc pour

(') Les éléments de cette solution sont empruntés & celles que
nous ont adressées MM. R, Bouvaist et L. Krua.
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polaire BK; KE est par suite perpendiculaire 2 BK, en vertu
d’une propriété bien connue de la parabole. Autrement dit,
le point K appartient au cercle de diamétre BE. Il appartient
de méme aux cercles analogues, de diamétres AD et CF.
Comme le point K appartient au cercle circonscrit a A'B'C/,
c’est-a-dire au cercle des neuf points du triangle ABC, la
premiére partie de la proposition est établie.

Soit maintenant B; la projection de B sur OH. La droite
BB, étant paralléle a 'axe de (P), la polaire du point B, est
paralléle a celle du point B : c’est donc la symétrique du
point By par rapport & C'A’. D’autre part, cette polaire doit
passer par le foyer K, puisque By est sur la directrice. On voit
donc, en appelant § le pied de la hauteur issue du point By,
que le trapéze BB KB est isoscéle, son axe de symétrie
étant C'A’. En particulier, on a

K8 = BB,.
On a de méme, avec des notations analogues,
Kd:AA‘, KY:CC].

Mais, comme la droite OH passe par le centre de gravité
du triangle ABC, l'une des distances AA;, BB,, CC, est égale
4 la somme des deux autres. On a donc la méme relation entre
les trois longueurs K«, K8, Ky. G. Q. F. D.

Comme on I'a dit plus haut, MM. R. BouvaisT et L. KLue nous
ont adressé deux solutions. Le premier introduit la considération
de la parabole (P). Mais la remarque que Ka = AA,, ... est due
a M. Klug.

2449.

(1910, p. 144.)

On considére un point P situé sur une normale & une
ellipse donnée en un point M variable et partageant le
rayon de courbure MG en deux parties ayant un rapport
donné. Montrer que U’aire de la courbe lieu du point P
est une fonction donnée des aires de l’ellipse et de sa
développée. E,-N. BarIsien.
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SOLUTION,

Par M. TrIE.

La propriété reste vraie si I'on remplace Pellipse par une

courbe fermée quelconque.

Je désignerai par (M), (C) et (P) les aires respectives des

courbes décrites par les points M, G, P.

Soient x, y les coordonnées du point M, R le rayon de
courbure en M. Les coordonnées du point C sont, avec les

notations ordinaires,

Celles du point P sont

zr + kX _y+kY
1+ k& Ky

r
¢ =

k étant une constante. On a doac

1
(P):fndiz mf(y—i—kY)(dx—t—kdX),

I'intégrale du dernier membre pouvant étre considérée comme
une intégrale curviligne étendue a la courbe fermée décrite
par le point M, aprés quon y a remplacé X et Y par leurs

valeurs en fonction de z, y. On trouve, en développant,

1 k2
(P):(——l+k)2f‘ydz+_(l+k)’dex
+(—l:"k—),fde+de

I k2 k
= (l+k)2(M) +(I+k>2 (C)+ (l+k)2fde+Yda:.

Considérons la derniére intégrale

1=fde+de;
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1=fde+dex,

puis, en effectuant une intégration par parties dans la seconde
intégrale,
[Yd:v:Yx——fde.

Le terme intégré Yz reprend la méme valeur a la fin et au
début du circuit d’'intégration, on a donc simplement

dez' = [de,
d’ou ) )

l=fde——.z'dY

—_—deX-—XdY—{-f(y—Y)dX—(x—X)dY;

on a

mais on a

(y = Y)dX — (z — X)dY = o;

ceci exprime en effet que la tangente au point G passe par le
point M. Il reste

= /YdX—XdY:-z(C).

On trouve donc finalement

1 2+ 2k
(P)= m(ll)“*- m(c),

ce qui établit la proposition.

Autre solution par M. R. Bouvaisr.

2150.

On considére tous les triangles circonscrits & une para-
bole P et tels que les normales aux points de contact soient
concourantes. Montrer que :

1° Les perpendiculaires élevées auz cotés de ce triangle
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en leurs milieux (médiatrices) sont normales a une para-
bole fixe P'.

2° Les milieux des c6tés de ces triangles sont situés sur
une parabole P'.

E.-N. BARISIEN.

SOLUTION,
Par M. R. BouvaisT.
Soit
2
X = —— =1
2p’ r ?

la parabole P, si les normales en trois points ¢;, ¢, t3 sont
concourantes

ty L+ t3 = 0.

La tangente au point ¢ a pour équation

le point T, T, a pour coordonnées

_ 2R 2

—+ 1y
r = ’ = —)
2p 2
le point T, T,
Ly -t
T ap’ 2

les coordonnées du milieu M du segment joignant ces deux
points seront

t‘(tz—F t3)

— 1
- ip  &p’
28+ Lo+ Uy t
YETTE T W

ce point décrit la parabole

4y*+px =o.

La perpendiculaire en M a la tangente Ty sera
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elle enveloppe la développée de parabole

(4x —p)3+108p y2=o.

2153.

(1910, p. 240.)

La normale en un point M d’une ellipse de centre O
rencontre le grand axe en N. La paralléle ¢ OM menée
par N est normale a une ellipse fixe, dont deux des som-
mets coincident avec les sommets du petit axe de ’ellipse
donnée. E.-N. BARISIEN.

SOLUTION,

Par M. L. KLua.

Abaissons du point M la perpendiculaire MQ sur le petit
axe, et menons OP paralléle 8 NM. On a, avec les notations
de la figure

QP QO MN

W = a—- = m— = const.,
donc le point P décrit une ellipse ayant mémes sommets du
petit axe que la proposée. Il en est de méme du point P’,
symétrique du point P par rapport au point O. La tangente
en P est la droite PT, perpendiculaire 3 OM, car P est I'or-
thocentre du triangle OMT. La tangente en P’ est paralléle
a PT, donc la normale en P’ n’est autre que la droite P'N, ce
qui démontre la proposition énoncée.

Autres solutions par MM. BouvaisT et LEz.
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[X6]
SUR LE PLANMETRE DE PRITZ;
Par LE niEuTENANT E. DOUCET.
But. — Le but de cette étude sommaire est de

donner une théorie compléte du fonctionnement de
cet appareil, de mettre en évidence les différentes
approximations a faire pour établir sa théorie, et enfin
d’établiv la valeur de la précision de appareil.

Description et mode d’emploi du planimétre de
P P P

Prits. — Le planimétre de Pritz se compose essen-
Fig. 1.
F ;

ticllement d’une tige métallique - HP recourbée a ses
deux extrémités. L’une d’elles P est une pointe mousse,
I'autre H est une lame dont le plan est le plan de I'axe
de la tige ct de 'axe de la pointe P. Sur cette lame, en

Fig. 2.

oy 3 . . . \ . .
son milieu, se trouve un trait de repére : c'est celui-ci
que nous appellerons plus particuliérement H.

Ayant a déterminer ’aire d’une courbe C on place la

Ann. de Mathémat., §° série, t. XI. (Mai 1911.) 13
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pointe P en un point quelconque de €, 1a lame H en
un point quelconque de la feuille d’Epure a 'extérieur
de C. On marque le point ou se trouve H. Soit % ce
point. On fait décrire la courbe C au point P. Quand
la pointe P est revenue a son point de départ, la lame H
occupe une certaine position, soit A’ le point ol se
trouve H, 'aire de la courbe C est proportionnelle a la
distance d des deux points &, A'.

Cette propriété se vérifie expérimentalement d’'une
maniére alsée.

En partant d’un point fixe & on fait plusieurs me-
sures : on trouve des points A', A", A" répartis, aux
erreurs d’expérience prés, sur une circonférence de
centre A.

Théorie de Uappareil. — Soit C la courbe décrite
par le point P; d’aprés la forme de la lame reposant

Fig. 3.

sur le papier, la droite HP restera dans son mouvement
constamment tangente au lieu de H. La courbe C est
la courbe obtenue en portant sur les tangentes a TT,
a partir des points de contact, des longueurs égales a
lalongueur L du planimétre. TT est la trajectoire ortho-
gonale des cercles de rayon égala L et dont les centres
décrivent C. Une application de la théorie des trajec-
toires orthogonales de cercles ou une démonstration
directe trés simple montre que si la tige du planimétre
- esttangente & C le point correspondant de TT est point
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d’inflexion, et si la tige du planimétre est normale
a G le point correspondant de TT est point de rebrous-
sement.

Elément infinitésimal d’aire. — Soient deux posi-
tions in,ﬁniment voisines HP, H'P’ de la tige du plani-
métre. Evaluons I'aire balayée par la tige du planimétre
en convenant de compter les variations d’angle posi-
tivement quand la tige du planimétre tourne dans le
sens direct, négativement dans le cas contraire. La
partie principale de cette aire infinitésimale HP, H' P’
est L2 dw.

Aire finie. — L’aire bhalayée par la tige du plani-
métre entre deux positions HP, HP, faisant enire elles
un angle Q est donc

Q

[ 1rde =1,
o

Q étant évalué en radiant. St donc nous couvenons de
compter comme positives les aives halayées par la tige
du planimétre tournant dans le sens direct, comme
négatives les aires bhalayées par la tige du planimétre
tournant dans le sens inverse, nous aurons le résultat :

La somme algébrique des aires balayées par la tige
du planimétre est égale au produit du carré de la
longueur de la tige par I'angle, en radiant, des deux
positions extrémes de la tige.

Cas d’une courbe fermée. — Soit C une courbe
fermée, partons de la position initiale du planimétre PH.
Décrivons la courbe C dans le sens indiqué par la
fleche. Au moment ou la tige est tangente a G en P, le
point H est en H, qui est un point d’inflexion.
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Continuons par les positions successives de P :
P,P;P,. Lorsque la pointe P est revenue en P, point

de départ, H est en H,. Soit Q, 'angle, en radiant, des
deux positions extrémes de la tige du planimétre. La
somme algébrique des aires balayées par la tige est
égale 3 L2Q. Evaluons cette somme algébrique. Soit C
I'aive de la courbe et A 'aire du secteur du centre P el
limité par la courbe TT. Marquons sur la figure par des

AN
1
=
L
7/
7
7

>

P3 ({3

7
7
11>

Hy

traits horizontaux sur les aires négatives des traits
verticaux sur les aires positives. On voit que la somme
algéhrique des aires balayées par la tige de Pappareil
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est C— A. On a donc la relation

C— A =L20.

Nécessité d’approzimations. — La théorie jusqu’a
présentestrigoureuse, mais elle nedonnerien, puisque A
n’est pas connu. De plus A ne peut pas étre facilement
calculé en fonction de C et il existe de nembreux cas
trés simples ot A ne peut pas étre calculé en fonc-
tion de C.

Pour pousser plus loin la théorie, il est nécessaire de
procéder a des approximations, quitte a calculer ensuite
une limite supérieure de I'erreur commise.

Premiére approximation. — Nous supposerons
que Paire A est égale a I'aire du secteur circulaire de
centre P et derayon L, autrement dit nous confondrons
I'aire du secteur curviligne PH'H,H; avec I'aire du
secteur circulaire PH'H,

A =120,
D’ou
C=L20+ L2 =12].20Q.

Soit ¢ la distance des deux points H, H,, distance

comptée suivant arc de circonférence HH,

8 = LQ,
d’on, par élimination de Q,
C=2La.
Deuziéme approximation. — Comptons la dis-

tance d des deux points H, H, suivant la droite HH, et
confondons d et 3, nous aurons finalement

C=2Ld.
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D’ott un procédé connaissant L, mesurant d, pour
calculer C.

Etude de la précision de Uinstrument. Erreur
provenant de la premiére approximation. — Soil g
la distance au point P du point de la courbe C le plus
éloigné de P, soit Q ce point; disposons I'instrument
sensiblement dans la direction PQ. Tous les points de la
courbe T se trouveront, dans ces conditions, en dehors
de la courbe enveloppe des cercles de rayon L et dont
les centres sont distribués sur le cercle de centre P et
de rayon o. Ce n’est pas la une condition géométrique
rigoureuse. En pratique elle est toujours satisfaite
parce que L est grand par rapport & p. Celte courbe
enveloppe est la circonférence de centre P et de
rayon L —o. La courbe T est donc comprise entre les

Fig. 6.

circonférences de centre P et de rayon L et L —o.
L’erreur ¢ commise en remplagant l'aire limitée par T
par l'aire du secteur circulaire est inférieure a l'aire
HH' H{H, dont I'expression est L2Q— (L —)2Q. Pour

. . . . . 13
avoir une limite supérieure de I'erreur relative T rem-
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plagons ¢ par une valeur supérieure [ L2 — (L — p)2lQ
et C par une valeur inférieure

C=L20+A> L2+ 120 + (L —p)t0;

comme limile supérieure n de l'erveur relative commise

on a donc
; _,L’—(L——p)’
T L (L =)’

ou, en mettant en évidence le rapport £

T:,
1-—<|—-—-E->2

n:————zo
1+(x+£~>

Avec un planimétre donné, L est constant. Il faudra
donc prendre o de telle maniére que 7 soit aussi voisin
de zéro que possible, c’est-a-dire p tel que

2 soit aussi faible que possible,
ou tel que

P

I soit aussi voisin de 2 que possible.

Cette derniére condition se traduisant par

]
®

ou p =2L,

=lo

on voit qu’elle est incompatible avec la théorie précé-
dente, supposant L grand par rapport a p.

Reste donc la premiére condition : on en déduit la
régle pratique d’usage : :

Prendre comme point de départ P, un des points
tels que la distance, a ce point P, du point Q de la
courbe C le plus éloigné de P soit aussi faible que
possible, et tel que la courbe C soit tout entiére d’un
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méme c6té de la tangente en P i la courbe. Orienter
la tige du planimétre sensiblement dans la direc-
tion PQ.
Dans ces conditions en désignant par p la distance PQ,
I’erreur relative commise est inférieure a

Exemple numérique. — Evaluer I'aire d’un cercle
de 5 de rayon avec un planimétre dont la tige est

. I
longue de 100°™. 0= enviro” .
L’instrument, s'1l est trés simple, est trés peu précis.
Erreur provenant de la deuxiéme approxima-

tion. — Elle est négligeable devant la précédente,
P’angle Q étant toujours faible si L est grand.

{D2b«] ‘
SUR QUELQUES SERIES;

Par M. E.-N. BARISIEN.

Le but de cette Note est de déduire des séries re-
marquables comme conséquences des développements
en'séries de sinz et cosx

. x3 xs
I sinr = ®— -+ —.
™ 1.2.3 1.2.3.4.5 ’
z? o Z6

(») cosz =1 — T2 1.2.3.4  1.2.3.4.5.6 e
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1. Ces séries deviennent pour z = -,

™
(3 1= - ~ + — ...
) 2 1.2.3 1.2.3.4.3 ’
(“)2 <ﬂ>b z)6
2 2 2
’
1= -+ =
4) 1.2 1.2.3.4 1.2.3.4.5.0

En égalant les séries (3) et (4), on a, en divisant

T
par —»
2

T2 T\
2 2
1— - —+ = - —
1.2.3 1.2.3.4.5
b4 73 w\*
== K —+ -
1.2 1.2.3.4 1.2.3.4.5.6

O]

3.4.5 1.2.3.4.5.0 1.2.5.4.5.6.7

E=N

2. En faisant z =, (1) et (2) deviennent

. 2 ¢ e
6) 1= 123 1.2.3.45 " 1.2.3.45.6.7
(- T2 U =
7) 2= T2 1.2.3.4 + 1.2.3.4.5.6
En ajoutant (6) et (7), on a
g2 6wt R —

B) =13 7715345 1234507

En ajoutant (8) et (6), on a encore
gnt

5n? ki +
1.2.3.4.5.6.

1.2.3 1.2.3.4.5

3

Il

(9) 4
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En général, on a, pour un nombre entier quel-
conque 1,

(h+0mr (A +3)7 (A +5)ns

(10) h=——=3 1.2.3.4.5  1.2.3.4.5.6.7

3. En retranchant (6) et (7), on a

t s
(l,‘) I=T.—?;— 1.2.3.5
75 8
i3 §.5.7  1.2.3.4.5.6.7.9

ki3 6
(r2) 2= —p — o + — ...
1.3 1.3.4.5 1.3.4.5.6.7

En retranchant (7) et (12), on obtient

] T2 3z
(13) o= 1.2.3 1.2.3.4.5
“ 57s 778 -
1.2.3.4.5.6.7 1.2.3.4.5.6.7.8.9 7’

On en déduit aussi

(14) I_?;‘tt’_ 57t — 77
4 T %5 4.5.6.0  4.5.6.7.8.9
ou
L 6
(15) 20=31:2—-5—ﬂ-- A

67 " 6-.89

En ajoutant (7) et (12), on a encore

57t i g
— - — e —
1.2.3 1.2.3.4.5 1.2.3.4.5.6.7

(16) 4=

5. En faisanl = 2= dans (1), on a

_Gmp __(@mr (m
T 1.2.3 1.2.3.4.5 1.2.3.4.5.6.7

(17) 1
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De méme, pour = 2=, X étant un nombre entier,
on a
(2Aw)? (2Am)* (2hm)s

(18) 1= 1.2.3.45 1234567 7

La valeur A = 2= dans (2) donne

, _rr (amp (2m)
(9) Y= T3 5608

On a aussi pour £ = 24w (A entier)

(22m)r  (2hm)* (2Am)s

(20) 1=~ 3.4.5.6.+3.4-5-6-7-3,ﬁ"“

6. En faisant 2 = 45° dans (1) et (2), on a

)

(21) = -

Vo 4 1.2.3 7 1.2.3.4.5 "
(ﬂ)i (,t)a
i/ A
(22) ‘—/:— = T TS

En ajoutant ces deux derniéres séries, on a l'ex-
pression de /2 en fonction de =

a
N
<1 a
S~
w

(24) P

N
-
<
-
»
o
-
N
w

=
or

!
N T
. 1a
~— -

™

e
(25) ﬁ:x——&—-+—<-§-.)—_—
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8. La valeur z = 60° donne pour (1) el (2)

\3 T\*
. Vi o= (E) <?
(26) 2 3 723  V.2.334.5 o
T2 =\
o, Y G
27 ) P 2 1.2.3.4

9. En ajoutant (25) et (206), on a P'expression de
v/3 en fonction de w

(28) ‘/J=|+§—_(.T_—1_T;
T\ ¢ (w\?
GGy
1.2.3.4  1.2.3.4.5

(30) I:§+ 1.2 1.2.3
T\* \3 T\ 8
z) &) (5)
T 1234 1.2.3.4.5 + 1.2.3.4.5.6

12. Pour =18, sinx = —‘{—)—-—- Douc (1) devient

R <T1:>)3 , <zlo>

4 20 1.2.3 1.2.3.4.9
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Il en résulte le développement de /5 en fonalnm
de 1l
t (%)
= T 20
‘/;21 ' él\_‘— 1.2.3

E—-

4.5 1.

-Sl"

13. On peut, par des combinaisons d’a:ldition ou
soustraction de ces diverses séries, en obtenir unc in-
finité d'autres.

Par exemple, addition de (23) et (28) donnera la
curiease série suivante du développement de \/5 —+ \/_’)
en fonclion de = :

(32) VaryT=o D ﬁ)*(?) _ G)ﬂ(z)

.2 1.2.3
5 -G @G
4 6 4] T \3
+ 1.2.3.4 + 1.2.3.4.95
=\ 6 _ o\ 7 N7
- “+{ = - o
_(4) (b) _(4>+<s)
1.2.3.4.5.6 1.2.3.4.5.6.7

Et Uon sait que ‘/: + \/3 est une valeur approchée
de w.

[N'1j]
SUR UN COMPLEXE DU QUATRIEME ORDRE;
Parn M. Emie TURRIERE,

1. Dans les Comptes rendus de !’ Académie des
Sciences de 1881 (t. XCLI, p. 446) et dans les Annales
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de U’Ecole Normale de 1889 (. VI, p. 381), M. Dar-
boux a été amené, 4 propos de la surface des ondes, a
étudier une congruence de droites remarquable : celle
qui est constituée par une droite dont trois points
déterminés sont assujetlis & rester dans trois plans
rectangulaires.

A la suite de Dupin, qui avait établi que tout point
de la droite engendre un ellipsoide, diverses recherches
avaient été failes relativement au déplacement de cette
droite. M. Darboux démontra que la congruence est
une congruence de normales; 'une des surfaces paral-
leles auxquelles reste constamment normale la droite a
une définition géométrique simple : c’est le lieu du
milieu du segment formé par la projection du sommet
du triédre trirectangle et par la trace de la droite sur
une des trois faces de ce triédre. Les lignes de cour-
bure de cette surface sont algébriques.

Plus généralement, s’il existe deux relations entre
les longueurs des trois segments de la novmale a une
surface compris entre le pied de cette normale et les
traces sur trois plans rectangulaires, 'une de ces rela-
lions est nécessairement la suivante : les segments de
normale compris entre les trois plans ont des rapports
invariables.

Tels sont les résultats établis par M. Darboux. Vu
I'importance de la congruence de normales précédente,
je me suis proposé d’étudier le complexe des droites
surlesquelles deux plansrectangulairesinterceptent
un segment de longueur constante.

2. Je prendrai naturellement les deux plans pour
plans coordonnés d’intersection O z; soit 2ala longueur
conslante du segment qu’ils interceptent sur les rayons
du complexe. En prenant les équations d’une droite
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sous la forme

T—Z _JY—=Yo_3—2

« B T Ty

on trouve immédiatement la relation

1 1 2
4‘12:({31‘0—0‘)’0)2(; -+ B—’ -+ ;%);
I'équation du complexe en coordonnées pliickériennes
Py P2y Py Par Ps €t pg est donc
Piri

pi=jat 22—
pi—+pi—+ps

Le complexe est du quatriéme ordre, résultat qu'il est
aisé de prévoir géométriquement. Les courbes planes
du complexe sont, en effet, des enveloppes de droites
sur lesquelles deux droites fixes, rectangulaires ou
obliques, interceptent des segments constants : ces
courbes sont, par conséquent, des hypocycloides a
quatre rebroussements ou des courbes paralléles d’hy-
pocycloides a quatre rebroussements (cf. question 1391
des Nouvelles Annales, Lacuerre). Ces courbes étant
de la quatriéme classe, le complexe est bien du qua-
triéme ordre.

On peut d’ailleurs envisager les cones du complexe.
Soit M un point de P'espace; le cone du complexe de
sommet M a pour base dans le plan y = o, par exemple,
la 1race sur ce plan d’une surface conchoidale du
plan x = o0; cette courbe est du quatri¢éme degré et,
par conséquent, le complexe est du quatriéme ordre.

3. La détermination des surfaces dont les normales
appartiennent au complexe peut étre effectuée de plu-
sieurs fagons.

Le complexe est engendré par une translation arbi-
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traire paralléle 3 Oz d’une congruence de normales
connue : on se trouve donc dans le cas ou une famille
de surfaces non paralléles connue a pour normales des
droites du complexe. D’aprés un théoréme de M. Dar-
boux, on peut alors déterminer la surlace la plus géné-
rale dont les normales appartiennent au complexe. Il
suffit de considérer’enveloppe d’une famillea un para-
métre de surfaces choisies arbitrairement parmi les sur-
faces connues et leurs surfaces paralléles.

Il est aisé de former I'équation générale des sur-
faces précédentes en coordonnées tlangentielles. En
considérant une surface quelconque comme enveloppe
du plan

2 cos¢ cosYy + y coswsiny + zsing = w,

les coordonnées pliickériennes de la normale au point
de contact de ce plan sont

P1= C05% cost,
Ppa= cosgsiny,

p3=sino,
D), = dms'n‘ dmc b tan
Pv= 9% my —‘0—4; 0sy tango,

J%

o] .
Ps=— Ecosu}a — % siny tango,

D’aprés ces relations, les surfaces cherchées ne sont
autres que les surfaces intégrales de I'équation aux
dérivées partielles du premier ordre

ow .
— === 2a costo cosy siny,

o7 ‘

c’est-a-dire les surfaces d’équation générale

& =z acos?o cos?d + P,



(209)
dans laquelle ® représente une fonction arbitraive
de o.

4. Comme application des formules précédentes il
est possible de vérifier le théoréme de M. Darboux sur
la congruence des droites dont trois points décrivent
les trois plans de coordonnées. Considérons les trois
complexes

1200

Pi(pi+pi+p3)=Kipip}
ri(pi-+pi-+p}) =K;ipipt,
pi(pi—+pi+pi)=Kipip};

I

écrivons que les trois équations
psiny — g cosdtango = K; sino cosg sin,
—pcosy —¢gsind tango = K, sinocoso cos,

q = K3 cos2osiny cosy,
sont compatibles en p et ¢; la condition est
K+ Ky + Kz= 0,

et elle est bien remplie actuellement : elle n’est autre
que la relation algébrique entre les distances de trois
points en ligne droite. Moyennant cetle condition

on a
p = sing coso(K; sin?¢ — K, cos?d),

q =— (K;+ Ks)siny cosy cos?o;

entre ces expressions de p’et de g existe la relation
supplémentaire

‘1’_) = l-}i = %(Kl-i- K;) sin20 sinay,

s
qui exprime que p et ¢ sont les dérivées 5~ etw d’une

méme fonction :

B = (l—i—coszgo)[(K,—l- K,) cos2{d + (Kp— Ky)] + const.

B
Ann. de Mathémat., 4° sévie, L. XI. (Mai 1g11.) 14
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Telle est I'équation des surfaces paralléles orthogo-
nales aux droites de la congruence.

5. On peut encore appliquer au complexe précé-

dent
Ps= 2d4p, P2,

la méthode de Transon. Si de chaque point M de

Iespace on fait partir la droite de cosinus directeurs

Xx=2, Y=— L, 7=
a «

les projections du tourbillon du vecteur X, Y, Z sont

oX oY

ay  ox

0 JL _ y

05 Iy =@z’
oz oX _ z
or 0z a*l’

les lignes de tourbillon sont donc des cerclesd’axe O 3;
les surfaces de tourbillon sont les surfaces de révolu-
tion autour de O z. Pour avoir la congruence de nor-
males la plus générale du complexe considéré, il
suffit donc de faire partir les droites (X,Y,Z1) des
divers points d’une surface de révolution autour
de Oz. En faisant varier arbitrairement cette derniére
surface, on engendre toutes les congruences de nor-
males du complexe.

6. La transformation de droites que j'ai étudiée dans
les Nouvelles Annales de 1909 (p. 254) permel de
donner une autre définition géométrique du méme com-
plexe. Appliquons-lui la transformation de droites;
I'équation du complexe transformé est

PaPe—P1Ps=2a Py P32y
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ce complexe est quadratique; il est possible de lui
donner une définition remarquable (1).

Considérons en effet deax droites A, A’ de I’espace.
Nous supposons que Oz soit la perpendiculaire com-
mune & A et A, que Ozy soit le plan équidistant de
ces droites et enfin que Oz et Oy soient bissectrices
de leurs directions. Cela revient a dire que nous pre-
nons pour équations des droites A et A’ :

() z =1, Yy = =xtlanga,
(a") 3 =—1, y =—uxtanga;

considérons le complexe linéaire
Aipl—i— Agllz—i— A3PJT 1\5})5—'.- A5p5+ AcPu= 0,

le plus général qui passe par A et A’. Les coordonnées
ptus g qui p p
pliickériennes de ces deux droites étant

'\ 1= cosu, p2= sina, pP3= 0,
() [ p,=sinx, Ps=— cos2, Pe= 0,
. ( p1=cosa, pa=—sinx, p3= o,
) 3 pi = sing, pPs= cosa, Ps= 0,

on trouve pour conditions

(A —Aj;)cosa+ (Ag+ A, ) sina = o,
(Ag+ As)cosz + (A, — A)sina = o;

(1) La détermination des congruences de normales du complexe
transformé est immédiate ; 'équation & intégrer

-()—63 = acospsin2y
To = ? v

~admet pour intégrale générale
o =asingsin2y+ I (),

W' étant la fonction arbitraive d'intégration.
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on peut donc poser

Ay= opsina, A, =05 cosa,

A,=—pcosz, A;= o sina,

o et o étant arbitraires; A; et Ag restent arbitraires.
Les équations de I'axe du complexe linéaire étant

Ay +Asy—Asz _ A+ Az — A _ A3+A;~,.z‘——-A5.y,

A, ' A,

les coordonnées pliickériennes py, pa, Ps, Ps, Ps, po de
'axe sont liées par les relations

Ay—p, - As— ps - Az— ps
P P2 Ps

el des relations

A, =— p, tanga,
Ay=  pacotua;

il résulte que Paxe engendre le complexe

(& —£i> sing cosa 1= 0;
P P2

d’ou le théoréme suivant : Le complexe des droites
surlesquellesdeux plans rectangulairesinterceptent
des segments de longueur constante peut étre consi-
déré comme correspondant au complexe lieu des axes
des complexes linéaires assujettis a passer par deux
droites données ().

7. La congruence des droites dont trois points sont

(') Dans le cas ou a est nul, les complexes considérés dégé-
nérent respectivement en le complexe linéaire spécial el en le com-
plexe des droites équidistantes des deux points [cf. mes articles
Sur une transformation de droites (1909), et Conse€quences de
deux théorémes de M. Bricard sur les tangentes communes a
deux quadriques (1g10)]. i
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assujettis & rester dans trois plans rectangulaires est
représentée par les équations

Pv= KxP:Ps, Ps= KzPaPl, Pe= KaPlPty

compatibles pour K, 4+ K, + K;=o. Multiplions res-
pectivement les trois équations précédentes par p,,
P2, P3, puis par trois constantes A, B, Cet ajoutons; il
vient

A[)lp,‘-‘}— Bpgp;;—i— CP3P5=P1PQP3(AK1+ BK:—F CKg),

il résulte de I’équation précédente que la congruence
de normales considérée au paragraphe 1 appartient aussi
a un complexe tétraédral; on peut prendre pour équa-
tion de ce complexe

(Ke— K3) py1 pi+ (K3 — Ky) pa ps + (K1 — Ky ) p3 ps = 0.

La surface envisagée par M. Darboux jouit donc des
propriétés des surfaces dont les normales sont des
rayons du complexe tétraédral; elle peut, en particu-
lier, étre considérée comme une surface telle que, sur
chacune des faces du triédre trirectangle, les traces de
la normale et du plan tangent correspondant sont pole
el polaire par rapport & une certaine conique.

[R4ad]
SUR LA POULIE FIXE;

Par M. L. ZORETTI.

On passe d’habitude avec une grande rapidité dans
les cours de statique sur les conditions d’équilibre de
la poulie fixe. Pourtant, précisément a cause de sa
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grande simplicité, cette machine simple fournit un
excellent exemple & propos duquel on peut aisément
expliquer un certain nombre de phénoménes : raideur,
frottement, adhérence qui sont, pourles éléves, et pour
tous les éléves, parmi les plus difficiles a saisir. Elle se
préte également a des expériences d'une grande sim-
plicité.

L. On néglige les frottements. — 1. Négligeons éga-
lement la raideur et le poids de la poulie, de la corde et
de la chape OI. Nous sommes donc dans les conditions
de I’étude élémentaire. On se contente d’habitude de

Fig. 1.

4(

B

\

dire : prenons les moments par rapport a O sans expli-
quer de-quel syst¢éme matériel il est question. Nous
avons icl trois systémes : deux solides, la chape et la
poulie, et un déformable, la corde. Nous pourrons a vo-
lonté appliquer a I'un quelconque d’entre eux ou a
lear réunion les conditions d’équilibre du corps solide,
qui sont toujours des condilions nécessaires si elles ne
sont pas suffisantes.

Prenons par exemple le systéme : corde-poulie. Les
forces extérieures sont : 1°les forces P et Q appliquées
aux extrémités de la corde (et non transportées aux
points de contact comme on le fait sans nécessité); 2° la

Q
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réaction de la chape sur la poulie. D’ou I'équation des
moments qui donne P = Q. Remarquons tout de suite
que les frottements de la corde sur la poulie, forces
intérieures, n’ont pas a intervenir. Dans le raisonne-
ment qui précéde il n’est donc pas nécessaire de les
négliger.

La réaction est dirigée suivant la bissectrice des deux
directions P, Q, et a pour valeur 2P cosa.

Si nous considérons maintenantla chape OI, elle est
en équilibre sous’action de la force précédente appli-
quée en O et delaréaction ducrochetl. Ces deux forces
sont opposées. Donc la chape est dirigée suivant la
bissectrice des deux directions P et Q.

2. En négligeant toujours les frottements, essayons
de faire une Lthéorie plus compléte en introduisant les
poids de la poulie et de la chape. Supposons méme que
la poulie ne soit pas exactement cenirée au point de
vue des masses. Son poids p est appliqué au centre
de gravité G distinct de O. On ne manque pas de faire
observer que ce poids agit alors comme moteur pen-
dant un demi-tour, comme poids résistant pendant un
demi-tour. Or, considérons la poulie seule, et écrivons
qu’elle est en équilibre. Les forces extérieures sont les
réactions de la corde sur la poulie, de la chape sur la
poulie et le poids de la poulie. Comme on néglige les
frottements, les réactions sont normales i la surface de
la gorge qui est de révolution; elles rencontrent donc
I'axe O. Donc, le moment du poids par rapport a O
doit éwre nul, c’est-a-dire que le point G est sur la
verticale de O. Cela parait assez étonnant a premiére
vue et je conseille de faire réfléchir les éléves a ce para-
doxe. L’explication en est d’ailleurs aisée : puisqu’on
néglige le frottement, la corde n’adhérc pas sur la



( 216)
poulie; celle-ci tend a placer son centre de gravité sur
la verticale du point O, et ne rencontre de la part de
la corde aucun obstacle & ce déplacement.

Le raisonnement du paragraphe 7 subsiste. On a
encore P = Q. Leur résultante dirigée suivant leur
bissectrice est égale 4 2 P’ cosa, et ajoutée au poids de
la poulie elle fait connaitre la réaction R du point O.

Considérons maintenant la chape. Elle est en équi-
libre sous P’action de trois forces : les deux réactions R
au point O, R au point fixe I et son poids p,. La dé-
termination soit géométrique, soit par le calcul de sa
positiond’équilibre (en considérant comme les données
du probléme les directions des forces P et Q), est trés
aisée : dans la figure OHGI, on connait les direc-
tions HG, Hl, HO et leslongueurs OG, GI. La figure
est donc connue en grandeur, et par suite en position
puisque la droite indélinie OH est donnée. Le calcul
est intéressant a faire; je me contente de le signaler.

3. On peut également calculer facilement la pression
normale de la corde sur la poulie, en la supposant uni-
formément répartie. Si I'on appelle p la pression par
unité d’angle au centre, on trouve qu’elle est égale a P.

1. On tient compte des frottements. — 4. Comme
je Uai fait remarquer, pourvu qu’on suppose le centre
de gravité de la poulie placé au point O, rien dansce qui
précéde ne suppose qu'il faille négliger le frottement
de la corde sur la poulie; c’est-a-dire que, tout en
tenant compte de ce frottement, la condition d’équi-
libre reste P=Q. Or, 'expérience montre qu’iln’y a
pas égalité entre la puissance et la résistance. Il est
donc intéressant de chercher & se rendre compte de la
véritable cause de ce fait.
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Supposons, pour simplifier, la chape supprimée et
Paxe de la poulie fixé par deux tourillons O mobiles
dans deux coussinets. Jai déja remarqué que, pra-
tiquement, si le mouvement a lieu, la poulie tourne,
entrainée par la corde, landis que, si nous négligions
le frottement, la corde devrait glisser sur la poulie et
celle-ci resterait immobile. Donc, pratiquement, il y a
glissement des tourillons dans les coussinets; et il se
produit la un frottement dont nous allons tacher d’ap-
précier 'importance.

Supposons que, le coussinet étant légérement plus
grand que le tourillon, le contact entre ces deux cy-
lindres ait licu suivant une seule génératrice, d’ailleurs
inconnue. Les réactions de la poulie sur les appuis
pourront donc se réduire & une force unique R (s’il
y a symétrie) appliquée au point de rencontre de celte
génératrice el du plan de symétrie. Supposons que
nous soyons dans les conditions ordinaires, c’est-a-dire
considérons Q comme donné, et augmentons progres-
sivement P jusqu’au moment ou I'équilibre va cesser,
en supposant qu’il y a adhérence de la corde; par suite
la cessation de 'équilibre sur les tourillons exige que
laf orce unique R précédente ait une composante lan-
gentielle égale 2 Rf et opposée au mouvement futur,
S étant le coefficient de frottement stlatique tourillon—
coussinet. 1l est alors lacile de fairve le calcul. Soit 2a
I'angle de P avec Q, P 'angle de R avec la bissectrice
de I'angle P, Q. Ecrivons les conditions d’équilibre du
systéme corde-poulie; en projetant sur cette bissectrice
nous aurons

(P + Q) cosa = RcosP -+ R fsinf.
En projetant sur la perpendiculaive

(P —Q)sina= Rsinp — R fcosj.
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Et en prenant les moments par rapport a 'axe O

(P—=Q)r=Rfo.

Fig. 2.

On résout facilement ce systéme par rapport a P, 3
et R. Posons
S =tango
et introduisons I'inconnue
P

o=h
nous aurons
(1) sin(ﬁ—cp):%sinq:sina‘t.
Puis ‘
;\—3 = tang(3 —¢) cota,

d’ou l'on tire
(2)

_ tanga--tang(f — o)
" tangz —tang(B —o)

Demandons-nous maintenantsi, dans les mémes con-
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ditions : Q donné, P croissant, P’équilibre pourrait
étre rompu par un glissement de la corde. La poulie est
alors fixe. Nous sommes dans un cas bien connu,

L. P .
’équilibre est rompu quand 0 = ) atteint la valeur

sulvante

(3) N = oS (m—2)

f' désignant le coefficient de frotlement corde-poulie.-
On voit donc qu’il y aura rotation de la poulie et
adhérence de la corde si

tangaz + tang (B —¢)

Fim—20)
tanga—tang(p—9)<e T

el, au contraire, il y aurait glissement de la corde si

tanga - tang (B — o)
tanga — tang (P — o)

(3) > ef'(m-20),

11 est facile de montrer que dans les cas usuels c’esl
la premiére inégalilé qui est satisfaite.

Prenons par exemple

r=10", p = 25,

donc

N |

I
'4';
puis
a = 3o0° et tange = 0,1

(métaux luabrifiés).
On rouve aisément © = 5°43' et p — o =43/, puis

S sin(a+B—0o) ‘.
! T sin(a— B +o) =104

A est donc trés voisin de l'unité. Calculons au con-
traire . On a

logh'= f'(n—24) loge,
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d’oti Pon tire

57

)" = 3,7 environ.

Il est intéressant de faire I'expérience et de déter-
miner le rapport P dans les deux cas. On se placera
dans le second en calant la poulie de facon a empécher
sa rotation.

Il est intéressant de montrer également que le rap-

P . . , .
port = quiproduitleroulement est supérieur au nombre

Q

trouvé, ce qui montre l'influence de la raideur de la
corde qu’on a négligée.

Il est facile de se placer dans des conditions expéri-
mentales telles que Pinégalité (3) ait lieu, au lieu de
I'inégalité (4). Il suffira de diminuer le second membre,
en remplacant la corde par une courroie avec un enduit
pour diminuer f’. On augmentera le premier membre
au contraire en prenant un gros tourillon avec bande

de roulement en cuir, en corde ou en bois (ce qui aug-

oY i , .
mente f et ‘7) Le coussinet sera également en bois,

mouillé de préférence. On peut prendre p=r. Le coef-
ficient f alteint 0,68. Dans ces conditions, les deux
membres de I'inégalité sont sensiblement égaux pour
2= 30° En augmentant a, on modifiera peu le pre-
mier membre et notablement le sccond au contraire.
On pourra donc voir se produire les deux faits et, en
variant les couditions, montrer l'influence des diffé-
rents facteurs sur le rapport A.

Remarquons que lc premier membre (comme le
second) diminue quand o augmente. Sa dérivée a, en
cffet, le signe de p?sin*o — r? (') qui est négatif (au

(') Posons g-—2 =6 et zsinp=ra; on a donc

sin 6 =a sin a,
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moins si 'on veut que o < 7). Mais le second membre
diminue plus vite.

Remarquons encore que pour z=o0, on a 3 =15.
L’expression (2) de A n’a plus de sens. Mais on a di-
rectement

A—1 sino

< =9
A1 Yoor

’

ce qui permet encore de calculer .

GORRESPONDANCE.

M. E.-N. Barisien. — Sur un probléme de progressions.
Connaissant les sommes Sy, S,, S; des termes, des carrés
des termes et des cubes des termes d’une progression arith-
métique, reconstituer la progression.

On sait que si @ est le premier terme de la progression, r la
raison et n le nombre des termes, on a

n(n—i—l)r

() Sy=n(a—r)—+ ;

’

2
(2) So=n(a—r)2+n(n+)ria—r)-+ :—) nn+1)(2n-+1),

(3) Sz=n(a—r)y—+ Z_’ﬁi’_:‘“_‘_) ria—nr)?

nln—+n(an—+r) | n(n—+1)?
e — YA — ) ————— 13

2 3

la dérivée a le signe de
. 0’ sin 2a—sin 20;
oron a
cos 6.8 =a cos «,
et la dérivée a le signe de

a cos « sin 22— cos § sin 20,

ou de .
a sina cos*a—sin 0 cos*f =a (a*—r) sina.
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Si 'on éliminait @ et 7 ou plutdt (@ — r) et - entre ces trois
¢quations, on aurait une équation en n du 16¢ degré.

Le probléme parait donc insoluble.

Voici cependant des formules que nous croyonsinédites et qui
raménent le probléme au second degré. On trouve lesrelations

(4) n2S;—3n8;S,+28% = o,
(3) r2nt(n? —i) =12(nSy,— 8%),
(6) St _rln—n,

n 9

I’équation (4) qui est du second degré en n a ses deux racines
positives, mais on ne prendra que celle qui numériquement
donnera un entier. Connaissant n, on aura la raison r par (5),
c’est-a-dire

2y3(nS,—8%)

nyn:—1

Kt ensuite la relation (6) donnera a en fonction de n et r.

M. L. Klug. — Le théoréme de la question 2486 (1910,
p. 528) adéja été publié par Steiner. Voir Journal de Crelle,
t. 30, p. 271-272, ou Gesammelte Werke, t. 11, p. 342.

CERTIFICATS DE MECANIQUE RATIONNELLE.

Bordeaux.

IiPREUVE THEORIQUE. — Une tige homogéne AB de lon-
gueur 2a se meut dans un plan horizontal et tous ses
éléments sont attirés proportionnellement & la masse et a
la distance par un point fixe O de ce plan. L’extrémité A
est assujeltie a décrire un cercle fixe de centre O et de
rayon R tracé dans le méme plan.

1° Mouvement de la barre quand le point A peut décrire
librement le cercle. Cas particulier du repos initial avec
R = a. Construire la trajectoire du milieu de la barre
dans ce cas. :
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2* Mouvement de la barre en supposant que A soit
assujettie a décrire le cercle avec une vitesse angulaire
constante w donnée.

Il R’y a pas de frottements.

EPREUVE PRATIQUE. — AOB est une tige pesante homogéne
plie en son miliew de facon & former Uangle 6,

A Uinstant initial, le plan AOB est vertical, le point O
est immobile et les deux points A et B ont desvitesses a et
perpendiculaires & ce plan.

Le solide étant ainsi lancé, calculer sa force vive, une
seconde apreés ’instant initial. ‘(Juin 19r10.)

Caen.

EprEUVE THEORIQUE. — Un gyroscope est constitué & [’aide
d’un solide de révolution homogéne pesant, S, dont l’axe A
est supporté a Uaide d’une chape C. La chape G est un
solide homogéne pesant constitué par trois grands cercles
identiques Gy, Cy, C3, orthogonaux deux & deux et appar-
tenant « une méme sphére; ’axe A est l’intersection des
plans des deux cercles Gy et C,, et le centre de gravité de
la chape coincide avec le centre de gravité du gyroscope.

On imprime au solide S une rotation initiale w autour
de son axe et par rapport a la chape: on pose le gyroscope
sans auwtres vitesses initiales sur un plan horizontal fixe;
le contact avec le plan est un point du cercle Cs, et ce
cercle est maintenu dans un plan vertical par des appuis
JSizes.

On accroche en un point du cercle Cy un poids P. Etudier
le mouvement du gyroscope. Indiquer le sens du mou-
vement relativement au sens de la rotation w. Examiner
st Lon peut supprimer les appuis du cercle Cj.

EPREUVE PRATIQUE. — Une plaque pesante est abandonnée
sans vitesses initiales sur un plan incliné sur lequel elle
glisse sans frottement. A un instant quelconque on place
sur la plaque une masse pesante A, sans vitesse relative-
ment aw plan incliné.

1° Le mouvement de la plagque sera-t-il altéré si l’on
suppose que la masse A peut glisser sans frottement sur
celte plaque?
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2* On suppose la masse A lie & la plaque et l'on
demande de calculer la perturbation produite dans le
mouvement de la plaque.

On suppose que la masse A soit infiniment pelite par
rapport a celle de la plaque et assimilable & un point
matériel, et Uon se borne ¢ calculer les parties principales
des perturbations. (Juin 1910.)

Epuzuve THEORIQUE. — Un cone C, homogéne, pesant, de
révolution, et dont le demi-angle au sommet est égal
a 45° est suspendu par son sommet & un point fize.

Le cone C s’appuie sur un cone fize identique de méme
sommet, d’axe vertical, et sur lequel il glisse et tourne
sans frottement.

1° Déterminer le mouvement du céne C, les conditions
initiales étant quelcongues.

2° Le céne C étant au repos, on accroche sur ce céne un
poids P, assimilable ¢ un point; trouver le mouvement que
prend le céne C.

ErneUvE PRATIQUE. — Un tube cylindrique, homogéne,
pesant, et de révolution, repose sur un plan horizontal
qu’il touche tout le long d’une génératrice. :

On place a Uintérieur du tube, sans vitesse initiale, un
poids P, assimilable & un point, et dont la masse est égale
a celle du tube. Le poids P est supposé placé dans une
situation infiniment voisine de la génératrice de contact,
et dans le plan perpendiculaire a cette génératrice mené
par le centre de gravité du tube.

Calculer approximativement le mouvement que prend
le tube sur le plan horizontal et le mouvement du point P
dans le tube. On néglige Uépaisseur du tube et les frotie-

ments. (Novembre 1g910.)
Dijon.
EpREUVE THEORIQUE. — Egquations de Lagrange. Equa-

tions canoniques d’Hamilton. Stabilité de Uéquilibre.
Théorémes de Lejeune-Dirichlet et de Liapounoff.
EPREUVE PRATIQUE. — Un cylindre circulaire homogéne
pesant est mobile autour des extrémités de son axe supposé
vertical. Ce cylindre porte sur la surface extéricure un
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canal infiniment mince qui a la forme d’une hélice et
cette hélice fait deux spires surle cylindre. On abandonne.
sans vitesse a la partie supérieure du canal une bille
pesante qui le parcourt et tombe. On demande la vitesse
de rotation que posséde alors le cylindre supposé primiti-
vement immobile.

Données :
Poids du cylindre................ 1ke
Hauteur du cylindre...... ...... "
Rayon de base....... e - o™, 30
Poids de la bille............ ..... 1008
< 9™, 81
(Juillet 1910.)
Grenoble.
EPREUVE THEORIQUE. — Un cylindre circulaire droit ho-

mogéne S est posé sur un plan 1l parfaitement poli. Il
est soumis @ un systéme de forces données D.

1° Former par deux méthodes différentes les équations
différentielles du mouvementde S lorsqueD est quelconque.

2° Intégrer ces équations dans les deux cas particuliers
suivants :

a. D est une force constante en grandeur, direction et
sens, appliqué au centre G de S;

b. D est un couple dont le plan est paralléle a 11 et dont
le moment est une fonction connue de l’angle § que fait
U'axe Gz du cylindre avec un axe Oy tracé dans le plan 11.

3° Exprimer que la section droite de S passant par le
centre roule et pivote sans glisser sur le plan I1. Du résultat
obtenu déduire les conditions auxquelles le dyname D
doit satisfaire pour que l’absence de glissement supposée
réalisée a l'instant initial persiste pendant tout le mou-
vement ultérieur.

Notations : M, masse du cylindre;

A =B, G, moments principaux d'inertie relatifs au
centre G;

g, v, R, coordonnées de G par rapport a trois azes O,
On, O, les deux premiers étant situés dans11;

¢, angle d’un rayon Gy du cylindre avec OF.

On donne D par les projections X, Y, L de sa résultante
Ann. de Mathémadt., §* série, t. XL (Mai 1g11.) 15
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de translation sur Of, Ox, O et par ses moments résul-
tants suivants : h par rapport a G{ paralléle a Of mené
par G, v par rapport & Gz azxe ducylindre, p. par rapport
a la perpendiculaire commune a ces deux droites.

EPREUVE PRATIQUE. — Dans un plan vertical fize, un
point matériel pesant M, de masse m, est relié a un point
JSize O par un fil élastique de masse négligeable. La
tension du fil en M est supposée proportionnelle a l’excés
r—1de la longueur r du fil sur une longueur fizel; la
tension serait d’ailleurs mk pour un allongement r—!1
égal a lunité.

1o Déterminer la position d’équilibre.

2° Etudier les petites oscillations (au voisinage de cette
position d équilibre).

3° Etudier les petites oscillations lorsqu’aux forces pré-
cédentes s’ajoute une résistance opposée & la vitesse, pro-
portionnelle ¢ cette vitesse et égale a ma pour une vitesse
égale a l'unite.

On désigne par 8 l’angle que fait OM avec la verticale
descendante. (Juillet 1910.)

Ernivve THEORIQUE. — Une circonférence homogéne peut
tourner sans frottement autour d’un de ses diamétres qui
est vertical et fixe.

Un point matériel pesant est mobile sans frottement sur
la circonférence.

1° Former les équations du mouvement du systéme,
indigquer leur intégration, determiner la réaction exercée
par la circonférence sur le point. On ne demande aucune
discussion.

2" On suppose en second liew que la circcnférence
exerce sur le point une résistance opposée a la vitesse du
point par rapport & la circonférence et proportionnelle &
cette vitesse. Déterminer les équations du mouvement du
systeme et les intégrer dans le cas ou le point reste voisin
de la position d'équilibre, sa vitesse étant petite.

Paramétres : o, angle du plan de la circonférence d’un
plan vertical fize; 8, angle du rayon aboulissan! au
point eb de la verticale descendante.

EpreuvE PrATIQUE. — Un cercle homogéne de rayon a,
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de masse m, mobile dans un plan horizontal fixe, vient
heurter intérieurement une circonférence fixe C de ce
plan, de rayon R > a, sur laquelle il ne peut que rouler
sans glisser. Celte liaison est sans frotiement el persiste
aprés le choc.

Trouver le mouvement suivant le choc, sachant qu’im-
médiatement avant le choc lavitesse du centre G du cercle
a pour projections XY sur le rayon lx et sur la tangente ly
a la circonférence C, et que la vitesse angulaire de
rotation du cercle est w.

On demande de trouver aussi la perte de force vive, la

Y

percussion de réaction et la réaction exercée par Csur le
cercle dans le mouvement suivant le choc.

Application numérique. -- Le rayon R est de ™, le
rayon a de '™, le poids du cercle de 1*¢. Immédiatement
avant le choc, le cercle tourne autour de son centre, la
vitesse correspondant @ 100 tours par minute.

(Novembre 1910.)

Lille.

EprEuvE Tugoniovr. — | Equations générales du mou-
vement d’un corps solide, rapportées & des axes mobiles
d’une maniére quelconque. On examinera successivement
le casou l’origine des axes mobiles est fixe dans le corps,
et celui ou elle ne l’est pas.

II. Appliquer les résultuts précédents a la détermination
du mouvement d’une sphére homogéne pesante a surface
parfaitement rugueuse, qui roule sans glisser sur une
sphére fixe.

.
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IlI. Un cerceau circulaire de masse m est posé sur un

. . ;e 2 ;
sol horizontal; un point matériel de masse ‘/; m est fixé

a Dextrémité d’un rayon horizontal et abandonné sans
vitesse. Le coefficient de frottement du cerceau et du sol

1 Lo . .
est fo= —- Le cerceau, initialement, roulera-t-il ou glis-
2

sera-t-tl sur le sol ?

Epeeuve praTIQUE. — Ezpliquer la régle donnée par
Halphen pour déterminer géométriquement les éléments
du déplacement hélicoidal équivalent a deux déplacements
hélicoidauxr successifs donnés.

Ezécuter l’épure avec les données suivantes :

Pour le premier déplacement, I’axe A, est une verticale
ascendgnte, la rotation est de 30° et se fait de gauche a
droite, la translation, descendante, est de 6™.

Pour le deuxieme déplacement, ’axe A, est de front,
montant vers la droite, incliné de 45° sur Ay, distant de A,
de 4™, en avant; la rotation est de 60° et se fait de gauche
a droite; la translation, ascendante, est de 6™.

(L’épure sera accompagnée d’une légende explicative.)

(Juillet 1g910.)

Lpreuve THEORIQUE. — 1. Calculer les expressions des
composantes de l’accélération d’un point mobile dans
Uespace suivant la tangente & la trajectoire et suivant le
rayon vecteur allant du point & la projection ortho-
gonale @ d’une origine fixe O sur le plan osculateur a la
trajectoire. Les mettre sous la forme

rh? 1 <dh7 h? dq’>

—_ et —_——t— =)

PP 2p*\ ds  pp ds
o p est le rayon de courbure, q la distance OQ, r et p les
distances de Q au point mobile et a la tangente a la tra-
Jectoire, h le moment de la vitesse par rapport ¢ Q et
s ’arc de la trajectoire.

II. Etudier le mouvement d’une toupie sur un plan
horisontal parfaitement rugueux, dans les conditions
initiales suivantes :

. , , Pl A Pl
=0, =, =230 ¥i=(35-1))/ 55
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les composantes de la rotation instantanée étant
p=0sin¥ —o'sinf cos ¥,
g ="9cosW + ¢'sinfsinW¥,
r =W+ 9 cosh;

P est le poids, ! la distance du centre de gravité a la
pointe, A et C les moments équatorial et azial relatifs a
la pointe.

Aprés avoir déterminé 0 en fonction du temps, on fera
le calcul explicite de ¢ et de W.

EPREUVE PRATIQUE. — Une barre homogéne AA, de
masse 2m est suspendue par ses extrémités a deux fils sans
masse de méme longueur ! attachés a deux points fixes O
et Oy; ces deux points O et Oy sont au méme niveau et l’on
a 00,=AA,. En A et A, sont attachés deuxr pendules
simples AM et A\M; de méme longucur |l et de méme
masse m. L’ensemble est mobile dans un plan vertical.

Rapporter les petits mouvements de [l’ensemble au

(2m)
A

systéme des coordonnées normales et calculer les périodes
des oscillations correspondant a ces coordonnées.
Prendre l =10™, g = 9,808 m: sec?.
(Novembre 1910.)

Lyon.

EPREUVE THEORIQUE. — Une barre AB homogéne, pesante,
infiniment mince, est firée par son extrémité A en un
point five autour duquel elle peut tourner librement.
A son autre extrémité B est attaché un fil sans masse dont
Uautre extrémité C est five. La droite AC des deux points
Sizes fait un angle quelconque a avec I’horizon.

1° En supposant d’abord le fil inextensible et de longueur
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JSire R, on demande de trouver le mouvement du systéme
en le supposant placé a l'instant initial dans un plan
quelconque P passant par AC, et lancé a partir de cette
position avec une vitesse quelconque, de maniére cependant
que le fil soit et reste d’abord tendu. Discuter.

2° I'n supposant en second lieu le fil élastique, [’intensité
de la tension du fil aura pour expression K(r —R),
dans laquelle K2 est un coefficient constant de proportion-
nalité, R la longueur du fil non tendu, et r la valeur, a
Vépoque quelconque t, que prend cette longueur par suite
de la tension « cette époque. On demande de reconnaitre
st Uéquation de d’Alembert et les équations de Lagrange
sont encore applicables sous leur forme ordinaire. Dire
comment il faut les modifier, et établir complélemeni les

équations qui remplacent celles de Lagrange dans ce
nouveau cas.

EpREUVE PRATIQUE. —— Les cotés adjacents d’un quadri-
latére plan et convere A\ B, BA sont égaux deuxr a deux et
de longueur constante : Aj{A =AB=c; A\/R =B, B=d.
Les sommets A, et B, restent fixes. Lorsque les angles
varient, le c6té AB se déplace et entraine dans son mouce-
ment un plan mobile P qui glisse sur le plan P, du qua-
drilatére.

1° Trouver le liew du centre instantané de rotation
dans Py et dans P.

2° Ces deux lieuxr sont des limacons de Pascal, ayant
respectivement pour points doubles Ay et B. Démontrer que
sl les tangentes au point double sont réelles pour l’un des
limagons, elles sont imaginaires pour 'autre.

3 Soit G un point du plan P invariablement lié a AB et
soit T sa trajectoire sur P,. On trace dans P le vecteur CB’
équipollent & BB et l'on construit les triangles C, A, B, et
CB'C'semblables a CAB et semblablementorientés. Montrer
que lorsque C décrit T la droite B' G’ conserve une longueur
constante et que ses extrémités se déplacent sur des cercles
de méme rayon, ayant pour centres les points By et C, du
plan fire.

4* Trouver les roulettes du mouvement ainsi défini par
le déplacement de B'C'. (Juillet 1910.)

EPREUVE THEORIQUE. — I'tant donnée une hélice tracée sur
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un cylindre de révolution d’axe vertical pris pour are Oz
dirigé vers le haut, on considére la surface S engendrée
par une demi-droite qui se meut de maniére que son extré-
mité restant toujours sur Oz auquel elle est constamment
perpendiculaire, elle s'appuie en méme temps sur l’hélice.
Cette surface étant supposée réalisée matériellement, on
choisit les axes Ox et Oy fives de sorte qu’une surface =
identique a S mais fire et coincidant avec S a l’époque
initiale t = o ait pour équations

x =pcosx, y=psing, 3= hz,

ot p et % sont deuxr paramétres arbitraires, mais p restant
positif ainst que la constante h.

Quant a S, nous la supposons animée d’'un mouvement
de rotation uniforme autour de Oz en sens contraire de
celui des a croissants, la valeur absolue de la vitesse
angulaire étant désignée par w. Cela posé, un point
matériel pesant M est astreint & se mouvoir sans frottement
sur cette surface sur laquelle il est lancé, & t = o, dans le
sens des a croissants et de maniére qu’on ait a ce moment

dz do
E = U), m‘ = 0,
la position initiale étunt donnée par a =o, p = p,> o.

Intégrer autant qu’on le pourra et étudier le mouvement.
On appliquera la théorie du mouvement d’un point sur
une surface variable.

EPREUVE pRATIQUE. — Un point matériel est sollicité par
une force variable ¥, paralléle a une direction fixe D; il
est soumlis, en outre, & une résistance R dirigée en sens
contraire de la vitesse.

Soit M la position du point a un instant donné t, et soit
MN la longueur de la corde du cercle de courbure de la
trajectoire en M menée parallélement a la direction D.

1° Montrer que la vitesse du point M, a l’instant t. est
égale en grandeur a celle qu’il aurait si, partant du
repos, il avait parcouru, dans le vide, un chemin égal au
quart de MN, sous l’action d’une force constante, en gran-
deur et en direction, et égale a la valeur de F a U’instant ¢.

2° La trajectoire étant donnée par son équationy = o(x),
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on demande de déterminer la loi de variation de la résis-
tance R, en supposant connue la loi F =f(x) suivant

laquelle varie la force F. (Novembre 1910.)
Marseille.
Eprruve Tugonique. — Une plaque rectangulaire et

homogeéne OABC est mobile autour de sa diagonale OC.
Le point O est fire et la diagonale OC est assujettie a
rester dans un plan horizontal.

Etudier le mouvement de ce systéme.

A lorigine la droite OC est immobile, la plaque est
horizontale et elle tourne autour de OC avec une vitesse
angulaire wy. La masse de la plaque est M. Le c6té OB du
rectangle est 2, le c6té OA est » \/;

Onindigue, et il est inutile de le vérifier, que l’ellipsoide
d’inertie de la plaque relativement au point O est

% [422+32)2+ 3622 — 222y ] =1,

quand on prend pour axe des x la diagonale OC et pour
aze des y la perpendiculaire @ OC menée dans le plan de
la plaque du méme cété que OA par rapport a OC.

SoLuTION.

Soient trois axes fixes OXYZ dont OZ est vertical et
trois axes mobiles dont Oz est normal a la plaque, Oz est
suivant la diagonale OC et Oy dans le plan de la plaque.

Soit ¥ I'angle XO 2 et 6 I'angle ZO 3.

Le théoréme des forces vives donne la relation

(1) 484+ (32 + 4 cos20)W'2— 2/20' W sinb = fw].

La somme des moments des quantités de mouvement par
rapport a I'axe fixe OZ est constante et I’on a .

(2) (32 + 4 cos?0) W' — /2 5in 0.0 = o.

De (1) et (2) on tire

2v/2 8 4+ cos20 . V2 sing.0
= Wy —_— et YW= e o,
3 7 -+ costf 4 8+ cos2f
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Puisque 0’ ne s’annule jamais, la plaque tourne toujours

A

dans le méme sens en allant du minimum w, de 6’ & son

64 . .
3’ de sorte que la vitesse de rotation autour
de OC est presque constante. La durée de la révolution est

maximum wg \

. 2T 2T 63
comprise entre — et — —
(O7)) Wy 6_/;

¥’ changeant de signe avec 0, le mouvement de Oz est
. . 1 2 .
oscillatoire. On a ¥, = Zarc tang T = environ 6°, pour 'am-

plitude. Le maximum de W' (en valeur absolue) a lieu quand
Wo
356
suite, la plaque tourne autour de OC d’'un mouvement presque
uniforme et OC oscille autour du point O sans que sa vitesse

la plaque est verticale. Donc W' varie entre o et

et, par

. [ Wy . 1 , .
angulaire dépasse —— ou environ — w, et I'amplitude est
3y/56 22

d’environ 6°.

EPREUVE PRATIQUE. — En un point O d’un plan incliné
on attache un fil élastique de masse négligeable a l’extré-
mité duquel on place un point pesant P. Construire gra-
phiquement la vitesse et la trajectoire de ce point.

Le plan fait avec [’horizon un angle dont le sinus
est 0,2. La longueur du fil a l’état naturel est de 10°™.

A Uorigine du temps le point P est sans vitesse, le fil est
horizontal et il n’est pas tendu.

Le fil sallonge proportionnellement & sa tension et il
doublerait de longueur sous ’action d’une tension égale
au poids du point P.

On fera deux dessins sur deux feuilles séparées avec des
intervalles de temps égaux pour l'un a 75 de seconde et

pour l’autre a 55. On se bornera & une oscillation simple.
(Juin 19r10.)

EPREUVE THEORIQUE. — Un plan vertical zOA tourne
autour de la verticale Oz avec une vitesse constante w.
Autour du point fixe A, et dans le plan z0A, peut tourner
une plaque rectangulaire homogéne dont le centre de
gravité est en A.
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1° Trouver les positions d’équilibre relatif de la plaque
et examiner si elles sont stables ou instables.

z

0

2° Etudier le mouvement de la plaque en supposant
qu'a lorigine des temps la plaque ait son grand cété
horizontal et qu’elle ait, dans le plan z0A, unc vitesse

relative égale a
a?— b2
@ a4 b2’

en appelant a et b les longueurs des cotés.

SOLUTION.

Prenons pour Az et Ay les axes de symétrie de la plaque
et pour Axy et Ay, des axes, 'un horizontal, 'autre vertical,
dans le plan 30A. Nous aurons, pour un angle 6 entre ces

axes,
xy =z cosb — y sin0,

Aux forces réelles, ajoutons la force d'entrainement et la
force centrifuge composée, toutes deux changées de signes.
La dernié¢re, normale au plan z0A, n’interviendra ni dans
I'équilibre ni dans le mouvement. Soit «/ la distance de A a O z.
La force d’entrainement pour un point est mw?d + mw?z,.
Les forces mw?d ont une résultante passant en A qui est fixe.
Il suffit d’exprimer que la somme des moments des forces
mw?x, par rapport a A est nulle. On obtient

— w?sinb cosﬁMz—_?’—b—- =o.

Donc pour I’équilibre, il faut 8 = o0 ou 6 = l: Si 'on prend 6

trés petit et si I'on a @ > b, le signe de la somme des moments
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T

montre que § = o correspond  la stabilité. De méme 6 =

ISR ]

correspond a l'instabilité.
Pour étudier le mouvement, le théoréme des forces vives

donne
df —w at— b2 b
dt — a? + 5 0%

en tenant compte des conditions initiales. On voit que 6 croit

s . . ud P
a partir de zéro et tend vers - en mettant un temps infini.

EpREUVE PRATIQUE. — Un point de masse p est soumis &
Uaction d’une force constante en grandeur, maisvariable
en direction. La grandeur de la force est égale a 144
dans le systétme C. G. S. La direction de la force varie
uniformément et fait un tour par seconde. La vitesse
initiale du point est nulle.

Donner, pendant une seconde, par un graphique appro-
ximatif et sans aucun calcul, la représentation de I’hodo-
graphe et celle de la trajectoire du point en prenant des
intervalles de temps égaux a 'y de seconde.

On expliquera le dessin dans une copie.

(Octobre 1910.)

Montpellier.

EPREUVE THEORIQUE. — La base inférieure d’un cylindre
de révolution, homogéne et pesant, peut se déplacer sans
Sfrottement sur un plan horizontal fixe. Le rayon de base
et la hauteur du cylindre sont égaux a 1™. Sur la surface
latérale du cylindre est fixé un tube creux, de section
infiniment petite, dans l’intérieur duquel peut glisser
sans frottement un point M ayant méme poids que le
cylindre. Le tube a la forme d’un arc d’hélice ayant
pour origine un point A de la base inférieure du cylindre,
et pour extrémité un point B de la base supérieure; les
méridiens du cylindre qui passent par A et B sont rectan-
gulaires; un mobile qui décrirait ’arc AB, en se dirigeant
de A vers B, tournerait dans le sens direct autour de la
verticale ascendunte dirigée suivant l’azxe du cylindre.

Le cylindre étant au repos, le point M est abandonné
sans vitesse en B, dans le tube.
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1° Calculer le temps que mettra le point M pour arriver
en A.

2° Déterminer le déplacement du cylindre pendant le
méme temps.

EPREUVE PRATIQUE (Mécanique). — Une plaque de fer
infiniment mince et homogéne a la forme d’un segment
de cercle. Le rayon du cercle et la corde du segment sont
égaux a1™. La densité du fer est 7,6

Calculer le moment d’inertie de la plaque par rapport
au centre du cercle. (Juillet 1910.)

EprEvvE TuEORIQUE. — Une plaque circulaire infiniment
mince, homogéne et pesante, est invariablement liée & une
tige rectiligne dépourvue de masse, qui est perpendiculaire
ason plan et passe par son centre. Le solide ainsi constitué
est mobile autour d’un point fixe situé sur la tige.

1° Etablir les équations du mouvement, les conditions
initiales étant quelconques.

2° Etudier le mouvement dans le cas particulier ou, a
U’époque initiale, la tige est immobile, tandis que le solide
tourne autour de cette tige avec une vitesse angulaire
donnée w.

EPREUVE PRATIQUE. — Une barre rectiligne, homogeéne et
pesante, faisant avec [’horizon l'angle 9, est abandonnée
sans vitesses initiales dans un plan vertical fixe. Lorsque
Uextrémité inférieure de la barre vient choquer un plan
horizontal fixe, le centre de gravité est animé de la
vitesse v. La barre et le plan horizontal sont parfaitement
élastiques.

Quelle valeur faut-il donner a l’angle 8 pour que la
valeur de lavitesse angulaire de la barre immédiatement
aprés le choc soit maxrimum?

Quel est, lorsque 8 a cette valeur, le mouvement initial
de la barre aprés le choc? (Novembre 1910.)

Poitiers.

EPREUVE THEORIQUE. — I. Un disque circulaire homogéne
posé sur un plan incliné P descend le long d’une ligne de
plus grande pente de ce plan sous l’influence de son poids.
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On suppose que le plan est assez rugueur pour empécher
tout glissement du disque. Le roulement du disque s’effec-
tuant dans un plan vertical, montrer que l’accélération
de son centre est égal aux % de U’accélération que prendrait
un point matériel glissant sans frottement le long d’une
ligne de plus grande pente d’un plan paralléle au plan P.

On négligera le frottement de roulement.

II. La partie supérieure d’une courroie sans fin flexible,
inextensible et d’épaisseur négligeable, repose sur un
cylindre de révolution & axe horizontal, tandis que l’autre
partie pend librement. On suppose la courroie en équilibre
dans un planvertical perpendiculaire a l’are du cylindre
et 'on donne le rayon R du cylindre ainsi que l'angle ¢
de la verticale avec le rayon du cylindre qui aboutit a
Uun des points A, B ou la courroie entre en contact avec
le cylindre.

On demande de calculer :

1° La longueur de la courroie;

2" La distance OD de l’axe du cylindre au point le plus
bas D de la courroie.

Epneuve pRATIQUE. — Une tige homogéne cylindrigue
pesante de masse m et de longueur 2a effectue de petites
oscillations autour de son extrémité A. Soit T la durée
d’une oscillation double.

On soude & U'autre extrémité B et de fagon que les axes
coincident une autre tige homogéne pesante de masse m’
et de longueur 2b. Soit T la durée d’une oscillation
double du pendule ainsi constitué.

Calculer le rapport I—;—PE de l'accroissement de la

période a la période primitive.
En donner une explication simplifiée quand m' est petit
par rapport a m.
Faire le calcul et se rendre compte de ’approximation
obtenue quand
m = 500¢; m' = 108;

2a = 100°™; 26 = 20°™.

(Juillet 1910.)
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Rennes.

EprEUVE TuEORQUE. — I. Fquilibre el mouvement relatifs
a la surface de la Terre.

Il. Une barre horizontale AB tourne uniformément
autour de la verticale Az du point A avec une vilesse
angulaire w. Une seconde barre BC, homogéne et pesante
est articulée en B avec la premiére. Etudier sommairement
le mouvement relatif de cette seconde barre, qui reste
constamment dans le plan BAz. On suppose qu’il n'y a
pas de frottement. Déterminer les positions d’équilibre
relatif en distinguant ’équilibre stable de l’équilibre
instable. Etudier les mouvements infiniment petits dans
les différentes hypothéses. Calculer la réaction en B.

La densité linéaire de la barre BC est égale a l'unité.

On posera AB =a, BC=b, et l'on désignera par 0
U'angle de BG acec la verticale descendante.

EPREUVE PRATIQUE. — Un disque circulaire vertical non
homogéne est assujetti a rouler sans glisser sur une
horizontale. Déterminer la durée des petites oscillations
du disque dans le voisinage de la position d’équilibre
stable. (Juin 1910.)

Epriuve THEORIQUE. — 1. Equilibre d’un miliew continu
déformable. Répartition des efforts. Equations générales
de U'équilibre.

II. On considére une chaine pesante, homogéne, parfai-
tement flexible, de grosseur négligeable. Cette chaine est
disposée sur une table horizontale de facon qu'une partie
AB pende verticalement et que la partie horizontale BC
soit rectiligne et perpendiculaire au bord de la table.
Cette partie horizontale glissant sur la table éprouve un
Srottement proportionnel a la pression normale.

1° Etablir les conditions d’équilibre.

2° Etudier le mouvement quand il a lieu, en supposant
que la partie horizontale glisse dans sa direction et que
la portion pendante reste verticale.

3 Calculer dans le cas du mouvement comme dans
celut de Uéquilibre la tension de la chaine en chacun de
ses points.



(239)

Nota. — En B le profil du bord de la table est arrondi
suivant un quart de cercle de rayon trés petit. On sup-
posera d’abord le frottement nul sur la portion arrondie,
et l'on examinera ensuite les modifications & introduire
dans les formules pour le cas ot le coefficient de frottement
sur cette portion serait le méme que sur la partie hori-
sonlale de la table.

EprEUVE pRATIQUE. — Moment d’inertie de la section
droite d’une poutrelle en acier en | par rapport ¢ l’are
perpendiculaire a la lame, passant par le centre de
gravité.

156 X< 254 .

15> 12
Le moment d’inertie sera exprimé en centimeétres carrés.

(Novembre tg10.)}

Dimensions en millimétres

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

2154,

(1910, p. 2j0.)

On donne un cercle C de centre O et de rayon R et un

point fixe A, tel que OA = L On considére toutes les
/2

ellipses qui ont le cercle C pour cercle orthoptique et qui
passent par A.

Montrer que :

1° Ces ellipses enveloppent une ellipse ;

2° Le lieu de leurs sommets se compose de deux cercles;

3% Le lieude leurs foyers se compose de deux lemniscates
de Bernoulli. E.-N. Barisien.

SOLUTION,
Par M. L. Kvrue.

1° Soient B Je symétrique de A par rapport a O, S et §'les
points de rencontre de AB avec le cercle donné. Soit encore
AD la tangente en A a l'une des ellipses variables consi-
dérées (E). Cette ellipse passe en B et sa tangente en ce point
est BG paralléle @ AD. En outre, si AD et BG rencontrent
respectivement en D et G le cercle donné, DG est perpendi-
culaire 3 AD et BG. DG est donc tangente a l'ellipse (E),
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puisque le cercle donné est son cercle orthoptique. Si I estle
point de contact, OG doit passer par le milieu de BI. OG est

donc paralléle a Al; de méme OD est pavalléle a BI. On voit
donc que l'ellipse (E) touche au point [, I'ellipse fixe ayant
pour foyers A et B et pour grand axe SS'. C’est 'enveloppe
cherchée.

2° Soit z la longueur du demi-diamétre de (E), conjugué
de AB. On a, par le théoréme d’Apollonius,

—2
2?2+ OA = somme des carrés des demi-axes de (E)
-2
=R2=20A ,
d’ott
2= OA.

Ainsi AB est un des deux diamétres conjugués égaux de ().
Soient alors M un des sommets de cette ellipse, ¢ 'angle que
fait OM avec OA. Si ON est un demi-axe perpendiculaire
a OM, on doit avoir

OM +ON =Re,

oM
oN = =+ tango,

d’ou
OM == Rcosg, ON = X Rssing.
Les points M et N décrivent donc les deux cercles ayant
pour diamétres OS et OS'.
3° Soit F un foyer de (E), supposons-le porté par I'axe OM.
On a
—2 ——2 ——3
OF =O0OM — ON = R2cos29;

ce qui montre que le point F décrit une lemniscate de Ber-
noulli, de foyers A et A'.

Autres solutions par MM. ABRaMEscU, R. BouvarsT et H. Lgz.

-t o—
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[L!10b]

RECHERCHES GEOMETRIQUES SUR LES NORMALES
A UNE PARABOLE ISSUES D'UN MEME POINT;

Par M. J. PLANE,

Dans cette Note, a laquelle j’ai été amené par la
recherche d’une solution géoméirique de questions
proposées derniérement, sur ce sujet, dans les Nou-
velles Annales, je me propose surtout de faire une
étude d’ensemble sur les propriétés des triangles ins-
crils et circonscrits a une parabole aux trois pieds des
normales issues d’un méme point. Cect m’a conduit,
dans les débuts du travail tout au moins, a retrouver
un certain nombre de propriétés bien connues (dues a
Steiner entre autres). Aussi dans I'impossibilité ou je
suis de citer les noms de tous les auteurs originaux je
prie le lecteur de considérer bien moins la nouveauté
des propriétés que j’établis que celle des démonstra-
tions.

Pour faciliter la lecture de cctte Note, je me suis
efforcé de conserver toujours les mémes notations. Je
désignerai en particulier par wP, ©Q, wR les normales
issues d'un point w a une parabole (II), par ABC le
triangle circonscrit a (IT) aux points P, Q, R; a, 3,75
2y, B4, 71 les points ol ses cOtés coupent l'axe el la
tangente au sommet de (IT), et d’une (acon générale
par K’, K”, K" les projections d’un point quelconque K
sur I'axe, la tangente au sommet et la directrice de (II).

Ann. de Mathémat., 4* série, t. XI. (Juin 1911.) 16
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I. TrianGLE circonscrir. — 1. Les symétriques des’
normales wP, wQ, wR par rapport au foyer F de (II)
sonl les perpendiculaires élevées de «, 3, v aux cotés

BC, CA, AB (fig. 1). Elles se coupent en w, symé-

trique de w par rapport a F. w, est par suite sur le
cercle circonscrit a ABC, la droite de Simpson corres-
pondante étant I'axe de (M), Mais le foyer F est aussi
sur ce cercle, la droite de Simpson correspondante
étant la tangente au sommel.

Ces deux droites sont reclangulaires, d’aprés une
propriélé connue el d’ailleurs facile a établir géomé-
triquement; F et w, sont donc diamétralement opposés
sur le cercle circonscrit; par suite :

Le centre O du cercle circonscrit a ABC est ! ho-
mologue du point w dans une homothétie de centre ¥

1
et de rapport — —- Son rayon est OF.

2. Une droite de Simpson est équidistante de l'or-
thocentre et du point qui lui a donné naissance ; donc :
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L’orthocentre H du triangle ABC est le pied sur
la directrice du diamétre de (11) passant par .

3. La droite OH coupe I'axe en un point G tel que
0G OF

OH ™ Ow 3’
donc :

Le centre de gravité G du triangle ABC est sur
Uaze.

On sait que la distance du centre de gravité G d’un
triangle a une droite est le tiers de la somme algé-
brique des distances des trois sommets a la méme
droite, donc :

La somme algébrique des distances des points A,
B, Ca l’axe est nulle.

4. La premiére proposition énoncée nous montre
que:

Les médiatrices du triangle ABC restent, quand
w varie, normales a une méme parabole (11,), homo-
thétiqgue de (1) par rapport au foyer, le rapport

\ . ’ 1
d’homothétie étant — .

3. Elle nous moutre encore immédiatement que :

Le milieu 1 de BCest fixe lorsque w décrit la nor-
male wP, c’est le milicu de as.,.

On en conclut quesi, avec les axes ordinaires, les
coordonnées de P sont (z, y) celles du point I sont

et comme
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on en lire
yr=—22a,
et par suite :
Le lieu des milieux des cétés du triangle ABC
lorsque v varie est une parabole (1) déduite de (1)

par homothétie par rapport au sommet S et dans le
1
rapport — -

6. Les milieux des cotés BG, CA, AB coincident res-
pectivement avec ceux des segments aa,, B8, YY1,
donc, en vertu d’une propriété bien connue :

A, B, C et par suite H sont sur une hyperbole
équilatére (H) ayant Uaxe et la tangente aw som-
met pour asymptotes.

(Je dois cette démonstration, plus simple que celle
que j’avais d’abord fournie, a I'amabilité de M. Bricard
qui a bhien voulu me faire 'honneur de revoir mon tra-
vail.)

Le centre de cette hyperbole (H) est le sommet S
de (II), donc :

Le cercle des neuf points du triangle ABC passe
par le sommet S de la parabole (II).

[I. TriancrE inscriT. — 7. Le milieu de QR et le
point A sont sur une paralléle a I'axe, donc
PP '=ZX2AA’;
d’ou :

La droite qui joint les centres de gravité de deux
triangles inscrits et circonscrits a une parabole aux
mémes points est paralléle a l'axe.

En particulier :

Le centre de gravité‘G‘ du triangle PQR est sur
laxe.
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Il y a mieux, on a

PP"= Sa =— (CC"+ BB"),
donc
EPP ' =— 23 AA’
et
SG1 =— 2S8G.

Le centre de gravité G, du triangle PQR est ho-
mothétique par rapport au sommet S et dans le rap-
port —2 du centre de gravité G dutriangle ABC,

8. Ona
QQ' + RR'=— PP'= P, P,

P, étant symétrique de P par rapport a I'axe.

Les milieux de SP, et de QR sont sur un méme dia-
métre, SP, et QR sont donc paralléles, autrement dit
SP et QR sont antiparalléles par rapport & 'axe et,
d’aprés une propriété connue, le quadrilatére PQRS
est inscriptible.

Le cercle circonscrit au triangle PQR passe par
le sommet.

9. Proposons-nous de chercher son centre O,.

Ce cercle et le cercle de diamétre Aw ont pour axe
radical QR. O, est donc le milieu du segment qui
joint w au point de rencontre w, des perpendicalaires
abaissées de A, B, C sur leurs polaires.

Mais A w, par exemple est paralléle a FA”. En effet
FA"” est perpendiculaire a la tangente a (Il) au pied
sur cette courbe du diamétre passant par A.

De plus AH, parallele & Fa,, est paralléle & DAY,
D étant le pied de la directrice; donc (fig. 1)

AA" _A’A”  HH, _ DF
HA” ~— DA™’ HA” ~ DA™’
d’ou
HHy = 2AA",
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L’homothétique de Aw, par rapport au foyer et
dans le rapport — 2 passe par H; donc (fig. 1) :

Le centre O, du cercle circonscrit a PQR est le
milieu dusegment w v,, v, étant homothétique de H

par rapport & F ()a/)pmt ——-> Son rayonest O,S.

10. Connaissant w on saura donc construire d’une
fagon trés simple les points O, G, H, O,, G, et par
suite aussi 'orthocentre H, de PQR.

Fig. 2.

1
i

g

I

//)\[\/o/ 7/ \/w |

Ces constractions se résument dans la figure 1 ou

%

H,

ﬁ—f—zm:o, F‘_ﬁ+'sz2 = o,
GH+2GO=O, G1Hl+ ‘2G101=0,
S—G—;+2§E=0;

O, H, et w, sont sur une méme paralléle a 'axe.

11. Le paragraphe 5 a un corrélatif qu'il suffit de
citer:

Les cétés PQ, PR découpent sur ’axe de la para-
bole un segment qr dont le milieu J est fixe quand

w décrit wP. C’est le milieu J de SP'. L’enveloppe
" dePJ quand P varie est une parabole (I1',),
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On peut ajouter que :

Quand w décrit oP, QR antiparalléle 2 SP se déplace

parallélement a lui-méme.

III. Arrricamions. — 12. La condition nécessaire
et suffisante pour qu’un triangle inscrit (ou circons-
crit) a une parabole (I) soit tel que les normales
a () aux sommets (ou aux points de contact) solent
concourantes est que son centre de gravité soit sur
lazxe.

En effet considérons simultanément les triangles ABC
et PQR circonscrit et inscrit a (IT) aux mémes points
P, Q, R. Si le centre de gravité G de ABC est sur I'axe,
celut G, de PQR y cst aussi (§ 7) et réciproquement.

in conservant les notations de la figure 1 on a donc
_ QQ'+RR' _ PP’

:-——-—:dis.
2 2

21'=BB' + C0'=—AA'=

1 est donc le milieu de ax, et, si O est le centre du
cercle circonscrit a ABG, les normales a (II) aux points
P, Q, R concourent en w sur OF tel que Ow =3OF.

Cette condition nécessaire est donc aussi suffisante.

13. Le foyer F n’est évidemment pas un point quel-
conque du cercle circonscrit & ABC.

Proposons-nous de rechercher quelles sont les para-
boles inscrites dans un lri.angle donnée ABC et telles
que les normales aux points de contact soient concou-
rantes.

La condition nécessaire et suffisante pour qu’il en
soit ainsi est que l'axe de la parabole passe par le
centre de gravité G de ABC.

Soil F le foyer d’une telle parabole (fig. 3).
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Le théoréme de Poncelet nous indique que

/\ /\\
FAC = BAG'.
Mais

en grandeur et sens, donc

NN NN NN N
FAG — AGF = CAG — GAB = const.

Le point F se trouve donc sur une hyperbole équila-

Fig. 3.

tere de diamétre AG, le diamétre conjugué faisant avec

AG un angle égal a @— C{}G} La tangente en A
est donc la symédiane du triangle ABC.

Cette hyperbole est donc bien déterminée, elle coupe
le cercle circonscrit & ABC en trois points F, Fy, F,
autres que A et qui répondent a la question. Ces points
sont évidemment sur les hyperboles analogues passant
par B et C; donc :

Etant donnés un triangle ABC et G son centre de
gravité, les hyperboles équilatéres ayant pour dia-
métres AG, BG, CG et tangentes respectivement en
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A, B, C aux symédianes de ABC, font partie d’un
méme faisceau dont les sommets autres que G sont
sur le cercle circonscrit.

Ces sommets F, F, Fy sont les foyers des trois
seules paraboles inscrites dans ABC et telles que les
normales aux points de contact soient concourantes.

Les points ¥, F,, Fa, G forment un groupe ortho-
centrique; G est par suite I’orthocentre du triangle
FFF,.

Cette derniére partie permet de construire facilement
F,F, connaissant F et ABC. Si S est le deuxiéme
point de rencontre de FG avec le cercle circonscrit
a ABC, F,F, est perpendiculaire au milieu de GS.

14. La méme question se pose dans le cas des tri-
angles inscrits :

Quelles sont les paraboles circonscrites a un triangle
donné PQR et telles que les normales en P, Q, R
solent concourantes.

Nous rechercherons les sommets de ces paraboles.

Fig. 4.

Soit S un tel sommet (fig. 4), il est sur le cercle cir-
conscrit 3 PQR et une de ses propriétés caractéris-
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tiques est que SG, (axe de la parabole) est bissectrice
P
de I'angle PSP, SP, étant parallele 3 QR.

Soit F le point oit SG, coupe le cercle circonserit.

Par hypothése

| 57 = #7,
mais
—~ P
SQ = Rpi:
donc .

PF—SQ=FR ou PQ,FG,=PF, PR

F est donc le foyer d’une parabole inscrite dans PQR
et telles que les normales aux points de contact soient
concourantes : ¢’est ['un des points F, Fy, F, du para-
graphe précédent; d’ou :

Etant donné un triangle PQR il existe trois para-
boles et trois seulement circonscrites a PQR et telles
que les normales en P, Q, R soient concourantes;
leurs trois sommets S, S,, S, sont sur le cercle cir-
conscrit a PQR. Ce sont les inverses des points F,
F,. ¥y dans l'inversion de centre G, qui transforme
ce cercle en lui-méme. Le triangle qu'ils forment
a donc le point G, pour centre du cercle inscrit.

Remarquons d’ailleurs que si R est le rayon du cercle
circonscrit 8 PQR, O, son centre, le rayon r du cercle
inscrit 8 $§,S, est donné par la relation d’Euler

—_—
0,Gy= R*—aRr.
15. On aurait pu arriver au méme résultat d’une
autre fagon.

Soit S un des sommets cherchés. Menons par G, la

paraliéle a QR qui coupe SP en K. SG, étant bissec-

S N . . . .
trice de PSP, le triangle SKG, est isocéle. S se trouve
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donc sur une strophoide de pole P, de point double G,
ayant pour directrice la paralléle 2 QR menée par G,.
Tout point de rencontre de cette strophoide et du
cercle circonscrit (autre que P et les points cycliques)
est d’ailleurs un point S cherché. Il y a donc trois som-
mets S, S,, S,, situés sur le cercle circonscrit et sur trois
strophoides analogues a la précédente.
D’ailleurs :

Le triangle formé par les trois points de rencontre
de deux strophoides ayant méme point double a ce
point double pour centre du cercle tnscrit.

Il suffit pour le voir de transformer par inversion
par rapport au point double commun. Les deux stro-
phoides se transforment en hyperboles équilatéres et le
wriangle transformé a le point double comme ortho-
centre.

16. Prosrime. — Construire les trois normales &
une parabole (I1) donnée, issues d’un point donné w,
connaissant 'une d’elles.

Les résultats précédents nous permettent d’en donner
une solution trés simple.

Soit wP la normale connue (fig. 1). On a immédia-
tement un c6té PBC du triangle circonscrit. On a aussi
le cercle circonscrit & ce triangle, d’ot deux sommets B
et C, les normales inconnues sont donc les normales
a (IT) aux points de contact de (IT) avec les tangentes
issues de B et C.

Cette construction n’est possible que si OF > OI.

Si OI = OF, B et C sont confondus en |, le troisiéme
sommet A est sur (IT) et confondu avec Q et R, w est
alors le centre de courbure de la parabole en A.
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17. Dans ce cas nous voyons ( fig. 5) que :

Etant donnés une tangente Paa, quelconque a la
parabole, 1 le milieu de aa,, PQ sa polaire :

Le cercle circonscrit 2 QFI est tangent en I 4 Paa,;

Le cercle circonscrit a PQS est tangent en Q a (II);

Le point de rencontre w des normales en P et Q
a (IT) est le centre de courbure de cette courbe en Q.

Fig. 5.

On peut en déduire la construction bien connue du
centre de courbure v en un point Q d’une parabole.

En effet si w, est symétrique de w par rapport a F, il
est sur le cercle circonscrit a QFI et diamétralement
opposé de F, FQ est donc perpendiculaire sur Quy;
d’ou :

Le centre de courbure w en un point Q d’une pa-
rabole sobtient en menant par le foyer F la per-

pendiculaire a QF qui coupe la normale en Q au
milieu M de Quw.

18. La droite PQ est d’ailleurs la polaire de I par
rapport a (I1) mais d’autre part le lieu de I est une para-
bole (II,) (§ 8), I'enveloppe de sa polaire est une
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parabole (I'y) et en considérant des points particuliers
on voit que :

L'enveloppe des cordes joignant les pieds des nor-
males a une parabole (1) issues des différents points
de sa développée est une parabole (II)) homothé-

tique de (I1) par rapport au sommet S le rapport
d’homothétie étant — 8.

On peut d’ailleurs établir direclement cette propo-
sition.

Si I, est le pied sur (IT) du diamétre passant par 1
(fig. 5) ona

. PP
l]]ll = II = T-
Dans une parabole
L I _ .
i}T’;’ = const.;
donc
SP'
Sty = 2>
mais
SI,=—SI,, SP'=2SJ;
donc

SJ = — 88lI,.
PQ enveloppe donc bien la parabole (II,) annoncée.
19. On a vu d’une .fagon générale (§ 12) que
AA’' = Sa,. Ici on a donc

PP’
QQ’: Sil=:— .

2

Soient p, g, r les centres de courbure de (M) en P,
Q. R; pPy, ¢Q,, rR, les deuxiémes normales & la
parabole issues de p, g, r; on a

PgPl‘=—T;
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donc
SP P, =— %zpp’: o.
Le centre de gravité du triangle P, Q, R, est donc sur
I'axe; par suite :

Les secondes normales a (Il) issues des centres de
courbure de cette courbe en P, Q, R concourent en
un méme point.

20. Comme cas particalier du probléme résolu au
paragraphe 16 on voit qu'on saura toujours construire

Fig. 6.

[

B eSS

les normales & (II) issues d’un point de celte courbe.
Dans ce cas P est confondu avec w (fig. 6) et

AA = Sh:—fzp—:?:OO';

OA est donc paralléle a l'axe; de plus

OA =OF = LiLi = }iﬂ,
2 2
H, F, A sont donc en ligne droite et FH + 2FA =o.
A est alors confondu avec le point w, (§9) le
cercle circonscrit 8 PQR a pour diamétre PA.

Il y a mieux : quand w varie, A décrit comme w, la
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symétrique A de la tangente au sommet par rapport au
foyer, mais c’est le péle de QR ; QR passe donc par un
point fixe K pdle de A.

Les cordes joignant les pieds des normales & une
parabole issues d’un point de cette courbe passent
par un point fixe K symétrique du sommet S par
rapport au pied D de la directrice.

21. Ceci nous permet de trouver les points de ren-
contre d’une parabole (II) et de sa développée.

P sera centre de courbure si Q, R, A sont confondus
sur (). Les points cherchés P, P, sont donc ceux
situés sur les normales & (1) aux points ou celle-ci est
coupée par A. Le pied 8 de A sur 'axe est d’ailleurs le
centre de courbure au sommel S, de plus les tangentes
ala développée en P, P, sont Py Ay, Py A, (fig. 6).

SiSD=p, on a

S8 =p, SL =2p,
et comme
PP, =2AA,, SP,=ip,

Ces résultats sont bien connus.

IV. Corresponpance [w; A, B, C]. — 22. Les
résultats qui précédent permettent d’établir entre les
points du plan considérés comme points w et les points
A, B, Cou les cotés QR, RP, PQ correspondants, une
correspondance (1, 3) jouant pour les normales le rdle
de la théorie des péles et polaires pour les Langentes.

Et d’abord il suffit d’étudier la correspondance (w;
A, B, C), les propriétés des cotés QR, RP, PQ n’étant
que les corrélatives des propriétés des points A, B, C.

Quelques résultats sont immédiats. Ce sont les seuls
que nous donnerons.
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23. Si w décrit une normale wP 3 la parabole (II),

B et C décrivent la tangente correspondante; de plus

comme
PP’
2

AA'=—

’

A décrit un diamétre de (11).

24. Si w décrit une paralléle a Uaxe, H est fize,
A, B, C décrivent donc Uhyperbole (H) qui passe
par H et a 'axe et la tangente au sommet pour
asymptotes.

25. Stw décrit une perpendiculaire al’axe, G est
fize, A, B, C décrivent donc une parabole (1) homo-
thétique de celle (11,) lieu de 1, par rapport a G, le
rapport d’homothétie étant — 2.

Toutes ces paraboles (II') sont égales entre elles, si p
est le paramétre de (I1), leur parameétre commun est L,z et

elles se déduisent I'une de I'autre par translation paral-
leéle a laxe.

26. A, B, C sont toujours sur deux faisceaux de co-
niques, les paraboles (II') et les hyperboles équila-
teres (H).

St w décerit une droite A les coniques (H) et (1) se
correspondent homographiquement : En effet, élant
donnée une hyperbole (H), le point H est bien déterminé
et unique, il en est donc de méme de w, G et par
suite de (II') ; étant donnée une parabole (II'), G est bien
déterminé, Hw = 3GF est connu, w est donc bien
déterminé et unique el par suite aussi ’hyperbole (H)
correspondante.

A, B, G décrivent donc une courbe du 4° degré.

Mais, si w est le point a I'infini sur A, les coniques
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(H) et (I') dégénérent en la droite de Vinfini consi-
dérée comme droite double, cette droite double fait donc
partie du lieu et le lieu véritable est une conique (T).
- De plus si o est le point & I'infini sur A, on voit im-
médiatement qu’une asymptote de (I') est la tangente
a (I) perpendiculaire a A (fig. 7).

Fig. ».

Q
Si P est son point de contact, B et C sont sur cette
droite; A est donc a l'infini sur le diamétre de (II) situé
a une distance — —[%)—,- de laxe. C’est la deuxiéme
asymptote de (T').
Soient I leur point de rencontre, centre de (I'), 1Q la
deuxiéme tangente a (IT) issue de 1. On a

PP’ 4+ QQ' = 21I'=2AA"= — PP/,
QQ' = 41
Lest le milieu du segment déterminé sur IQ par I'axe el
la tangente au sommet de (1), il décrit quand A varie
la parabole (Il,) (§ B). "
Ann. de Mathémat., 4* série t. XI. (Juin 1911.) 17

donc
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En résumé :

Si w décrit une droite A, A, B, C décrivent une
conique (T') ayant pour asymptotes la tangente a (1I),
perpendiculaire a A et une paralléle a l’axe.

Le lieu des centres des coniques (T'), lorsque A
varie, est la parabole (II,).

27. Sétant le milicu du segment o, A” déterminé sur
la tangente au sommet par les deux asymptotes de (T')
on voil que:

Dans toute conique ('), le diamétre conjugué des
cordes perpendiculaires a l’axe passe par le som-
met S de (II).

De méme :

Le diamétre conjugué des cordes paralléles a A
passe par le foyer F de (11).

Il en résulte en particulier que :

Etant donnée une hyperbole quelconque (T'), ily a
une infinité de paraboles (I1) correspondantes et ces
paraboles sont homothétiques entre elles par rapport
au centre L de (I').

Lies propriétés qui suivent sont la conséquence im-
médiate de ce qui précede :

28. Deux triangles ABC quelconques sont tou-
Jours inscrits dans une méme conique (T').

29. Deux coniques (T') et (I') se coupent a distance
JSinie entrois points qui sont les sommets du triangle
ABC correspondant au point w de rencontre des
droites A et N qui leur sont associées.



( 259 )

Donc:

30. Lorsque la droite A tourne autour d’un point v
les coniques (T') correspondantes font partie d’un
faisceau ponctuel (F) ayant pour sommets le point
a l'infini sur Uaze de (1) et les points ABC corres-
pondant a w.

Lorsque ce point w décrit une droite A tous ces
Sfaisceauzx ont en commun la conique (T') correspon-
dant a A.

Comme cas particalier on peat citer :

31. Lorsque la droite A se déplace parallélement
a elle-méme les conigues (T') forment un faisceau (F)
d’hyperboles ayant mémes asymptotes, (T') se rédui-
sant a ses asymptotes lorsque A est normale a (IT).
Ces faisceaux ont en commun la droite de l'infini
considérée comme droite double.

32. Remarquons aussi que dans chacun des faisceaux
(F) il y a une hyperbole (T',) passant par le sommet S
de (IT). Elle correspond a la droite A qui passe par le
centre de courbure & de (ll) au sommet. Lorsque A
tourne aulour de ¢, on a :

Les hyperboles (T'y) osculatrices & une parabole
(1) @ son sommet S et passant par le point a Uinfini
sur l'azxe ont leur deuxiéme asymptote tangente
a (). Il y a une infinité de triangles inscrits dans
(Ty) et circonscrits a (1) en P, Q, R. Les normales
a () en P, Q, R concourent en un point w, qui pour
une méme hyperbole (T',) décrit une droite A passant
par le centre de courbure & de (I1) au sommet.

33. Toutes les coniques (T') peuvent étre définies de
la fagon suivante :
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On considére une conique particuliére (I') et un
faisceau (F') particulier ne contenant pas (I'), les
coniques (T') font toutes partie des divers faisceaux
déterminés par (I') et une conique gquelconque de (F').
De plus toutes les coniques ainsi définies sont des
coniques (T') donc :

Les coniques (T') font toutes partie d’un réseau
ponctuel ayant une droite double, la droite de ’in-
fini.

La jacobienne du réseau est donc formée de cette
droite double et du lieu (1) des centres des co-
niques (T').

Les résultats précédents peuvent servir a établir
quelques aulres propriétés.

34. Si A décrit une droite D (QR passe par un
point fize K), w décrit une parabole dont I’ axe est
perpendiculaire & D.

En effet cherchons combien il y a de points o sur
une droite quelconque A : lorsque w décrit A, A décrit
une conique (I') qui coupe D en deux points. A un
point A correspond un point © et un seul, w décrit
donc une conique.

® ne peut s’éloigner indéfiniment que si les normales
en Q et R sont paralléles ou si 'une d’elles estrejetée a
Pinfini. Ces deux cas se produisenl simultanément si
QR est paralléle a P'axe. La direction asymplotique
double est donc celle de la normale au pied sur (IT) du
diamétre passant par K. Elle est bien perpendiculaire
a D polaire de K.

La propriété énoncée au paragraphe 20 apparait alors
comme un simple cas particulier de la proposition pré-
cédente.
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35. Plus généralement et par des considérations ana-
logues on reconnait que :

Si w décrit une courbe (C) de degré n, A, B, C
décrivent une courbe (C,) de degré an.

Si A décrit une courbe de degré n, w décrit une
courbe de degré an et par suite B et C une courbe de
degré 3n.

En particulier si A décrit une droite, B et C décrivent
une cubique.

36. Sil'on sait construire la tangente T en un point w
de (C) et si 'on connait les points A, B, GG de (Cy)
correspondants [et pour cela il suffit de connaitre une
normale a (IT) issue de w], on saura construire les tan-
gentes 4 (G,) en A, B, C,

En effet, considérons une droite quelconque passant
par w. Soient w un de ses points de rencontre avec (C),
Ay, By, G, les points correspondants de (G,). A, B, C,
Ay, By, G, sont sur une méme conique (I';) dont nous
connaissons les asymptotes. Lorsque A tend vers la
tangente T a (C) en w, Ay, By, G, tendent respecti-
vement sur (Gy) vers A, B, G; donc :

La conique (I') correspondant a la tangente T

a (C) en un point west tritangente a (C,) aux points
A, B, C correspondant a w.

"Tout revient donc a construire les tangentes en trois
points donnés A; B, C d’une hyperbole dont on con-
nait les symptotes, probléme trés simple et bien connu.
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DETERMINATION DES COMPLEXES DONT LES SUR-
FACES RESOLVANTES SONT DE REVOLUTION ET
COAXIALES;

Par M. EmiLe TURRIERE.

Dans mon article Sur un complexe du quatriéeme
ordre, j'ai moniré que les surfaces résolvantes du
complexe des droites sur lesquelles deux plans rectan-
gulaires Oxz et Oyz interceptent des segments de
longueur constante, étaient, pour une certaine réparti-
tion des rayons de ce complexe, des surfaces de révo-
lution autour de Oz. Je me propose de lormer ’équa-
tion dont dépendent tous les complexes jouissant de la
méme propriété : ce serait une erreur de croire qu’elle
caraclérise les complexes de révolution; le complexe
cité n'est nullement de révolution et, pour un complexe
de révolution donné, la nature des résolvantes de
Transon reste subordonnée au choix des points de
départ des rayons.

A chaque point M(z,y,3) de l'espace, Transon
associe une droite de cosinus directeurs X, Y, Z. Les
surfaces résolvantes ne sont autres que Jes surfaces de
tourbillon dans le champ de vecteurs (X, Y, Z), ainsi
que cela résulte de l'équation méme donnée par
‘I'ranson. Le probléme que je me propose d'étudier est
donc le suivant : il s’agit de délerminer un champ de
vecleurs de longueur égale a l'unité, tel que toutes
les lignes de lourbillon soient des circonférences
coaxiales

2z = const., x?+ y?= const.
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On aura donc des relations de la forme suivante

Y 07
@y TN
oZ oX N
If-——a—;:—/\m,
X Y |
o =

) est une fonction de (z, y, z). Il résulte de la troisiéme
équation et des relations

oY 0Z oX 07
.d;.:@_’_)\‘y’ E=%+)\z‘,
que X n’est point quelconque et satisfait a la condi-
tion
L
Y ox oy

qui exprime que A est une fonction de z et de
r=yz + y2;

il est donc possible de considérer Az et Ay comme les
dérivées partielles en z et en y d’une certaine fonction
de z et de r.

On arrive ainsi a la conclusion suivante : les compo-
santes du vecteur cherché sont nécessairement de la
Sfoirrme

Vv A% ov

=0—, Y‘—‘—) Z=

> 57+ UE )

V est une fonction des trois variables z, y, z; § est
une fonction de z et de r. Entre ces fonctions il
rexiste qu'une seule relation exprimant que le
vecteur est égal a un :

(-3—}>,+ (3—;—)24— (% +§>z= I.
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La fonction V n’est donc pas quelconque : elle est
intégrale d’une équation aux dérivées partielles du
second ordre obtenue en écrivant que I'une des deux
racines de I'équation du second degré en g,

A%
C2+'25;C+A1V—l=0,

est de la forme spécifiée, c’esl-a-dire satisfail a I’équa-
tion du premier ordre
ot o

x

Yoz dy =o

Les calculs sont d’ailleurs susceptibles d’une sim-
plification, par suite de I'introduction de coordonnées
cylindro-polaires : on écrit que l'une des racines de
I'équation en §

oV \2? 1 /0V\2 0 7\2__
(5) += (%)~ (F+) =

salisfait a la condition

I'équation du second ordre est alors immédiatement
écrite. A Loute intégrale de cette équation correspond
une (ou deux, plus particuliérement) fonction § de z
et de r; on détermine ainsi un des complexes cher-
chés.

Il est préférable de ne pas utiliser cette équation du
second ordre el de se donner la fonclion { de z etde r.
Les fonctions V correspondantes dépendent alors d’une
équation remarquable qui est de la forme de celles que
T'on rencontre en Mécanique. On remarque d’ailleurs
quc la variable § se sépare des deux autres variables, ce
qui permet de simplifier la recherche d’une intégrale
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compléte; posons, en effet,
L]
V=ab+ W(zr),

a désigne une constante arbitraire; quant a W, c’est la
nouvelle fonction inconnue, qui ne contient que z et r;
cetle fonction W est définie par I'équation du premier
ordre 4 deux variables seulement
oW 2+(0W+C 2 a?
—_ _— — — —-
or . 03 re
Si, en particulier, { se réduit & une fonction de s

seulement, celte derniére équation est a variables

séparées. Soit

= b,
C-‘Er

on a alors une intégrale

2
w =f‘/1——b3—%dr+bz+§,+c,

dont il est aisé d’oblenir une expression débarrassée
de signe de quadrature; ¢, {, et { ne jouant finalement
aucun vdle dans les équations du complexe, on peul
les supposer idenliquement nulles et poser

2
V=al+bz+ ‘/ 1 —lﬂ-——%dr;

le complexe correspondant est constitué par les paral-
léles aux génératrices d'un certain cone de révolution
autour de Oz, et la distribution des rayons de ce com-
plexe est définie par les formules

a?

1—br— L,

x=._.a_‘y.+ 3
r

re

azxr a?
—_— Y [— b — —
r: r r:

S8
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La surface la plus générale dont les normales appar-
tiennent au complexe précédent est une surffce déve-
loppable enveloppée parles plans perpendiculaires aux
génératrices d’'un céne de révolution autour de Oz,
en des points d'une courbe quelconque tracée sur ce
cone.

[A3g]
SUR I'ERREUR GOMMISE DANS LE CALCUL APPROCHE
D'UNE RACINE D'EQUATION PAR LA METHODE DE NEWTON;

Par M. Arnauvp DENJOY.

Soient f(x) = o une équation, @ et b deux nombres
dont on sail qu’il y a entre eux une racine et une seule
de cette équation. On considére @ comme une valeur
approchée de cette racine §. La méthode de Newton
pour le calcul de & consiste, & prendre pour nouvelle
valeur plus approchée de £, le nombre

Sfla)
T @

L’erreur que 'on commet en choisissant pour§ cette
valeur a,, est évaluée par une formule qui se trouve
dans tous les Quvrages d’enseignement et que nous
rappelons ci-dessous, Cette formule me parait défec-
tueuse de deux points de vue :

1° Elle ne tient compte que de I'étendue de I'inter-
valle ou est enfermée la racine &, et nullement de la
petitesse du résultat de substitution f(a), petitesse qui
manifestement doit donner une indication sur la proxi-
mité ol a se trouve de E.
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2° Elle ne nous donne pas une limite inférieure non
nulle de la valeur absolue de 'erreur commise, dans le
cas ol nous connaissons le sens de cette erreur, c’est-
a-dire le signe de f.

Nous allons donner a U'erreur une nouvelle forme ne
prétant & aucune de ces deux criliques.

Posons, selon 'usage,

E: a-+h.
On a, f" étant supposée continue entre a et &,
(1) f(a)—f—hf’(a)—f-%:f”(a—o—ﬁh):o oL b,

Comme

fla) . fla
Fia) =" Fla)

t—ay=ft —a+

'erreur E commise sur & en choisissanl a, est

f(a)
o+ .
‘T @)
Celte erreur est égale a — h -J-(-(a—+e—h—) M étant le
2 f(a) '

maximum de | f"(z)| dans lintervalle de a a b,
on a
—alzr M
(2) E—glb—al —_—
2 f'(a)
avec 82< 1, le signe de 8 étant connu, si celui de f”
Pest. Telle est la formule habituelle que nous voulons
modifier.
Ecrivons I'équation (1) sous la forme plus maniable :

(3) A+Bh+ Ch?=o.

I.’idée qui nous guidera est la suivante: Si A est suf-
fisamment petit, A peut étre développé suivant les
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puissances de A, le premier terme est — & et le second
nous donnera 'ordre de 'erreur commise en bornant

h a son premier terme.
Résolvons I'équation (3). Ona :

W _B . B FAC
TRt VA

La racine A, trés petite en méme temps que A, cor-
respond au signe -+ devant le radical. Donc, le radical

ayanl un sens arithmétique, nous écrirons

h__B B ~{AC
=T3¢ " ac ! B?
Or, d’apreés

SO+ w)y=f() +uf () + S fraaba) (0<0<),

formule valable si f(z), f'(z), f"(x) sont continues
quand z varie de 1 & 1 4w, ona, si u > —1,

2

w*

1 u
U+u)? =14+ —-— ——-
2(1+0u)?
Si donc
4AC
B <D
on a, en posant
4AC
=T B’
B o= B +_B_ I__:p.AC 2A2 (2 I
2G 2G . B2 B 1BAC 3
(" B*-)
ou, si
1
8=—-——-—3,
49AC\2
(‘—' B"‘)
A A2G

(4)



(269 )
Supposons a assez voisin de £ et par suite f(a) = A
assez pelit pour nous donuner

§AC

Alors, si AC>o0,0na
1<s < /5 <3
st AC<<o,ona
L I
< —=<Ls <.
V8
Rétablissons les notations primitives. On a

__Ja)  fra)flla+Bh)
@) b= Fa ° 73 (a)

W]
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