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SUR QUELQUES SÉRIES;

PAR M. E.-N. BARISIEN.

Le but de cette Note est de déduire des séries re-
marquables comme conséquences des développements
en séries de sin# et cos.r

x* x$
( i ) 1.2.3 1 .2 .3 .4 .5

( •2) COStf- = I —
I.-2 I . 2 . 3 . 4 1 .2 .3 .4 .6 .6



1. Ces séries deviennent pour x = -

1
<•{) l = Z - ^L±,

2 1 . 2 . 3 ' I . 2 . > .4•5

1.2 1 . 2 . 3 . 4 I . 2 . 3 . 4 . >.Ö

En égalant les séries (3) et (4), on a, en divisant

2 '
par -

G)1 (î)'
. 2 . 3 . 4 • 5

2 f)' . (î)'
1.2 1 . 2 . 3 . 4 I . 2 . 3 . \ . 5 . (')

D'où

(5) i = —
i m ©

1 . 2 1 . 2 . 3 1 . 2 . 3 . 4

)1 . 2 . 3 . 4 . ) 4 7

2 . E n fa i san t # = TT, ( I ) et ( 2 ) d e v i e n n e n t

1 } I "" 1 . 2 . 3 1 . 2 . 3 . 4 . J "*" ï . 2 . 3 . / , . > . 6 . 7 " " • • '

1.2 1.2.3.4 1 .2 .3 .4 .>.6

En ajoutant (6) et (7 ) , on a

(8) 3 =
1 . 2 . 3 1 . 2 . 3 . 4 . 5 1 . 2 . 3 . 4 . 5 . ^ . 7

En ajoutant (8) et (6), on a encore

1 . 2 . 3 1 . 2 . 3 . 4 . 5 1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 7



( 2O2 )

En général, on a, pour un nombre entier quel-
conque )>,

( I O ) 1.2.3 1 .2 .3 .4 .5 + 1 .2 .3 .4 .5 .6 .7

3 . En re t ranchant (6 ) et ( 7 ) , on a

1.3 1.2.3.5

1.2 .3 .4 .5 .7 1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 7 . 9

4. Multiplions (6) par ( 2 ) , it vient

o*) 2 = - ^ _ _ v
1.3 1.3.4.5 I . 3 . 4 . 5 . 6 . 7

En retranchant (7 ) et (12) , on obtient

712
0 =

.2.3 1.2.3.4.5

1 .2 .3 .4 .5 .6 .7 1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 7 . 8 . 9

On en déduit aussi

3*71* 5 T U V 77T6

4.5 4 . 5 . 6 . 7 4 . 5 . 6 . 7 . 8 . 9 " •

ou

(15) 2o=3i t 2 — h • o

6.7 6.7.8.9

En ajoutant (7) et (12) , on a encore

(16) 4 =
1.2.3 1 .2 .3 .4 . ) 1 .2 .3 .4 .5 .6 .7

5. En faisant x= 27t dans (1), on a

(27T)«

( l ? ) 1 1 . 2 . 3 1 . 2 . 3 . 4 . 5 ^ 1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 7 ****



De même, pour x= 2X71, X étant un nombre entier,
on a

(2X71)2 ( 2 X T T ) 4 (2X7r)6

( ' I = : 1 .2 .3 ~~ 1 . 2 . 3 . 4 . 5 "*" 1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 7 " * ' • "

La valeur X = 2iz dans (2) donne

( l 9 ) I = " 7 T 4 3.4.5.6"H 3.4.5.6.7.8 " " ' • "

On a aussi pour x = 2X71 (X entier)

,_N . _ ( ^ ) * (^71)^ , (2X71)6

' 3.4 3.4.5.6. 3.4.5.6.7.8 ••'•

6. En faisant x = 45° dans (1) et (2), on a

(22) -L = | _

1.2.3 1.2.3.4.")

(lï Jiîl
1.9 1.2.3.4

En ajoutant ces deux dernières séries, on a l'ex-
pression de ŷ 2 en fonction de K

/«y /«y
4 1.2 1.2.3

5

~ r r . 2 . 3 . 4 1 . 2 . 3 . 4 . 5

7. Faisons r̂ = 3o° dans (1) et (2), il en résulte

2 6 1 .2 .3 1 . 2 . 3 . 4 - 5

(25) ^ 1 = 1 r- «--.
2 1.2 1 . 2 . 3 . 4



( 204 )

8 . L a v a l e u r x = 6 o ° d o n n e p o u r ( i ) e t ( 2 )

2 3 1 . 2 . 3 1 . 2 . 3 . i . "

V 2

I
- = I —

G)'
9. En ajoutant (25) et (26), on a l'expression de

y/3 en fonction de u

(ï)' (!)'
I . 2 . 3 . 1 1 .2 .3 .4 .5

10. L'égalité de (24) et (27) donne

7C

I
1.2 1 . 2 . 3

(I)' . (ÏÏ (!)'
1 . 2 . 3 . 4 1 • '> • 3 . 1.5 """ 1 . •>. 3 . 4 . ) . (i

11. L'égalité de (25) et (26) donne de même

( 3 o ) 1 = 7
3 1.2 1 .2 .3

(I)' (i)' , (ÏÏ
1 . 2 . 3 . i ^ 1 . 2 . 3 . 4 . 5 1 . 2 . 3 . i . 5 . 6

12. Pour#= i8° , sinx = ^—;—• Donc (1) devient

J — l _ 7T

4 2O 1.2.3 1 .2 .3 .4-5



( 2OD )

II en résulte le développement de y/5 en fonction

r (-Y
de 11

, (w w
1.2 .3 .4 .5 1 .2 .3 .4 .5 .6 .7 J *

13. On peut, par des combinaisons d'addition ou
soustraction de ces diverses séries, en obtenir une in-
finilé d autres.

Par exemple, l'addition de (20) et (28) donnera la
curieuse série suivante du développement de y/2 4- \J\\
en fonction de TZ :

fHf)', (PHP'

1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 1.2. '5.4.5.6.7

Et Ton sait que y/2 4- y/3 est une valeur approchée
d e - .


