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AGRÉGATION DES SCIENCES MATHÉMATIQUES
(CONCOURS DE 1 9 1 0 ) .

COMPOSITION
SUR LE CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRAL ( l ) .

Sournois PAR M. TÜRRJÈRE.

On considère la famille de qiiadriqnes (Q)

ax- -\- by2-^- c z2 — const.,

r«, />, c ('lant des nombres distincts donnés (2) , les axes
coordonnés étant rectangulaires. Les courbes (y)
trajectoires orthogonales de ces qiiadriqnes sont les
intégrales du système

et leurs équations

X = Xol
l

dx dy
a x by

sont

y=?i

_ dz
~ cz

xai yoi ^o étant des constantes et t étant un paramètre;
pour simplifier les calculs, je poserai / = eu et prendrai
pour équations des courbes (y) :

(y) x = xoe«", y

(') Voir l'énoncé page 4o3 des Nouvelles Annales de 1910.
(2) Sauf avis contraire, je ne fais aucune restriction relativement

aux signes de a, b, c.



Les surfaces (S) trajectoires orthogonales des qua-
driques (Q) sont intégrales de l'équation linéaire
aux dérivées partielles du premier ordre

(E) axp 4- bycj = cz;

les caractéristiques de cette équation sont les courbes(y).
Pour définir l'intégrale générale (S), il suffit de se

donner une courbe distincte d'une caractéristique

et de résoudre le problème de Gauchy pour cette
courbe imposée; on est ainsi conduit aux équations
paramétriques suivantes de l'intégrale générale (S) :

x = xQ(v)e«», y = y*(v)ebu, z = zo(v)e™;

la courbe imposée est la courbe M = O; les caracté-
ristiques sont les courbes coordonnées v = const.

Il résulte de ces équations que Véquation générale
des surfaces (S) s obtient en égalant à zéro une

i i i

fonction homogène quelconque de xn
Jy

ù
1 zc ( i ) .

Gomme exemples remarquables, je citerai des
surfaces d'équation

m in m

KxTl'-+- ByT -Gz~=: o,

A, B, G, m étant des constantes quelconques. Plus
particulièrement encore, pour A = o, B = o , G = o,
on obtient trois familles de cylindres.

(1) Dans toutes les questions concernant les trajectoires ortho-
gonales de surfaces, il y a lieu de chercher s'il existe un ssstème
triple-orthogonal constitué par ces surfaces et deux familles de
surfaces trajectoires, et il y a le plus grand intérêt à mettre ce
système en évidence. Dans le cas actuel de quadriques (Q) concen-
triques et homothétiques, il n'existe pas de tel système, confor-
mément d'ailleurs au théorème de M. Maurice Lévy.



Comme autre exemple, je citerai les surfaces

* Ê 1
xnyb zc = const.,

a, j3, y étant trois constantes assujetties à la condition

Ces surfaces rentrent dans le type des surfaces

x^yPz* = const.,

qui furent étudiées par Lie et par Klein. Pour a = o,
P == o, y = °j o n a tr°is familles de cylindres identiques
au\ précédentes.

I. Nous avons trouvé les équations

(S) x~xoe
au, yz=zyQehu, z = zoe

cu,

pour représenter les surfaces (S) : xOy y0 , zQ sont trois
fonctions arbitraires d'un paramètre c. Ce sont bien là
des expressions de la forme spécifiée dans l'énoncé.

Déterminons les asymplotiques de cette surface (S).
Les déterminants D, D', D" de Gauss (notations de
M. Darboux) ont pour expressions

en désignant par D<, D'n D', trois fonctions de v seul :

62JKo C-Zo

by0 c^o

cz0



( M )
x'(r foi r o ' x'o^yfi)i z"o désignent les dérivées des trois
fonctions #0> JKo, ^o de la variable v.

De la circonstance remarquable que D, D', D" sont
proportionnels à trois fonctions de v seul, il résulte que
les asymptotiques sont déterminables par quadratures.
Leur équation différentielle étant

D, du* — 2 Di du dv -*- D\ dv* — o,

les deux familles d'asymptotiques sont représentées par
l'équation

u-^ ƒ —irfc-i-e I 1—1__—1—x-dv = const.,

où l'on fait successivement e = i et £ = — J. L'en-
semblc des asymptotiques dépend donc de deux qua-
dratures.

Ce résultat de pur calcul lient à une propriété pro-
jective de toute surface (S) d'être invariante dans la
transformation homographique particulière

dépendant du paramètre p (*).

II. Pour que la courbe imposée u = o soit asympto-
tique de (S), il faut et il suffît que D" et, par consé-
quent, D'̂  soient nuls.

Par le fait que la courbe imposée est asympto-
tique, toutes les courbes u = const. sont des asymp-
totiques.

(*) On remarquera l'analogie d'équation et de génération des
surfaces (S) et des cônes ayant l'origine des coordonnées pour
sommet; la transformation homographique précédente est analogue
à rhomothétie ayant ce point pour pôle.
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La condition trouvée exprime que la courbe imposée
jouit de la propriété géométrique suivante : En tout
point M de cette courbe, le rayon vecteur OM et la
binormale sont conjugués en direction par rapport à
toute quadrique (Q).

Cette relation est une sorte d'équation de Monge-
Pfaffdu second ordre ; sur une surface quelconque de
l'espace, elle se réduit à une équation différentielle du
second ordre; par suite, sur toute surface, il v a au
moins une intégrale de cette équation, distincte d'une
caractéristique de (E). On ne diminue donc pas la
généralité du problème de Cauchy, en le résolvant
pour la courbe intégrale générale de cette relation
D^ -= o ; en d'autres termes, si l'on résout le problème
de Cauchy pour la courbe la plus générale qui satisfait
à cette relation, on aura l'intégrale générale (S) de (E).
On connaîtra alors une famille d'asymptotiques

u = const. ;

l'autre famille sera définie par une équation réductible
à une quadrature

du = — 2 y-̂ - dv.

Or, pour trouver toutes les courbes qui satisfont à la
relation D\ = o, il suffit de considérer une solution de
chacune des trois équations différentielles linéaires du
second ordre :

z"0 = Lz'o 0

dans lesquelles L et M sont deux fonctions arbitraires
de v : si.r0, yQj z0 sont trois solutions, la courbe, lieu
du point (.r0, yQj z0) lorsque v varie, est une courbe
pour laquelle D"t est nuL



Considérons l'une de ces trois équations analogues;
soit

x\ = hx'o -+- M ax0;

en posant (a étant une constante arbitraire)

a \\idu

x 0 = a e «/ ,

cette équation homogène se transforme en une équa-
tion de Riccati

Une telle équation n'est pasintégrable, en général, mais
on peut profiler du fait que L et M sont deux fonctions
arbitraires dev pour se donner a priori deux intégrales
de cette équation de Riccati : l'intégrale générale s'ob-
tient alors par une quadrature.

Passons maintenant à l'étude de l'enveloppe des
asjmptotiques. Considérons une surface (S) et une
asymptotique distincte d'une caractéristique de l'équa-
tion (E) : imposons cette asymptotique comme courbe
u = const. ; toutes les courbes u = const. sont alors
des asvmptotiques d'une même famille. En excluant des
surfaces particulières sur lesquelles nous reviendrons
au 3°, les asymptoliques d'une famille peuvent donc
être représentées par l'équation u = const. : ce sont les
courbes

correspondant aux diverses valeurs de a. Supposons
que ces courbes aient une enveloppe; cette enveloppe
sera une courbe d'équations

il doit exister une fonction v de u rendant compatibles



les équations

il en résulte que Ton a

do dy d<\>

c'est-à-dire que l'enveloppe, si elle existe, est une
caractéristique de l'équation (E). Soit (>= e0 l'équation
de cette caractéristique ; pour v = v0 on a alors

*^0 .> 0 __ ^ 0

ax0 by<i cz0'

et réciproquement.
La condition nécessaire et suffisante d'existence

de V enveloppe de la f ami Ile w = const. d'asympto-
tiques est donc que les équations en v

v' v' ~'
u 0 _ J 0 __. "'O

ax0 by0 cz0

soient compatibles pour une certaine valeur v0 de r;
Venveloppe est la caractéristique v = v0.

Cette condition exprime que la courbe imposée est
tangente à une caractéristique particulière ; ou
encore, ce qui revient au même, que la courbe imposée
est normale à une quadrique (Q) particulière.

Propo>ons-nous maintenant de déterminer toutes les
stiriaces (S) dont une famille d'asymptoliques est douée
d'en\eloppe ; observons que la condition

0 by0 cz0
dexient
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en posant, comme précédemment,

a, [3, y étant trois constantes arbitraires, et V o V2, V3

trois fonctions de V.
On considérera donc les trois équations de Riccati

suivantes :
V', = M-hLV, —«Vf,
V',==M -LV2—^V|,

L et M étant deux fonctions arbitraires de v ; on se
donnera deux nombres quelconques e0 et Vo, et Ton
considérera la solution de chacune de ces trois équa-
tions qui se réduit à Vo pour r = vQ. Les trois fonc-
tions V i? \r2, V3 ainsi obtenues conviennent à la sur-
face générale cherchée.

On aura des exemples simples en particularisant les
fonctions L et M, en prenant L et M constants, par
exemple.

Exemple 1. — Parmi les surfaces (S), il en est qui
sont réglées : elles sont représentées par les équations

x = ( a r -4- a o ) c f l M , y = ($v - %)e'>», z == ( T P -+- io)<>cu î

leurs asymptotiques sont les courbes u = const., et les
courbes

où R(^) est un polynôme du second degré en

— c) *(PYO-*" ÏPO) -+-

Pour un choix convenable des constantes, si Pex-



pression

est nulle, les deux familles d'asjmptotiques sont con-
fondues suivant les génératrices rectilignes u = const.,
les surfaces (S) correspondantes sont développables.
C'est le résultat que l'on obtient en appliquant ce qui
précède au cas L = o, M—o; on trouve ainsi les sur-
faces développables

x = a (av -f- i)£a,

l'arête de rebrousseraient est la courbe v = o.

Exemple 11. — Comme second exemple, je prendrai
L nul et M constant ; en supposant a} b, c tous trois
positifs, si l'on pose

ou bien

z0 = y (cosy/cr -r y/c sin ycv),

on obtient des surfaces (S) pour lesquelles les asjm-
ptotiques u = const. ont pour enveloppe la caractéris-
tique v = o. Lorsque y/a, y/6, y/c sont proportionnels
à des nombres rationnels, les surfaces obtenues sont
unicursales, ainsi que les courbes coordonnées (w)
et(i>).

Examinons maintenant les particularités d'une sur-
face (S) au voisinage de l'enveloppe d'une famille

-n- \fà sh \J
yo= fj(chv/6p

,s0 — y(



( 3 o )
d'asympiotiques. Tout ce que Fou peut dire des sur-
faces (S) est une conséquence des propriétés générales
de l'enveloppe d'une famille d'asymptotiques d'une sur-
face quelconque. On sait que la seconde famille
d'asymptotiques a la même enveloppe, qu'en un point
de contact les directions asymptotiques sont confon-
dues, qu'en un tel point l'indicatrice se décompose en
deux droites parallèles. La courbure totale de la sur-
face le longde l'enveloppe est nulle, ainsi que la torsion
des asymptotiques ; le plan oscuiateur de l'asympto-
tique au point de contacta un contact d'ordre supérieur
avec la courbe.

III. Nous avons implicitement supposé plus haut que
la famille d'asymptotiques w = const. n'était pas con-
stituée par les caractéristiques de l'équation (E). Étant
donnée l'équation

ƒ ( ƒ?> q, #i y, *) = axp -t- byq — cz = o,

la condition donnée par Lie pour que les caractéris-
tiques soient asymptotiques de toute intégrale n'e^t
pas satisfaite, car on a

df/àf àf\ df Idf ùf\
TT" ( -T- -+- P i ) "4"••/• \T- •+• 9T \=dp \ ôjr r ôz ) àq \dy y dz j

ce ne sera donc que sur des surfaces (S) particulières
que les caractéristiques seront des asvmptotiques *, ces
surfaces seront les intégrales communes aux deux équa-
tions linéaires

axp -h byq —cz = o,
a2 xp -H b*yq — c2 z = o ;

elles se?%onl donc orthogonales non seulement aux
quadriques (Q), mais encore aux quadiiques

— const.



Telle est la définition géométrique demandée des
surfaces que nous allons étudier ( < ) : on observera com-
bien puissante est la méthode de Lie puisqu'elle permet
de déterminer et de définir ces surfaces sans connaître
l'intégiale générale de Péquation (E).

Reprenons maintenant la même question sous un
autre point de vue. Les caractéristiques v = const.
devant être des asymptotiques, le déterminant D4 doit
être nul. On obtiendra donc les surfaces cherchées en
choisissant pour courbe de Cauchj une intégrale quel-
conque de l'équation de Pfaff(2)

bc(b —

( ' ) Comme autres propriétés géométriques des surfaces

xbe{} ~c) yca{c-A) zahKa I)

on peut signalei celles qui ont ete données par Lie et pai Klein.
On peut encoie considérer les surfaces

x^yv-z* = const.

comme se transformant en des plans par la logauthmische Albil-
dung de Sophus Lie, cette transformation cuneuse qui lui a peimis
de déduire de tout plan une surface qui est de translation d'une
infinité de façons

(2) A cause de ce qui a ete dit au début du 2° et de ce qui va
etie dit au début du 4% une lemaique s'impose pour expliquer
comment en prenant une integrale generale de l'equatton de Pfaff
ci-dessus considérée et en resolvant le probltme de Cauchy poui
cette courbe, on n'obtient pas l'intégrale generale del équation (E)
Etant donnée une surface quelconque, sur cette surface, l'équation
de Pfaff devient uue équation différentielle de premier ordre, si la
surface est la surface integrale de l'équation (E) (exception étant
faite pour les surfaces x

hc(b~^ yca^°-a zah^a~b =. const ) cette équation
différentielle définit précisément les caractéristiques qui engendrent
l'intégrale considérée II n'existe donc pas sur l'intégrale generale
de (E) , sauf exception, d'intégrale de l'equalion de Pfaff qui soit
distincte d'une caractéristique
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celle-ci s'écrit

_ / ^bc(b-c) vca{c-a) ~ab(a-b)\ ~ .

l'ensemble des intégrales de l'équation de Pfaffest donc
constituée par les courbes tracées sur les surfaces

xbc{b-c)yca{c-a) ~abia-b) = c o n s t .

On se donne donc une telle courbe distincte d'une
caractéristique et l'on doit résoudre pour cette courbe le
problème de Cauchv. Or, d'après ce qui a été dit au
début du problème, les surfaces précédentes sont des
intégrales (S) particulières : les surfaces cherchées ne
sont donc autres que les surfaces

rçbc{b-c) yC(dc-a) galAu—b) — coilSt. '

on vérifie immédiatement qu'elles sont trajectoires
orthogonales des quadriques

a*x--+- b'1)'1^- c~z- = coi)si.

On peut prendre pour équations paramétriques de
ces surfaces

ou les équations équivalentes

pour une telle surface, rapportée aux courbes (ƒ/) et

( r ) , on a

D = o ,

D' = abc {a — b) (b — c ) (c — a)xyz,

\)" =z abc( a b ••- c) {a — b) ( b — c) ( c — a)xyz,



( 33)
et les asymptotiques ( * ) sont donc les courbes

ç = const. et 2 u -+- (a -+- b -h c)v = const.

N'ayant fait aucune hypothèse de signes sur a, />, c,
je peux, en particulier, considérer le cas a-{-b-\-c = o :
dans le cas de quadriques (Q) équilatères, les
asymptotiques de la sur/ace considérée sont donc
les courbes coordonnées u = const. et v = const.; on
observera que, cfa/is ce même cas, ces surfaces (S)
particulières sont orthogonales non seulement aux
quadriques (Q) et aux quadriques d'équation :

i= const.,

mais encore aux quadriques d'équation :

a'+x'2-î- b^y--i- c*zt>-— const.

IV. En général, les courbes coordonnées ne sont
pas conjuguées sur la surface (S) (2). Pour qu'il en
soit ainsi, il est nécessaire et suffisant que D' soit nu!,
c'est-à-dire que la courbe imposée soit intégrale de
Téquation de Monge

b(c — «)yoz'ox'o-1-c(a — b)zox
r
o/o = 0;

( [ ) II y a lieu d'examiner si les asymptotiques v = const. admettent
ou non une enveloppe : ce serait là un exemple d'enveloppe d'autant
plus remarquable que cette enveloppe serait courbe intégrale de
l'équation (E) . On s'assure aisément que cette enveloppe n'existe
pas.

(-) Les surfaces d'équations :

telles que les courbes coordonnées sont conjuguées, ont donné lieu
à divers Mémoires de PÉTERSON, M. JAMET, LIE et RAFFY.

Ann. de Mathémat., 4° série, t. XI. (Janvier 1911.) 3
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on reconnaît l'équation de Monge que Lie associe au
complexe létraédral constitué par les normales aux
quadriques (Q). La condition pour que les courbes
coordonnées soient conjuguées sur la suif ace (S) est
que la courbe de Cauchy soit une courbe de ce com-
plexe létraédral. S'il en est ainsi, toutes les courbes
// = const. sont des courbes de ce même complexe.

Sur une surface (S) intégrale générale de (E) , cette
équation de Monge se réduit à une équation différen-
tielle distincte de l'équation difiérentielle des caracté-
ristiques situées sur celte surface. Jl en résulte que,
sans diminuer la généralité du problème de Cauchy, on
peul choisir la courbe imposée parmi les courbes déter-
minées par Lie et dont les tangentes appartiennent au
complexe tétraédral. La surface (S) sera alors rapportée
à un système conjugué, les courbes v = const. étant les
caractéristiques de (E).

Considérons alors une surface quelconque (S,) rap-
portée à un système conjugué (u) (V) et qui n'est pas
nécessairement une surface (S) particulière. Réalisons
la déformation ( ' ) d e (S,) qui consiste à faire corres-
pondre à tout point M de (Si) le point M' où la tan-
gente à la courbe u = const. qui passe par JVJ touche
l'arête de rebroussement de la développabie circonscrile
à (S<) le long de la courbe v = const. qui passe par M.
Les coordonnées de M étant x,y, z, celles de M' seront

dv ^ dv dv

où A est une certaine fonction de «et de v\ oc^y^ xsont

( l ) 11 s'agit bien entendu d'une correspondance entre points des
deux surfaces (S,) et (Ej) et non d'une déformation avec conser-
vation de l'élément linéaire.
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trois solutions d'une même équation du second ordre

du dv du dv '

on a donc

dX . . dx / „ . d\\dx
du du \ ou I ov

dX I àJ£\àJi y0*2*
dv ] dv dv'2

du dv

\T ' dv v

du) dv-

En se reportant alors à la démonstration du théorème
de Dupin sur les systèmes conjugués, on voit que le A
i ' A/rr t • > i x I dX dX d'2X

du point M est précisément égal a — — ; —> — ? -——

se trouvent être des fonctions linéaires de — et de -—-
dv dv2

seulement, et il existe, par conséquent, une relation
i« , • d~ X ĉ X ĉ X I , , . ,* ,
lineaire entre -——> -—> —> cette relation etanl vérifiée

du dv du dv

par les dérivées de Y et par celles de Z ; les courbes u
et v sont donc conjuguées sur la surface (So) lieu du
point M'.

Cette propriété générale n'est autre que celle bien
connue qui concerne les congruences de droites, leurs
développables et leurs surfaces focales.

V. Les formules précédentes, dans lesquelles on ne

suppose'plus A égal à — -r-' permettent d'obtenir une
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équation aux dérivées partielles du second ordre

i d\ d\ . dB
ou dv X du Ov dv

d\
— T — ( A X - i - i ) - T- ^r

du) dv

qui résout la question pour une surface quelconque
rapportée à un système conjugué.

Proposons-nous de déterminer les intégrales de cette
équation qui sont uniquement fonction de la variable p,
en supposant que A et B sont deux fonctions de v : pour
une surface (S) intégrale de l'équation (E), on a, en
eflet,

A et Bêlant des fonctions de v seul. En prenant B = — v,
ce que l'on peut toujours supposer si B est distinct de
zéro, on obtient précisément les équations des courbes
du complexe tétraédral que forme Lie ; mais je ne ferai
aucune hypothèse sur la forme des fonctions A et B de
v. En prenant pour fonction À une fonction de p seule-
ment, on fait correspondre à la surface (S|) une sur-
face (S, ) de même nature

Z = ^ « (

cette surface (S4) est la surface intégrale de (E) qui
pusse par la courbe imposée

celle-ci s'obtient à partir de la courbe imposée pour
(S,), en portant un certain segment fonction de v sur
les tangentes à cette courbe. La question proposée
revient à chercher s'il est possible de déterminer X par
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la condition que les deux courbes imposées soient des
courbes du complexe tétraédral.

On peut donc déterminer les déformations considé-
rées de deux manières. En partant de l'équation aux
dérivées partielles du second ordre, on obtient une
équation différentielle entre -7- > \ r, dont l'intégrale

générale est
1-4- AX

= oonst.
H

On peut encore écrire que l'on a trois relations de la
forme

aX'o = L«Xo+ MX'O ;

on obtient ainsi, après division par ax0, une expres-
sion en a qui doit être nulle; par analogie cette même
expression doit être nulle lorsqu'on remplace a par b
ou c. Or, on constate que, mise sous forme entière,
l'expression considérée est un Irinome du second degré :
l'équation du second degré devant avoir trois racines
distinctes a, b, c, les coefficients doivent être nuls, ce
qui donne

L(n-AX) = A(1-4- AX)-f- A'X-f- AX',

LB('2-4-AX) — M [A(i-h AX)-+-A'X-H AX'|
= B(A'X-+- AX')-+-A(B — XB'),

JVl[B(A'X-f- AX')-r- A(B-XB')] = LB* ;

en éliminant L et M entre ces trois équations linéaires.
on forme une équation en \. En posant

on met L et M sous la forme suivante :

L = A + 9 + B ' M = B L + AXO'
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et l'équation dilîérentielle devient

Si donc A -f- 77 est distinct de zéro, 8 doit être nul

et l on trouve ainsi

AX-
B

L"~ "B

= const.,

Examinons le cas où A -f- 77 est nul. La courbe

(#•(>, .XIM <s0) satisfait alors à la condition

x^ ir __ ir __

on peut donc poser, a, [3, y étant des constantes arbi-
traires,

ce cas correspond donc aux surfaces (S) dévelop-
pables.

Écartons ce cas et supposons qu'il s'agit d'une sur-
face (S,) non développable. L'équation différentielle
des asymptotiques de (£<) se déduira de celle des

asymptotiques de (S<) en remplaçant A par A-f- 77:

cela résulte des expressions trouvées pour L et pour M.
Lorsque 9 varie, en restant constant, on obtient une
famille à un paramètre de surfaces (S, ) ; l'équation dif-
férentielle des asymptotiques de ces surfaces ne dépend
pas de 9 : les asymptotiques se correspondent donc sur
les surfaces (S, ).

Dans le cas où L se réduit à A, et dans ce cas seule-
ment, les asymptotiques des surfaces (S,) correspon-



( 3g )
dent aux asymptotiqiies de la surface (S, ) initiale ; on
a alors B' = o, B = const., et la courbe imposée a pour
équations

L 1

ce qui revient à prendre A égal à -• Par suite, on a

7 - -

la déformation considérée est donc une transformation
homographique dépendant d'un paramètre arbitraire k.
Les surfaces (S,), qui comprennent la surface initiale
(S, ), ont pour équation

xbcU>-c){a-H) yctt{c-a){h- W-ab'a-hH(-W — coil^t.,

et rentrent, conséquemment, dans la famille

-~ const.


