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AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES
(GONCOURS DE 1910).

COMPOSITION
SUR LE CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL (')-

Sorutton PAR M. TURRIERE. .

On considére la famille de quadriques (Q)
ax?+ by?-- ¢3?= const.,
ety b, ¢ ¢tant des nombres distincts donnés (2), les axes
coordonnés étant rectangulaires. Les courbes (v)

trajectoires orthogonales de ces quadriques sont les
intégrales du systéme

dr  dy ds
_—c— e = —
ar by cs

et leurs équations sont
T =x9l%, ¥y =yt 3 == 5 1°,

Lo, Vo, 5o €tant des constantes et ¢ étantun paramétre;

pour simplifier les calculs, je poserai / = e* et prendrai
pour équations des courbes (v) :

€2 xr = xyeau, ¥ =yoeb¥, 5 = zgecw,

(*) Voir I’énoncé page 403 des Nouvelles Annales de 1g1o.
(*) Sauf avis contraire, je ne fais aucune restriction relativement
aux signes dea, b, c.



()

Les surfaces (S) trajectoires orthogonales des qua-
driques (Q) sont intégrales de I'équation linéaire
aux dérivées partielles du premier ordre

(E) arp +~byqg=cs;

les caractéristiques de cetle équation sontles courbes(y).
Pour définir I'intégrale générale (S), il suffit de se
donner une courbe distincte d’une caractéristique

z=24(v), y=pyuv), -3=2320(9),

et de résoudre le probléme de Cauchy pour cette
courbe imposée; on est ainsi conduit aux équations
paramétriques suivantes de I'intégrale générale (S) :

x = wy(v)e, ¥ =yo(v)edu, 2= zo(v)ec;

la courbe imposée est la courbe u=o0; les caracté-
ristiques sont les courbes coordonnées v = const.
Il résulte de ces équations que U’équation générale

des surfaces (S) s'obtient en égalant a zéro une
1 1 1

Sonction homogeéne quelconque de z°, y°, z° ().
Comme exemples remarquables, je citerai des
surfaces d’équation

m m m

Az? 4+ ByT S0z = o,

A, B, G, m éiant des constantes quelconques. Plus
particuliérement encore, pour A =o, B=o, C=o,
on obtient trois familles de cvlindres.

(') Dans toutes les questions concernant les trajectoires ortho-
gonales de surfaces, il y a lieu de chercher s’il existe un systéme
triple-orthogonal constitué par ces surfaces ct deux familles de
surfaces trajectoires, et il y a le plus grand intérét a mettre ce
systéme en évidence. Dans le cas actuel de quadriques (Q) concen-
triques et homothétiques, il n’existe pas de tel systéme, confor-
mément d’ailleurs au théoréme de M. Maurice Lévy.
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Comme auatre exemple, je citerai les surfaces

2 By
a

x%y? z° = const.,
a, B, 7 étant trois constantes assujettics & la condition
a+B4+y=o.
Ces surfaces ventrent dans le type des surfaces
)yt v = const.,
qui furent étudiées par Lie et par Klein. Pour o =o,
f =o0,y =o0, onatrois familles de cylindres identiques
aux précédentes.
I. Nous avons trouvé les équations
(S) x = xe%, ¥ =_)’0€I)“, 3 = zyecw,
pour représenter les surfaces (S): x4, ¥y, 5o sont trois
fonctions arbitraires d’un paramétre ¢. Ce sont bien la
des expressions de la forme spécifiée dans 'énoncé.
Déterminons les asymplotiques de cette surface (S).

Les déterminants D, D/, D" de Gauss (notations de
M. Darboux) ont pour expressions

D = Djele+bren, D' = ])/1 e(u+b+c}u’ D"= [)’1’ elet+b+eclu,
en désignant par D, D, D’ trois fonctions de ¢ seul:

atzry Oy, ¢z,

Di=| awy by, czy |=Zbe(b— c)xyyo2,

! !
To  Jo Ao
ary by c3

Di=]| axy by, cs, =Za(c—b)xy, 3y,
o Yo &
I
D=\ az, by, cz =2w’3(b}’oz’o—czo}’3);

’

) Jo £73
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Z'ys Yiyr Tor Tgr ¥V, 59 désignent les dérivées des trois
fonctions z, ¥, 5, de la variable ¢.

De la circonslance remarquable que D, D', D" sont
proportionnels & trois fonctions de ¢ senl, il résulte que
les asymptotiques sont déterminables par quadratures.
Leur équation différcntielle étant

D, du? - 2D} du dv = D'y dv2= o,

les deux familles d’asymptotiques sontreprésentées par
I’équation

N L DT,
1¢+/I)ld( f

dy = const.,

ot Von fait successivement e=1 et ¢ =— 1. ['en-
semble des asymptotiques dépend donc de deux qua-
dratures.

Ce résultat de pur calcul tient & une propriété pro-
jective de toute surface (S) d’étre invariante dans la
transformation homographique particuliére

xr = paX, =Y, 3= o¢Z,

h

dépendant du paramétre o ().

1I. Pour que la courbe imposée u = o soit asympto-
tique de (S), il faut et il suffit que D” et, par consé-

quent, D, soient nuls.

Par le fait que la courbe imposée est asympto-
tique, toutes les courbes u = const. sont des asymp-
totiques.

(') On remarquera l'analogie d’équation et de génération des
surfaces (S) et des cones ayant lorigine des coordonnées pour
sommet; la transformation homographique précédente est analogue
a 'homothétie ayant ce point pour pole.
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La condilion trouvée exprime que la courbe imposée
jouit de la propriété géométrique suivante: En tout
point M de cette courbe, le rayon vecteur OM et la
binormale sont conjugués en direction par rapport a
toute quadrique (Q).

Cette relation est une sorte d’équation de Monge-
Pfaff du second ordre ; sur une surface quelconque de
I'espace, elle se réduit a une équation différentielle du
second ordre; pav suite, sur loute surface, il y a au
moins une intégrale de cette équation, distincte d’une
caractéristique de (E). On ne diminue donc pas la
généralité du probléeme de Cauchy, en le résolvant
pour la courbe intégrale générale de cette relation
D', =o0; en d’autres termes, si 'on résout le probléme
de Cauchy pour la courbe la plus générale qui satisfait
a cetle relation, on aura 'intégrale générale (S) de (E).
On connaitra alors une famille d’asymptotiques

u = const.;

laatre famille sera définie par une équation réductible
a une quadrature

’
du = — 2L do.

B
Or, pour trouver toutes les courbes qui satisfont a la
relation D', = o, il suffit de considérer une solution de
chacune des trois équations différentielles linéaires du
second ordre :

ry= Lay,— Max,,

Yo=Lyy+ Mby,,

2y = Lz + Mca,,

dans lesquelles L et M sont deux fonctions arbitraires
de v : sizy, y,, 50 sont trois solutions, la courbe, lieu
du point (z,, 3%, 2,) lorsque ¢ varie, est une courbe
pour laquelle D] est nul.
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Considérons 'une de ces trois équations analogues;
soit
zy=Lzy+ Maz,;

en posant (a. étant une constante arbitraire)
nfvidv
Xy = e ’

cette équation homogéne se transforme en une équa-
tion de Ricecati

Vi =M+ LV,— &v3.

Une telle équation n’est pasintégrable, en général, mais
on peut profiter du fait que L. et M sont deux fonctions
arbitraires de ¢ pour se donner a priori deux intégrales
de cette équation de Riccati : I'intégrale générale s’ob-
tient alors par une quadrature.

Passons maintenant a 'étude de V'enveloppe des
asymptotiques. Considérons une surface (S) et une
asymptotique distincte d’une caractéristique de I’équa-
tion (E): imposons cette asymptotique comme courbe
u = const. ; toutes les courbes u = const. sont alors
des asymptotiques d’'une méme famille. En excluant des
surfaces particuliéres sur lesquelles nous reviendrons
au 3° les asymptoliques d’une famille peuvent donc
étre représentées par I’équation u = const. : ce sont les
courbes

z =x,(V)R%, Yy =yo(v)p%, &= 3(0)p,

correspondant aux diverses valeurs de «. Supposons
que ces courbes aient une enveloppe; cette enveloppe
sera une courbe d’équations

z=o0(u), y=y(u), z={(u);

il doit exister une fonction ¢ de « rendant compatibles
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les équations

my(v)es=p(u),  yo(v)et=y(u),  so(v)e*=1d(u),

(f
2y L =g (uye s —ag(u)ean, L.,

Tn =

il en résulte que 'on a

c’est-a-dire que l'enveloppe, si elle existe, est une
caractéristique de I’équation (E). Soit v = ¢, I'équation
de cette caracléristique ; pour ¢ = ¢, on a alors

»' o -l
Zo Yo )

ar, by, c¢3

et réciproquement.

La condition nécessaire et suffisante d’existence
de Uenveloppe de la famille u= const. d’asympto-
tiques est donc que les équations en ¢

! / !
Ty Jo ol

azy by, ¢z,

soient compatibles pour une certaine valeur v, de v;
Uenceloppe est la caractéristique v = v,.

Cette condition exprime que la courbe imposée est
tangente a une caractéristiqgue particuliére; ou
encore, ce qui revient au méme, que la courbe imposée
est normale a une quadrique (Q) particulicre.

Proposons-nous maintenant de déterminer toutes les
suriaces (S) dontune famille d’asymptotiques est douée
d’enveloppe ; observons gue la condition

’ ’ 1l
Zo _ Yo __ %o

axy b_yo c3g
devient
Vi=V,= Vs,
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en posanl, comme précédemment,

af\', de
XTog—= A€

o, 3, v ¢lant trois constantes arbitraires, et V,, V,, V,
trois fonctions de V.

On considérera donc les trois équations de Riccati
suivantes :

("/V, de
Zo="e

l)f\'zrlu
Yo= fe

b ’ K

Vi=M-+ LV,—aVi,
V=M —LV,— bV},
Vi=M+ LV;—¢V3,

L et M étant deux fonctions arbitraires de ¢; on se
donnera deux nombres quelconques ¢y et Vy, et 'on
considérera la solution de chacune de ces trois équa-
tions qui se réduil & V, pour ¢ = ¢,. Les trois fonc-
tions V,, V,, V, ainsi obtenues conviennent & la sur-
face générale cherchée.

On aura des exemples simples en particularisant les
fonctions L et M, en prenant L et M constants, par
exemple.

Exemple 1. — Parmi les surfaces (S), il en est qui
sont réglées : elles sont représentées par les équations

z = (ar +ag)ear, y=(Po—Bylett, z=(yv-+yo)e;

leurs asymptotiques sont les courbes « = const., et les
courbes

1o
W= 2Eu(c-b)fr(azof ‘RL(EV—)’
ott R (¢) est un polynome du second degré en ¢

R(¢)=—afy(a—0)(b—c)(c—a)v?
+0Zbelb—c)2(Pyo+ yBo) + Sbe(b — c)aByvo.

Pour un choix convenable des constantes, si 'ex-
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pression
Sa(e — b)Bya

est nulle, les deux familles d’asymptotiques sont con-
fondues suivant les génératrices rectilignes © = const.,
les surfaces (S) correspondantes sont développables.
C’est le résultat que I'on obtient en appliquant ce qui
précéde au cas L =10, M=o0; on trouve ainsi les sur-
faces développables

r=2(ay-+1)te,
y=B(bo +1)tb,

z +y(cy 1)t

I’aréte de rebroussement est la courbe ¢ = o.

Ezemple 11. — Comme second exemple, je prendrai
L nul et M constant ; en supposant a, b, ¢ tous trois
positifs, si ’on pose

xy=2(chyav + ‘/(;sh‘/;v).

yo=B(chy/Be =B shybv),
By = *((ch\/év + ‘/Esh‘/gv),

2o =a(cosy/av + yasinyav),:
yo=B(cosy/Bv — /b siny/br),
3= Y(cos;/zt' + /e sin Ver),

on obtient des surfaces (S) pour lesquelles les asym-
ptotiques u = const. ont pour enveloppe la caractéris-
tique ¢ = o. Lorsque \/5, \/Z)_, \/E sont proportionnels
a des nombres rationnels, les surfaces obtenues sont
unicursales, ainsi que les courbes coordonndes (u)
et (v).

Examinons maintenant les particularités d’une sur-
face (S) au voisinage de l'enveloppe d’une famille

ou bien
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d’asymplotiques. Tout ce que 'on peut dire des sur-
faces (S) est une conséquence des propriétés générales
de ’enveloppe d’une famille d’asymptotiques d’une sur-
face quelconque. On sait que la seconde famille
d’asymptoliques a la méme enveloppe, qu’en un point
de contact les directions asymptotiques sont confon-
dues, qu’en un tel point I'indicatrice se décompose en
deux droites parall¢les. La courbure totale de la sur-
face le long de I’enveloppe est nulle, ainsi que la torsion
des asymptotiques ; le plan osculateur de I'asympto-
tique au point de contacta un contact d’ordre supérieur
avec la courbe.

IIl. Nous avonsimplicitement supposé plus haut que
la famille d’asymptotiques u — const. n’était pas con-
stituée par les caractéristiques de I'équation (E). Etant
donnée I'équation

Sf(pyg,2,y,3)=axp+byq—cs=o,

la condition donnée par Lie pour que les caractéris-
liques soient asymptotiques de toute intégrale n’est
pas satisfaite, car on a

YL, Y

of 9UN_ N
ap \ or 03 0_9—<_+q_>—a ep+blyg—ci=o;

oy 03
ce ne sera donc que sur des surfaces (S) particuliéres
que les caractéristiques seront des asymptotiques ; ces
surfaces seront les intégrales communes aux deux é¢qua-
tions linéaires

arp +byq —cs =o,

atzp + b yqg—ciz=o;

elles seront donc orthogonales non seulement aur
quadriques (Q), mais encore aux quadriques

a?x?+ b2y 3% = const.
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Telle est la définition géoméirique demandée des
surfaces que nous allons étudier (') : on observera com-
bien puissante est la méthode de Lie puisqu’elle permet
de déterminer et de définir ces surfaces sans connaitre
Pintégrale générale de I'équation (E).

Reprenons maintenant la méme question sous un
autre point de vue. Les caractéristiques ¢ = const.
devant étre des asymptotiques, le déterminant D, doit
étre nul. On obtiendra donc les surfaces cherchées en
choisissant pour courbe de Cauchy une intégrale quel-
conque de I'équation de Pfaff(?)

be(b—c)xy yozo+ca(c—a)yysoxo+abla—b)z,zoyo=0,

(') Comme autres proprietes geometriques des surfaces

‘Z-lvc(l—c)ycn(c—n)zub(a ) = const ,

on peut signaler celles qui ont ete donnees par Lie et par Klein.
On peut encore considerer les surfaces

z)y* 2¥ = const.

comme se transformant en des plans par la logarithmische Albul-
dung de Sophus Lie, cette transformation curieuse qui lur a pexmis
de deduire de tout plan une surface qui est de translation d’une
infinite de facons

(%) A cause de ce qui a ete dit au debut du 2° et de ce qui va
etie dit au debut du 4°, une 1emaique s’impose pour exphiquer
comment en prenant une integrale generale de I’equation de Pfafl
ci-dessus considéree et en resolvant le probleme de Cauchy pour
cette courbe, on n’obtient pas I'integrale generale del equation (E)
Etant donnée une surface quelconque, sur cette surface, l'equation
de Pfaff devient uue equation différentielle de premier ordre, si la
surface est la surface 1ntegrale de I'équation (E) (exception etant
faite pour les surfaces zbte(b— yca(c~a gaba—b — const ) cette equation
differentielle définit precisement les caracteristiques qui engendrent
P'integrale consideree Il n’existe donc pas sur l'integrale gencrale
de (E), sauf exception, d'intégrale de P'equation de Pfaff qui soit
distincte d’une caracteristique
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celle-ci s’écrit
d be(b—c) ycate—a) yabla~—0y — o -
d;(xo Yo %y ) =o0;

’ensemble des intégrales de 1'équation de Pfaff est done
constituée par les courbes tracées sur les surfaces
X
xobr(b—r)},ga(('-mz%hra-l» — const.

On se donne donc une telle courbe distincte d'une
caractéristique et 'on doit résoudre pour cette courbe le
probléme de Cauchy. Or, d’aprés ce qui a été dit au
début du probléme, les surfaces précédentes sont des
inlégrales (S) particuliéres : les surfaces cherchées ne
sont donc autres que les surfaces

gbelb—0) yeale—a) gabiu—b) = const. ;

on vérifiec immédiatement qu’elles sont trajectoires
orthogonales des quadriques

g2+ 02y 232 = consl.

On peut prendre pour équations paramétriques de
ces surfaces

= xte Qa’7
y = ﬁt//()/ﬁ’
5 =y,

ou les équations équivalentes :

— 1euu+u’v7

&
y = p ebu+l)-u’

=y e(‘ll—f-(""v:

pour une telle surface, rapportée aux courbes («) et
(v), ona

D =o,

D' =ube(a —b)(b—ci(c —u)rys,

D'=abc(e b--e)(a—b)(b—rc)(c— a)rys,
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et les asymptotiques (') sont donc les courbes

v = const. et 21—+ (a+ b+ c)v=const.

N’ayant fait aucune hypothése de signes sur a, 0, c,
je peux, en particulier, considérerlecas a+b—+4+c=o:
dans le cas de quadriques (Q) équilateres, les
asymptotiques de la surface considérée sont donc
les courbes coordonnées u = const. et v = const.; on
observera que, dans ce méme cas, ces surfaces (3)
particuliéres sont orthogonales non seulement auz
quadriques (Q) et aux quadriques d’équation :

@?x?+ by?+ c?z?= const.,
. . ), L
mats encore auxr quadriques d’équation :
atx?-i- vy ¢t 5% = const.
IV. En général, lcs courbes coordonnées nc sont
pas conjuguées sur la surface (S) (2). Pour qu’il en
soit ainsi, il est nécessaire et suffisant que D’ soit nul,

c’est-a-dire que la courbe imposée soit intégrale de
I'équation de Monge

A(b—c)ryyysy+b(c—a)yyshrg+c(a—b)saahy yy=o0;

(') Iy alieu d’examiner si les asymptotiques v = const. admettent
ou non une enveloppe : ce serait 1a un exemple d'enveloppe d’autant
plus remarquable que cetle envcloppe serait courbe intégrale de
I'équation (E). On s’assure aisément que cette enveloppe n’existe
pas.

(*) Les surfaces d’équations :

=f(v) < fi(u),

x
Yy =%(v) <9 (u),
s =9 (v) < ¢, (u),

i

telles que les courbes coordonnées sont conjuguées, ont donné licu
a divers Mémoires de PETERsoN, M. JAMET, LiE et RaAFFY.

Ann. de Mathémat., l° série, t, XI. (Janvier 1g11.) 3
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on reconnait I'équation de Monge que Lie associe au
complexc tétraédral constitué par les normales aux
quadriques (Q). La condition pour que les courbes
coordonnées sotent conjuguées sur la surface (S) est
que la courbe de Cauchy soit une courbe de ce com-
plexe tétraédral. S’il en est ainsi. toutes les courbes
1 = const. sont des courbes de ce méme complexe.

Sur une surface (5) intégrale générale de (E), cette
¢quation de Monge se réduit a une équation différen-
tielle distincte de I'équation diftérentielle des caracté-
ristiques situées sur celte surface. Il en résulte que,
sans diminuerla généralité du probléme de Cauchy, on
peut choisir la courbe imposée parmi les courbes déter-
minées par Lie et dont les langentes appartiennent au
complexe tétraédral. La surface (S) seraalors rapportée
a un systéme conjugué, les courbes ¢ = const. élant les
caractéristiques de (E).

Considérons alors une surface gquelconque (S,) rap-
portée & un systéme conjugué () (¢) et qui n’est pas
nécessairement une surface (S) particuliére. Réalisons
la déformation (') de (S,) qui consiste a faire corres-
poudre a tout point M de (S,) le point M ot la tan-
gente a la courbe « = const. qui passe par M touche
Paréte de rebroussement de la développable circonscrite
a(8,) le long de la courbe ¢ = const. qui passe par M.
Les coordonnées de M élant z, y, 3, celles de M’ seront

. ox , 9 . 03
)&:.T-f—)xa;-; \=}’—5*)\5{-, L=Z+)\$,

olt A est une certaine fonction de wetde v; z,y, ssont

(') 1l s"agit bien entendu d'unc correspondance entre points des
deux surfaces (S,) et (X,) et non d’une déformation avec conser-
vation de I’élément linéaire.
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trois solutions d’'une méme équation du second ordre

026 00 00
A B—
du oy Adu
on a donc
oX . Ox oA\ dx
o= + AN+ <B7\—r— _>W’

X _ ([ oz ,ow
w o Urw)w 002’

o2X [A(1+AM+—‘1(1+M)J91
Ju oy ;
02N | ox
[B(I+A)\)+ (B)‘)'*_duva 70
(B)\ "x>"z—f-
Ju ) ov?

En se reportantalors a la démonstration du théoréme
de Dupin sur les systémes conjugués, on voit que le A
10X X 02X
A’ du’ J¢ ou 0y
N2x

du point M’ est précisément égal & —
P I

se trouvent étre des fonctions linéaires de 55 et de,

seulement, et il existe, par conséquent, une relallon
02X JX X
duoe’ ou’ o0
par les dérivées de Y et par celles de Z; les courbes u
et ¢ sont donc conjuguées sur la surface (Z;) lieu du
point M.

Celle propriété générale n’est autre que celle bien

linéaire enlre —— s cette relation étant vérifiée

connue (ui concerne les congruences de droites, leurs
développables et leurs surfaces focales.

V. Les formules précédentes, dans lesquelles on ne

suppose plus A égal & — %, permettent d’oblenir une
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équation aux dérivées partielles du second ordre

0ZA 1 Ok O oB

Ju oy rowow T Moe

1 O\ ) oA\ 0 Log(AN+1)
- 3. E(A)\—x-l)— <B)\+ E>—T— = 0,

qui résout la question pour une surface quelconque
rapportée & un systéme conjugué.

Proposons-nous de déterminer les intégrales de cette
équalion qui sont uniquement fonction de la variable ¢,
en supposant que A el B sont deux fonctions de ¢ : pour
une surface (S) intégrale de 'équation (E), on a, en
effet,

o . !
ary=Aux,+ Bx,, cey cey

A et Bétant des fonctions de ¢ seul. Enprenant B=—v¢,
ce que I'on peut toujours supposer si B est distinct de
zéro, on obtlient précisément les équations des courbes
du complexe tétraédral que forme Lie ; mais je ne ferai
aucune hypothése sur la forme des fonctions A et B de
¢. En prenant pour fonction A une fonction de ¢ seule-
ment, on fait correspondre i la surface (S,) une sur-
face (2,) de méme nature

X = e« (zy+ Ay ),
Y = el (yo+Ayy),
Z = ect (394 A3y);

cette surface (Z,) est la surface intégrale de (E) qui
passe par la courbe imposée

z=mxy+ A2y, Yy =Yo+ANyo, 5 =Zp+ A3y

celle-ci s’obtient & partir de la courbe imposée pour
(S/), en portant un certain segment fonction de ¢ sur
les tangentes a4 cette courbe. La question proposée
revient & chercher s'il est possible de déterminer A par
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la condition que les deux courbes imposées soient des
courbes du complexe tétraédral.
On peut donc déterminer les déformations considé-
rées de deux maniéres. En partant de I'équation aux
dérivées partielles du second ordre, on obtient une

. . . d\ s
équation diftérentielle entre ' 2, ¢, dont lintégrale
générale est

1+ A = const
g = const.

On peut encore écrire que I'on a trois relations de la

forme
aXy=LaX,+ MX);

on obtient ainsi, aprés division par azx,, une expres-
sion en @ qui doit étre nulle; par analogie cetle méme
expression doit étre nulle lorsqu’on remplace @ par b
ou ¢. Or, on constate que, mise sous forme entiére,
Pexpression considérée est un trinome du second degré :
I'équation du second degré devant avoiv trois racines
distinctes a, b, ¢, les coefficients doivent étre nuls, ce
qui donne

L+ AN)=AQ+AX)+ AN+ AN,
LB(24+AN)—M[A(1+ AX)+ A'N 5 AN
=B(A'A+ AN) + A(B—2AR’),
M[B(A'A+ AN) -~ A(B —AB')] = LB2;

en éliminant L. et M entre ces trois équations linéaires,
on forme une équation en X. En posant

AN 41 6
B~ %
on met L et M sous la forme suivante :

. B 3 L
L—A+0+§’ M——Bm,
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et I'équation diftérentielle devient
0' (A —+ 1—;—) = 0.
B’

Si donc A 4- T est distinct de zéro, § doit étre nul

et I'on trouve ainsi

A)\+l—0n5t
g T omshs
B/
L=A-¢—-§, M = B.

. . B’
Examinons le cas ou A + g st nul. La courbe

(2, ¥0. 30) sausfait alors & la condition

on peut donc poser, «, 3, v élant des constantes arbi-
traires,

ry=2(1+ av), Yo=B(1+ bv), sp="y(1+cv);

ce cas correspond donc aux surfaces (S) dévelop-
pables.

Ecartons ce cas et supposons qu’il s’agit d’une sur-
face (S,) non développable. L’équation différentielle
des asymptotiques de (Z,) se déduira de celle des
asymploliques de (S,) en remplacant A par A + g:
cela résulte des expressions trouvées pour L et pour M.
Lorsque 6 varie, en restant constant, on obtient une
famille & un paramétre de surfaces (Z,); I’équation dif-
férentielle des asymptotiques de ces surfaces ne dépend
pas de 0 : les asymptotiques se correspondent donc sur
les surfaces (Z,).

Dans le cas ou L se réduit & A, et dans ce cas seule-
ment, les asymptotiques des surfaces (Z,) correspon-
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dent aux asymptotiques de la surface (3,) initiale; on
a alors B’ = o, B = const., et la courbe imposée a pour

équalions

“« b IS
[0
’

o= av B, y= B0 E 3=l

. . N . I .
ce qui revient & prendre A égal & —. Par suite, on a

A= lko,

| hka
\():T()(' f~"—_—B>v

; ke
T = “’(’" ('—-—B>;

\

la déformation considérée est donc une transformation
homographique dépendant d’un paramétre arbitraive £.
Les surfaces (Z,), qui comprennent la surface initiale
(Sy), ont pour équation

z-l/r(h—(‘)(a—l‘)‘yl,u(c—u)(lp B) zub'a—0){c—B) — const .o

et rentrent, conséquemment, dans la famille

)yt z¥ = const.



