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[Hi1c] ,
SUR LA RESOLUTION

DE L’EQUA\TION INTEGRALE A NOYAU SYMETR[QUE;
PAR M A. PROSZYNSKI.

I. Je me suis proposé de trouver la solution de
Péquation de M. Fredholm & noyau symétrique (ou
plutét : a noyau de M. Schmidt) par I'application
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directe de la formule générale de M. Fredholm 4 ladite
équation.
Soit I'équation intégrale

) F(s) +xf K(s, ¢) f(2) dt = y(s).
0

La fonction ¢ (s) est donnée, K (s,¢) est donnée,
c’est le noyau.

Lafonctioninconnue f(s) est donnée par la formule
de M. Fredholm

1

D%, s, £) Y(¢)dt
(2) f($) = 4(5) = ——ps ’

ou D (1) et D (%, s, ¢) sont les séries entiéres en A

1
(3) D()\)=1+~’)—\!-‘[ K(sys1)ds,

‘ 2\_3 K(s151) K(s1s2)
K(s2s1) K(s282)

X dsy dsy+. .

)\l’ 1 1
+_'.‘f./‘
Py 0

del...ds,,—k-
(1) D5, 0)

:——f"b(t)K(s ¢)dt

—1f q/u)anfo1
2 vwa

K(st) K (ssy) oo K(ssp)

K(Slt) K(s,sl) v K(Sls,,)
e [ [ R0 Rl RN

K(spt) K(spsi) ... K(spsp)
X dsy...dsp—

.................

K(sps1) ... K(s,sp)

K(st) K(ssy)
K(Slt) K(sls,)
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En employant la notation de M. Fredholm

1 1
K(spsq) = (5p54), f ds,...f dsp= S »
0 0

1.2..p

on peut écrire le terme général de la série (3) et celui
e (4) sous la forme

)\I' (S,s,) “ee (S|$p)

u,,_H:-—! ...............

12...p] (Sps1) .. (Spsp)

et

(st) (ss1) (ssp)
—_ AP ! (le) (S]S]) (AR (5151;)
R Y AU e
. (spt) (sps1) ... (spsp)

2. Siléquation intégrale est de la forme
1
(%) _f(s)—)\[ K(s, t) f(t)dt = 4(s),
0
ol les A sont négatifs, les séries (3) et (4) deviennent

©) D)= 5 Qs+
1

+ (— x)ﬂiT
1.2...p

(sps1) oo (Spsp)

(7) D(¥ s,2) =f“'.4(t)K(S:t)dl
(st)  (ss1)

)\ 1
—_ﬁ»/o‘ (!J(t)dtlS (s12) (s151)

)\ 1
+<—r)vp—'§fo (2) de

(St) (SS]) s (881,)
> S (s12) (s181) ... (s15p) |,

....................

(spt) (sps1) ... (spsp)



( 397 )

La formule (2) s’écrit

1
x[ DO s, 2) 4 (2)dt
(8) f(&)=4()+ ——5753

La fonction f(s) est méromorphe en A dans tout le
plan de la variable complexe ); ses pdles sont simples,
ce sont les zéros de la fonction D (A). A chaque
valeur de %, différente de la racine de I'équation
D () = o, correspond la solution unique de I'équation
intégrale (5).

3. Appliquons maintenant ces résultats au cas de
I'équation considérée par MM. D. Hilbert et Erhardt
Schmidt.

Ecrivons I'équation intégrale

(9) f(s)—lf K(s, ) f()dt = (s),

ot le noyau K (s, t) est assujetti aux conditions sui-
vanles :

1° Il est symétrique
(10) K(st)=K(ts).

2° Il est la somme de produits de fonctions qu’on

appelle les fonctions o

n

(11) K(st) =2 M’

4
k=1

ol n peut éire un nombre fini ou infini.
3° 1l est intégrable.
4° Son carré est aussi intégrable.

Le noyau K (s, ¢) s’appelle le noyau de M. Schmidt.
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4. Disons maintenant quelques mots sur les fonc-
tions @ : ®, (), 92($), «...
Vaici leurs propriétés :

1° Elles soat orthogonales
1
(12) f 91(s)p/(s)ds =0 (k#1).
0

2° Elles sont normales

1
(13) f ei(s)ds=r1.
0

3° Elles sont linéairement indépendantes.

5. Les valeurs du paramétre &, qui sont les zéros de
lafonction D (), sont appelées les autovaleurs(Hilbert,
Schmidt). La suite des autovaleurs

ah) My ey Agy aes

est : 1° dénombrable; 2° pour une autovaleur A = A; ne
correspond qu’un nombre fini des fonctions ¢, qu’on
appelle autofonctions; 3° dans un intervalle fini, il
existe un nombre fini d’autovaleurs; 4° les aulres
valeurs sont réelles; 5° a chaque autovaleur XA =),
corvespond une autofonction ¢, qui est une solution
de I'équation intégrale homogéne symétrique

(15) f(s)—-)\fiK(s,t)f(t)dt:O.

I.’ensemble d’autofonctions correspondant a toutes
les autovaleurs velatif au noyau donné s’appelle le
systeme complet.

MM. Hilbert et Schmidt démontrent le théoréme
d’existence qui est le plus essentiel dans cette théorie;
voici I’énoncé de ce théoréme :
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« Si le noyau est symétrique en s et en ¢, il existe
au moins une autovaleur X, de h (*). »

6. Quelques questions en Mathématiques et surtout
en Physique mathématique offrent des exemples de
fonctions ¢. Citons d’abord les polynomes de

Legendre
\/5 \/531"——1
-z, —_— PR
2 2 2

Les limites d’intégration sont 41, — 1.
Les éléments de série de Fourier

9, 4 2n
—cosx, —=Ccos2x, aeey —cosnuz,
T d T

Les limites d’intégration sont = et o.

La suite des dérivées premiéres des intégrales de
I'équation linéaire
dry

(18) dzt

+AA(x) = o,

ol A n’est pas quelconque : ses valeurs sont les poles
de l'intégrale de (16), qui est une fonction méromorphe
en A; on démontre d’ailleurs que ces pdles sont réels
et simples. Dans le probléme des cordes vibrantes et
celui du mur, I'intégrale de I'équation (16) est prise
entre des limites finies, tandis que dans les problemes
d’armille, du refroidissement de la sphére, elle doit
satisfaire aux conditions limites. La vecherche de la
fonction harmonique (les problémes de Dirichlet et de
Neumann) se raméne a léquation intégrale de

(') Voir: PicArp, Cours professé pendant le second semestre a la
Faculté des Sciences de Paris, en 1909, et D’'ADHEMARD, L'équation
de Fredholm et les problémes de Dirichlet et de Neumann, 1909,
Paris.
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Fredholm

I coso ¢

(s)-;-xf fo)L c=_f_f.),

ol I' est la longueur du contour, s est un point fixe,
s est un point mobile du contour; ¢ est angle de la
normale extérieure au point ¢ avec le rayon r qui
joint le point s au point ¢; f(s) est U'inconnue (la
densité).

7. Cherchons maintenantlasolution de 'équation (g).
A cet ellet, calculons d’abord la fonction D () donnée
par la formule (6).

f.e second terme se calcule immédialement
is I
K(sys)) ds, = ?‘(51[1 v
(17) f (s151) ds, ;f Z5

Calculons le déterminant d’ordre ¢ qui figure dans
i 8

la formule (6). A cause de la symétrie de K(s,7) on

peut écrire ce déterminant sous la forme

K(s;51) K(sisy) ... K(s18)
K 2) K(sgs ... K ;

(18) (s152) K(sa52) (s25:) Ezi%l?ﬂm,‘?m
K(sisi) K(sas)) ... K(s;8)

cn désignant

(19) =

cpl(u)cp;(s/)+ @z(ﬂ>'~?2(ﬂ)+ +<p,.(s/.»)<9n(s/)
T " ST LA MLIA CALLEN

n

Il s’agit maintenant de calculer le résultat de I'i-uple
intégration du déterminant (18). La chose se simplifie
considérablement & cause des propriétés des fonctions o,
(n® B) qui entrent dans les éléments du déterminant cn
question.
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Dans le développement du déterminant (18) nous
aurons les termes suivants :

(a) Le terme

o?(s
(20) 04 = ;\1/‘)

Le vésultat de 'intégration est évidemment

n
2
Ay
=1
(b) Des éléments ©jk €L Okj donnent, aprés une
double intégration, le méme résultat. En effet, & cause
de (10) on écrit

(21) ‘ij?/;sz [EMJ_)I?LSU]-

En intégrant deux fois, on trouve

(22) /’ f Z[c/(ﬁ)@/(ﬂ)] dsde,;:Z-)\if.

8. Cela étant, je dis que dans le résultat de I'i-uple
intégration du déterminant (18) on aura trois espéces
de termes :

1° D’abord le terme principal qui, d’aprés (a),
devient
1 122 i

1
('}3) £ "-‘/o‘ ‘?“?22...9“dS)ng...dSi= 25\}2 .

F=1
2° Considérons le produit

(=) PR P2ky - - o Prky o v - Prkie

Supposons qu’il renferme I fois la somme o;; et
m paires de sommes symétriques (9pq, Pgp)-
Ann. de Mathemat. [° série, t. XI. (Septembre 1911.) 26
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Le résultat d’intégration est

24134

A k

(24)

3° Supposons que dans (a) se trouvent ¢ facteurs :
‘¢jk ot JZ k et que les indices de deux facteurs quel-
conques 9, et vy, soient tels quon ait k, £ Let j £ k.
Dans ce cas, le résultat de I'i-uple intégration sera

(25) -

4
N 3
Ecrivons enfin I'/~uple intégrale d’un produit (o)

composé de ¢t sommes wix, M paires (Ppqy Pgp) €t

J facteurs o, o, ~o, oW ryZ fi el rr £ f1y 1iFE [y

. 1l ] I,
= 2] |25 20
avec les conditions : 1° [++om—+j=1; 2° [,
mZi ().

La vérification de ces résultats n’offre aucune diffi-
culté.

Démontrons par exemple le 3°. Il faut calculer
Pintégrale i-uple

1 1 1
(27) /\ f . .f ‘-?l«‘(?z«,---‘?m,dsl ds, ... dsy,
0 0

Jo
ou
1ot ' 94 (51) 94 (Sa,) C P4 (52) P (Sa,)
f [ ...‘/‘ 2‘ » 2 N voedsy ... dsg.
[ ) 0 k=1 h=1

Parmi les nombres a,, a,, ..., a, se trouvent évi-

(') Ces termes (26) se rencontrent pour la premiére fois dans le
développement du déterminant du sixiéme ovdre ({=6).
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demment 1, 2, ..., n; or, en faisant le produit des
premiers termes de chaque somme X, on obtient

P3(s1) e3(s}) ... ‘P?(‘i)’
A
I'i-uple intégrale de ce terme est donc

I
D’une pareille maniére, le produit des seconds termes

de chaque somme X est

93(s1) 93(52). .. 93(s:)

N ;

le résultat d’intégration est

A}
Le résultat total est évidemment

n

3

i
I&':i)\k

9. Théoréme. — L’intégrale multiple (i-uple) du
déterminant d’ordre ¢ (18) est égale a la somme des
('{) termes, formés de la facon suivante : le numé-
rateur de chacun de cestermes est i! et le dénominateur
est un produit de ¢ facteurs hy, A,y ...y A;, dont les
indices forment une certaine combinaison faite avec
les nombres 1, 2, ..., n pris ¢ a ¢. Or, nous avons la
formule & démontrer

1 1 1
(28) f f oo 'f Ei?n?gz?as...?ﬂdsi dSz ds,,...ds,-
0 0 0
=$__ '
_1‘2)\1)\,...)\(',
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. /n n! y ,
ou ( 5 ) = 57— c’estle nombre de termes du déve-
i t(n—1)!
loppement. Pour démontrer ce théoréme, remarquons

d’abord que les formules (23), (24) ('), (25) montrent

que le résultat de I'intégration du terme principal (23)
N i
sontien r d N 8 —_—

contienl un groupe de terme corr pose de o,

et que ce groupe n’a pas de semblables dans tout I)é
développement, tandis que tous les autres groupes de
termes ont des semblables. Je dis d’ailleurs qu’ils se
détruisent. En effet, les éléments desquels sont formés

tous les termes sont les suivants :

* I 1 1
7;) E, IARE )‘—n:

1 1 i
)\—?) E e E’
ceny .oy ey ey

° 1 1 T

Si nous formons tous les groupes possibles homo-
génes de degré d’homogénéité égal a i, il est évident
que ces groupes seront précisément ceux du déve-
loppement du déterminant (18) aprés une uple inté-
gration. Le coefficient de chaque groupe est le méme
dans 'ensemble de termes Inégalifs et dans celui de

e s 3] et & a L. daill h -
termes positifs, il est égal a = d’ailleurs chaque groupe

I
sauf le groupe composé de termes tels que ———
grofpe COTp R
a son semblable qui se trouve dans 'autre ensemble, et
par conséquent Lous ces groupes se détruisent mutuel-
lement; il ne reste donc que le groupe

. 1
”2@,...1‘. ).

') Pourvu qu’on ait I i.

(&)
(?) Le calcul effectif montre que si ¢ est pair, la somme des
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10. Ecrivons maintenant la fonction D(}X). A
cet effet, nous nous servons des formules (6), (18)
et (28)

2
D()\)—-l-———l'z)\/ !2!2ﬁ+
—_ Wt — n! ;_..
+( l) n!n'le..J\u’

ou en simplifiant, on obtient finalement
5 3 N T )
Cor p0)= (1=3) (1=3.) = (=) =11 (= 72)-
k=1

On voil manifestement que les poles de la fonction
D (2) sont précisément les autovaleurs Xy, hs....

exposants deZ est paire dans ’ensemble positif et impaire dans

I'ensemble négatif, en outre il ya {—2 termes différents dans l'en-
semble positif et i — 3 dans I'ensemble négatif. Voici les résultats
finals :

i N
'0f ",\_‘?u Pa2 Pys Pus A, dsy ds, ds,

N I N E AL
‘[/.n\k +20| X5 2.1;

A k 3

- 15 VL) N L3 R L
NI P RO S It
- VIPY L VI VvL

8 D22 P Y
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11. Calculons le numérateur de la formule (8),
c’est-a-dire la fonction D(), s, ¢) [on la désigne encore
A(}, s, t); voir, par exemple, R. p’Apnémaro, L'équa-
tion de Fredholm, 19og]. 11 est presque évident que
le déterminant d’ordre ¢ qui figure dans (7) se réduit
a son premier élément multiplié par le mineur corres-
pondant, qui est précisément le déterminant considéré
dans la fonction D ().

Or nous aurons

o 1
(3()) / -
[

K(st) K(ss;) oo K(ssio1)

.......... cee eeeenaas dsy ... ds;_y
K(s: 12) K(S: 181) ... K(si—18-0)
=/'1...f'2w-(sm<t>
vy o 2 M
Pi(s1) w(é‘l)@/(sz 1)
v E
k
[ e e ds, ds;
or(sy) pulsiz1) Ph(si-1)
2 N3 ’ 2 A
& &
_N k() enle) L 1
__2 )\[‘ (L I)V 2 )\]...)\1;1.
A n
([_1)

Tous les autres minears du premier ordre s’anunulent
a cause de l'identité des éléments, de sorte que la
fonction D (}, s, ¢) devient (75)

D(2, s, t)__E?k( )f er(t)d(t)de

_‘2 AIZMS)f ok (2) Y(¢) dt +-..
(""1)’—t Z)\ o E‘Pk(s)

><f () Y(t)dt +...,
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ou en simplifiant, on trouve finalement

Go pouvs =21 (-—TI)*“‘)/ ()b de ().
k )

En mettant les formules (30), (31) dans (8) on

obtient
RZH'(M%;)“”“’f o () 4 (0) de
F(s)=U(s)+ -~ ,

(%)

ou en développant les X et I on obtient finalement

b 1
(32) f(s)=¢(s)+)\2;%(_s—;\-[?k(t)t;a(t)dt.

k=1

c’est la solution de I'équation (11).

M.E. Schmidt a trouvé cette formule par une méthode
tout a fait différente, en s’appuyant sur « le théoréme
d’évidence ». (Voir : M. Picaro, Cours d’Analyse
supérieure, 1909, et R. p’Apnimarp, L'équation de
Fredholm, Paris, 19og.)

() Il (i— %) <0u Z > indique que ! peut prendre toutes les
! - .

valeurs sauf { = &



