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NOUVELLES ANNALES 
D E 

MATHÉMATIQUES. 

[ D 4 b ] 
EXPRESSION ASYMPTOTIQ11E 

DE CERTAINES FONCTIONS ENTIÈRES; 

PAR M. G. VALIRON. 

L ' é t u d e des p r o d u i t s c a n o n i q u e s d ' o r d r e fini d o n t la 
d i s t r i b u t i o n de zéros est s imple a é t é fa i te pa r un g r a n d 
n o m b r e d ' a u t e u r s ( 1 ) ; mais les cas p lus g é n é r a u x ne m e 
s e m b l e n t avoi r été a b o r d é s q u e pa r M. L inde lo f ( 2 ) e t 

a r M . Leau ( 3 ) . Les r é su l t a t s de M. Leau c o m p r e n n e n t 
ceux de M. L inde lo f c o m m e cas par t i cu l ie r . ; mais ils 
la issent é c h a p p e r ce r t a ins cas de d i s t r i b u t i o n t rès r é -
gu l i è re , c ' es t a ins i qu ' i l s ne s ' a p p l i q u e n t pas au cas où 
la r e l a t ion e n t r e le m o d u l e rH du / i i è m e zéro , e t n es t 

logr,* = o log/ i -h K(log 2 / i ) a , a > i , K > o. 

J e me p r o p o s e ici d ' o b t e n i r la m ê m e a p p r o x i m a t i o n 

(1) Pariui lesquels MM. Winian, Barnes, Mattson, Littlewood. 
(2) Voir L I N D E L Ö F , Mémoire sur la théorie des fonctions entières 

de genre fini \ Acta Societatis Scientiarum Fennicœ, t. XXXI, 
n« 1). 

(3) Étude sur les fonctions entières orientées (Annales de 
l'École Normale, 1906, p. 33). 
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( 2 ) 
que M. L e a u , en fa isant su r la d i s t r i b u t i o n une h y p o -
thèse qu i me semble p lus soup le , et p a r une m é t h o d e 
de calcul plus d i rec te . 

1. Hypothèses et notations. — J e c o n s i d è r e un 
produi t c a n o n i q u e dont j e s u p p o s e r a i t o u t d ' a b o r d q u e 
tous les zéros ont le même argument, pa r un c h a n -
g e m e n t de var iable , j e pu is s u p p o s e r ce t a r g u m e n t 
égal à T. J e s u p p o s e é g a l e m e n t q u e l'ordre p n'est 

pas entier ; le gen re p es t alors égal à la par t ie e n t i è r e 
de p, et si r n est le modu le du n ^ m e zé ro , le p r o d u i t 
s ' écr i t 

00 

1 en posan t . / z \ / z \ - — +...-M- n'' 

Ceci posé, j e s u p p o s e q u e la re la t ion qui lie r n à n 
es t la su ivan te 

(3) r n = / i P , » > N ; 

la fonc t ion a ( # ) sa t i s fa isant aux c o n d i t i o n s su ivan tes 
que j ' appe l e r a i conditions A 

lim a(a?) = o, 
oe 

lim x loga? a ' ( # ) = o; 
.r — oo 

[ p o u r c h a q u e va leur de a ? > N , la fonc t ion OL(X) a u n e 
dér ivée à d ro i t e et u n e dér ivée à g a u c h e ] . 

Nous nous p roposons de c h e r c h e r une va leur a s y m p -
to t ique à (i 4 - e ) p rès ( { ) du p r o d u i t f(z), l o r s q u e 2 

( ' ) Je désignerai par s toute quantité positive, négative ou com-
plexe, tendant vers zéro avec - ou — ou — • 

r n' nt 



<3'> 
est e x t é r i e u r à ce r t a in s ce rc les e n t o u r a n t les zéros , n o u s 
p o s e r o n s 

1 *» 4 

n'-b 2 

le n o m b r e n' é t a n t déf in i p a r la d o u b l e inéga l i té 

t'n''êr<rfl>+ u 

r dé s ignan t le m o d u l e de z, 

2 . Calcul de B. — C o m m e le p r o d u i t B a un n o m b r e 
fini de f ac t eu r s , on a 

B = 

M est la s o m m e ^ jLà prg 
i 

3 . Calcul de G. — N o u s pouvons éc r i r e , p o u r 
n < n\ 

et puisque —-' < i, 

2 ' r» n^ ^ 

P a r su i te on a 
G = G x H, 

en p o s a n t 
-r/i'—«0—1 

G = 
RNÔ • • • / V — 1 

^ n —1 nsn —1 f 

H = e 

n— 1 p n- l n=n - l f ® <J "l 

"n "n » ̂  «=«« Ll V* J 



( 4 ) 
le dern ier çxposant est la somme de n! — n0— i séries 
convergentes , en faisant la somme terme à t e rme , on 
peut écr i re 

~b °c r ai — î 
iogH , 

- P L N0 J 
la somme S' ne comprenan t pas le te rme co r r e spon-
dant à q — o. 

P o u r calculer log H nous sommes ramenés au calcul 
des sommes telles que 

n'— 1 

or , nous avons 

— * ' f i 

(4) 2àr'l=z I * d x ( ° < ° 7 < 0 , 
«0 

en tenant compte de l 'égalité ( 3 ) , et du fait que rH 

croît (ou du moins ne décroî t pas) avec n. Mais, par 
suite de la propr ié té de la fonc t ion a ( # ) nous avons, en 
p renan t n 0 assez g rand , 

d [i-4-a(.r)j 11 
— T. T P dx L J 

<7 -+- P r 9 / ^ q 1 xl ii-+-ai = -—' i -f- z a(A) -4--—-— x\ogx z (x) x 
P L ? q + t- J 

= î ± ± , , i 1-+- a ( •>• )] ~ p (i + s7)a? P, 

et par conséquent 

il-HOKjrl! p • . d I H + «(J")J~ 1 x p = — 1 — o - t - ^ i T - L * p -4- <7 ' dxL J 

en por tant dans l 'expression ( 4 ) , nous ob tenons , en 



( 5 ) 

supposant — suff isamment grand , 
n,Q 

r „„'l K-*. VI 0 T [l+«(.r))2 1"' "1 

Or , d 'après la définit ion de /*, nous avons 

donc 

( „ ' - e , / 1 — ' - V f = „ (o<e' ?<1); 

e t fi nalem en t nD irs avoris 

n'— 1 

? 

d 'où , en posant 
£ = rel9, 

-P 

Mais la série 

est absolument convergente, ainsi que celle figurant 
dans log H, en prenant n1 assez grand, la différence 
entre les Q premiers termes correspondants des deux 
séries est a rbi t ra i rement petiie, et par suite nous avons 

logH = (I-H e , ) / i ' > :—-—; 
-P ' 



( 6 ) 
en p r e n a n t Q de façon que les res tes soient négli 

g e a b l e s ( i ) . 
C o n s i d é r o n s m a i n t e n a n t l o g G : 

n-i 
logG = (n'— n0— i)\ogr—^\ogrn-h (n— n0 — i ) i> , 

on a 

n'— 1 

n0 

or , 

— i)J = l o g x 

CL'(x) x(\ogx — i) 
-î —• y 

P 

et , d ' ap rè s la p r o p r i é t é d e l à fonc t ion a ( # ) , le d e u x i è m e 
t e rme du second m e m b r e es t a r b i t r a i r e m e n t pe t i t , 
pourvu que n 0 soit assez g r a n d , d o n c 

2 ^ / ' , , = — -+-e(/i' — n0) 
no 

/i / i i -t- e , = n log/*— k log/- n , 
P 

en r e m a r q u a n t que log/* — l o g / v . tend vers zéro e t , 

c o m m e enfin tend vers zé ro , 

logG = - O + ^ - ^ W O - S a ) . ? 

En fa isant la s o m m e des e x p r e s s i o n s o b t e n u e s p o u r 
log H et l o g G , 

ti <7==4"'ao/ - -h ¿cp -+- V Ì 

( ' ) Cette détermination de Q est indépendante de n 



( 7 ) 
À. Calcul de F . — P o u r n> n' -f- i , nous avons 

d 'où 
« = -+- « p <7=-J-ao ~1 

n = n'-h 2[(/ = p + l J 

Puisqu ' i l y a convergence absolue on peu t in terver t i r 
l 'o rdre des sommat ions , et écr i re 

IogF: 

le calcul des sommes 

</= + » r n — -b 99 

• 2 2 H 
q=P~hi L n = n'-t-2 ¡¿^ 

1 = -h 06 

X-4- oo dx 

Il + «|jr)] 
(o < ô1<7< i) 

'a: 'P 

se fait comme p r é c é d e m m e n t et nous ob tenons 

n — -h » ^ 
P 

=r W-+-2 

En por tan t dans l 'expression de l o g F , nous aurons 

q =-+• oo 

i o g F = 2 + ».Y 

ou encore , par un r a i sonnemen t analogue^ à celui fait 
pour log H, 

(] — ~h x> 
l o g F = [ i - H e ' ( n ' , < p ) K £ 1 ^ p ' ^ / 

5 . Calcul de B . C . F . — En fa isant la somme des „ 



( 8 ) 
expres s ions o b t e n u e s p o u r log B, log C , log F , n o u s 
avons, en r e m a r q u a n t q u e 

2d q(o-+-q) "" Zd q{p—q) 
1~ — p 

et que ~ tend vers zéro , 

logBCF = f i -J"(n )] n 
•+• » 

(— DVpe'W 
q(p- q 

E n t r e c roche t s n o u s avons une f o n c t i o n m é r o m o r p h e 
de p, le d é n o m i n a t e u r est sinizo, p u i s q u e ses zéros sont 
p = o, :i= i i t z <y, . . . } le r és idu re la t i f au pôle q 

e s t ( — 1 l e n u m é r a t e u r de la fonc t ion m é r o m o r p h e 
est d o n c une fonc t ion p ) telle q u e 

<&(q) = (— i)?^'?? x (-^-sinTTp ) , 
\ Clp - p-y 

OU 
<P(q) = ne'W. 

C o m m e la fonc t ion Tze'VP r é p o n d à la q u e s t i o n , 
on a 

4>(p) = el'?P~ -h W( p ) sin izp, 

*F(p) é t a n t u n e fonc t ion en t i è r e . 
Nous avons ainsi 

-+- 90 

U l 0 _U > 1 _ > — = b-W(p) (—T^IM-TT); 
Âmà q(p--q) SI 11 TTp r 4 

et en t enan t c o m p t e de la décompos i t i on de la fonc t ion 

m e r o m o r p h e ^ ^ en f r a c t i o n s s imples ( 1 ) on voit q u e 

(') Voir E . P I C A R D , Traité d'Analyse, 2E édition, t. I I , p. 1 7 3 , 17/4; 

^ et L INDKLOF, . Calcul des résidus, p. 38 et note de la page 32. , 



( 9 ) 
W(p ) == o. Nous au rons donc l 'égalité 

log(BCF ) = [i -4- £v(t/, ?)] n ' 

6 . Calcul de D . — Pu i sque j £ ( c o m m e 
r ' 1 

on le voit i m m é d i a t e m e n t ) , on a 

logD = log (i -4- — ) ( i -i — ) -h k, k fini. 
\ rn'/ \ 'V-bl/ 

Exc luons les zéros par des cercles ayant pour cen t re 
ces zéros et pou r rayons r ~ a (<7 > o ) , nous aurons 
à l 'extér ieur de ces cercles 

I logD I < '2 (a -+-1) log/•, 

et comme r-^— croî t indéf in iment log/-

I logD | = £ | log(BCF) 

Nous arr ivons ainsi à l 'égali té 

izeiv? (5) l o g / ( 3 ) = [i -h £(/i\ cp)] -——N' TZ < cp TT), 4 J sinTip ~ 1 • • 

valable pour z suffisamment grand, et à l'extérieur 

de cercles décrits autour des zéros et de rayons 

inversement proportionnels aux modules des zéros ; 

n est le nombre des zéros de modu le in fé r i eu r à 
z(nff o ) une fonct ion complexe de n' et ©, t endan t vers 
zéro avec n 

Si l ' a rgumen t des zéros, au lieu d ' ê t r e égal à T:, est 
égal à w, il suffira de remplacer , dans l 'égalité ( 5 ) , cp 
par cp -j— T3 —- tt^oj — p.tc^ cc>< w) . 

7. En supposan t q u e les a rgumen t s des zéros , au 
lieu d ' ê t re tous égaux, tendent vers une valeur 

l 'égalité p récéden te a encore lieu. Supposons e n c o r e 



( 1 0 ) 
to = 7:, nous devrons dans les calculs r emplace r r n p a r 

rnei(an, ii)n t endan t vers zéro avec P r e n o n s n0 assez 

grand pour que 
| w„ | < s pour n> n0, 

s étant donné . 
Dans le calcul de G, on voit fac i lement que l o g G est 

multiplié par 1 -f- ?}, r\ é tant in fé r ieur à ps; d ' au t r e part 
dans l o g H , les sommes sont remplacées par 

2 

Pour q <.-7= on a 
sjz 

ri— l n — ri— 1 

n — n c, 

la somme des Q premiers t e rmes de l o g H est mul t i -

pliée par (1 4- 7/, j7/1 < y/7 ^ Q part ie ent ière de 

le reste est infér ieur en module à 

•+• » / n = ri— 1 

2 1 „ 
Q S /. = « , / Q 

en prenant Q assez g rand , c ' e s t -à -d i re e assez pe t i t , ce 

reste est négligeable ^i l est in fé r ieur à 7/ E n r é -

sumé log G est mul t ip l ié par (1 4 - V ) > V < \ / e -
O n constatera le même fait p o u r log i ^ e t , par sui te , 

l 'extension est établie. 
De même, si le p rodui t f ( z ) est mul t ip l ié par epp{z}, 

où P p ( z ) désigne un polygone de degré /?, l 'égalité (5) 
est encore valable. 



( » ) 
8. Fonctions / (z) 4 - a. —• Les modules des zéros 

d ' une fonct ion en t iè re sat isfaisant à la condi t ion ( A ) , et 
leurs a rgumen t s t endan t vers une valeur dé te rminée 10, 
on a l 'égali té asyinptot ique 

( 6 ) F ( Z ) = E { L £ > S I N * P W 0 - 2 T : S ? < C O ) , 

où n est le n o m b r e des zéros de module in fé r ieur à ] z |; 

on dédui t de là des résul ta ts relatifs aux zéros des 
fonc t ions 

f ( z ) •+"a' 

Supposons cx> = tc, on voit i m m é d i a t e m e n t que les 
zéros des fonc t ions f(z)-\-a f o r m e n t des files d o n t 
les a r g u m e n t s ont pour l imi te possible les n o m b r e s 

±r9
 +  îf et * = 

Cherchons le n o m b r e des zéros de module in fé r ieur 

à / ' = p o u r l ' une des files dz comme f(z) 

n'a pas de zéros en dehors de la d i rec t ion 7:, ce n o m b r e 

est égal à la d i f férence des nombres des zéros des fonc -

tions f(z) et f(z)-{-a< c 'est-à-dire à la variat ion 

d ' a r g u m e n t de 1 -4-77—; lorsqu 'on fa i tdéc r i r e au p o i n t s 

lin con tour fo rmé de la façon suivante : les deux 

droi tes z t — £ J l _u dl e e t deux arcs 
2 p 0 ' 2p p ' 

de cercle de rayon r0 et r; l ' express ion de /(z) m o n t r e 
que ce c o n t o u r con t i en t 

zéros de f(z) -f- a. 

Si p > / ; - { - - > il existe 2 ( / ? - f - i ) files de zéros en 

dehors de la file possible d ' a rgument s 7:; si p ^ p - h -



( i * ) 

il y en a 2 / ) s e u l e m e n t ; on cons t a t e r a de p l u s q u e , si 

0 > p - i l n ' y a pas de zéros d o n t les a r g u m e n t s o n t 

p o u r l imite iz ; si p <p -f- i il y en a n( 1 -+- e) . E n r é -

sumé le r a p p o r t des n o m b r e s des zé ros des f o n c t i o n s 

/ ( * ) + « a p ° u r l i m i , e ? > p 

[sirT?:?! 1 s* i m p o r t e de r e m a r q u e r q u e 

ces l imi tes ne son t pas a t t e in t e s uniformément que l 
q u e soi t a , les zéros d o n t les a r g u m e n t s t e n d e n t vers 
des va leurs au t res q u e 7: se p r é s e n t e n t p o u r des m o -
dules d ' a u t a n t plus g rands q u e \a\ est p lus p e t i t . 

L ' é t u d e de l ' in f luence p r o d u i t e p a r les var ia t ions de a 

sur les zéros de f(z)-Jra r ev ien t d ' a i l l eu r s à L'étude 
compl iquée de la f o n c t i o n inve r se de la f o n c t i o n f(z). 

9 . Exposant brut et exposant net de la suite des 

zéros d'une fonction entière. — P o u r ju s t i f i e r l ' in t ro-
duc t ion des cond i t i ons ( A ) j e vais d é m o n t r e r la p ropo-
si t ion su ivan te ; é t an t d o n n é e la su i t e 

des m o d u l e s des zéros d ' u n e fonc t ion e n t i è r e d ' o r d r e p; 
on peut trouver des fonctions OL(X) satisfaisant aux 

conditions ( A ) et telles qu'on ait 

l-t-«( n ) 
r „ ï n P ( n > N), -

/'égalité ayant lieu pour une infinité de valeurs 

de n. 

Posons 

il r ésu l te de la déf in i t ion de p q u e la su i te cr« a d m e t 



( «3 ) 
zéro p o u r l i rni te s u p é r i e u r e p o u r n in f in i . J e vais c o n -
s t ru i r e u n e f o n c t i o n dé f in i e p o u r sa t i s -
fa i san t a u x c o n d i t i o n s (A) e t te l les q u e 

que l q u e soi t n > N ; 

P ( r w ) = or,,, 

p o u r une in f in i t é de va leurs de n . 
So i t S(x) u n e f o n c t i o n posi t ive dé r ivab le , s a t i s f a i -

san t à la d e u x i è m e c o n d i t i o n ( A ) et c ro i s san t e indér 
f i n i m e n t l o r sque x c ro î t ( ' ) . A c h a q u e va leur rjn fa isons 
c o r r e s p o n d r e la f o n c t i o n yn (x) dé f in ie c o m m e il s u i t : 

i° P o i i r # < r „ 

y n ( x ) = 8(a?) - 0(r„) H- <sn, 

2° P o u r x ^ r n 

YU(Œ) ==— 8(À?) H- 6 ( r„ ) -H OR« ; 

so ien t a lors x0 un n o m b r e q u e l c o n q u e et p déf in i par 
les inéga l i t és 

pa rmi les n o m b r e s y n { x o ) > n ~ P i il J en a un plus 
g r and ou égal à tous les a u t r e s ; il en est de m ê m e p o u r 
yn(xo) l o r sq u e n>p'-+-i, ca r 

yn(vo)— yP+i(vo) = V M — r ) , 

et c o m m e Q(x) c ro î t i n d é f i n i m e n t , e t q u e <7,, a p o u r 
l imi te s u p é r i e u r e zéro, cet te d i f f é r e n c e es t néga t ive à 
pa r t i r d ' u n e c e r t a i n e va l eu r de ny il y a aussi un 

i 1 ) Une telle fonction est aisée à former, par exemple 
6 (x)= log3a? _ ' ; " 



( '4 ) 
nombre fini de nombres yn(#o) supér ieurs àyp+i(x0)> 

il y en a un plus grand que tous les aut res . 
Considérons alors la fonct ion y(x) qui p o u r chaque 

valeur de x est égale au plus grand des n o m b r e s y n ( x ) , 

cette fonction coïncide successivement avec un certain 
nombre de fonctions yn(x) P a r t e t d ' au t re de 
x = /',/), elle satisfait donc déjà aux trois condi t ions 

lim (x)x loga? = o, 
.r — » 

quel que soit n >• N, 

7 (rn) = 

pour une infinité de valeurs de n . 
Si elle tend vers zéro c'est une fonction cher -

chée ; sinon considérons une fonct ion — satisfai-
sant aux condit ions (A) , c ro issante et dérivable, la 
fonction égale pour chaque valeur de x au plus grand 
des deux nombres y(x ) et — tend vers zéro : c 'es t 
une fonction ¡3(a?) ( ' ). 

Nous avons ainsi, à par t i r d ' u n e cer ta ine valeur 
de n, 

H = r<UGn>p < rpU+Pc.)!, 

nous dirons que la suite ( i -f-<7„)p est Y exposant brut 

de la suite des zéros, la fonc t ion p [ i -f- ) ] est Vex-

posant net. La fonct ion 

arpli+Pi.r;l 

est croissante, comme on le constate en employant les 
propriétés de la fonction si nous écr ivons la 

( l ) Je suppose qu'une infinité de nombres <rM-f-e (/*„) sont positifs, 
ce qui est facile è réaliser. 



< i 5 ) 
fonc t ion i nve r se sous la f o r m e 

i a ( x ) 
x P 

nous a u r o n s , à p a r t i r d ' u n e ce r t a ine va leur de /i, 

1 -f-tt ( n) 

raîn P ; 

il res te à m o n t r e r q u e a ( x ) sa t i s fa i t aux c o n d i t i o n s (A). 
O r n o u s avons 

y = xpli+fttxiï, x — y P , 
d ' o ù 

= p t 1 ^ - [ n - ? ( . r ) ] r i + a( . r ) ] = t; 

par su i t e , l o r s q u e ^ c ro î t i n d é f i n i m e n t , x auss i , $(x) 

t end vers zéro et p a r c o n s é q u e n t aussi cc(y) ; de p lus , 
en d é r i v a n t les d e u x égal i tés p r é c é d e n t e s , On o b t i e n t 

[i + *(y)) + [« h- H*)]?'-= °> 
y' ( i - f -e )p — — — ( lim £ — o V 
y v.r=oo ; 

en p o r t a n t d a n s la p r e m i è r e de ces éga l i tés la va l eu r 
d e ^ t i r ée de la s e c o n d e , e t r e m p l a ç a n t p p a r 

l o g r * 
\ogx i + pta?)' 

on au ra 

+ (! + £)[« + H * ) ] II1 -+- * ( y ) \ P'O*)* = o. 

L o r s q u e y c ro î t i n d é f i n i m e n t , x auss i , £ 
t e n d e n t vers zé ro a ins i q u e fi'(x)x log ¿c, d o n c 

lim z'(y)ylogy = o. 
y = oo 

La p r o p o s i t i o n q u e n o u s av ions en vue es t a ins i d é -
m o n t r é e , on p e u t i n t r o d u i r e d a n s l ' éga l i té ( 6 ) la f o n c -



( «a ) 
tîon inverse de 

l + gl.ri 

et l 'on aura 

( l o g / U ) = ( t -+- . 71
 r[i+p(r)]p 

( 7 ) \ smr.p 
f ( U) — 2 71 £ cp J a>), 

[ i -f- ¡ri(/ j]p est un exposant net, égal ici à l ' exposant 
b ru t pour toutes les valeurs de r n . 

10. Application aux fonctions de genre zéro. — 

Si l'on désigne par M(/*)le max imum du module d ' u n e 
fonction ent ière de genre zéro pou r \z\ -= /*, et par rn 

le module du n^ m è zéro, on a év idemmen t 

» " x f K - ê ) ^ - ^ ) ' 

en désignant par OL(X) une fonc t ion telle que 

l -4-a ( n) 
r n ^n P ( / i > N ) , 

fonct ion qui a été calculée au pa ragraphe p récéden t . 
O r , nous avons t rouvé une égalité a sympto t ique ( 7 ) 
pour 

« 

Jlr ' r 
égalité d 'où nous t i rons 

n i r \ U-+-£)—— 

1 -4- « ÎJT) 
#h+p(a?)]p désigne la fonc t ion inverse de x P. donc 
[ 1 - h e s t un exposan t ne t de la sui te des zéros 



( >7 ) 
d e la f o n c t i o n d o n n é e . N o u s a r r i v o n s d o n c au r é su l t a t 
su ivan t : le logarithme du module maximum pour 

| ̂  | = /• d'une fonction entière de genre zéro (1 ) reste, 

à partir d'une certaine valeur de /*, inférieur à 

Y expression 

(i -h s) -T^— /-fn-P^ip ( lim r = oV 
Sinîlp \ r = 0e ) 

ou p [ i - h est un exposant net de la suite des 

zéros. 

C e t t e l imi te s u p é r i e u r e es t a t t e in t e l o r s q u e l ' e x p o -
san t ne t est c o n s t a m m e n t égal à l ' e x p o s a n t b r u t . 

[ H 2 c | 3 ] 

SIR L l\iE(îHAT10\ M L'ÉQUATION D'EULER 
PAR DES CONIQUES SPHÉRIQUES; 

P A R M . EMILE T U R R I È R E , 

Professeur au Lycée de Poitiers. 

1. L ' i n t é g r a l e géné ra l e de l ' équa t ion d i f fé ren t ie l l e 
d ' E u l e r , 

dx dy _ 

dans laquel le R ( i ) est un p o l j n o m e du q u a t r i è m e 
d e g r é , 

R ( t) A 0 tk -h « I tz -+- ai t* -+- a31 -h ak, 

( l ) Et naturellement d'ordre non entier ( i) comme dans ce qui 
précède. 

Ann. de Mathémat., 4* série, t. XII. (Janvier 1912.) 2 



( > 8 ) 
est , d ' ap rè s S t i e l t j e s , de la f o r m e 

a 0 — X i 

-ax a 2 — - « 3 — (¿P-KX) 

X -a3 a4 

i — o - h JK) o 

D e s s impl i f ica t ions p r o f o n d e s se p r o d u i s e n t l o r s q u e 
le p o l y n o m e R ( j ) est s i m u l t a n é m e n t b i c a r r é et r é c i -
p r o q u e ; en posan t , en ef fe t , 

l ' in tégra le p r é c é d e n t e se r é d u i t à 

(xy +i)» ] (xy — i)» , {x+y)* = q • 
i + X i — X î . 

— Cl 2 — A 

C o n s i d é r o n s x et y c o m m e é t a n t les p a r a m è t r e s des 
généra t r i ces i so t ropes d ' u n e s p h è r e de c e n t r e O et de 
rayon égal à l ' u n i t é , c ' e s t - à - d i r e posons 

a 0 = ai = o, a 3 = o, «4 = 

(O 

la re la t ion en t r e ¿c et y e n t r a î n e une re la t ion l inéai re e t 
homo g èn e en t r e les ca r rés de /? , , de p2 et d e p 3 ; celle-ci 
peut ê t re r a m e n é e à la f o r m e s y m é t r i q u e 



( 19 ) 
j>ar un simple changement de notations, en posant 

'i c — a — b 

. _ b — 2 C - < R 

6 + cr ; 

;ainsi d o n c l ' in tégra le géné ra l e de l ' équa t ion d ' E u l e r est 
r é d u c t i b l e à la f o r m e ( 2 ) , au m o y e n de la t r a n s f o r m a t i o n 
déf in ie par les f o r m u l e s (1) , dans le cas où le poly-
n ô m e R ( i ) est s i m u l t a n é m e n t b i ca r r é et r é c i p r o q u e , ce 
p o l y n o m e p o u v a n t ê t re t o u j o u r s égal à 

(3) R ( t ) s s t * - * a - * - b — i * c t*+i; a — b 

a, b el c d é s i g n e n t des c o n s t a n t e s . 
L ' é q u a t i o n ( 2 ) r e p r é s e n t e , sur la s p h è r e d ' é q u a t i o n 

Pl+Pl+Pl^ 1, 

u n e fami l l e d é p e n d a n t du p a r a m è t r e var iable <7, de 
c o n i q u e s s p h é r i q u e s , d o n t il est poss ib le de d o n n e r 
d iverses dé f in i t i ons . 

O n obse rve ra t o u t d ' a b o r d q u e les cônes r e p r é s e n t é s 
par l ' équa t ion (1) c o n s t i t u e n t une fami l le de c ô n e s 
h o m o f o c a u x ; les coniques sphériques ( 2 ) sont dès 

lors homofocales. 

2 . C h e r c h o n s plus g é n é r a l e m e n t la f o r m e q u e do i t 
a v o i r le p o l y n o m e du q u a t r i è m e deg ré p o u r q u e 
la t r a n s f o r m a t i o n déf in ie par les f o r m u l e s (1) fasse 
c o r r e s p o n d r e une c o n i q u e s p h é r i q u e à l ' in tégra le g é n é -
rale de l ' é q u a t i o n d ' E u l e r . 

Af in d ' év i t e r des ca lcu ls c o m p l i q u é s , j ' a p p l i q u e r a i 
des r é su l t a t s t rouvés pa r M. K œ n i g s , en u t i l i san t un 
c e r t a i n sys tème de c o o r d o n n é e s i n t r o d u i t pa r M . D a r -
tooux; l ' i n t ég ra le généra le de l ' é q u a t i o n d ' E u l e r a é té 



( 20 ) 
t r a n s f o r m é e p a r M. ivœnigs en u n e c o n i q u e d ' u n f a i s -
ceau l angen t ie l . 

En posan t 
X = xy, 
Y = x -f-jK, 

l ' in tégra le géné ra le de l ' é q u a t i o n d ' E u l e r , a t t a chée a n 
p o l y n o m e géné ra l du q u a t r i è m e d e g r é , es t la c o n i q u e 

/ ( X , Y ) = o d o n t l ' équa t ion t angen l i e l l e est 

( \ ) u2 H- ct2 uw -h a0 w* — uv — ai wv -I- X ( uw — t>2) = o r 

en c o o r d o n n é e s h o m o g è n e s . 
En ver tu des re la t ions ( i ) , on a les r e l a t i ons s u i -

vantes e n t r e X , Y , ps et pti: 

X = y — 
i — p* i— Pi 

i n t r o d u i s o n s des c o o r d o n n é e s p o n c t u e l l e s X , Y, Z 
h o m o g è n e s e t cons idé rons la t r a n s f o r m a t i o n déf in ie p a r 
les f o r m u l e s 

(5) X = i \ = i p u L ~ \ — pÀ. 

Ce t t e t r a n s f o r m a t i o n (ait se c o r r e s p o n d r e les c o u r b e s 
du plan {>v,y, z ) et de la s p h è r e d ' é q u a t i o n 

p\+p\+p\ = x\ 

la t r a n s f o r m é e d ' u n e c o n i q u e q u e l c o n q u e d ' é q u a t i o n 

A X * A ' Y 2 - + - A " Z 2 > B Y Z 4-2B'ZX -+- 2B"XY = o, 

est une q u a r l i q u e b i q u a d r a t i q u e s i tuée sur la q u a d r i q u e 

A ( I -h p, )2 -f- /, A>? A"( 1 - p3 )2 4 B Pl ( I — p, ) 

-2 IV ( I 2 ) -h 4 B "Pi (I -f-/>3 ) = o ; 

p o u r que ce l le b i q u a d r a t i q u e soit u n e c o n i q u e s p h é -
r ique , il est nécessa i re et suf f i san t q u e , d a n s c e t t e 



( ** ) 
d e r n i è r e équa t ion , les t e rmes en pK et en pz d i spa -
r a i s s e n t ; il fau t donc q u e les cond i t ions 

À — V = o, B-4-B v =O 

«oient r e m p l i e s ; ce sont les cond i t ions qui en c o o r -
d o n n é e s ( X , Y = i , Z ) e x p r i m e n t que la con ique a d m e t 
4a droi te 

X + Z = o, 

|)Our axe de symét r i e . 
Si l ' équa t ion tangentiel le de la même con ique est 

au*-h a'v* 4- a" w2-f- ibvw o,b' wu 4- ib"uv = o, 

les cond i t ions sont par c o n s é q u e n t 

a — a" — o, b -h b" — o ; 

•en app l i quan t à la con ique ( 4 ) , on ob t i en t ainsi 

aQ—cl<+ = o, « i - I - = o ; 

<le ces de rn iè res fo rmules résul te le théorème suivant 

La condition nécessaire et suffisante pour que la 

transformation définie par les formules (i) change 

en des coniques sphériques les courbes intégrales de 

Véquation d'Euler est que Véquation 

H ( i ) = o 

soit invariante dans la tranfor mat ion 

Par analogie avec les po lynomes réc ip roques ( l ' é q u a -

ftion R ( j ) = ± o est résoluble en p r e n a n t t — i pou r incon-

n u e ) , j e dirai que le polynome R ( * ) est alors semi-réel-?, 

proque. 



( 3 2 ) 
3 , P l a ç o n s - n o u s d o n c d a n s le cas 

CL\ — «05 — — a \ 

d ' u n po lynonie s e m i - r é c i p r o q u e . L e s c o n i q u e s s p h é -
r i q u e s son t a lors 

[( A -+- 2 A'-4- B ' )p \ -4- ( A -4- B')p \ -4- 2 Apf — 4Bpipt ; = P ; 

l ' équa t ion t angen l i e l l e d ' u n cône , d ' é q u a t i o n ponc-
tuel le 

xx- -+- -h y<5® -+- 2 òxz = o, 

est d ' au t r e pa r t 

PY -f- ( «Y — o2 «P CV* — 2 pò MW == o ; 

des re la t ions 

a = A h- 2 A' ~ B', a — a!' — AA'— B5, 
P = A -H B'. a ' = A2 — B'2, 
Y = 2 A, ¿ , = _ 6 " = ~ B ( A - 4 - B ' ) y 

8 = — > B, ¿ ' = - B2— A'B', 

on d é d u i t l ' équa t i on tangen l ie l l e d u cône 

PYO2 -h P2 -4- (v2) -h 4 flpï.+ (2f l - a ' — 2Ò')cv* — 4 = o 

ou 

3Y (11~ •+"4'2 "+" w* ) 4 «o r2 -+• ( ̂  «o — ) -+- 2 «i uw — o ; 

sous ce l te d e r n i è r e f o r m e , Je p a r a m è t r e X n ' i n t e r v i e n t 
que pa r l ' i n t e rméd ia i r e de py : les cônes cons idé ré s 
sont donc h o m o f o c a u x au c ô n e 

4 a o -4- ( 2 a0— a 2 ) w2 2 ai uw = o. 

Ce t l e m ê m e p r o p r i é t é p e u t ê t r e é t ab l i e pa r le r a i s o n -
n e m e n t su ivan t . Les f o r m u l e s ( 5 ) t r a n s f o r m e n t la* 
con ique 

Y2 — 4XZ = o 



( 23 ) 
d 'équa t ion tangenl iel le 

P2 — uw = o, 

en le cercle p2 = o de la s p h è r e . T o u t e d ro i t e du plan 
est t r ans fo rmée en un pe t i t cercle de la sphère y sect ion 
par u n plan parallèle à l 'axe O p 2 ; toute t angen te 
(M, r , w) à la con ique 

— uw == o, 

est t rans formée en un cercle de rayon nu l ayant pour 
cen t re le po in t de la sphère don t les coordonnées sont 

, „ w — u ç = — , y) = o, Ç = . ; + w w H- u 

une courbe que l conque du p lan est ainsi t r ans fo rmée 
en une courbe sphé r ique ; celle-ci, pu i sque la t r ans fo r -
mat ion est ponctue l le et par conséquen t de contac t , 
peut ê t re envisagée comme enveloppée pa r les cercles 
de la sphère qui sont les t r ans fo rmés des tangentes de 
la courbe p lane . Pa rmi ces cercles , ceux qu i cor res-
p o n d e n t aux tangentes c o m m u n e s avec la con ique 

V2 — uw = o 

au ron t leur rayon nul . Une con ique du faisceau tan-
gentiel ( 4 ) é tant t angente à q u a t r e tangentes fixés dé 
la con ique p récéden te , la con ique sphé r ique trans-
fo rmée sera tangente à qua t r e cercles de rayon nul fixes. 

En posant 
o2 — a\ — 8 — 4aqa î , •• • • * 

o é tan t une quan t i t é qu i n ' e s t pas nul le si R ( £ ) n 'es t 
pas carré pa r fa i t , on--peut p r e n d r e p o u r c o o r d o n n é e s 
des tangentes fixes : 

u — w — — «i :±: 3, 

U -h w —zh s/16al -+- ài± S)2, " 
_ ç 2a0; ' ... . r.. " 



( M ) 

en p o r l a n t ces va leurs d a n s les exp re s s ions de £ et de Ç 
on o b t i e n t q u a t r e po in t s d u ce rc l e r\ = o d e u x à d e u x 
d i a m é t r a l e m e n t opposés . Les cônes de s o m m e t O et 
q u i déf in i ssen t les c o n i q u e s s p h é r i q u e s o n t d o n c d e u x 
focales fixes dans le p lan 

Il r é su l t e d o n c de ces c o n s i d é r a t i o n s q u e , lorsque 

les formules (i) associent des coniques sphériques 

aux intégrales de l'équation d'Euler, ces coniques 

sphériques sont nécessairement homofocales. 

R e v e n o n s m a i n t e n a n t au cas pa r t i cu l i e r ini t ia le-
m e n t envisagé : celui où le p o l y n o m e R ( * ) est s i m u l -
t a n é m e n t b i c a r r é et r é c i p r o q u e et a la f o r m e ( 3 ) . 
L ' i n t ég ra l e a é té t r a n s f o r m é e en la c o n i q u e sphé-
r ique ( 2 ) qui reste h o m o f o c a l e à e l l e - m ê m e l o r s q u e t 
var ie . 

Il es t a lors poss ib le de d o n n e r d e u x i n t e r p r é t a t i o n s 
g é o m é t r i q u e s de l ' équa t iou d ' E u l e r r e s so r t i s san t à 
la G é o m é t r i e rég lée . 

E n p r e m i e r l ieu, j e r appe l l e ra i q u ' à t ou t c o m p l e x e 
d e d ro i t e s S o p h u s L ie associe u n e é q u a t i o n de M o n g e 
( o u de P f a f f ) d o n t les i n t ég ra l e s son t les c o u r b e s d o n t 
les t angen tes a p p a r t i e n n e n t au c o m p l e x e . 

Au c o m p l e x e t é t raédra l 

apipi-f- bp2p5-\- cpzp6 = o, 

a t t a ché aux q u a d r i q u e s 

X* Y2 Z* 
r -+- T-—7 H 7 = const., a +a b -h\ c + a 

S o p h u s Lie associe l ' é q u a t i o n de M o n g e 

(b — c)xdy dz-+- (c —- a)y dz dx -h (a — b)z dx dy = o; 

si l 'on se p r o p o s e de d é t e r m i n e r , s u r la s p h è r e de 



(•»«.) 
« e n t r e O e t d e r a y o n i , le» c o u r b e s d u c o m p l e x e t é t r a é -
-dral il su f f i t d ' i n t é g r e r l ' é q u a t i o n p r é c é d e n t e où l ' on 
•a r e s p e c t i v e m e n t r e m p l a c é ¿r, y e t z p a r pi9 p2 e t />3 ; 
on o b t i e n t a ins i 

(6) Zadpiipî dp3 — pà dpi) — o; 

e n u t i l i san t a lors les f o r m u l e s ( i ) on est c o n d u i t à 
l ' équa t ion d ' E u l e r avec le p o l y n o m e ( 3 ) . Ains i d o n c les 

courbes (2) ne sont autres que les courbes du com-

plexe tétraédral situées sur la sphère. 

o . D e m ê m e q u ' à t o u t c o m p l e x e de d ro i t e s S o p h u s 
L i e associa u n e équa t i on de M o n g e - P f a f F p a r t i c u l i è r e , 

i l est pos s ib l e d ' a s soc i e r à t ou te é q u a t i o n d e M o n g e -
Pfaf f un c o m p l e x e particulier p a r la cons idé ra t i on du 
p r o b l è m e de T r a n s o n [cf. l e C h a p i t r e I I I de m a T h è s e 
Sur les congruences de normales qui appartiennent 

•à un complexe donné, Pa r i s , 1911) . 
D ' u n e façon préc ise , é t a n t d o n n é un c o m p l e x e 

i n v a r i a n t d a n s T h o m o t h é t i e in f in i t é s imale de pôle O , le 
p r o b l è m e de T r a n s o n , p o u r ce c o m p l e x e d ' é q u a t i o n 

Pi, Ps, P^ PÔI />6') = o, 

<est é q u i v a l e n t à l ' i n t é g r a t i o n su r la s p h è r e 

PÎ+Pl = Ï 

•de l ' é q u a t i o n de Monge-PfafT 

c ( />i , Pi, 7>3, aPh d P d p z ) ^o. 

i l r é su l t e de ces c o n s i d é r a t i o n s q u e , p o u r le c o m p l e x e 
associé à l ' é q u a t i o n ( 6 ) , le p r o b l è m e de T r a n s o n es t a 

priori r é d u c t i b l e à l ' i n t ég ra t i on de J ' équa t ion d ' E u l e r . 
€ ' e s t ce q u e j e vais é t ab l i r d i r e c t e m e n t . 



( ^ ) 
0 . Dans une Communica t ion à l 'Académie des-

Sciences Sur les normales aux quadriques (22 d é -
cembre 1890), M. G. H u m b e r t a m o n t r é q u è les n o r -
males aux quadr iques 

X » Y» Z » 

{b — j ) ( c + ff) (c + ff)(fl + a) ( a + a ) (6 + ff) ~~ r 

dépendan t du pa ramè t re <J, e n g e n d r e n t un c o m p l e x e 
du troisième o rd re . 

Plus par t i cu l iè rement , les cônes homocyc l iques dm 
second degré , d ' équa t ion 

(a <j)X2 + ( 6 + d ) Y « + ( c + <j)Z2 = o , 

définissent un complexe du t ro is ième ordre qu i n ' es t 
au t re que le complexe des généra t r ices des quad r iques 
l iomothét iques aux quadr iques d 'un faisceau h o m o -
focal ; l ' équat ion de ce complexe est 

(7) (b — c) /? 1 p 3 p 6 -h (c a)ptp6pt + (a — b)p3pltpSr= o 

ou encore 
ap!tx0-{-bp-oy()-+-cp6Z0=o, 

en in t roduisant les coordonnées ord ina i res ( x 0 , y 0 r ^ 0 ) 
de la project ion or thogonale de l 'or ig ine sur le rayon 
de coordonnées pl i ickér iennes (/><, 

P roposons -nous de r é soudre le p rob lème de ï r ansor> 
pour ce complexe . E n se r epo r t an t alors à un a r t i c le 
précédent (*) et app l i quan t les fo rmules ( 5 ) e t ( 7 ) d e 
cet art icle 

(1 ) Sur certaines transformations de droites ( Enseignement 
mathématique, 1911, p.363). 



< 2 7 ) 
o n t rouve l ' é q u a t i o n a u x dé r ivées par t i e l l es 

^•(çy-AW-
i i 

d o n t d é p e n d e n t les su r f aces t r a j e c t o i r e s du c o m p l e x e , 
cons idé r é s c o m m e e n v e l o p p e s des p l a n s 

x(X — ¿Y) H-JK(X 4 - iY) - h ( x y — i)Z = w. 

L ' i n t é g r a t i o n de ce t t e é q u a t i o n a u x dér ivées p a r -
tielles ( 8 ) est é q u i v a l e n t e à cel le de l ' é q u a t i o n d i f fé ren-
t ie l le d u p r e m i e r o r d r e 

i i 

a p p l i q u a n t les f o r m u l e s q u i d o n n e n t les dé r ivées p a r -
t ie l les de p{, p2 et /?3 , ce l te é q u a t i o n d i f i é ren t ie l l e 
dev i en t p r é c i s é m e n t l ' équa t ion d ' E u l e r d a n s laque l le le 
p o l j n o m e R (t) a la f o r m e ( 3 ) . 

A i n s i d o n c , c o n f o r m é m e n t au p a r a g r a p h e p r é c é d e n t r 

la solution du problème de Transon, pour le com-

plexe dégénéré du complexe de M. Humbert, dépend 

de Vintégration de Véquation d1 Euler. 

L 'équa t i on géné ra l e des s u r f a c e s t r a j ec to i r e s o r t h o -
gona les des d ro i t e s d u c o m p l e x e est 

PÎ PI H - P L ' = < > ' 
a Hb II (tu) ¿>-hfl(ci) C -+• n ( TU ) ' 

Il ( tb) d é s i g n a n t une fonc t ion a r b i t r a i r e de m. 
L e s c o n i q u e s s p h é r i q u e s (2) son t les c o u r b e s d e 

con tac t avec la s p h è r e des d é v e l o p p a b l e s c i rconsc r i t e s à 
ce t t e s p h è r e et aux d ive r ses su r faces t r a j e c t o i r e s o r t h o -
gona le s de d ro i t e s du c o m p l e x e , 
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P.-*S\ — M. Cl. Guichard a eu la bonté de me 

•signaler r écemment que j ' ava is consacré p lus ieurs 
ar t ic les à une t rans format ion de l 'espace réglé déjà 
envisagée par R ibaucou r , dans ses recherches sur les 
congruences isotropes, puis pa r An tomar i , dans ses 
travaux sur les surfaces réglées. En remerc ian t 
M. Gu icha rd , j e m ' empres se de p o r t e r cet te r e m a r q u e 
à la connaissance des lec teurs des Nouvelles Annales 

et de profi ter de l 'occasion p o u r ind iquer quels sont les 
résul ta ts que j 'avais re t rouvés . 

Il s 'agit de la t ransformat ion de droi tes , à laquelle 
j ' ava is été condu i t à propos des complexes de droites, 

ainsi que j e l ' expl ique à la page 83 de ma Thèse Sur 

les congruences de normales qui appartiennent à un 

complexe donné, et que j 'avais app l iquée dans les 
articles suivants : 

i° S u r une t ransformat ion de droi tes {Nouvelles 

, Ifinales, j u in 1909); 

2° S u r les surfaces de M. Appell (Nouvel les 

Annales, j u i n 1910) ; 
3° Sur les congruences de droi tes qui adme t t en t un 

po in t pour sur face eent ra le (Nouvel les Annales, avril 
M ) 1 1 ) ; 

4° Su r un complexe du qua t r i ème o rd re {Nouvelles 

Annales, mai 1911); 
5° S u r cer ta ines t r ans format ions de dro i tes ( E n s e i -

gnement mathématique, s ep tembre 1911). 

Dans la première Note , j ' avais signalé l 'applicat ion 
de cette t ransformat ion de droi tes aux congruences 
isotropes de R i b a u c o u r ; dans la c inqu ième , j ' avais 
r emarqué q u ' u n e représen ta t ion des congruences à 
laquelle on fait j o u e r un rôle à là p ro jec t ion d 'un poin t 
fixe sur chaque rayon se ra t tache à la représenta t ion 
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la p lus générale d ' i m e congruence de droi tes p a r 
R ibaucour . Ef fec t ivement , l ' i l lus t re géomèt re s 'é ta i t 
occupé de ce t te t r ans fo rma t ion de dro i tes , « mais d ' u n e 
manière accessoire », selon l 'expres$ton d 'Antoni ari : 
« R i b a u c o u r s 'é ta i t b o r n é à la déf ini r et à l 'u t i l i ser 
p o u r dédu i re une congruence i so t rope d ' u n e au t r e 
cong ruence i so t rope ». R i b a u c o u r avait d ' au t r e p a r t 
dé te rminé ana ly t iquemen t les congruences de normales-
d o n t l ' enve loppée m o y e n n e est un po in t , c ' e s t - à -d i r e 
les congruences de dro i tes normales aux sur faces dés i -
gnées pa r L . Bianchi , dans ses Lezioni di Geometria 

differenziale, sous la dénomina l ion de surfaces d e 
M. Appe l l . 

Mais ce fu t s u r t o u t Antomar i qu i , dans sa T h è s e 
r emarquab le ( Application de la méthode cinématique 

CL Vétude des surfaces réglées; mouvement d'un 

corps solide assujetti ci cinq conditions, Par is , 1894)1 
é tudia la même t rans format ion de droi tes et l ' appl iqua 
à divers problèmes conce rnan t n o t a m m e n t les su r f aces 
développables et leurs t ransformées . A n t o m a r i signala 
des appl icat ions de cet te t r ans fo rmat ion aux c o n g r u -
ences ; il é tudia le cas du plan et de la c o n g r u e n c e 
t r ans fo rmée ; il é tabl i t que la congruence de n o r m a l e s 
la plus générale est t r ans formée en la congruence la 
plus générale admet tan t le pôle pour enve loppée 
m o y e n n e ; il mi t en évidence l ' invar iance des congru-
ences de normales aux sur faces de M. Appe l l . Il fit 
enfin ressor t i r l 'analogie de cet te t r ans format ion avec 
la t ransformat ion de dro i tes de M. Gu icha rd , q u i 
permet de dédu i re , de toute congruence de normales , 
une congruence don t la surface movenne est un p l a n . 
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[ R i e ] 
SUR L'EXTENSION DE LA NOTION DE VITESSE; 

PAR M . E T . D E L A S S U S . 

I . — VITESSE D'UN SYSTÈME DE VECTEURS. 

1. Considérons un point mobi le M rappor té s imul ta -
némen t à deux tr ièdres fixes T et T , . Les coordonnées 
x, y, z et xs, yK, z{ dans ces deux t r ièdres sont liées 
par les formules de t r ans format ion 

x = a H- ctla?i-h a3Zi, 

dans lesquelles les coeff icients son t des constantes don t 
la signification est bien c o n n u e . Pa r dér ivat ion on en 
dédu i t 

x' = a t x\ -4- a2 y\ H- a3 z\, 

ce qui expr ime que le vec teur V , de composantes x \ , 
z'n dans T^ a x', y', z' p o u r composan tes dans le 

t r ièdre T . A u t r e m e n t di t , le vecteur appliqué au 

point M et ayant pour composantes les dérivées des 

coordonnées est indépendant du trièdre de réfé-

rence. 

C'est ce vecteur , qui est complè t emen t dé te rminé 
par le mouvemen t du point , qu 'on appelle vitesse du 

point. 

Si le t r ièdre T est fixe et le t r ièdre T , mobi le , les 
coefficients de la t ransformat ion ne sont plus des c o n -
stantes et la dér ivat ion donne 

x' = (a'-h a; xx -h + ( x\ -i- aly\ -h a3z\ ), 
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<ce q u ' o n i n t e r p r è t e i m m é d i a t e m e n t en i n t r o d u i s a n t la 
v i t e sse d ' e n t r a î n e m e n t e t la vi tesse re la t ive et l ' on 
-obtient la r èg le c l a s s ique de c o m p o s i t i o n des vi tesses. 

2 . L e s r a i s o n n e m e n t s p r é c é d e n t s s ' a p p l i q u e n t sans 
a u c u n e modi f i ca t ion à un sy s t ème S de v e c t e u r s . S o i e n t 

-!T> - G ^ ^ O ? ^ s e s c o o r -
d o n n é e s dans d e u x t r i èd res fixes. L e s f o r m u l e s de 
t r a n s f o r m a t i o n s o n t de la f o r m e 

= a j ^ - b f i i O ï l t H - v i ^ t , 

« t d o n n e n t pa r dé r iva t ion 

„V = -+• Pi Ti ^ i Xi Ci + m ^ i •+• vi , 

<jui m o n t r e n t q u e le sys tème ayan t ¿V,'n ^ , , J ^ , 
OÏL',, p o u r c o o r d o n n é e s dans T , a <X/, j f , 011', 

p o u r c o o r d o n n é e s dans T , ou e n c o r e : 

Etant donné un système S de vecteurs, variable 

avec le temps, le système S' ayant pour coordonnées 

les dérivées des coordonnées du système S est indé-

pendant du trièdre de référence. 

Par ana logie , nous d i r o n s q u e le système Sf est la 

vitesse du système S . 
S u p p o s o n s m a i n t e n a n t q u e le t r i èdre T soi t fixe, mais 

q u e T , soit m o b i l e ; les coef f ic ien ts d e l à t r a n s f o r m a t i o n 
s e r o n t var iables et la dé r iva t ion d o n n e r a 

= ( A'T H - P'I Y , + V'I H - -+- ^ D\1l -4- v, J B , ) 
-h (a, -f- P, -I- 7i ^ -+- X, -+- p, OlL'i vt X ' , ), 

<ju'on i n t e r p r é t e r a enco re en i n t r o d u i s a n t le système S^. 
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vitesse d'entraînement de S et le système S'r vitesse 

relative de S, et l 'on sera enco re condu i t à la p ro -
priété classique : 

La vitesse absolue d!un système de vecteurs est la 

résu liante de sa vitesse d'entraînement et de sa vitesse 

relative. 

3. Effectuons s imul tanément la réduc t ion des d e u x 
systèmes S et S' en un point fixe que nous p r e n d r o n s 
pour origine d 'un t r ièdre fixe de r é f é r ence . O n ob-
tiendra ainsi un vecteur R et un couple G pour le sys-
tème S et, de même, un vecteur R ' et un couple G ' p o u r 
le système S ; . 

Les coordonnées du point R se ron t Jf, i , sa 
vitesse sera 5 ' , c ' e s t - à - d i r e équ ipo l len te au 
vecteur R ' . 

De même, les coordonnées du po in t G se ron t 
X , sa vitesse sera DXL', <D£>', c 'es t -à-di re équ ipo l l en te 
à G' , de sorte que : 

Si l'on réduit simultanément en un point fixe un 

système S de vecteurs et sa vitesse S ' , les éléments de 

réduction de S' sont respectivement équipollents aux 

vitesses des extrémités des éléments de réduction 

de S, 

théorème de C inémat ique qui a la même fo rme q u e 
l ' in terpré ta t ion géomé t r ique bien connue des t héo rèmes 
sur les quant i t és de m o u v e m e n t e t peu t , d ' a i l l eurs , 
fourn i r cette in te rpré ta t ion c o m m e conséquence p r e s q u e 
immédia te . 

A. La notion de vitesse d 'un système de vecteurs est 
absolument dis t incte de la notion b iën connue de 
dérivée géométrique d'un vecteur. Ces d e u x no t ions 
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ne c o ï n c i d e n t q u e d a n s le cas o ù le sys t ème S se r é d u i t 
à un vec t eu r u n i q u e var iab le , mais d o n t l ' o r ig ine res te 
f ixe. 

La vi tesse d ' u n sys t ème de vec teurs s ' i n t r o d u i t t ou t 
n a t u r e l l e m e n t en D y n a m i q u e p a r l a r e m a r q u e c lass ique 
q u e les c o o r d o n n é e s 

y\ yz"—*y\ zx" — xz\ x / — yx\ 

du v e c t e u r accé lé ra t ion d ' u n po in t son t les dé r ivées des 
c o o r d o n n é e s 

y\ yz'—zy', zx'—xz', xy' — yx\ 

du vec t eu r vi tesse de ce po in t , ce qu i p e r m e t de d i r e , 
au sens q u e n o u s a d o p t o n s : 

Uaccélération d'un point est la vitesse de sa vi-

tesse. 

Si nous mu l t i p l i ons la vi tesse par la masse , sa vi tesse 
sera é g a l e m e n t mul t ip l i ée par la masse ce qu i d o n n e r a 
le vec teur o p p o s é à la force d ' i n e r t i e ; donc : 

La force dinertie dun point matériel en mouve-

ment est à chaque instant opposé à la vitesse de sa 

quantité de mouvement. 

La p r o p r i é t é ex i s t an t pour tous les p o i n t s d ' u n sys-
tème maté r ie l exis te p o u r le sys t ème l u i - m ê m e ; 
d o n c : 

Le système des forces d'inertie d'un système ma-

tériel en mouvement est à chaque instant opposé à la 

vitesse de la quantité de mouvement de ce système 

matériel. 

Si l ' o n dés igne p a r 5 le sys t ème des fo rces d ' i ne r t i e , 
par ^ l e sys tème d e s q u a n t i t é s de m o u v e m e n t e t pa r ^ 
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sa vitesse, on a d o n c , à c h a q u e i n s t a n t , l ' éga l i t é -géomé-
t r ique 

5 . La no t ion de vitesse d ' u n sys t ème de vec teu r s s ' in -
t rodu i t enco re t ou t n a t u r e l l e m e n t q u a n d on c o n s i d è r e 
deux sys tèmes var iables S , S 4 e t l eu r m o m e n t 

s , s , ) = -4- OK.TI -+- + -v-Xi-4-

O n en d é d u i t , pa r d é r i v a t i o n , 

¿ ^ < ( 8 , 8 0 

= i -h OK'iJi -+- X ' i t -+- -4- JJ' 011, H- i ' ^ t ) 

-+- ( £»V, -+-01UT, -f-Xafe', ,JD\Vt -+.&X',), 

c ' e s t -à -d i re , en i n t r o d u i s a n t les vitesses de S et de S , , 

S,) = DIUiS', Si)-4- DTL'(S, S' t), 

f o r m u l e ana logue à celle de la dé r ivée d ' u n p rodu i t et 
qu i d o n n e la dé r ivée d ' u n m o m e n t c o m m e s o m m e de 
deux m o m e n t s . Si l 'un des sys t èmes , Si pa r e x e m p l e , est 
tixe, la f o r m u l e se r é d u i t s i m p l e m e n t à 

I I . •— VITESSE D'UN SOLIDE. 

6 . M. Ivœnigs, dans son Traité de Cinématique, a 
déve loppé et r e n d u c lass ique la no t ion de sys t ème de 
vec teurs r ep ré sen t a t i f de l 'é tat des vi tesses dans un 
solide en m o u v e m e n t . 

L ' une des p r o p r i é t é s essent ie l les est cel le q u i e s t r e l a -
tive à la compos i t i on des m o u v e m e n t s e t s ' énonce 
c o m m e il su i t : 
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Le sys tème de vecteurs représenta t i f de l 'é tat des 

vitesses absolues d 'un solide s ' ob t i en t en composan t 
géomé t r i quemen t le système représenta t i f de l 'état des 
vitesses d ' e n t r a î n e m e n t et le système représenta t i f de 
l 'é ta t des vitesses relatives. 

Nous nous b o r n e r o n s à faire r emarque r que ce t te 
propr ié té s 'énonce exac tement comme celles qui sont 
relatives au poin t ou au système de vecteurs, sauf le 
remplacement de « vitesse » par « système r ep ré sen -
tatif de l 'é ta t des vitesses ». 

11 y aurai t donc in t é rê t , pour un i fo rmise r le langage 
et avoir un même énoncé s ' app l iquant à un plus g rand 
nombre de cas, à convenir d'appeler vitesse d 'un solide 
le système de vecteurs représentatif de Vétat des 

vitesses de ses différents points. 

Si l 'on adopte cel te déf ini t ion on pour ra dire : 

La vitesse d'un point quelconque d^un solide est le 

moment en ce point de la vitesse du solide ; 

et 

Qu'il s'agisse d'un point, d'un système de vecteurs 

ou d'un corps solide, la vitesse absolue est toujours 

la résultante géométrique de la vitesse d'entraîne-

ment et de la vitesse relative. 

7. P roposons -nous de chercher la vitesse d ' en t ra îne -
m e n t d 'un système Si de vecteurs, c ' e s t -à -d i re la vitesse 
d ' un sys tème invariable S f a t taché à un corps solide 
connaissant la vitesse S de ce solide. 

Soi t O un point du sol ide. Soient R , G , R*, G* les 
é léments de réduct ion de S etS< en ce p o i n t ; R< et G* 
sont invariables et a t tachés au sol ide. 

La vitesse de S4 est la résu l tan te de sa vitesse dans la 
rotat ion R et de sa vitesse dans la t ranslat ion G . 
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Dans la rotat ion R , le point O reste fixe, donc les é lé-

ments de réduct ion de la vitesse co r respondan te de S4 

sont équ ipo l l en t saux vitesses des ext rémités de R | e tG< , 
c 'est-à-dire, puisque ces ex t rémi tés sont des points 
at tachés au solide, équ ipo l len t s aux momen t s de R aux 
points R | et G 4 . 

Dans la t ranslat ion G du solide, le couple G< res te 
équivalent à lu i -même, donc ne donne rien dans la 
vitesse de S t . Q u a n t au vecteur R , , subissant cet te 
t ransla t ion, on voit immédia temen t , soit géomét r ique-
ment , soit a n a l j t i q u e m e n t , que sa vitesse est un couple 
dont le momen t changé de sens est celui de R i au 
point G. 

En résumé, on a un vecteur et deux couples respect i -
vemenl perpendicula i res aux trois plans RR<, R< G 
et R G , . 

Si l 'on pe rmute S et S 4 , c 'est-à-dire si l 'on cherche la 
vitesse d ' en t ra înement de S dans un solide don t la 
vitesse serait S 0 on voit immédia t emen t que le vecteur 
et les deux couples ne font que changer de sens. Les 
deux vitesses ob tenues sont donc opposées , fait géomé-
tr ique qu 'on peu t écrire 

(S'e)S1-4-(S/1,e)S = 0. 

Enf in , soient A, A, les axes cent raux de S et S ^ 
A' leur pe rpend icu la i re c o m m u n e et O un po in t du 
solide choisi de façon qu 'a l ' ins tant cons idéré il se 
trouve sur A'. On voit imméd ia t emen t que , si l 'on fait 
la réduct ion de S et S4 en O , les d i rec t ions R , G, 
R i , G< sont toutes dans le plan perpendicula i re à A', donc 
le vecteur e t les deux couples de la vitesse d ' e n t r a î n e -
ment de S t sont dirigés suivant A' qui est ainsi l 'axe 
central de cet te v i tesse ; d 'où cette propr ié té très 
simple : 
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L'axe centrai de la vitesse d'un système de vec-

teurs attaché à un solide est la perpendiculaire 

commune à Vaxe central de ce système et à l'axe 

central de la vitesse du solide. 

[N*16a] 
NOTE DE GÉOMÉTRIE; 

PAR M . ÉLIE P A R R O D . 

D a n s cette Note , j 'ai p o u r bu t d ' é tab l i r le théorème 
suivant et d ' en dédui re que lques conséquences : 

THÉORÈME. — Si deux quadrilatères A B C D , 

A ' B ' C ' D ' , inscrits dans une même conique sont 

homologiques, les six points ( A B . C ' D ' ) , ( A C . D ' B ' ) , 

( A D . B ' C ) , ( A ' B ' . C D ) , ( A ' C . D B ) , ( A ' D ' . B C ) sont sur 

une droite A, passant par le centre d'homologie P 

et tangente en ce point P aux deux coniques A B C D P , 

A ' B ' C D P ' . 

Ce théorème peut ê t re cons idéré c o m m e une géné-
ralisation du théorème d ' A u b e r t . I l se dédu i t faci lement 
du théorème bien connu suivant : 

THÉORÈME. — Considérons une conique variable 

passant par quatre points fixes A , B, C, D et rencon-

trant en M, N , deux droites fixes AP, BP issues de A 

et B ; la droite MN passe par le point d*intersection 

de la droite C D et de la tangente en P à la conique 

A B C D P . 

En effet , les points M, N décr ivent sur A P et B P deux 
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divisions homograph iques qui on t le p o i n t P c o m m u n ; 
la droi te MIN passe par un poin t fixe O si tué sur la 
tangente en P à la con ique du faisceau qui passe 
par P ; une conique par t icul ière se compose des deux 
droi tes AB, CL), donc ce poin t fixe O est sur la droi te C D . 

Ceci étant : dans le t héo rème p récéden t , la con ique 
considérée passe par les qua t re points A, B, C , D , et les 
deux droi tes CP, D P r encon t r en t la con ique en C \ D ' ; 
la tangente en P à la con ique A B C D P passe par l ' i n t e r -
section O des droi tes AB, C ' D ' ; la con ique A ' B ' C ' D ' P 
mon t r e que le point O est sur la t angen te en P . D o n c 
ces deux coniques sont tangentes en P et la tangente 
en P est P O . 

Les autres combinaisons m o n t r e n t que les cinq aut res 
points sont sur cet te droi te A. 

APPLICATIONS. 

I. Soient F, F deux coniques se coupant en qua t re 
points A, B, C, D. P r e n o n s le cent re d 'homologie P sur 
la conique F, on obt ien t le quadr i la tère homolog ique 
A' Bf C D' inscrit dans la conique r ' ; à cet te f igure, il 
cor respond une droi te A tangente en P à T. 

E.xemple. — Les normales PA, PB, P C , P D menées 
d 'un point P à une conique la r encon t r en t en A', B', C ; , 
D', la droi te A co r respondan te est tangente en P à 
l 'hyperbole d 'Apol lon ius . 

Avec les symétr iques des points A, B, C, D par 
r appo r t au cent re O7 on aurai t une droi te A t angente 
en ce point à cette h y p e r b o l e ; la con ique A ' B ' C ' D ' O ' 
est tangente en O ' à Thyperbole d 'Apol lon ius . 

II. Le point P p e u t être supposé à l ' inf ini . 

Exemple. — Si dans un cercle on mène qua t re 
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cordes parallèles À A', BB', C C , D D ' , on obt iendra une 
droi te À paral lèle aux cordes , qu i sera une asymptote 
de deux hyperboles , Tune passant par A, B, C, D et 
l ' au t re par A', B ' , C ' , D ' . 

III . La conique peut être remplacée par un système 
de deux dro i tes . 

Exemple. — U n cercle est r encon t ré par deux 
sécantes en A, B, C, D ; p renons , sur le cercle, le cent re 
d 'homologie P ; il co r respond qua»tre poin ts A ' , B ^ C ^ D ' 
sur les deux sécantes , ce qui d o n n e q u a t r e points 
situés sur la tangente en P au cerc le . 

IV. Le quadr i la tè re ABCD p e u t être remplacé par un 
triangle et une tangente en uu sommet ou par une corde 
et les tangentes aux ex t rémi tés . 

Exemple. — Soien t une conique , un axe AB, le cercle 
ayant p o u r d iamèt re cet axe et les tangentes aux 
sommets co r respondan t s A, B. P r e n o n s le point P sur 
la conique , les droi tes PA, PB r e n c o n t r e n t le cercle 
en A', B' ; la tangente en A' au cercle r encon t r e la 
t angente en B au point B, et la tangente en B' au cercle 
r encon t re la tangente en A au poin t A, ; la droi te A4 B< 
est tangente en P à la conique . 

V. Supposons , pour t e rminer , que trois points A, 
B, C soient confondus et cons idérons la con ique oscula-
trice en ce p o i n t ; elle r encon t re la con ique donnée 
en D et passe par un po in t P si tué sur la tangente en D 
à cette con ique donnée qu i es t r encon t r ée en A' p a r P A . 

DA ' r encon t r e la tangente en A au point E , la t an -
gente en A! r encon t r e A D en F ; la droi te E F est 
t angen te en P . 
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Je me bornerai à ces quelques applications et j e 

laisserai au lecleur le soin de t ransformer la proprié té 
par polaires réciproques. 

CORRESPONDANCE. 

M. G. Fontené. — La règle donnée à la page 349 du 
volume des Nouvelles Annales pour 1911, relativement au 
signe du discriminant, peut s'énoncer ainsi : 

Le discriminant de l'équation 

a xm -+-... -4- g 

étant mis sous la forme 

am-\gm-\ . 

ce discriminant est égal au produit des carrés des différences 
m \m — 1> 

des racines par un facteur dont le signe est celui de (—1) 2 

Cela donne bien le signe -+- si m ou m — 1 est multiple de 4, 
si m est de l'une des formes signe — si w ou 
m — 1 est simplement pair, si m est de l'une des formes ^k -t- 2, 
4 k -h 3. 

CERTIFICATS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRAL. 

Besançon. 

QUESTION DE C O U R S . — É t u d e du maximum et du minimum 
d'une fonction d'une, de plusieurs variables indépen-
dantes. 
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Maximum et minimum relatifs. 
Maximum et minimum dans le cas d'une fonction 

implicite. 
Application : maximum et minimum du carré de la 

distance d'un point à une surface z = f ( x , y). 
Méthode de Fermât. Application. 

' É P R E U V E PRATIQUE. — Lignes asymptotiques du conoide 

--»G)-
Déterminer cp de facon que l'une d'elles ait pour équation 

a2(x1* ->r yk) = (y2— x2)*(y2-h x2 ). 

Déterminer la fonction de variable complexe z = P -f- i Q 
satisfaisant à ixyY -+- y {y2— ¿F2) H- ixy{x2H-y*)2 = o. 

(Juin 1910.) 

É P R E U V E THÉORIQUE. — I ° Intégrer l'équation aux dérivées 
partielles 

àz ôz z x/x2-\- v-
rp y ____ T 

àx • ôy a 

dans laquelle a est un nombre positif donné. 
Démontrer que les surfaces intégrales sont des surfaces 

réglées. 
i° Déterminer celle des surfaces intégrales qui contient 

la courbe qui a pour équations 

x = iz, x* -h y2 = 4 • 

Exprimer les coordonnées d'un point quelconque x,y, z, 
de cette surface S en question en fonction des deux para-
mètres u, v obtenus en posant 

x — u cose, y ~ usinv. 

3° Déterminer les lignes asymptotiques de cette surface S. 
4° Déterminer les trajectoires orthogonales des généra-

trices rectilignes de cette surface S. 
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ÉPREUVE PRATIQUE. — Intégrer l'équation différentielle 

2y/ = x(y*0 -+- y4 — 3/2 ; 

il existe en particulier une intégrale passant par le 
point x = o, y — — i , et admettant pour tangente en ce 
point une droite de coefficient angulaire y' — o. construire 
cette courbe. (Juillet 1911.) 

Bordeaux. 

PREMIÈRE QUESTION. — Considérant la surface S enveloppe 
de la sphère variable 

(x — a )« H- [ y — /( a )]* -+- ^ = 1. 

i° Trouver géométriquement une première famille de 
lignes de courbure de cette surface ; 

Démontrer que la deuxième famille est formée de 
courbes planes qui se projettent sur le plan des x y suivant 
une famille de courbes parallèles ; 

3° Déterminer géométriquement les centres de courbure 
principaux pour un point quelconque de S. 

t DEUXIÈME QUESTION. — En désignant par P et Q deux 
fonctions données des deux variables indépendantes x et y 
et en posant 

u = y* — x, 

trouver à quelles conditions doivent satisfaire les deux fonc-
tions P CI Q pour que la différentielle 

P dx+Qdy 

admette un facteur intégrant qui soit fonction de u seu-
lement. Montrer que si cette condition est remplie ce 
facteur intégrant s'obiient par quadrature. 

Appliquer à Vintégration de 

P dx -+- Q dy — O 
en supposant 

P = ( 2 ^ 2 — ix — 1) e*-h ( uy2 — 3x) er, 
Q = 2y e2-h 2x(y*~h y — x) e f . 
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ÉPREUVE PRATIQUE. — Étant donnés trois axes rectangu~ 

laireSj soient G une surface conique ayant pour équation 

2 xy — z2 = o 

et T une surface cylindrique ayant pour équation 

où les radicaux ont les déterminations positives. 
On considère le solide A d'étendue finie complètement 

limité par une portion de G et une portion de T. Calculer : 
i° Le volume de A; 
>/' L'aire de la portion de surface conique qui le limite ; 
3° L'aire de la portion de surface cylindrique qui le 

La surface 2 est une surface canal. La caractéristique 
qui est un grand cercle de la sphère variable constitue une 
première famille de lignes de courbure. 

9.° L'angle d'une normale MG à la surface S, qui est aussi 

normale à ce lieu des centres des sphères, avec la normale 

limite. 

SOLUTION. 

principale est donné par 
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comme le lieu cp centre est une courbe plane F 

y = /(«)-
I 

T = ° 
et 

? = <Po. 

Par suite la deuxième famille de lignes de courbure est 
formée de courbes planes qui se projettent sur le plan des xy 
suivant des courbes parallèles à T; 

3° En un point M de S le premier centre de courbure est C; 
l'autre est donné par l'intersection de MG avec la droite polaire 
de T qui est ici perpendiculaire au plan de T menée par le 
centre de courbure R correspondant à C. 

(Juin 1910.) 

ÉPREUVE THÉORIQUE. - I . I° Désignant par f ( x , y, z) une 
fonction donnée de trois variablt-s indépendantes x,y et z, 
on demande de déterminer la forme la plus générale que 
peut avoir une fonction cp(¿f, y, z) des mêmes variables 
pour que la différentielle totale 

(1) jtdx-+- + z)dz 

soit complètement intégrable? Montrer que, dans ce cas, la 
différentielle précédente peut être ramenée sans aucune 
quadrature, à une différentielle totale à deux variables 
seulement, convenablement choisies. 

2° Montrer que toute différentielle totale à trois va-
riables indépendantes peut être ramenée, en la multipliant 
par un facteur convenable, à la forme (1). 

Quel procédé d'intégration peut-on déduire de ce qui 
précède pour les différentielles complètement intégrables 
à trois variables indépendantes? 

II. Sur la surface dont Véquation en coordonnées rec-
tangulaires est 

X étant une fonction donnée de x : 
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i° Déterminer les courbes G conjuguées des sections de 

la surface par les plans parallèles au plan zOr•; 
2° Déterminer les trajectoires orthogonales des projec-

tions des courbes G sur le plan zOy. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Calculer, en employant le théorème 
des résidus, Vintégrale 

i + co 
J0 (i3 —5 c 

(Novembre 1910. ) 

" 0 0 8 * - ax. I cos#)2 

Caen. 

ÉPREUVE ÉCRITE. — J . Intégrer Véquation aux dérivées 
partielles linéaire 

dz àz 
>iy{*a — x)— -4- — J 2 — -+• ay* = o, 

om 2 désigne une fonction inconnue des deux variables 
indépendantes x et y, et a une constante positive donnée. 

En supposant que x,y, z désignent les coordonnées rec-
tangulaires d'un point variable, faire voir que l'une 
quelconque des surfaces définies par Vintégrale générale 
est engendrée par un cercle; calculer, en un point quel-
conque du cercle générateur, le cosinus de l'angle du plan 
tangent à la surface avec le plan du cercle, et interpréter 
géométriquement le résultat obtenu. 

Particulariser la fonction arbitraire qui entre dans 
l'intégrale de manière que la surface correspondante 
contienne la courbe 

x = o, 
z(y*-b z2) = 8a3 . 

II. Étant donnés trois axes rectangulaires OX, OY, OZ. 
on considère un cône de révolution autour de OZ, ayant 
son sommet à Vorigine O, et dont les génératrices font un 
angle a avec OZ. On considère d'autre part, sur la partie 
positive de OX, un point fixe A, à une distance donnée a 
de Vorigine; on mène par le point A dans le plan XOY 
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une droite faisant Fetmgle a avec OX, et par cette droite 
un plan parallèle ck QZ. Soit L la ligne d'intersection de 
ce plan et du cône. 

Former Véquation de tm surface mdrée par la 
ligne L quand on fait varier l'angle a, faire voir que 
cette surface est réglée, et chercher ¡m trajectoires ortho-
gonales de ses génératrices rectilignes. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Construire en coordonnérectan-
gulaires l'une des courbes définies par l'équation diffé-
rentielle 

dy. 
y 

Évaluer l'aire comprise entre la courbe et l'axe des x. 
(Juin 1910.) 

ÉPREUVE ÉCRITE. — I . Déterminer une surface par la 
double condition : 

i° Que les coordonnées rectangulaires x, y. z d'un 
point variable de cette surface vérifient l'équation aux 
dérivées partielles 

(—Y idzY -3a'2 

\àx/ \dy) ~ zi 

où a désigne une longueur constante donnée; 
'2° Que la surface contienne la parabole 

x = o, 
z2 — iay \T>-

II. Étant donnés trois axes rectangulaires OXv OY, O Z, 
on considère la surface réglée représentée par les formules 

x = r cosò, 
y — r sin6, 
* = / « > ) , 

où f\ 8 désignent deux, paramètres arbitraires, et f ( 6) une 
fonction donnée de 6. 

Déterminer sur la surface une ligne telle qu'en un quel-
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conque de ses points la génératrice coupe sous un angle 
constant donné a l'une des deux lignes de courbure. 

Construire la projection de cette ligne sur le planXOY 
dans l'hypothèse particulière 

TC 

/ ( 8 ) = <zcos8, 

où a désigne une longueur constante donnée. 
m 

E P R E U V E PRATIQUE. — Intégrer le système des équations 
différentielles linéaires 

du —r— = u-h c— w •+- 2 cosa* — sinar, 
dx d v 

= — '2M+ 5 v — w — 7 cos^r — sm x, 

dw = — Su - ÏW — 4 cosx -h s inx. 

(Juin i g i i . ) 

Dijon. 

EPREUVE ÉCRITE. — I° Soient trois axes de coordonnées 
rectangulaires 0xyz. Trouver une surface S telle que le 
plan tangent en un point quelconque, M de cette surface 
contienne le symétrique par rapport à 0 du point de ren-
contre de la normale en M à S avec le plan Oxy. On 
supposera l'équation de S sous la forme z — f { x , y), et 
l'on formera l'équation A que doit vérifier f ; 

2° Les cylindres paraboliques ayant pour section droite 
une parabole de foyer O et de directrice parallèle àOz, 
sont des surfaces S ; 

3° Indiquer une intégrale complète de l'équation A; 
4° Intégrer le système différentiel des caractéristiques 

de l'équation A. 
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ÉPREUVE PRATIQUE. — Évaluer, à 0,001 près, Vintégrale 

[ * d x 

(Novembre 1910. ) 

QUESTIONS. 

2185. — Les points de rencontre des génératrices perpen-
diculaires d'un paraboloïde hyperbolique sont sur une hyper-
bole; les plans de ces génératrices enveloppent un cône du 
second ordre dont les lignes focales sont perpendiculaires aux 
plans directeurs du paraboloïde. 

( K L U G . ) 

2186. — Si l'on désigne par/? un nombre premier et par P 
le nombre p x , a pouvant être nul, le nombre 

est multiple de p. 
(G. F.) 

2187. — La somme des produits qu'on obtient en multipliant 
trois à trois les entiers inférieurs à n est 

n(n — 1 )(n — i)(n — 3) n(n — 1) 
24 2 

(G. F.) 
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[ 0 ! 6 p ] 
SUR LES 

SYSTÈMES DE SURFACES TRIPLEMENT ORTHOGONALES 
COMPOSÉS DE CYCLWES. 

P a r M . MAURICE F O U C H É , 

Répétiteur à l'École Polytechnique. 

1. Introduction. — V e r s la fin de 1908, M . D a r -
b o u x a p u b l i é dans les Comptes rendus de VAcadé-

mie des Sciences p l u s i e u r s N o t e s r e l a t ives à l ' é t u d e des 
sy s t èmes de su r f aces t r i p l e m e n t o r t h o g o n a l e s q u ' i l 
appe l l e réversibles. Ce son t c e u x p o u r l e sque l s le 
m o u v e m e n t re la t i f d u t r i èd r e des axes de c o o r d o n n é e s 
p a r r a p p o r t au t r i èd r e des t ro i s n o r m a l e s e n g e n d r e u n 
n o u v e a u sys tème o r t h o g o n a l d o n t les axes a ins i d é p l a -
cés son t les t ro is n o r m a l e s . L e s su r f ace s q u i c o n s t i t u e n t 
ce sys t ème son t des cyc l ides de D u p i n . 

J e m e suis p r o p o s é d ' é t u d i e r la m ê m e q u e s t i o n p a r 
les p r o c é d é s de la g é o m é t r i e p u r e , e t j e suis p a r v e n u à 
r e t r o u v e r p a r c e m o y e n , et sans a u c u n ca lcu l , u n g r a n d 
n o m b r e des r é su l t a t s o b t e n u s p a r M . D a r b o u x . J ' a i fa i t 
la d i scuss ion des d i f f é r en t e s f o r m e s q u e p e u t a f f ec t e r le 
sys t ème r é v e r s i b l e et j ' a i d é m o n t r é q u e tons les sys -
t èmes o r t h o g o n a u x c o m p o s é s e x c l u s i v e m e n t de cyc l ides 
d é r i v e n t p a r inve r s ion d ' u n sys t ème r éve r s ib l e . J ' a i 
a j o u t é q u e l q u e s r e m a r q u e s sur ces sys t èmes . 

J ' e m p l o i e la m é t h o d e D a r b o u x - C o m b e s c u r e qu i con-
sis te , c o m m e on le sa i t , à p a r t a g e r le p r o b l è m e en 
d e u x p a r t i e s . O n é t u d i e d ' a b o r d le m o u v e m e n t à t ro i s 
p a r a m è t r e s , a u t o u r d ' u n s o m m e t fixe, d ' u n t r i è d r e t r i -

Ann. de Mathémat., 4e série, t. XII. (Février 1912.) 4 
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rec tangle d o n t les a rê tes son t paral lèles aux normales 
aux trois surfaces et ensui te on che rche à d é t e r m i n e r 
la t ransla t ion de ce t r ièdre de man iè r e q u e , dans la 
var ia t ion de chacun des t rois pa ramè t re s , le s o m m e t 
e n g e n d r e une des surfaces du sys tème . 

2. Les lignes de courbure d'un système réversible 

sont planes. — Soit O x y z le t r i èd re mobi le d o n t les 
arêtes Ox, O y , O z son t r e spec t ivemen t paral lè les aux 
no rma les aux sur faces o b t e n u e s en la issant cons tan t 
l ' un des pa ramèt re s p, p4, p2, et O X Y Z le t r ièdre 
fixe f o r m é par les trois axes de coo rdonnées . Le dé-
p l acemen t de Oxyz d é p e n d de neuf ro ta t ions d o n t 
chacune est la c o m p o s a n t e , su ivant l ' une des arêtes du 
t r ièdre mobi le , de la ro ta t ion de ce t r ièdre dé t e rminée 
par la var ia t ion d ' un seul des pa ramè t re s p, p<, p2. O n 
conna î t les cond i t ions nécessaires et suff isantes p o u r 
q u e le dép l acemen t du t r i èd re a p p a r t i e n n e à un sys-
tème t r iple o r t hogona l . El les sont au n o m b r e de trois. 
Il faut et il suffi t q u e trois ro ta t ions soient nul les , sa-
voir la ro ta t ion a u t o u r de Ox q u a n d p varie seule, la 
ro ta t ion au tour de Oy q u a n d p4 varie seule et la ro t a -
tion a u t o u r de O z q u a n d p2 varie seule . La p r emiè re 
de ces condi t ions exp r ime q u e quand p varie seule , le 
t r ièdre mobi le O xyz t o u r n e a u t o u r d ' u n axe s i tué 
dans le p lan O yz. Le m o u v e m e n t du t r ièdre mobi le 
est donc défini pa r le r o u l e m e n t du plan O y z su r un 
cône fixe. 

Le m o u v e m e n t inverse , c 'es t -à-d i re le m o u v e m e n t 
relatif du t r ièdre des axes de c o o r d o n n é e s O X Y Z par 
r a p p o r t au t r ièdre Oxyz, sera donc défini p a r le r o u -
l emen t de ce cône devenu mobi le sur le plan O yz 

r e n d u fixe. Mais, p o u r q u e ce m o u v e m e n t inverse e n -
gendrâ t un nouveau sys tème o r thogona l , il f audra i t q u e 
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le cône se réduis î t à u n p lan , ce qu i est impossible . Il 
ne p e u t se r édu i r e q u ' à u n e d ro i t e , e t alors l 'axe de ro-
tation est un axe p e r m a n e n t s i tué dans le plan O y z . 
D o n c p o u r que le sys tème soit révers ib le , il f au t et il 
suff i t q u e q u a n d p varie seule , la ro ta t ion du t r ièdre 
se fasse a u t o u r d ' u n axe p e r m a n e n t s i tué à la fois dans 
le plan O yz e t dans le p lan O Y Z et q u e , q u a n d p* 
ou p 2 varie seule , deux au t res condi t ions analogues 
soient vérifiées. 

O n en dédu i t i m m é d i a t e m e n t q u e les l ignes de c o u r -
bu re de chacune des surfaces du système sont p lanes . 
En effet , laissons p 2 cons t an te et fa isons var ier p et p t . 
Nous o b t i e n d r o n s une sur face du système d o n t la n o r -
male sera paral lèle à O z et don t la représen ta t ion sphé-
r iqne des lignes de c o u r b u r e sera f o u r n i e par le dép la -
cemen t du po in t C de l 'axe Oz qui se t rouve à une 
d is tance de l 'o r ig ine égale à l 'un i té de l ongueu r . La 
l igne de c o u r b u r e qui co r r e spond à la variat ion de p 
seule aura donc p o u r r ep résen ta t ion sphé r ique la ligne 
décr i te par C quand p varie seule . Mais pu isqu 'a lo rs la 
ro ta t ion se fait a u t o u r d 'un axe p e r m a n e n t , le po in t C 
décr i ra un cercle de la sphère . O r , les t angentes aux 
di f férents points d ' u n e l igne de c o u r b u r e sont paral -
lèles aux tangentes aux po in t s co r r e spondan t s de sa 
r ep ré sen ta t ion sphé r ique . D o n c toutes ces tangentes 
sont dans u n même p lan et la l igne de c o u r b u r e consi-
dérée est bien p lane . Il en est év idemmen t de m ê m e de 
toutes les au t res l ignes de c o u r b u r e ob t enues en fa i -
sant var ier seule soit p , p 4 ou p 2 . 

3 . Détermination de la représentation sphérique 

du système orthogonal. — O n voit de plus que la r e -
p résen ta t ion sphé r ique de c h a q u e surface du sys tème 
se compose d ' u n réseau de cercles o r t h o g o n a u x . O r on 
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sai t q u ' u n parei l réseau t racé sur une sphère est f o r m é 
des cercles d o n t les p lans passent pa r l ' une ou l ' au t re 
d e deux dro i tes con juguées pa r r a p p o r t à la sphè re . 

Soi t O A B C l 'une des pos i t ions du té t raèdre mobi le , 
A , B, C é tant à une d is tance de l 'or ig ine égale à l ' un i t é 
«le l ongueur . Nous venons de voir q u e si p varie seule , 
ce t é t raèdre t ou rne a u t o u r d ' u n axe p e r m a n e n t qui est 
l ' i n te r sec t ion des p lans O B C et O Y Z . - D o n c le po in t C 
d é c r i t un pe t i t cercle don t le plan est pe rpend icu la i r e 
à cet axe e t par conséquen t paral lè le au plan O A X et , 
-en par t i cu l ie r , à la droi te fixe O X . Si m a i n t e n a n t nous 
f a i sons var ier p , , le plan de ce cercle se déplacera en 
pa s san t par une droi te fixe (D) ; pu i squ ' i l res te paral lè le 
à O X , il faut que la d ro i te (D) soit paral lèle à O X . D e 
m ê m e quand p, varie seule le po in t G décr i t un cercle 
d o n t le p lan est paral lèle à O Y , et q u a n d ensui te on 
fa i t var ier pt le plan de ce cercle t ou rne a u t o u r d ' u n e 
•droite (D') paral lè le à O Y . Enf in , pu i sque les droi tes 
(D) et (D') doivent ê t re con juguées , il fau t que leur 
pe rpend icu l a i r e c o m m u n e passe pa r le cen t re de la 
s p h è r e ; celle-ci est donc l 'axe O Z . O n voit alors que la 
r ep ré sen t a t i on sphé r ique de tout le système doi t ê t re 
telle que si l ' une des t ro is variables res te cons tan te , le 
po in t co r r e spondan t du té t raèdre mobi le décrive un 
réseau or thogona l fo rmé de cercles d o n t les plans pas -
se ron t par deux droi tes con juguées pe rpend icu la i res à 
l 'axe de coordonnées c o r r e s p o n d a n t . Il res te à voir si 
u n e parei l le r ep résen ta t ion sphé r ique est poss ib le . 

Soi t O A B C une posi t ion par t icu l iè re du t é t r aèdre 
mobi l e . Par A, j e m è n e dans le plan tangent à la sphè re 
les droi tes A Q et A R respec t ivement paral lèles à O B 
et O C ; de m ê m e par B les droi tes B P et CR/ r e spec t i -
vemen t para l lè les à O A et O C , et enfin pa r C les 
d ro i t e s CPr/ et CQ" respec t ivement paral lè les à O A 
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et O B . P a r A Q j e fais passer un plan parallèle à O Y r 

l eque l r e n c o n t r e l 'axe O X en G et c o u p e le plan O X Y 
suivant une d ro i t e (E) paral lèle à O Y . Je p rends s u r 
O X le po in t Gi con jugué de G par r a p p o r t à la s p h è r e 
et par G , j e m è n e la d ro i te (F) paral lèle à O Z . L e s 
deux droi tes (E) et (F) sont con juguées . Les p lans pas -
sant par A et pa r chacune des deux dro i tes (E) et ( F ) 
doivent donc coupe r la sphère suivant deux cerc les 
o r t h o g o n a u x ; donc ils c o u p e n t le plan l angen t en A 
su ivant deux droi tes pe rpend icu la i r e s , e t pu i sque l e 
p r e m i e r passe pa r A Q le second passe par A R . Si a lo r s 
j 'avais m e n é pa r A R un plan parallèle à O Z , ce plan,, 
i den t ique au plan passant par A et (F) , aura i t coupé O X 
au po in t G4 con jugué de G . D e même les plans para l -
lèles à O X et à O Z m e n é s par BP7 et G Q ' d é t e r m i n e -
ron t sur O Y les deux poin ts con jugués H et H , par 
lesquels passe ron t les deux droi tes con juguées (D f) et 
(F ) paral lè les à O X et O Z . Enf in les plans menés p a r 
CP 7 et CQV pa ra l lè lement à O X et O Y d é t e r m i n e r o n t 
sur O Z les po in t s con jugués K et par lesquels 
passe ron t les d e u x droi tes c o n j u g u é e s (Dv) et (E'7) r e s -
pec t ivement paral lèles à O X et à O Y . 

Dés ignons par O U , O V , O W les in tersec t ions r e s -
pectives des trois plans O B C , O C A , O A B avec les 
p lans de coo rdonnées O Y Z , O Z X , O X Y . O U est p e r -
pendicu la i re à la fois à O A et à O X ; O V à O B et à 
O Y ; O W à O G et à O Z . 

La posi t ion du t r ièdre O A B C dépend de trois p a r a -
mè t r e s . A chacune de ses pos i t ions co r r e sponden t t r o i s 
couples de po in ts con jugués , un sur chacun des axes. 
S u p p o s o n s q u ' o n fixe les po in ts K et K , . O n définira-
ainsi su r la sphè re le réseau des cercles o r t h o g o n a u x 
d o n t les p lans passent respec t ivement par (D") e t (E") r 

réseau décr i t par le point C. Les tangentes à deux d e 
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ces cercles , en l ' un de leurs po in t s d ' in t e r sec t ion , r e n -
c o n t r e r o n t r e spec t ivemen t les dro i tes (D*) et (E*), et le 
t r i èd re f o r m é par le rayon de la sphè re O C et les para l -
lèles menées du cen t re à ces deux t angen tes sera l ' u n e 
des pos i t ions du t r i èdre p r é c é d e n t ; mais l ' ensemble de 
ces nouvel les posi t ions ne d é p e n d plus q u e de d e u x 
p a r a m è t r e s . Si l 'on dép lace le po in t C sur celui de ces 
deux cercles d o n t le plan passe par (D ; / ) , la ro ta t ion se 
fe ra a u t o u r de l 'axe O U qui est pe rpend icu l a i r e au plan 
de ce cercle puisqu ' i l est pe rpend icu la i re d ' u n e par t à 
la t angen te de ce cercle paral lèle à O A et d ' au t r e par t 
à O X paral lèle à ( D " ) . Si on Je déplace sur l ' au t re 
cerc le , la ro ta t ion se fera au tou r de O V . Si alors on 
veu t passer d ' u n e posi t ion à une au t re in f in imen t voi-
s ine , mais q u e l c o n q u e dans l ' ensemble à d e u x p a r a -
mè t re s , il f audra faire t o u r n e r le t r ièdre a u t o u r d 'un 
axe s i tué dans le plan O U V . 

S u p p o s o n s m a i n t e n a n t qu 'on fixe les points H et H «. 
O n aura un nouvel ensemble de posi t ions du t r i èdre et 
l 'on passera de l ' une à l ' au t re i n f in imen t voisine par 
une ro ta t ion au tou r d ' u n axe s i tué dans le plan O U W . 
Si alors on fixe à la fois les poin ts H, H4 e t les po in t s 
K et K , le t r i èdre ne pourra plus que t o u r n e r a u t o u r 
de l 'axe O U , si les trois d ro i tes O U , O V , O W ne 
son t pas dans un m ê m e plan , ce qu 'on peu t t o u j o u r s 
suppose r pu i sque le t r i èd re init ial est ab so lumen t 
q u e l c o n q u e , si tou tefo is la posi t ion du t r ièdre mobi le 
d é p e n d bien, c o m m e nous l 'avons supposé , de t rois 
var iables i n d é p e n d a n t e s . 

Le t r ièdre t o u r n a n t au tou r de O U , les po in t s G et 
G | se dép lace ron t nécessa i r emen t sur O X . En ei ie t , 
on peu t a m e n e r le t r i èdre è une posi t ion in f in imen t 
voisine q u e l c o n q u e dans l ' ensemble à t ro is p a r a -
mèt res en le fa i sant t o u r n e r success ivement a u t o u r 
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de O U , O V e t O W . La p remiè re ro ta t ion laisse fixes 
les po in t s H , H , , K e t K | . Les d e u x au t r e s laissent 
fixes les po in t s G et G 4 . D o n c , si G e t G 4 r es ta ien t 
fixes p e n d a n t la ro ta t ion a u t o u r de O U , ils r e s t e ra ien t 
immobi les p o u r tou t d é p l a c e m e n t du t r ièdre , m ê m e 
p o u r un d é p l a c e m e n t fini que l 'on p e u t t o u j o u r s consi-
dé re r c o m m e u n e suite de dép lacemen t s in f in imen t 
pet i ts . Mais alors il a r r ivera i t q u e , quel le que fû t la 
valeur de p, le po in t A décr i ra i t t ou jour s le m ê m e r é -
seau sphér ique , et la pos i t ion du t r ièdre ne dépendra i t 
que de deux pa ramèt res . 

Ainsi quand le t r ièdre tou rne a u t o u r de O U , sa po -
si t ion est fonct ion de celle des deux poin ts c o n j u g u é s 
G et G4 et si l 'on cons idè re l ' ensemble de toutes les 
pos i t ions possibles du t r i èdre mobi le , cet te posit ion 
est une fonc t ion de t rois variables p , p t , p 2 servant à 
fixer l ' une la position des po in t s con jugués G e t G i ? 

l ' au t re celle de H et H^, et la t rois ième celle de K. et . 
Q u a n d l ' une de ces trois var iables varie seule, le 
t r ièdre t o u r n e au tou r de l 'une des trois dro i tes O U , 
O V , O W c o n f o r m é m e n t aux cond i t ions de no t re p r o -
b lème, et ainsi se t rouve const i tuée la r ep ré sen ta t ion 
sphé r ique du système o r thogona l . 

4. Cas ou L'ensemble des positions du trièdre mo-

bile ne dépend que de deux paramètres. — E x a m i n o n s 
ma in t enan t le cas où les t rois droi tes O U , O V , O W 
sont dans un même plan (T) . La droi te O U , in t e r sec -
tion des p lans O B G et O Y Z , est pe rpend icu la i re à la 
fois à O A et à O X . D o n c , le plan O A X est pe rpend i -
culai re au plan (T) . Il en est de m ê m e des plans O B Y 
et O C Z . Alors ces trois plans passe ron t par une m ê m e 
dro i te O S pe rpend icu la i r e au plan (T) . La posi t ion du 
t r i èdre est d é t e r m i n é e pa r celle de la d ro i t e O S , e t , 
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c o m m e celle-ci a une di rect ion arb i t ra i re , l ' ensemble 
des pos i t ions du t r ièdre sat isfaisant à la condi t ion i n d i -
quée , d é p e n d de deux pa ramè t r e s , c o m m e cela résu l te 
d 'a i l leurs de la d iscuss ion p r é c é d e n t e . Laissons fixes 
les points K et K , : nous au rons encore sur la sphère un 
réseau de cercles o r thogonaux que décr i ra le point C . 
Les p lans de ces cercles passe ron t l 'un pa r la d ro i te 
(D") paral lèle à O X et l ' au t re par la droi te (E;/) para l -
lèle à O Y . Le p remie r cont ient de plus la tangente au 
cercle , laquel le est paral lèle à O A , et l ' au t r e la t angen te 
au second cercle , paral lèle à OB. D o n c le p r e m i e r 
p lan est paral lèle au p lan O A X et l 'autre au plan O B Y . 
L ' in te rsec t ion CI des p lans des deux cercles est donc 
paral lèle à O S et p a r c o n s é q u e n t aussi au plan O C Z 
qui con t i en t OS . Mais le plan O C Z passe par le po in t C. 
D o n c la d ro i te CI est dans ce plan-là et r e n c o n t r e 
l 'axe O Z . Mais le plan d ' un des deux cercles r e n -
cont re O Z en K et l ' au t re en K , . Il f au t donc que les 
deux points K et K | co ïnc iden t , et c o m m e ils sont con-
j u g u é s , ils ne peuvent se c o n f o n d r e q u ' e n l 'un des 
points Z, où l 'axe O Z r encon t r e la sphère , et les deux 
droi tes (D") et (Ë'7) sont en ce po in t - là t angentes à la 
sphère . 

De même les points G et G{ se c o n f o n d e n t en l 'un 
des po in ts d ' in te r sec t ion X , de la sphère avec l 'axe O X , 
et les poin ts H et H , en l 'un des po in t s d ' i n t e r sec -
tion Y, de la sphère avec O Y . Les trois variables p, p*, 
p2 ne peuven t plus servir à fixer la pos i t ion de ces 
points devenus tous immobi les . Si on laisse p2 inva-
r iable , on aura sur la sphère le réseau des cercles 
o r t hogonaux don t les p lans passent par l ' une ou l ' au t re 
des tangentes à la sphè re en Z<, paral lè les à O X ou à 
O Y . Si l 'on fai t varier p2 ce réseau res te le m ê m e , mais 
les cercles co r r e spondan t à u n e m ê m e va leur de p ou 
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p4 sont modi f iés . Il en résul te que toutes les surfaces 
d ' u n e m ê m e famil le on t la m ê m e rep résen ta t ion s p h é -
r ique , et m ê m e q u e toutes les surfaces des t rois famil les 
on t des r ep résen ta t ions sphé r iques égales, mais di f fé-
ran t pa r leur posi t ion sur la sphè re . Au res te , une p a -
rei l le r ep résen ta t ion sphé r ique d 'un système o r t h o g o -
nal existe b ien , pu i sque c 'es t celle du système f o r m é 
par les sphères tangentes à l 'o r ig ine à l ' un ou à l ' au t re 
des trois p lans de coordonnées . Nous ve r rons p lu s 
loin que la m ê m e représen ta t ion sphér ique appa r t i en t 
aussi à des systèmes composés de cyclides par t icu-
l ières. 

Enf in il ne fau t pas ome t t r e le cas par t i cu l iè rement 
s imple où la posi t ion du t r ièdre mobi le ne dépend que 
des variables p et o1 et res te la m ê m e q u a n d on fai t 
varier p2. 

o . Les surfaces formant le système orthogonal 

réversible ont toutes leurs lignes de courbure circu-

laires. — Passons ma in t enan t à l ' é tude des surfaces 
composan t le sys tème or thogonal révers ib le . Il résul te 
déjà de la r ep résen ta t ion sphér ique t rouvée que les 
l ignes de c o u r b u r e sont toutes p l anes . Nous allons dé-
m o n t r e r que de plus elles sont c i rcu la i res . Soi t M un 
point que l conque par où passent t rois sur faces o r t h o -
gonales . Lorsque p varie seule, le t r i èdre des trois n o r -
males M xyz t ou rne a u t o u r d 'un axe M T de d i rec t ion 
invar iable , si tué dans le plan M y z , et subi t en même 
temps un m o u v e m e n t de t rans la t ion d o n t la d i rec t ion 
est c o n s t a m m e n t celle de M x perpendicu la i re à l 'axe de 
ro t a t i on . Ces deux m o u v e m e n t s se composen t en u n e 
s imple ro ta t ion a u t o u r d ' u n axe paral lèle au p remier et 
s i tué aussi dans le plan Myz pe rpend icu la i re à la t rans-
la t ion . D o n c le l ieu des axes ins tan tanés dans le t r ièdre 
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mobi le est le plan M yz, e t le m o u v e m e n t résu l te du 
r o u l e m e n t de ce p lan su r un cy l indre fixe. Le m o u -
v e m e n t inverse est d o n c défini pa r le r o u l e m e n t de ce 
cy l indre sur u n plan fixe. Si le système es t révers ib le , 
ce cyl indre devrai t ê t re un plan, ce qu i est imposs ib l e ; 
le m o u v e m e n t doi t donc se fa i re a u t o u r d ' u n axe pe rma-
n e n t et la t r a jec to i re du po in t M est un cerc le . C o m m e 
il en est é v i d e m m e n t de même dans la variat ion de p ou 
de p2 toutes les lignes de courbure du système sont 

des cercles. La condi t ion est m a n i f e s t e m e n t suff isante . 
Les seules sur faces d o n t toutes les l ignes de c o u r b u r e 
sont c i rcu la i res sont les cyclides de D u p i n ou les s u r -
faces qui en dér iven t pa r dégénérescence , telles que la 
sphère , le p lan , les cônes et les cy l indres de révo lu t ion , 
si l 'on cons idère les droi tes c o m m e des cercles de rayon 
inf ini . D o n c , en laissant de côté les sys tèmes banaux , 
on peu t conc lu re que : tous les systèmes orthogonaux 

réversibles sont composés de cyclides. 

6 . Les cyclides, enveloppes de sphères. — Avant 
d ' exp l ique r c o m m e n t on peu t cons t ru i re le sys tème 
or thogona l , j e crois ut i le de r appe le r les pr inc ipa les 
p ropr i é t é s des cycl ides, quo ique ces surfaces a ient dé jà 
été l ' ob je t de n o m b r e u x travaux de la p a r t de p lus ieurs 
géomèt res . J ' e n ai fa i t , moi -même, au t refo is une é tude 
sommai re en les cons idéran t c o m m e enve loppe d ' u n e 
sphè re qui res te t angente à trois sphères fixes ( N o u -

velles Annales de Mathématiques, j u i n , aoû t e t 
oc tobre 1892) . Ici , j e me p ropose d ' en fa i re dér iver 
les p r inc ipa les p ropr i é t é s du seul fai t q u e toutes les 
l ignes de c o u r b u r e sont c i rcula i res . D ' a b o r d , une 
pareil le surface existe b i en , car on en ob t ien t une 
en fa isant l ' invers ion d ' u n cône de révolu t ion par r a p -
por t à un po in t q u e l c o n q u e de l ' e space . N o u s savons 
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dé jà q u e la r e p r é s e n t a t i o n s p h é r i q u e des lignes de cour -
b u r e se compose de cercles o r t h o g o n a u x don t les plans 
passen t pa r l ' u n e ou l ' au t r e de deux droi tes con juguées . 
Ces dro i tes c o n j u g u é e s p e u v e n t c o u p e r l eu r p e r p e n -
diculai re c o m m u n e en deux po in t s d i s t inc t s , ou b ien 
ê l r e t angen tes au m ê m e p o i n t de la sphè re . Mais il y a 
des r e m a r q u e s généra les qu i s ' app l iquen t aux d e u x 
cas. 

Le plan d ' u n e l igne de c o u r b u r e circulaire coupe la 
surface sous un angle cons t an t . O n p e u t donc fa i re 
passer par c h a q u e cercle de c o u r b u r e une sphè re c i r -
conscr i te à la su r face . La sur face est l ' enve loppe de 
toutes celles de ces sphè res qui passent par les l ignes 
de c o u r b u r e d ' u n e même famil le . C o m m e il y a deux 
famil les de l ignes de c o u r b u r e , la cycl ide est l ' enve -
loppe c o m m u n e de deux famil les de sphères . Il en r é -
sul te que deux sphè res a p p a r t e n a n t à deux familles 
d i f férentes sont t angen te s au po in t de la cyclide par où 
passen t les deux l ignes de c o u r b u r e c o r r e s p o n d a n t e s , 
et q u e c h a q u e s p h è r e d ' u n e famil le est t angen te à 
toutes les sphères de l ' au t r e . 11 faut trois sphères p o u r 
définir u n e famil le de sphères qu i leur soient t angentes ; 
mais il f au t de plus chois i r parmi les cen t res de s imi l i -
tude de ces t rois sphè res , trois de ces cen t res en l igne 
d ro i te , de man iè r e que les poin ts de con tac t de la 
sphè re mobi le avec deux des sphères fixes soient an t i -
homologues par r a p p o r t à l 'un des cen t res . C o m m e il 
y a qua t r e axes de s imi l i tude , il y a q u a t r e familles de 
sphères t angen tes à t ro is sphè res données . Il fau t se bor -
ne r à l ' une d ' e l l e s . C o n s i d é r o n s c o m m e posi t i f un con-
tact i n t é r i eu r et c o m m e négat i f un con tac t ex té r i eur . 
Si Ton envisage tou tes les sphères t angen tes à deux 
sphères fixes, les po in t s de con tac t é t a n t an t iho ino -
logues pa r r a p p o r t au cen t r e de s imi l i tude S, les d e u x 



( 6o ) 
contac ts se ront de même espèce ou d 'espèces d i f fé ren tes 
suivant que le po in t S sera le cen t re de s imi l i tude d i -
rect ou inverse. E n d ' au t r e s t e rmes le p rodu i t des deux 
contac ts res te le même q u a n d on ne change pas le 
cen t re de s imi l i tude . D o n c , dans le cas de no t r e famil le 
de sphères t angentes à t rois sphères fixes, les p r o d u i t s 
des contac ts deux à deux res t en t invar iables , c ' e s t - à -
dire q u ' u n des contacts ne peu t c h a n g e r d 'espèce sans 
que les deux au t res en changen t aussi . F i n a l e m e n t , la 

cyclide est Venveloppe des sphères tangentes à trois 

sphères fixes, les trois contacts restant de même 

espèce, ou changeant d'espèce en même temps. 

7. Points coniques, plans circonscrits, plans de 

symétrie. — Les trois sphères fixes se coupen t en deux 
po in t s réels ou imagina i res qui sont les sphères de 
rayon nul de la p remiè re famille, et qui par consé -
q u e n t doivent se t rouver sur toutes les sphères de la 
deux ième famil le , à laquel le appa r t i ennen t les trois 
sphè res fixes. De plus, p a r m i les sphè res de la p r e -
mière famille figurent deux p lans réels ou imagina i res 
qu i sont langents aux trois sphères p r imi t ives . T o u t e s 
les sphères de la seconde famil le doivent être tangentes 
à ces deux plans . Alors en cons idéran t la sur face 
c o m m e l ' enveloppe des sphères de la seconde famil le , 
on voit que la cyclide est l'enveloppe des sphères qui 

passent par deux points fixes et qui sont tangentes 

à un plan fixe. Ces sphères sont pa r sui te éga lemen t 
t angen tes au plan symé t r ique du p remie r par r a p p o r t 
au plan pe rpend icu la i re à la d ro i t e des deux points 
fixes en son mi l ieu . 

Les carac té r i s t iques de ces sphères sont des cercles 
de la cycl ide qui passen t par les deux poin ts fixes et 
qu i do ivent t ouche r chacun des d e u x plans fixes sur 
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le cerc le de la cycl ide qui se t rouve dans ce p lan . 
D o n c : La cyclide est le lieu des cercles qui passent 

par deux points fixes et qui sont tangents à deux 

plans fixes symétriques par rapport au plan per-

pendiculaire à la droite des deux points fixes, en 

son milieu. Il est b ien e n t e n d u que , dans cer ta ins cas 
par t icu l ie rs , les d e u x po in t s fixes peuven t se con-
f o n d r e ainsi q u e les d e u x plans fixes. 

Les po in t s fixes sont des po in t s coniques de la cy -
c l ide , les p lans fixes des plans c i rconscr i t s . C o m m e 
c h a q u e famil le de sphères con t i en t deux sphères de 
rayon nu i et d e u x p lans , la cyclide admet qua t r e po in ts 
con iques et qua t r e p lans c i rconscr i t s réels ou imagi -
nai res , d is t incts ou c o n f o n d u s . Nous appel le rons axe 

radical d* une cyclide chacune des droi tes qui j o ignen t 
les deux poin ts con iques d ' u n e m ê m e famil le . Parmi 
les sphères de l ' au t r e famil le qui passent toutes par ces 
deux po in t s se t rouvent les d e u x plans c i rconscr i t s de 
ce l te famille-là, d 'où il suit que chacun des deux axes 
rad icaux est la d ro i t e d ' in te rsec t ion des deux plans c i r -
conscr i ts d ' u n e m ê m e famil le . Ils sont perpendicu la i res 
en t re eux et parallèles aux deux dro i tes fixes par où 
passent les plans des cercles de la représenta t ion s p h é -
r i q u e . 

O n en dédu i t i m m é d i a t e m e n t que la cyclide admet 
d e u x plans de symétr ie don t chacun passe par l 'un 
des axes rad icaux et est pe rpend icu la i r e à l ' au t re au 
milieu de la d is tance des deux points con iques si tués 
su r cet au t re . Chacun de ces p lans con t i en t les cen t res 
d e toutes les sphères qui passen t par les points con iques 
qu ' i l ne con t ien t pas . 

8. La cyclide est une surface anallagmatique. — 

Cône des tangentes au point conique. — Lieu des 
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centres des sphères dJune même famille. — L ' i n v e r -
s ion t r a n s f o r m e la cycl ide en u n e au t re cycl ide pu i sque 
les l ignes de c o u r b u r e c i rcula i res se t r a n s f o r m e n t en 
d ' a u t r e s cercles . Si le pôle d ' inve r s ion est su r l 'un des 
axes rad icaux , et le m o d u l e convenab lemen t chois i , 
tou tes les sphères passan t par les po in t s con iques 
si tués sur cet axe se t r ans fo rmen t en e l les -mêmes et la 
cycl ide se r e p r o d u i t . C 'es t une sur face anallagma-

tique. Si le pôle d ' inve r s ion est à l ' un des p o i n t s co-
n iques , tou tes les sphères qui passent par ce po in t se 
t r a n s f o r m e n t en des plans qu i passen t pa r le po in t 
t r a n s f o r m é de l ' au t re po in t con ique si tué sur le m ê m e 
axe radical , e t c o m m e tous ces plans doivent ê t re t an -
gen ts à une sphè re de l ' au t re famil le , ils enve loppen t 
un cône de révolu t ion qui es t la t r ans fo rmée de la cy -
cl ide. Ce cône devien t un cy l indre si les deux points 
con iques se c o n f o n d e n t . D e là résu l te q u e : le cône 

des tangentes en chaque point conique est de révo-

lution, pu i sque les cercles passan t par les po in t s coni -
ques se sont t r ans fo rmés dans les généra t r ices du 
cône , lesquel les fon t un angle cons t an t avec l 'axe 
radical . 

Cet te p ropos i t ion résul te aussi de ce fait que le cône 
c i rconscr i t le long d 'un cercle de c o u r b u r e est de r é -
vo lu t ion . A la l imi te , ce cône dev ien t le cône des t a n -
gen tes . Il r ésu l te encore de ce qui p récède que toute 
cyclide est la figure inverse d ' u n cône ou d ' un cy l indre 
de révolu t ion . 

C o u p o n s une cyclide par un de ses p lans de s y m é -
trie (P) . Les sphè res ayan t l eu r cen t re dans ce plan 
son t coupées suivant des g rands cercles ( C ) . Cons idé -
rons trois de ces g rands cercles . Il exis te dans le 
p lan (P) d e u x cercles (w) et (ta') t angen t s à ces t ro is - là 
avec les cond i t ions de con tac t imposées . Ce sont les 
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grands cercles de deux s p h è r e s t angen tes aux trois 
sphères ayan t p o u r g r ands cercles les cercles (C) cho i -
sis. El les font donc par t ie de Ta seconde fami l le e t doi-^ 
vent ê t re t angen te s à toutes les sphè res de la p remiè re 
fami l le . D o n c tous les cercles (C) sont t angen t s aux 
cercles (10) et (o)f) et le l ieu de l eur c en t r e , c ' e s t -à -d i re 
le lieu des cen t res des sphères de la p remiè re famil le , 
est une con ique a d m e t t a n t p o u r foyers les cen t res des 
cercles (a>) et (<*>'). O n en dédu i t q u e : 

La cyclide est Venveloppe des sphères qui ont leur 

centre dans un plan fixe et qui sont tangentes à 

deux cercles fixes tracés dans ce plan, t o u j o u r s avec 
les mêmes res t r i c t ions re la t ives à l 'espèce des contac ts . 
Il res te en t endu que l ' u n des cercles p e u t se r édu i re à 
une dro i te ou à un p o i n t . 

D e plus , les deux con iques qu i cons t i t uen t chacune 
le lieu des cen t res des sphères d ' u n e des d e u x familles, 
son t focales l ' une de l ' au t r e . E n effet , chaque sphère S 
de l ' u n e des famil les touche toutes celles de l ' au t re 
famil le en des points qu i sont sur le cerc lç le long d u -
quel la sphère (S) t ouche son enve loppe . Les dro i tes 
qu i j o i g n e n t le cen t re de la sphère (S) aux cen t res de 
toutes les sphères de l ' aut re fami l le passent par les 
points de contac t et f o r m e n t un cône de révolu t ion . 
Le lieu des cen t res de (S) est donc le lieu des sommets 
des cônes de révolu t ion qui passen t pa r une con ique , 
lieu des cen t re s des sphères de l ' au t r e famil le , c ' es t -à -
dire la focale de cet te c o n i q u e . 

9. Cyclide du quatrième ordre. Elle admet deux 

plans circonscrits réels et deux imaginaires. — R e -
p o r t o n s - n o u s à la r ep ré sen ta t ion sphé r ique fo rmée des 
cercles don t les plans passent p a r l e s droi tes (Dv) e t (E") 
et supposons que ces deux droi tes coupen t leur p e r -
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pend ieu la i r e c o m m u n e en deux po in t s d i s t inc ts . C h a -
q u e plan c i rconscr i t à la cycl ide doi t c o r r e s p o n d r e à un 
p lan t angen t à la sphè re pu i squ ' en tous les po in t s de 
con tac t les normales son t para l lè les . O r des deux 
droi tes con juguées (D") et (E"), Tune coupe la sphè re et 
l ' au t re lui est ex té r ieure . D o n c on peu t m e n e r à la 
sphè re par ces d ro i tes deux plans t angen t s réels et 
deux au t res imagina i res . D ' a u t r e pa r t , si la d i rec t ion 
d ' un plan c i rconscr i t est rée l le , ce plan est aussi réel 
pu isqu ' i l doi t passer pa r l 'un des axes rad icaux de la 
surface , lesquels sont réels l 'un et l ' au t re . D o n c , pa rmi 
les qua t r e p lans c i rconscr i t s à la cycl ide, il y en a t ou -
jours deux réels et deux imaginaires . 

10. Différentes formes des cyclides du quatrième 

ordre. — Nous pouvons m a i n t e n a n t passer en revue 
les di f férentes fo rmes que p e u t affecter une cycl ide. 

D ' a b o r d , si l ' une des dro i tes (D") ou (Ev) est r e j e tée 
à l ' inf ini , l ' au t re passe par le cen t re de la sphère , la r e -
présen ta t ion*sphér ique se compose de mér id i ens et de 
paral lè les , et la surface est u n tore. 

D a n s le cas généra l , soient (P) et (Q) les deux plans 
c i rconscr i t s réels qu i se c o u p e n t suivant l 'axe radical 
(R). L ' au t r e axe radical (T) est pe rpend icu l a i r e à (R). 
S u p p o s o n s qu ' i l ne coupe pas (R). Il coupe (P) et (Q) 
en d e u x po in t s A et B. Si les poin ts con iques si tués 
sur (T) sont A e t B , la cyclide se rédu i t à la sphère t a n -
gen te à (P) et à (Q) en A et en B. Si les points con iques 
é ta ient en dehors du segment AB, tou tes les sphères 
tangentes à (P) et à (Q) sera ient imagina i res , et la cy -
cl ide e l l e -même imagina i re . Supposons- les donc en t r e 
A et B. Le lieu des poin ts de contac t de (P) avec les 
sphères dont la cyclide est l ' enve loppe est un cercle de 
cen t re A. T a n t que le rayon p de ce cercle est suff isam-



(6i ) 

m e n t pe t i t , les s p h è r e s t a n g e n t e s à (P) c o u p e n t la d ro i t e 
A B e n d e u x p o i n t s r ée l s e t la cyc l ide a la f o r m e d ' u n 
t o r e à p o i n t s c o n i q u e s r ée l s q u e l ' on a u r a i t d é f o r m é en 
le c o m p r i m a n t d ' u n c ô t é . Q u a n d le r a y o n p g r a n d i t , 
les p o i n t s A e t B se r a p p r o c h e n t , e t a v a n t q u e le ce rc le 
d e r a y o n p soi t d e v e n u t a n g e n t à l ' axe r ad ica l (R), ces 
d e u x p o i n t s c o n i q u e s se r é u n i s s e n t au mi l ieu d e A B . 
A l o r s la cyc l ide est l ' ana logue d u to re e n g e n d r é p a r u n 
ce rc l e t o u r n a n t a u t o u r d ' u n e de ses t a n g e n t e s . 

L e r a y o n p g r a n d i s s a n t e n c o r e , mais r e s t a n t p l u s 
p e t i t q u e la d i s t ance de A à l ' axe rad ica l (R) , les p o i n t s 
c o n i q u e s d e v i e n n e n t i m a g i n a i r e s e t la cyc l ide a la 
f o r m e d ' u n a n n e a u p lus épa is d ' u n cô té q u e de l ' a u t r e . 
Q u a n d le cerc le de c e n t r e A est d e v e n u t a n g e n t à l ' axe 
radical (R) , la d i m i n u t i o n de l ' épa i s seu r de l ' a n n e a u 
es t d e v e n u e te l le q u ' a u p o i n t de c o n t a c t c e l t e é p a i s s e u r 
est r é d u i t e à zé ro . L a cycl ide a la f o r m e d ' u n f u s e a u à 
f i ler q u ' o n a u r a i t c o u r b é s u r son axe j u s q u ' à ce q u e les 
d e u x p o i n t e s se r e j o i g n e n t . 

Si enf in le ce rc le de c e n t r e A c o u p e l ' axe r ad ica l (R) 
les p o i n t s c o n i q u e s a p p a r a i s s e n t d a n s la fami l l e des 
s p h è r e s a d m e t t a n t ce t axe r ad ica l , e t la cyc l ide a la 
f o r m e de d e u x f u s e a u x à filer r e c o u r b é s l ' u n e t l ' a u t r e 
d e m a n i è r e à se j o i n d r e p a r l eu r s p o i n t e s . 

Il p e u t e n c o r e a r r ive r q u e les d e u x axes r a d i c a u x se 
c o u p e n t en u n p o i n t sur l e q u e l v i e n d r o n t a lors se c o n -
f o n d r e les p o i n t s A e t B . L e ce rc le d e c e n t r e A es t c o m -
posé de d e u x p a r t i e s égales s épa rées p a r l ' axe r a d i -
cal (R) ; les d e u x f u s e a u x r e c o u r b é s son t égaux , e t la 
cyc l ide a d m e t u n t ro i s i ème p lan de s y m é t r i e q u i est le 
p lan des d ro i t e s (R) e t (T) . 

11. Généralités sur les cyclides du troisième ordre. 

— L e s su r f ace s q u e n o u s v e n o n s d ' é t u d i e r son t du 
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qua t r i ème o rd re , pu i sque les p lans passant par un des 
axes rad icaux les c o u p e n t su ivant d e u x c e r c l e s . E x a m i -
nons m a i n t e n a n t le cas où la r ep résen ta t ion sphé r ique 
se compose de cercles don t les plans passent pa r l ' une 
ou l ' au t re de deux droi tes (D) et (E) r ec tangu la i r e s e t 
tangentes en un m ê m e po in t de la sphè re . Alors les 
(leux plans c i rconscr i t s d ' u n e m ê m e famil le se c o n f o n -
den t c o m m e les deux plans tangents à la sphère menés 
p a r l a d ro i t e (D). Il y a dans c h a q u e famille un plan 
c i rconscr i t e t ces deux p lans sont paral lèles . Les deux 
axes radicaux (R) et (T), r e spec t ivement paral lèles à 
(D) et à (E), sont deux droi tes pe rpend icu la i r e s en t r e 
elles et s i tuées chacune dans l ' un des p lans c i rconscr i t s , 
pa r exemple (R) dans (P) , et (T) dans (Q) . Les sphères 
(S) c o u p e n t l 'axe radical (R) en deux poin ts A et B et 
sont tangentes au plan (Q) . Le lieu de leurs po in t s de 
con tac t est l ' i n te r sec t ion de ce plan avec le plan p e r -
pend icu la i re à (R) au mil ieu de AB. Pa rmi ces sphères 
il y en a deux de rayon nul don t les cen t res son t néces -
sa i r emen t sur le lieu des points de contac t . 11 en r é -
sulte que ce lieu n 'es t au t re que l 'axe radical (T) . Ainsi 
chacun des deux p lans c i rconscr i t s touche la cyclide le 
long d ' u n axe radical . Les plans de symét r ie sont ceux 
qui passent par l ' un des axes rad icaux et qui son t p e r -
pendicula i res à l ' au t re . 

So i t MN {fig. t ) la pe rpend icu la i r e c o m m u n e a u x 
deux axes rad icaux , M sur (R) et N su r (T) . P a r m i 
tou te s les sphères (S) adme t t an t l 'axe radical (T) , il y 
en a une qui a son cent re co sur M N et qu i passe en M 
où elle est t angen te à (R) . El le coupe su ivant u n g r a n d 
cercle le p lan (V) passant pa r M N et par (T) q u e n o u s 
avons pr is p o u r plan de la f igure . Les sphères (S) sont 
alors celles qui on t l e u r cen t re dans le p lan (V) et qu i 
sont t angen te s à la fois à la d ro i te (T) et au cercle (to), 
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le con tac t avec ce cercle res tan t d e m ê m e espèce tant 
que la sphè re res te d ' un m ê m e côté d u plan c i rconscr i t 
passant pa r (T) e t changean t d 'espèce q u a n d la sphère 

Fig. i. 

passe de l ' au t re côté du p lan . El les do ivent c o m p r e n d r e 
c o m m e cas l imite le plan pe rpend icu l a i r e à (V) passant 
p a r ( R ) . Le lieu de leurs cen t res est u n e pa rabo le ayan t 
pou r foyer to et p o u r di rect r ice u n e paral lèle à (T) . Le 
lieu des cen t re s des sphères de l ' au t re famil le est la 
parabole focale de celle-là. 

Soi t une de ces sphè res de la famil le (S) . Elle 
t ouche le cercle (o>) et la dro i te (T) en deux poin ts G 
et D qu i d ' après une p ropr i é t é é l émen ta i r e sont al ignés 
sur le po in t M. La sphè re cons idérée touche d o n c la 
cycl ide suivant le cercle de d iamèt re C D situé dans le 
plan pe rpend icu la i r e à (V), plan qu i con t i en t b i en , 
c o m m e cela doi t ê t re , l 'axe radical (R) d o n t le pied est 
en M. La cyclide est donc le l ieu de ces cercles C D 
ob tenus en faisant p ivoter u n e dro i te a u t o u r de M. Les 
surfaces ainsi o b t e n u e s son t du t ro is ième o rd re . C h a -
cune d 'e l les est c o m p l è t e m e n t déf inie p a r une dro i te (T) 
et un cercle (<*>) s i tué dans un métne p l an , avec l ' i nd i -
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cat ion de celle des d e u x ex t rémi tés du d i amè t r e de (c*>) 
pe rpend icu la i r e à (T) qu i do i t j o u e r le rôle de c e n t r e 
de p ivo temen t . 

12. Différentes formes de cyclides du troisième 

ordre. — S u p p o s o n s d ' a b o r d q u e le cercle (10) n e 
e o u p e pas la dro i te (T) et qu ' on p r e n n e p o u r cen t re de 
p ivo temen t le po in t d u cercle le p lus é loigné de la 
d ro i t e (T) ( f i g . i ) . La sur face est alors tou t en t i è re 
c o m p r i s e en t r e les deux p lans c i rconscr i t s passant 
p a r M et N . Elle a la f o r m e d ' u n e sorte de double 
t r o m p e ayant sa par t ie la p lus é t ro i te le long du cercle 
de d iamèt re E N compr i s dans le p lan pe rpend icu la i r e 
à (T) en t r e (to) et (T), et s 'évasant des deux côtés indé-
f in imen t . O n p e u t encore la cons idé re r c o m m e e n g e n -
d r é e pa r les cercles de l ' a u t r e famil le qu i son t dans les 
p lans passan t par (T) . Le po in t M sera r emplacé p a r N , 
le cercle (o>) pa r le cercle de d iamèt re EN dans le p lan 
pe rpend icu la i r e à (V) et la d ro i te (T) par la dro i te (R) . 
O n lui t rouve ainsi la f o r m e d ' u n e doub le t r o m p e ayant 
sa part ie la plus é t ro i te le long du cercle (w) et s 'évasant 
i ndé f in imen t de chaque côté du plan (V) . Ce t te sur face 
c o n t i e n t les deux dro i tes (T) et (R) . 

Si le cercle (w) est t angen t à la d ro i t e (T) , la doub le 
t r o m p e se ré t réc i t dans sa pa r t i e la plus é t ro i te j u s q u ' à 
p r é sen t e r u n po in t con ique au p o i n t N. Mais si l 'on 
cons idè re les cercles de la m ê m e famil le q u e (a>), on 
verra qu ' i l s son t tous tangents à la dro i te ( T ) au 
po in t N . Le cône des tangentes au p o i n t con ique se 
r é d u i t à cet te d ro i t e . Ce cas est le m ê m e q u e ce lu i où 
le cercle ( w ) se r édu i ra i t à un po in t . 

Si le cercle (to) coupe la dro i te (T) en d e u x po in t s A 
e t B ( f i g . 2 ), la sur face c o m p r e n d r a deux t rompés p a r -
tan t des po in ts con iques A et B e t une sor te de fu seau 
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r e c o u r b é à l ' in té r ieur de la sphè re (tu) de l ' au t r e cô t é 
d e ( T ) . 

S u p p o s o n s ma in t enan t q u e le cercle (o>) ne c o u p a n t 
pas la d ro i te (T) , on ait pr is p o u r pied de la droi te (R) 

Fig. 2. 

le po in t le p lus r a p p r o c h é de -(T), soit E ( f i g . i ). A l o r s 
si l 'on cons idère les cercles de l ' aut re famil le , il f aud ra 
remplacer le cercle (co) pa r le cercle de d iamèt re M N 
dans le plan pe rpend icu l a i r e à (V). Gomme celui-ci 
coupe l 'axe radical (R) don t le pied est en E , la cycl ide 
aura la fo rme du cas p récéden t , et la discusssion est 
épuisée . 

E n f i n , si les deux plans c i rconscr i t s se c o n f o n d e n t , 
la cyclide se r édu i t à une sphère accompagnée du 
plan des d e u x axes r ad i caux , comme on le voit s u r 
la f igure 2 en r a p p r o c h a n t indé f in imen t le po in t M du 
point N . 

13. Sections planes des cyclides. — Il conv ien t 
d ' a j o u t e r que lques mot s sur les sect ions p lanes des cy-
clides. T o u t e s les sphères d ' u n e m ê m e famille é tan t c i r -
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c o n s e n t e s à la sur face c o u p e n t le plan sécant (P) su i -
van t des cercles t angen t s à la sect ion p lane . Ces 
courbes sont d o n c l ' enve loppe c o m m u n e de deux 
familles de cercles . Soi t A le po in t où l ' un des axes r a -
dicaux de la cycl ide c o u p e le plan sécan t (P). Ce po in t 
a la m ê m e puissance par r a p p o r t à tous les cercles c o r -
r e spondan t s s i tués dans le p lan (P) . Si l 'on p r e n d ce 
po in t A p o u r pôle d ' invers ion avec sa puissance p o u r 
m o d u l e , les cercles d e m e u r e r o n t ina l té rés , et l eur 
enve loppe ne sera pas changée . C o m m e il y a d e u x 
axes rad icaux , les sect ions p lanes des cyclides son t des 
cou rbes doub lemen t ana l lagmat iques . 

La cyclide é t an t un lieu de cercles con t i en t le cercle 
de l ' inf ini . D a n s les cyclides du qua t r i ème o rd re ce 
cercle est une l igne doub le de la sur face parce q u e 
c h a q u e plan passan t par l ' u n des axes rad icaux con t i en t 
d e u x cercles de c o u r b u r e qu i se c o u p e n t aux d e u x 
po in l s cycl iques de ce p lan . D o n c toutes les sec t ions 
p lanes a d m e t t e n t p o u r po in t s doubles les points c y -
c l iques du plan sécan t . D a n s les cyclides du t ro is ième 
o r d r e , le cerc le de l ' inf ini est une l igne s imple de la 
sur face pu i sque c h a q u e plan passan t par l ' un des axes 
r ad icaux ne con t i en t q u ' u n cercle de c o u r b u r e ; mais 
le plan de l ' inf ini coupe en p lus la sur face suivant une 
d ro i t e s i tuée dans les plans paral lè les aux p lans c i r -
consc r i t s . D o n c la sect ion fa i te pa r le plan (P) a d m e t 
p o u r a sympto te s deux d ro i t e s i so t ropes du plan ( P ) 
et une paral lè le à l ' i n te r sec t ion de (P) avec l ' un des 
p lans c i rconscr i t s . Les po in t s A e t B , où le p lan sécant 
coupe les d e u x axes rad icaux , fon t par t ie de la sec-
t ion ; en ces points la t angente est s i tuée dans le plan 
c i rconscr i t co r r e spondan t , e t pa r suite paral lèle à 
l ' a s y m p t o t e . 

Revenons au cas généra l : si le p lan sécant es t t a n -
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gen t en M à la su r face , le po in t M est un poin t double 
de l ' in tersec t ion qui p r é s e n t e ainsi avec les po in ts cy-
c l iques t rois po in ts doub les . La sect ion est donc un i -
cursa le . Ce t t e conc lus ion subs is te dans le cas des cy-
clides du t ro is ième o r d r e . Si enfin le p lan est b i t angen t 
à la cycl ide, on t rouve qua t r e poin ts doub les sur la 
sec t ion . Celle-ci doit donc se décompose r en deux c o -
n i q u e s qui sont f o r c é m e n t des cercles pu i squ 'e l l e s 
passen t l ' une et l ' aut re par les po in t s cyc l iques . Enf in , 
l ' invers ion m o n t r e q u e de m ê m e tou te sphère b i t an-
gente à u n e cyclide la coupe su ivant deux cerc les . Le 
reste de l ' in te rsec t ion est le cercle de l ' infini compté 
c o m m e l igne doub l e . E n par t icu l ie r , toute sphère pas-
sant pa r les d e u x points con iques coupe la cyclide 
su ivant deux cerc les . 

E n ce qui conce rne les cyclides du t rois ième o rd re , 
r e m a r q u o n s q u e les p l ans paral lè les aux plans c i rcons -
cri ts c o u p e n t la surface suivant u n e dro i te à l ' infini et 
une c o n i q u e ; celle-ci, q u a n d elle est rée l le , est t o u j o u r s 
u n e hype rbo l e si la cyclide n 'a pas de p o i n t s con iques 
réels ( J i g . i ) . Si les poin ts con iques sont réels, la sec-
t ion est u n e h y p e r b o l e si le plan sécant passe en t re M 
et N ( Jig. 2 ) , u n e ell ipse si le plan sécant est de l ' au t re 
côté de la d ro i t e (T) . Si le plan sécant passe pa r le 
po in t E , le cen t r e de la con ique é tan t j u s t e m e n t le 
po in t E , celle-ci se r édu i t à deux dro i tes qui sont 
réelles dans le cas de la figure 1 et imagina i res dans le 
cas de la figure 2. Nous al lons voir qu ' en dehor s des 
axes r ad icaux , des d ro i tes i so t ropes et de la dro i te de 
l ' inf ini dans le plan paral lèle aux deux axes rad icaux , 
ces d e u x dro i tes sont les seules qui Se t rouven t sur la 
sur face . Si en eflet la cycl ide con t i en t une dro i te (D) 
elle con t i endra aussi la d ro i te (D ;) symét r ique de (D) 
pa r r a p p o r t au plan (V) de la figure 1. Alors le plan ( W ) 
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des deux droi tes (D) et (D ;) c o u p e r a la cycl ide su ivant 
u n e t ro is ième dro i te qui devra con ten i r les po in t s cy -
c l iques du plan ( W ) . Ce sera donc la d ro i te de l ' in f in i . 
Mais la surface ne con t i en t pas d ' a u t r e droi te à l ' infini 
q u e celle qui est dans le plan paral lèle aux deux axes 
rad icaux . D o n c le plan ( W ) est para l lè le à ces deux 
axes rad icaux , et les deux dro i tes (D) et (D') son t b ien 
celles don t nous venons de pa r le r . Les plans b i t angen ts 
à la cyclide son t ceux qui passent par l 'une ou l ' au t r e 
de ces d ro i tes . Ils c o u p e n t la cycl ide suivant un cercle 
en ou t re de cet te d ro i t e . Enf in u n e sphère b i t angen te 
coupe la cyclide suivant deux cercles ; le res te de l ' i n -
tersect ion est le cercle de l ' inf ini . 

14. Le système orthogonal. — Symétrie par rap-

port à trois plans rectangulaires. — Arr ivons m a i n -
t enan t à la cons t ruc t ion du sys tème t r i p l e m e n t o r t h o -
gonal révers ib le . Je ne m 'occupera i que des sys tèmes 
réels . Cons idé rons d ' abo rd les sys tèmes composés de 
cycl ides du qua t r i ème o rd re , c 'es t -à-di re ceux qui c o r -
r e s p o n d e n t au cas généra l de la r ep résen ta t ion sphé -
r ique . Nous savons dé jà par les p ropr ié tés de cet te r e -
présenta t ion sphé r ique que chaque cyclide d u système 
a ses deux axes rad icaux parallèles à deux des axes de 
coo rdonnées et par c o n s é q u e n t ses deux plans de 
symétr ie parallèles à deux plans de coo rdonnées . 

So ien t (X) l 'un des plans de symétr ie d ' u n e cycl ide et 
(C) un des cercles de c o u r b u r e de cet te cycl ide don t le 
plan perpend icu la i re à (X) peu t n ' ê t r e supposé pa ra l -
lèle à a u c u n plan de coo rdonnées . Pa r (C) passe une 
cyclide de la deux ième famil le d o n t un des p lans de 
symétr ie doi t passer p a r l ' axe du cerc le (C), axe s i tué 
dans le plan (X) . Par hypo thèse , cet axe n ' e s t paral lè le 
à aucun plan de coordonnées au t re que ce lu i qu i est 
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parallèle à (X) . D o n c le p lan de symétr ie de la seconde 
cycl ide est aussi (X) . Il en sera de même pour toutes les 
au t res cycl ides de la seconde famil le . 

O n verra de m ê m e que le deux ième plan de symétr ie 
de la p r e m i è r e cyclide sera aussi un plan de symét r ie 
c o m m u n à toutes les cyclides de la t ro i s ième famil le . 
O n en dédui t a i sément que : 

Les plans de symétrie de toutes les cyclides se ré-

duisent à trois plans rectangulaires. Toutes les cy-

clides d'une même famille sont symétriques par 

rapport à deux de ces trois plans fixes. Chacun de 

ces trois plans est un plan de symétrie commun à 

toutes les cyclides de deux familles. 

P r e n o n s ces trois p lans p o u r p lans de coo rdonnées . 
Pu i squ ' i l exis te d e u x famil les de surfaces symét r iques 
par r a p p o r t au p l an O X Y , l ' ensemble de tout le sys-
tème doi t ê t re s y m é t r i q u e par r a p p o r t à ce plan et 
c o m m e les surfaces de la t ro is ième famil le ne l ' ad -
m e t t e n t pas p o u r p lan de symét r ie , il f au t que ces 
sur faces soient deux à deux symét r iques par rappor t 
à ce plan-là . 

15. Les douze tores dont six réels et six imagi-

naires. — La représen ta t ion s p h é r i q u e de l ' u n e des 
cycl ides se compose des cercles d o n t les p lans passent 
par les deux droi tes rec tangula i re (Dv) et (E"). Si l ' une 
de ces dro i tes est r e j e t é e à l ' inf in i , la cycl ide cor res -
p o n d a n t e est un tore . A chaque pos i t ion des droi tes 
(D") et (E") co r r e sponden t deux cyclides égales et sy-
mé t r i ques par r a p p o r t au plan O X Y ; comme chacune 
des deux droi tes (D") et (E;/) p e u t ê t re re je tée à l ' inf in i , 
c h a q u e famil le c o m p r e n d qua t re tores deux à deux sy-



( 74 ) 
m é t r i q u e s par r a p p o r t à l ' u n des p lans de coordonnées . 
N o u s al lons voir q u e de ces qua t r e to res , d e u x son t 
réels et deux imagina i res . 

Cons idé rons u n e cycl ide s y m é t r i q u e pa r r a p p o r t au 
plan O X Y et supposons q u e celui des deux axes r a d i -
caux (R) pa r où passen t lés deux plans c i rconscr i t s 
réels soit dans ce p lan O X Y et paral lèle à O Y . Ces 
deux p lans t o u c h e n t la cyclide su ivant des cercles par 
chacun desquels passe u n e cyclide de la deux ième 
fami l le . Mais ce t te deux ième cycl ide doi t ê t re normale 
au p lan (P) c i rconscr i t à la p r e m i è r e . D o n c la sphère 
qui passe pa r le cercle s i tué dans Je plan (P) , et qui est 
c i rconscr i te à la deux ième cycl ide do i t avoir son cen t re 
dans le plan (P) , et le cercle cons idéré est un g r a n d 
cercle de cet te sphè re . O r , si l ' on se r e p o r t e à la 
généra t ion des cyclides exp l iquée aux no s 7 et 8, on 
verra que p o u r q u ' u n e sphère touche la cyclide suivant 
un grand cercle , il f au t que le p lan de ce grand cercle 
soit un plan de symétr ie de la cycl ide . D o n c le p lan (P) 
est un plan de symétr ie de la deux ième cyclide, et 
comme il n ' es t paral lè le à aucun des p lans de c o o r d o n -
nées , il f au t que ce t te deux ième cyclide soit un tore 
engendré par la ro ta t ion du cercle s i tué dans le plan (P) 
a u t o u r d ' u n e dro i te si tuée dans le m ê m e plan et paral lè le 
à l 'un des axes de coo rdonnées , c 'es t -à-d i re a u t o u r d ' u n e 
dro i te paral lèle à (R), paral lè le e l le-même à O Y . D e plus , 
cet axe du tore devan t se t rouver dans un des p lans de 
coo rdonnées sera l ' in te r sec t ion du plan c i rconscr i t ( P ) 
avec le plan O Y Z . L ' a u t r e plan c i rconscr i t ( Q ) d o n n e 
naissance à un d e u x i è m e tore s y m é t r i q u e du p r e m i e r 
pa r r a p p o r t au plan O X Y . 

Ains i , le lieu des cercles de contact des plans cir-

conscrits aux cyclides d'une même famille se com-

pose de deux tores symétriques dont ces cercles sont 
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les méridiennes, d ' où il su i t q u e tous ces cercles sont 
égaux . 

Les p lans c i rconscr i t s imagina i res à la p remiè re cy-
cl ide d o n n e r o n t na issance de la m ê m e man iè re à deux 
tores imagina i res a p p a r t e n a n t à la t ro is ième famil le de 
cycl ides, d ' où il r ésu l te b ien q u e chaque fami l le de cy-
clides a d m e t deux tores réels et deux imaginai res . 

16. Construction du système orthogonal. — Dès 
lors , la cons t ruc t ion du sys tème o r thogona l né p résen te 
p lus aucune di f f icul té . Cons idé rons d e u x tores égaux 
ayan t l eurs cen t res C e t C ' su r l ' axe O Z , leurs axes 
paral lè les à O Y , et symét r iques par r a p p o r t à l 'o r ig ine . 
Jo ignons C et C' à un p o i n t A de l 'axe O X . Fa i sons 
passer pa r A une paral lèle (R) à l 'axe O Y et cons idé -
r o n s les deux plans (P) et (P ') passant par (R) et C et C' , 
lesquels c o u p e n t les tores suivant les cercles BD 
et B' D ' . U n e cyclide de la seconde famille sera l ' enve-

Fig. 3. 

l o p p e des sphères t o u c h a n t les d e u x plans P et F sur 
les cerc les B D et B ' D ' ( fig. 3, où l 'on n 'a r ep résen té 



( 76 ) 
q u ' u n seul des d e u x tores p ro je t é sur le p lan O X Z ) . La 
seconde famil le est f o r m é e de toutes les cyclides q u ' o n 
ob t i en t de ce t te man iè re en fa isant fa i re un t o u r c o m -
p le t au rayon CBD. Pa rmi elles figurent les d e u x tores 
q u ' o n o b t i e n t en r e j e t a n t A à l ' inf in i . Ceux-c i sont 
symét r iques par r a p p o r t au p lan O Z Y et a d m e t t e n t 
p o u r cercles s ta t ionnai res les deux cercles de d i amè t r e 
E F et E F ' ou b ien G H , GfHr, d o n t les p lans sont p a -
rallèles au plan O X Y . 

Le t ro is ième coup le de to res s ' ob t i en t en fa isant 
t o u r n e r chacun des cercles s ta t ionnai res du p r e m i e r 
tore au tou r de la t race de son plan sur le p lan O X Y , 
t race qui est parallèle à O X , et les deux au t res famil les 
de cyclides dér iven t de ces deux coup les de tores 
c o m m e la seconde famil le dér ivai t des d e u x tores p r i -
mit i fs . 

17. Le système ainsi défini est bien orthogonal. 

11 res te à vérif ier que les cvclides ainsi ob tenues se cou-
p e n t b ien à angle d ro i t . 

La cyclide cons idérée d ' abord et adme t t an t p o u r 
plan de symétr ie les plans O X Z et O X Y coupa i t , su i -
van t le cercle B D , le tore ( C ) don t l 'axe est paral lè le 
à O Y . Menons dans le plan O X Z les tangentes en B et 
en D aux cercles de rayons CB et C D , lesquelles c o u p e n t 
r axe O X respec t ivemen t en I et en J , et de ces d e u x 
po in t s comme cen t r e s , t r açons les cercles de r ayon 1B 
et J D . Ils a p p a r t i e n n e n t à la cycl ide cons idérée et se 
coupen t en deux p o i n t s L et U qui sont d e u x po in t s 
con iques de cet te cycl ide . Pa r ce t te d ro i t e LL ' passe 
un plan paral lè le à O Y Z qu i coupe la cycl ide suivant 
d e u x cercles (S) et (S ') . Chacun de ces cercles coupe à 
angle d ro i t le cercle BD en un po in t q u i se p ro je t t e au 
mil ieu K de B D et qu i est p a r conséquen t sur le cerc le 
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s t a t ionna i r e du tore (C). D e p lus , les po in t s de r encon t r e 
d u cercle (S) avec les cercles BD et B ' D ' sont les ex t r é -
mi tés d ' u n d i amè t r e de (S) pu i squ ' en ces po in t s les t an-
gen tes à (S) si tuées dans les p lans (P) et (Q) sont pa-
rallèles à O Y . D o n c le cerc le (S) qu i a pou r axe la pa-
rallèle à O X si tuée à l ' in te rsec t ion du plan OXY r avec 
le plan s ta t ionnai re du tore (C) est un paral lè le du tore 
ayan t p o u r axe ce t te m ê m e paral lèle à O X , tore a p p a r -
t e n a n t à la t rois ième famil le . 

D e plus, la cycl ide coupe ce tore à angle d ro i t . E n 
e f fe t , l 'angle des deux sur faces est le m ê m e tout le 
long du cercle d ' in te rsec t ion qui est u n e ligne de c o u r -
b u r e c o m m u n e et , au po in t qui se p ro je t t e en R , le 
p lan l angen t à la cyclide est Je plan (P) qui est b ien 
normal au deux ième tore , pu i squ ' i l est normal au 
cerc le s ta t ionna i re du p r emie r , lequel est une m é r i -
d i e n n e du second. 

D e m ê m e , le cercle ( S ' ) est un paral lèle du deux ième 
tore de la t ro is ième fami l le . 

11 résul te de là que chacune des cyclides définie 
c o m m e il a été exp l iqué , coupe o r t h o g o n a l e m e n t c h a c u n 
des tores d ' u n e famil le à laquelle elle n ' a p p a r t i e n t 
pas suivant une m é r i d i e n n e , et chacun des tores de la 
t rois ième famille su ivant un paral lèle . So ien t main te -
n a n t deux cyclides a p p a r t e n a n t à deux familles diffé-
ren tes . El les c o u p e r o n t l ' un des tores de la t rois ième 
famil le , l ' une suivant une m é r i d i e n n e , l ' au t re suivant un 
para l lè le . Au po in t M où se c o u p e n t les deux cercles, 
les t ro is surfaces sont o r thogona les pu i sque chacune des 
cyclides coupe le tore à angle dro i t et que les deux 
cou rbes d ' in te r sec t ion sont e l les -mêmes rec tangula i res . 

Il res te à p r o u v e r qu 'e l les se c o u p e n t suivant u n 
cerc le . 

P o u r fixer les idées , supposons que le tore ait son 
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axe paral lèle à O Y et son cen t re sur O Z , c o m m e dans 
la figure 3. Il a d m e t p o u r p lans d e symét r ie les p l ans 
O Y Z et O Z X et a p p a r t i e n t à la famil le d o n t les axes 
r ad icaux son t paral lèles à O Y et à O X . La cycl ide qu i 
le c o u p e su ivant u n e m é r i d i e n n e a l ' un de ses axes ra-
d icaux paral lèles à O Y et s i tué dans le plan O X Y , et 
l ' au t re paral lè le à O Z et s i tué dans le plan O Y Z . La 
cyclide qu i le coupe suivant un parallèle est symét r ique 
pa r r appo r t aux p lans O Y Z et O X Y . L ' u n de ses axes 
r ad icaux es t paral lèle à O X et s i tué dans le plan O X Y , 
l ' au t re paral lèle à O Z et s i tué dans le plan O X Z . La 
p r e m i è r e cycl ide coupe le to re su ivant un cercle don t 
le plan passe par l 'axe radical paral lèle à O X (p ro j e t é 
en A sur la figure 3). D o n c le second cercle de la cy-
clide passan t par le po in t M est dans un plan qui con -
t ient l ' axe radical parallèle à O Z . Son cen t re est d o n c 
dans le plan O X Y . D e m ê m e l ' au t re cyclide coupe le 
tore suivant un paral lè le d o n t le plan paral lè le à O X Z 
coupe le plan O X Y suivant u n e paral lè le à O X qui est 
l ' un des axes radicaux de la cycl ide . D o n c le second 
cerc le de ce t te cyclide passant en M est dans un plan 
qu i con t i en t l 'axe radical paral lèle à O Z . Son cen t re 
est donc aussi dans le p lan OXY r . Ains i les deux c e r -
cles do iven t ê t re t angen t s à la no rma le en M au tore, 
s i tués dans le p lan paral lè le à O Z passant pa r cet te no r -
male et enfin avoir l eurs cen t re s dans le plan O X Y . 
D o n c ils co ïnc iden t et les deux cyclides se coupen t su i -
vant un cercle qui est u n e l igne de c o u r b u r e c o m m u n e 
a u x deux sur faces . C o m m e celles-ci sont o r thogona le s 
au p o i n t M, elles le son t t o u t le long du cercle d ' i n t e r -
sec t ion . 

18. Lieu des points doubles. — Sections par les 

plans de coordonnées. — L ' ensemb le de tou t le sys -
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t ème est symé t r ique par r a p p o r t aux t ro is p lans de 
coo rdonnées , car les cycl ides d ' u n e m ê m e famil le sont 
symé t r i ques chacune par r a p p o r t à deux de ces plans 
et deux à deux par r a p p o r t au t ro i s i ème . P a r m i toutes 
les cycl ides d ' u n e m ê m e famil le figure le p lan pa r r a p -
p o r t a u q u e l elles sont symé t r iques d e u x à d e u x . Par 
exemple , sur la figure 3, la cycl ide déf in ie par le 
cercle BD se r édu i t au plan O Y Z si le rayon O B D 
vient co ïnc ide r avec l ' axe O Z . 

U n e cycl ide symét r ique p a r r a p p o r t au plan OXYA 

coupe ce plan su ivant deux cerc les qu i se c o u p e n t en 
deux po in t s G et G ' qui sont des po in ts con iques de 
cet te cycl ide. Pa r chacun de ces cercles doi t passer u n e 
cyclide de la deux ième fami l le , mais celle-là est jus te -
m e n t rédui te au plan OXY r . Les points G et G ' sont 
des cercles de rayon nu l de la famil le de lignes de 
c o u r b u r e au t re q u e celle des deux cercles p récéden t s . 
Ils do iven t donc ê t re aussi des cercles de rayon nuls 
d e l à t ro is ième famil le de cycl ides, d 'où il su i t que les 
d e u x famil les de cyclides symé t r iques par r appor t au 
m ê m e plan de coo rdonnées on t dans ce plan-là le 
même lieu de leurs po in ts con iques . D ' au t r e pa r t une 
cyclide de la deux ième famil le doi t coupe r la p r e m i è r e 
cycl ide cons idérée su ivant un cercle a p p a r t e n a n t à 
la m ê m e famil le que les d e u x cercles s i tués dans le 
plan O X Y ; mais tous ces cerc les passen t pa r les 
po in t s G et G7 . D o n c tou tes les cycl ides de la deux ième 
famil le passen t par les po in t s G et G ' et pa r consé-
q u e n t par le lieu des po in ts con iques de toutes les 
cycl ides des d e u x au t res famil les . R é c i p r o q u e m e n t 
t o u t po in t de l ' in te rsec t ion de l ' une des cyclides d e l à 
deux ième famil le avec le p lan O X Y se t rouve sur un 
cerc le de c o u r b u r e c o m m u n à ce t te cycl ide e t à l ' une 
de celles de la p remiè re famil le , c 'es t d o n c l ' un des 
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po in t s G ou G' pa r où passen t tous les cercles de la 
fami l le cons idé rée sur la cycl ide de la p r emiè re fami l le . 

D o n c : Toutes les cyclides d'une même famille 

coupent le plan de coordonnées par rapport auquel 

elles ne sont pas symétriques suivant une même 

courbe qui est le lieu des points coniques des 

cyclides des deux autres familles situés dans ce 

plan-là. 

Il existe t ro is de ces courbes , u n e dans chacun des 
p lans de coo rdonnées . C o m m e c h a q u e famil le c o m -
p r e n d d e u x tores , ces courbes fon t par t ie des courbes 
du q u a t r i è m e o rd re re la t ivement s imples qu i r é su l t en t 
de la sect ion d ' u n tore pa r u n p lan paral lè le à l ' axe ; 
elles son t symé t r i ques p a r r a p p o r t aux deux axes de 
coordonnées s i tuées dans l eur p l an . 

M. D a r b o u x a fa i t r e m a r q u e r que chacune de ces 
c o u r b e s est une focale des deux au t res parce q n e t o u t 
po in t con ique d ' u n e cyclide é tan t une sphère de rayon 
nu l c i rconscr i te à la cyclide est un foye r de tou te sec-
t ion p lane de cet te sur face . (A suivre.) 

[D2aa] 

SUR LES CRITÈRES DE CONVERGENCE UE PREMIERE 
ET DE SECONDE ESPÈCE DANS LES SÉRIES A 
TERMES POSITIFS; 

P A R M . P A U L M O N T E L . 

1. Soi t un le t e rme général d ' u n e série à t e rmes 
posit ifs ; on appel le critères de convergence de pre-

mière espèce ceux qu i n e fon t in t e rven i r q u ' u n seul 
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t e r m e d e la sé r i e : c ' e s t le cas d u c r i t è r e de C a u c h y 
re la t i f à 

V Un-

O n a p p e l l e critères de seconde espèce c e u x q u i 
f o n t i n t e r v e n i r d e u x t e r m e s : c ' e s t le cas d u c r i t è r e d e 
d ' A l e m b e r t re la t i f à 

Un 

U n r a i s o n n e m e n t c l a s s ique m o n t r e q u e les su i tes 

sJ un et 
Un 

n e p e u v e n t avoi r des l imi tes i n é g a l e s . La m é t h o d e con-
sis te à i n t r o d u i r e la sé r ie e n t i è r e 

Vn —UnX*, 

e t à d o n n e r à x u n e v a l e u r c o m p r i s e e n t r e y e t k e t 

;JL d é s i g n a n t r e s p e c t i v e m e n t les l imi t e s de e t de ) fuï t . 

Si l ' on s u p p o s e , p a r e x e m p l e , X < ¡ ¿ 5 on a u r a 

c > # > - > 
A JJ. 

et le r a p p o r t a u r a i t u n e l imi t e \x i n f é r i e u r e à 

l ' u n i t é , t a n d i s q u e \fvii a u r a i t u n e l i m i t e p x s u p é r i e u r e 
à l ' u n i t é . L e s r é su l t a t s d e m e u r e n t les m ê m e s si l ' u n 
des n o m b r e s \ o u p. es t n u l ou in f in i . 

E n s e r r a n t d ' u n p e u p l u s p r è s ce m ê m e r a i s o n n e -

m e n t , on p e u t é t ab l i r d ' a u t r e s p r o p o s i t i o n s , p l u s p r é -

cises , c o n c e r n a n t les l imi t e s de iÎ2±l e t sfu Un 

Ann. de Mathémat4* série, t. XII. (Février 1912.) 6 
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D é m o n t r o n s t o u t d ' a b o r d u n t h é o r è m e d û à 
C a u c h y (*) : 

Si ^ii a pour limite a la même limite 
un 

S u p p o s o n s d ' a b o r d q u e \ n e soit n i n u l n i i n f in i ; 

s i \J~u~n n ' ava i t pas p o u r l imi te \ il ex i s t e ra i t u n 
n o m b r e e te l q u e , p o u r u n e in f in i té 'de va leurs d e n , 
l ' i néga l i t é 

I V ^ - X ) > £ 

f û t vér i f iée . E n d ' a u t r e s t e r m e s , p o u r u n e inf in i té de 
va l eu r s de n , l ' une au m o i n s des inéga l i t é s 

( i ) 

(2) —£ 

se ra i t vér i f iée : j e dis q u e l ' u n e et l ' a u t r e h y p o t h è s e 
s o n t imposs ib le s . P o s o n s X -+- e == A{, \ — e = A2; on 
p e u t p r e n d r e e assez p e t i t p o u r q u e À2 soi t pos i t i f . 

S u p p o s o n s q u e l ' i néga l i t é (1) soi t sa t i s fa i te p o u r u n e 
in f in i t é de va leu r s de n e t soit x un n o m b r e vér i f ian t 
les inégal i tés 

\>x>i• 
C o n s i d é r o n s de n o u v e a u la série vn = unxn\ le r a p -

p o r t ^ i i a p o u r l imi te 1, d o n c la sé r ie es t 

c o n v e r g e n t e ; d ' a u t r e pa r t , p o u r u n e in f in i té de va leurs 
d e n , o n a 

Wn > I, 

ce qu i m o n t r e q u e le t e r m e géné ra l vn n e p o u r r a i t 

( * ) CAUCHY, Analyse algébrique, p. 5G; Œuvres, 2E série, t. III, 
p. 63. 
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t end re vers zéro. La p r emiè re hypo thèse est donc à 
r e j e t e r . 

Supposons^ en second l ieu, q u e l ' inégal i té (2 ) soit 
sat isfai te p o u r une inf ini té de valeurs de n et soit x 

u n n o m b r e vér i f iant les inégal i tés 

¿ > * > r 

Dans la série vn, le r a p p o r t a p o u r l i m i t e \ x >> 1 ; 

donc , à pa r t i r d ' u n cer ta in r ang , ce r a p p o r t est s u p é -
r i eu r à 1 et les te rmes vont en croissant . 

D ' a u t r e pa r t , p o u r u n e inf ini té de valeurs de on a 

\/*>n < < I» 

et, pu i sque (\.2x)n tend vers zéro avec il y aurai t 

dans la série u n e infini té de t e rmes aussi pet i ts q u ' o n 
voudra i t , ce qui est imposs ib le . La seconde hypo thèse 
est donc , elle aussi , inadmiss ib le . 

Si X est nu l , il suffi t de s u p p r i m e r X2 dans le r a i son-
n e m e n t p r é c é d e n t ; si A est inf ini , il suffit de s u p -
p r i m e r A, et d ' a p p e l e r \ 2

 u n n o m b r e fini que l conque , 

2 . O n peu t ob t en i r u n résu l ta t p lus c o m p l e t en 
i n t rodu i san t la no t ion de plus grande des limites et 
de plus petite des limites d ' u n e suite infinie. Rappe lons 
les déf ini t ions de ces n o m b r e s , soit 

(3) au a2, an, 

u n e suite inf inie de n o m b r e s ; un n o m b r e A sera dit 
u n e l imite de la sui te ( 3 ) , si l 'on peu t extra i re de cet te 
su i te u n e suite par t ie l le ayant p o u r l imite A. Le plus 
grand des n o m b r e s A est appe lé la plus g rande des 
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l imites L de la sui te ( 3 ) : ce n o m b r e peut ê t re 4 - oo; le 
p lus pe t i t des n o m b r e s A est appe lé la p lus pe t i t e des 
l imites de la suite ( 3 ) : ce n o m b r e p e u t ê t re -^-oo. 

L e n o m b r e L possède les p ropr i é t é s ca rac té r i s t iques 
su ivantes : 

i° Il n ' y a q u ' u n n o m b r e fini de n o m b r e s an s u p é -
r i eu r s à L - f - s , q u e l q u e pe t i t q u e soit le n o m b r e po -
sitif s . 

2° Il y a une inf ini té de n o m b r e s an supér ieurs 
à L — s, q u e l q u e pe t i t q u e soit le n o m b r e positif s. 

La plus pe t i t e des l imites est définie par des p r o -
pr ié tés analogues . Si l 'on suppose que les n o m b r e s an 

sont les abscisses des poin ts d ' u n e dro i te , la p lus g rande 
des l imites sera l 'abscisse du po in t l imite le p lus à 
dro i te , la p lus pe t i te des l imites sera l 'abscisse du po in t 
l imi te le plus à gauche . Nous appe l l e rons aussi ces 
po in t s la p lus g rande et la plus pet i te des l imites des 
po in ts an. 

Soient V et r espec t ivement , la p lus pet i te et la 

p lus g rande des l imites de la sui te f*' e t [ / , la plus 

pe t i t e et la plus g rande des l imites de la sui te \fu~n) on 
p e u t énonce r la proposi t ion suivante : 

Le segment W contient le segment [//[/.% 

O n a, nécessa i r emen t ( f i g* i ), 

X'<X", n ' O " . 

Il suffi t donc de d é m o n t r e r que 

(4) 

e t 

(5) W . 
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P o u r d é m o n t r e r l ' inégal i té (4 ), nous pouvons d 'abord 

Fig. i. 

a d m e t t r e q u e X" est fini, feition le .résultat serai t év ident . 
S u p p o s o n s q u e Ton ai t 

nous nous serv i rons t o u j o u r s d u m ê m e p r o c é d é de d é -
mons t r a t i on : soit x u n n o m b r e vér i f iant les inégali tés 

T ' > x > ¡ 7 ' 

e t cons idé rons la série vn — unxn. P u i s q u e X" est la p lus 

g rande des l imi tes de la sui te que lque pe t i t que 

soi t le n o m b r e posit if e, on a, à pa r t i r d ' u n cer ta in rang, 

Un 
et , pa r sui te , 

< (X h-vn 

or , V x é tan t i n fé r i eu r à i , on peu t p r e n d r e s assez 
pe t i t p o u r que 

(À"-h t )T < I, 

et la série vn est convergen te . 
D ' a u t r e part , ¡JL" é tant la. p lus g rande des l imites de 

la sui te sfiiH, on a, p o u r u n e inf ini té de Vâleiirs de n , 

q u e l q u e pet i t qtie sôit e e t , par sui te , 
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o r , [// 'x é t a n t s u p é r i e u r à i , o n p e u t p r e n d r e e assez 
p e t i t p o u r q u e 

e ) a ? > i, 

e t la sér ie vn pos séde ra i t u n e in f in i t é d e t e rn ies s u p é -
r i e u r s à i , ce q u i es t i m p o s s i b l e . D o n c p/ '^X". 

L e r a i s o n n e m e n t q u i p r é c è d e s u p p o s e q u e X" n ' e s t 
pas n u l ; m a i s , si ) / = o , on a ) / = / / ' = o et l ' o n r e -
t o m b e d a n s le cas e x a m i n é au p a r a g r a p h e p r é c é d e n t . 

P a s s o n s à l ' i néga l i t é ( 5 ) ; o n p e u t a d m e t t r e q u e V 
n ' e s t pas n u l , s i n o n le r é s u l t a t se ra i t é v i d e n t ; on p e u t 
a d m e t t r e aussi q u e V n ' e s t pas in f in i , s i n o n Â" é t a n t 
auss i in f in i , on r e t o m b e r a i t d a n s l ' u n des cas p a r t i c u -
l iers e x a m i n é s p r é c é d e m m e n t . ) / é t a n t u n n o m b r e fini 
n o n n u l , s u p p o s o n s q u e l ' o n a i t 

e t soi t x u n n o m b r e vér i f i an t les inéga l i t é s 

i i 
- 7 V > (JT A 

>/ é t an t la p lus pe t i t e des l imi tes de la su i t e U n + i , o n a, un 

à p a r t i r d ' u n c e r t a i n r a n g , q u e l q u e pe t i t q u e soi t le 
n o m b r e posi t i f e, 

^ > X ' - e 

et , p a r su i t e , 

Va 

P r e n o n s e assez p e t i t p o u r q u e 

(X'— z)x > i, 

ce q u i est poss ib le p u i s q u e V x > r; à p a r t i r d ' u n c e r -

ta in r a n g o n a u r a ^ ^ >> i e t les t e r m e s de la sé r ie vn Vn 
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i ron t en c ro issan t . D ' a u t r e pa r t , p o u r u n e infinité d e 
valeurs de /i, on à 

et 

si l ' on p rend e assez pe t i t p o u r q u e 

on voit qu ' i l y a dans la 

s e n e u n e inf in i te de t e r m e s 
in fé r i eu r s à kn et , pa r sui te , aussi pe t i t s q u ' o n le v e u t r 

ce qu i c o n t r e d i t no t r e a f f i rmat ion q u e les t e rmes vont 
en cro issant à pa r t i r d ' u n ce r t a in r ang . 

Le t h é o r è m e est donc d é m o n t r é : en par t i cu l ie r , si 
le s egmen t V \ i r se r é d u i t à zéro, il en est de m ê m e du 
segment [¿'¡A Mais ce de rn i e r peu t se r édu i r e à zéro sans 
qu ' i l en soit de m ê m e du p r e m i e r ; en d ' au t res t e rmes , 

s fu^ p e u t avoir u n e l imi te u n i q u e , sans q u e ^ ^ p o s -

sède la m ê m e p rop r i é t é . 
3 . J ' a i voulu m o n t r e r c o m m e n t l ' i n t roduc t i on de la 

série unxn p e r m e t d ' a r r ive r à des résul ta ts t rès préc is , 
mais on p e u t é tab l i r le t héo rème p récéden t d ' u n e m a -
nière d i rec te qu i en fai t appara î t re l ' énoncé c o m m e p l u s 
na tu re l (*) . Nous al lons voir q u e ce t h é o r è m e r é su l t e 
en défini t ive de ce fai t q u e les moyennes a r i t h m é t i q u e s 
des n p remie r s t e rmes d ' u n e sui te inf inie on t l e u r s 
valeurs l imites t ou jou r s compr i ses en t re la plus g r ande 
et la p lus pet i te des l imites de cet te sui te . 

Soi t 

(*) II est aussi bien facile de démontrer cette proposition en mo-
difiant un peu le raisonnement même de Cauchy. 
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« n e su i te inf inie a d m e t t a n t p o u r p lus g rande des 
l imi tes et p o u r p lus pe t i t e des l imites V . Nous sup-
pose rons , p o u r ab réger , q u ' a u c u n e de ces l imi tes n ' e s t 
i n f in ie ; f o rmons la sui te des n o m b r e s 

a^ -4- at-\-.. . -f- an 

ïï ; 

j e dis q u e toutes les l imites des bn son t compr i ses 
e n t r e "k! et A". O n a, en effet , à pa r t i r d ' u n cer ta in 
r a n g p, 

X'—-s < a n < y - h e, 

lo r sque e est u n n o m b r e positif d o n n é a r b i t r a i r e m e n t 
pe t i t . P r e n o n s n > / > , on a 

» _ fli-4- . .-4- dp + . . .-4- an . & —: • -f- • y 

n n 

la seconde f rac t ion est i n f é r i eu re à 

n 

e t supér i eu re à 

n 

p é t an t fixe, p r e n o n s n assez grand p o u r q u e 

a , -+- a 2 -4-. • • -+- aft ^ 
— e < - <-+-£ ; 

o n aura à par t i r de ce t te valeur de /i, 

X'— 2£ < bn< X"-+- 1 £, 

e t p u i s q u e e est a r b i t r a i r e m e n t pet i t , la p ropos i t ion est 
d é m o n t r é e . 

S i l ' on pose 
an = L An, 
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o n a u r a 

b n = Ly'A, A* . . . A„ ; 

o n e n d é d u i t q u e le r é s u l t a t p r é c é d e n t s ' a p p l i q u e a u x 
m o y e n n e s g é o m é t r i q u e s . 

P o u r é t a b l i r le t h é o r è m e q u e n o u s avons e n vue , il 

suf f i t de r e m a r q u e r q u e '{[u„ e s t la m o y e n n e g é o m é -

t r i q u e des n o m b r e s 
Ui u n 

Ml un~ t 

n/ " / Ut Un 
V Un s= 4 / «I, — , • 

V un-1 

4 . O n p e u t , en se p l a ç a n t au m ê m e p o i n t de vue , 
c o m p a r e r d ' a u t r e s c r i t è r e s de c o n v e r g e n c e de p r e m i è r e 
e t d e s e c o n d e espèce (*) . 

L e s règ les sfun e t ^ ^ r é s u l t e n t d e la c o m p a r a i s o n 
Un 

d e la sér ie un à u n e p r o g r e s s i o n g é o m é t r i q u e ; en c o m -

p a r a n t la sér ie u n à la sé r i e o n o b t i e n t le p r e m i e r 

c r i t è r e de B e r t r a n d et la r èg le de R a a b e - D u h a m e l . 
L e p r e m i e r c r i t è r e de B e r t r a n d c o n d u i t à é t u d i e r la 

su i t e 
L I 

(6) L n ' 

la r èg le de R a a b e - D u h a m e l à é t u d i e r la s u i t e 

<» "(Sr-)-
N o u s n o u s p l açons , b i e n e n t e n d u , d a n s le cas où 

d e m ê m e q u e o n t p o u r l i m i t e l ' u n i t é . 

(*) Je dois cette indication à M. R. Bricard. 
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Nous i n t r o d u i r o n s dans ce qu i va suivre , au l ieu des 

m o y e n n e s a r i thmé t iques des t e rmes d ' u n e sui te an, de s 
valeurs m o y e n n e s plus générales ; nous p r e n d r o n s 

, __ Oit «1 H- 0L2a2-On — ocr+• a 2 H - aw 

les a, é tan t positifs et la série 2 a „ é tan t d ivergente . L e 
résu l ta t établi au pa ragraphe 3 subs i s te ra ; par u n e d é -
mons t r a t ion tou te semblable , on m o n t r e r a q u e la p lus 
g rande des l imi tes ¡JI" de la suite bn et la p lus pe t i te des 
l imites ¡JI' de cet te suite d é t e r m i n e n t u n segment i n t é -
r i eu r au s e g m e n t ) / ) / don t les ex t rémi tés sont la p lus 
pe t i te et la p lus g rande des l imi tes de la suite an. E t 
r ien ne sera modif ié si l ' on r emplace la somme 

a 1 + a 2 + . . . + a,i 

pa r u n in f in imen t g rand équ iva len t . 

O r , i , é tan t u n in f in imen t pe t i t équiva len t 

à L les l imites de la sui te ( n ) sont les mêmes q u e 
Un+1 W / 1 

Un 

celles de la sui te 
y Un n L lLn+-\ 

P r e n o n s a» = i et n 

bn = 

d\ a 2 a n 

i 2 ' " n 
L n 

puisque L n est équ iva len t à 

si 

i i 
n h . . . H — ; 2 n 

T 1 T un—1 <X\ = L. — » • • • y an = n L 
UI U N 
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on aura 

L — 

L n 

Par conséquent, /es limites de la suite de Ber-

trand sont comprises entre la plus grande et la plus 

petite des limites de la suite de Raabe-DuhameL 

En particulier, si n ( ¿ h - 1 ) a une limite unique, 

-=—- a la même limite, un 

o. A chaque cr i tère de Ber t r and , on p e u t faire co r -
r e spondre un cr i tè re de seconde espèce , c o m m e l 'a 
m o n t r é M. Borel 

Nous al lons r e t rouve r ce résu l ta t et d é m o n t r e r en 
m ê m e temps le t héo rème suivant : 

Soient ¡jt/tjt/' les plus petite et plus grande des li-

mites fournies par le pième critère de Bertrand, 

V et les plus petite et plus grande des limites 

fournies par le critère de seconde espèce correspon-

dant : le segment uJ y!' est intérieur au segment 

En particulier, si le critère de seconde espèce donne 

une limite unique, le critère de première espèce 

correspondant donnera la même limite. 

Posons 
Lia?=La?, LpO; = LLp—i& 

et 

\ p ( x ) = x Ltx L2x... Lpx, \0(x) = x, X-l(x) = i, 

le (p -f- 2) i è m e c r i tè re de Be r t r and condu i t à é tud ie r les 

(1 ) E. B O R E L , Leçons sur les séries à termes positifs, p. 6 . 
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l imi t e s d e la su i t e 

(8) bn= .M L p+ i (n ) 

P o s o n s a„=±= ^ — s é r i e a n e s t d i v e r g e n t e et la 

s o m m e 

«1 -+- «2 H- • . • a * 

est u n i n f i n i m e n t g r a n d é q u i v a l e n t à 
Lp+2C'O-

s i l ' o n éc r i t 

b — ai a* a2 * • * 0Ln  
n Lp+t{n) 

on a u r a 

a nctn— bnLJ)+2(n) — bn-ihp+tin — i ) — L r . ; 

o n es t d o n c c o n d u i t au c r i t è r e d e s e c o n d e e spèce f o u r n i 
pa r la su i t e 

~ î / _ \ * "kpin — i ) u n - i (Ô) a n = Ap+iC/iJL . , A p\fl)Un 

ou pa r la su i te é q u i v a l e n t e ( 1 ) 

o n p e u t r e m p l a c e r le l o g a r i t h m e p a r l ' i n f i n i m e n t pe t i t 
é q u i v a l e n t 

lp(n)un ___ i __ lP(n) !" un 

lp(n-hi)un+i -h i ) [ a»-*., M n ) J ' 

o u e n c o r e p a r 
Un _ X p ( t t - M ) 

un+1 */>('*) 

(*) Nous disons que deux suites sont équivalentes lorsqu'elles 
ont les mêmes valeurs limites. 
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N o u s sommes finalement condu i t s à é tud ie r les 
l imites de la sui te 

llln+i lp(n) j 

O r , on a ( 1 ) 

'kpin 1) î 
^p(n) I-4~ n ^ (nj Xp(n) n*' 

8 res tan t fini que l q u e soit n ; c o m m e a p o u r 

l imite zéro avec on peut r emplace r la sui te p récé-

den te par la sui te 

( io ) 1 . 

Nous r e t rouvons le cr i tère de seconde espèce sous la 
fo rme hab i tue l le . O r , la sui te ( i o ) est équiva len te à la 
sui te ( 9 ) et la sui te ( 8 ) est u n e suite de m o y e n n e s re la -
t ives à la suite ( 9 ) : no t r e p ropos i t ion est donc é tabl ie . 

CERTIFICATS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRAL. 

Grenoble. 

COMPOSITION. — On donne les équations 

( 
x =z\z e1 ) cosot — v sin a, 

( y = \z -h e 1 / sina H- v cosx 

( 1 ) BOREL, loc. cit., p . 7. 
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dans lesquelles a est un paramètre arbitraire, et v une 
fonction de a : 

i° Déterminer la fonction v de façon que la surface 
définie par ces équations soit développable, et former les 
équations de son arête de rebroussement; 

2° Calculer les cosinus directeurs tq, Ç de la normale 
à la surface en l'un quelconque de ses points, ainsi que 
les dérivées partielles /?, q, s, t, et vérifier que l'équation 
différentielle des surfaces développables est bien satisfaite ; 

3° Rechercher les lignes de courbure de la surface et ses 
rayons principaux. 

EPREUVE PRATIQUE. — Étant donnée l'équation 

dv (x-bi)* , x i 0 x2 -+- 3 -, X 

déterminer la fonction f { x ) par la condition que l'équa-
tion admette une solution particulière p telle que, 
posant y = p -f-jKi, /a détermination de yi dépende d}une 
équation de Bernoulli. Ayant ainsi déterminé f ( x ) , on 
calculera l'intégrale générale de l'équation. 

(Juillet 1910.) 

COMPOSITION. — Une surface S étant définie par les 
équations 

x=r cosÔ, j ' = r s in6 , f ( ^ ) = ad -+- f ( r ) ; 

i° Déterminer la fonction o(z) par la condition que le 
triangle Omn ayant pour sommets l'origine O et les 
traces m, n, sur xOy, de l'ordonnée d'un point K de S et 
de la normale au même point ait une aire proportion-
nelle à z; 

i* Former l'équation différentielle des lignes asympto-
tiques de S, et déterminer la fonction f ( r ) par la condition 
que la surface S soit développable ; 

3° Former les équations des génératrices, et montrer 
qu'elles font un angle constant avec O z et sont à une 
distance constante de cet axe. 

EPREUVE PRATIQUE. — Intégrer, par plusieurs méthodes 
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si possible, les équations 

dy dz 

dz 

(Novembre 1910.) 

Lille. 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I. Question de cours. —Démontrer 
la formule 

Applications : série de Taylor et série de Laurent. 

i l . Problème. — i° Intégrer Véquation 

2° Montrer que les lignes asymptotiques des surfaces 
intégrales s* obtiennent par une quadrature ; 

3° La fonction soumise à la quadrature comprend un ra-
dical. Dans quel cas ce radical se réduit-il à une constante ? 

4 ° Effectuer la quadrature dans le cas où la surface 
intégrale passe par la courbe y = ix, z — Sx2. 

Construire les projections sur xOy des lignes asympto-
tiques menées par x = 1, y = 1. 

5° Trouver les trajectoires orthogonales des projections 
sur xOy des lignes asymptotiques de la surface précé-
dente. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Calculer par approximation l'in-
tégrale 

px -h qy — iz = o. 

Indiquer Vapproximation obtenue. 
(Juillet 1910.) 
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QUESTIONS. 

2188. — Si les côtés d'un angle droit sont tangents à deux 
coniques homofocales, la droite qui joint les points de contact 
enveloppe une conique homofocale aux deux premières. 

( K L U G . ) 

2189. — Si par les extrémités d'un diamètre d'un cercle on 
mène deux tangentes non parallèles à une conique concen-
trique au cercle, la droite qui joint les points du contact 
enveloppe une conique homofocale à la première.. 

( K L U G . ) 

2190. — Etant données deux coniques dans un même 
plan, on leur mène des tangentes aux points où elles sont 
rencontrées par une droite quelconque. Les sommets du 
quadrilatère ainsi formé, qui ne sont pas les points de ren-
contre de tangentes à une même conique, sont sur une 
conique appartenant au faisceau ponctuel déterminé par les 
deux coniques proposées. ( T H I É . ) 
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[O'Ôp] 
suit LES 

SYSTÈMES DE SURFACES TRIPLEMENT ORTHOGONALES 
COMPOSÉS DE CYCLIDES ; 

P a r M . MAURICE F O U C H É , 

Répétiteur à l'École Polytechnique. 

( S U I T E . ) 

19. Discussion des divers cas. — P o u r d i s c u t e r les 
d ive r s cas qu i p e u v e n t se p r é s e n t e r , n o u s a l lons é t u -
d i e r les d i spos i t i ons des t ro is c o u p l e s de tores et l eu r s 
i n t e r s e c t i o n s avec les p lans de c o o r d o n n é e s . 

R a p p e l o n s q u e c h a q u e to re c o u p e celui des Irois 
p l ans de c o o r d o n n é e s pa r r a p p o r t a u q u e l il n ' e s t pas 
s y m é t r i q u e s u i v a n t u n e c o u r b e du q u a t r i è m e o r d r e qu i 
es t le lieu des p o i n t s c o n i q u e s c o m m u n s aux cyc l ides 
des d e u x a u t r e s f ami l l e s . Les f o r m e s de ces t ro is 
c o u r b e s dé f i n i s s en t c h a c u n e des d i spos i t i ons qui p e u -
ven t se p r é s e n t e r . 

D é s i g n o n s p a r a le r a y o n m o y e n d ' u n t o r e , c 'es t -à-
d i r e le r ayon du ce rc le s t a t i o n n a i r e , p a r r le r a y o n du 
cerc le m é r i d i e n et p a r h la d i s t a n c e d u c e n t r e du to re 
à l ' o r i g ine . Le tore a des p o i n t s c o n i q u e s r ée l s si a 

est i n f é r i eu r à r, e t n ' e n a pas si a es t s u p é r i e u r à r. 

La sec t ion de ce tore pa r le p lan para l lè le à son axe , 
s i t ué à une d i s t a n c e h de son c e n t r e , p e u t p r é s e n t e r 
u n e assez g r a n d e va r i é t é de f o r m e s . 
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( 6» ) 
Q u e l l e que soit la fo rme du to re , la sec t ion est : 

imaginaire si 
Un point si 
Une courbe ovale sans ondu 

lation si 

h > a -h r ; 
h = a -+- r; 

a ^ h < a -4- r et h > /• — a. 

Ensu i te , il faut d i s t inguer si le tore a des po in t s co-
n iques réels ou imagina i res , et dans le cas des po in t s 
con iques réels si le cercle s t a t ionna i re est p lus grand 
ou p lus pet i t que le cercle i n t é r i eu r de l ' équa t eu r . 

Si les po in t s con iques sont imagina i res , on a 

a > /», 
et la sect ion est : 

Un ovale ondulé si. a — r < h < a ; 
En forme de 8 si h = a — r ; 
Deux ovales séparés M h «< a — /*. 

Si les po in t s con iques son t réels et si le cercle s ta-
t ionna i re est p lus g r and que le cerc le i n t é r i eu r de 
l ' équa teur , c ' e s t -à -d i re si 

r et r — a < a ou -> i 

la section est : 

Un ovale ondulé si r — a < h < a ; 
Un ovale avec un point isolé au centre si h = /' — a ; 
Un ovale ondulé avec un ovale simple à 

l'intérieur si h << /* — a ; 
Deux cercles qui se coupent si h — o. 

Si enf in le cercle s t a t ionna i re est p lus pe t i t que le 
cercle i n t é r i eu r de l ' équa teu r , c ' e s t - à -d i r e si 

r a < /' — a ou a < - y 
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Un ovale sans ondulation avec point isolé ' i 
au centre si h = r—a; 

Un ovale sans ondulation avec un ovale 
simple à l'intérieur si « = a : 

Un ovale ondulé avec ovale simple à l'in-
térieur si Ji << a ; 

Deux cercles qui se coupent si h = o. 

Cons idé rons les d e u x tores d o n t les axes paral lèles 
à O Y sont s i tués dans le p lan O Y Z . Un au t re couple 
est composé de deux tores ayant leurs axes parallèles 
à O Z et a d m e t t a n t p o u r cercles s ta t ionnai res les cercles 
mér id iens des p remie r s s i tués dans les plans paral lè les 
à O X Y : E F , et G H sur la figure 3. 

Si J'on dés igne par a , /', h les l ongueu r s co r r e spon -
dan t , pour ces tores , à a , r , on au ra : 

ai = r, r, — h, hx = a. 

P o u r le t ro is ième couple on ra i sonnera de même en 
p a r t a n t du second, et l 'on p o u r r a d resse r le Tableau 
su ivant : 

a, a n a2. r v r2. h, hlf /¿2. 
1er couple a r h 
2me couple r h « 
3me couple h a r 

E u laissant de côté pou r le m o m e n t les cas d 'égal i té , 
il y a t o u j o u r s u n e des t rois longueurs qu i est p lus 
g rande que chacune des d e u x aut res ; supposons que 
ce soi t a , 

a > r , a > h. 

Il y a t o u j o u r s un couple de tores sans points co-
n iques réels c o u p a n t le plan de coordonnées c o r r e s p o n -
dan t su ivant une courbe réel le . 
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11 y a en tou t qua t r e cas à d i s t i ngue r : 

1° h > a — r et h> r\ 
2° r<h<a — r, 

ce qu i s u p p o s e 
a > i/•; 

3° a — r < h < r, 

ce qui suppose 
a < 2 /• ; 

4° h < a — r et < /•. 

Premier cas : 
a — /*, A > r. 

Les tores du p remie r couple n ' o n t pas de points co-
n iques réels et c o u p e n t le plan de coordonnées cor res -
p o n d a n t suivant une cou rbe ondu lée . 

P o u r le second couple on a 

/• < h, r < a < /• -f- h, a > h — r, 
ou 

c i \<T\ , ai < hi < «j -+- r u — 

Donc les tores du second couple on t des points co-
n iques réels el ils c o u p e n t le plan de coo rdonnées cor -
r e s p o n d a n t suivant un ovale sans ondu la t ions . 

P o u r le t ro is ième couple on a 

h < a , a — h < r < /*, 
ou 

« 2 < >2, / * 2 — ¿ ! < «2-

Les tores sont à poin ts con iques réels et la cou rbe 
plane est un ovale ondu lé . 

Deuxième cas : 

r < h < a — r. 
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La p remiè re courbe se compose de deux ovales sé-

parés . 
P o u r le second couple on a : 

r < h et a > r -h 
ou 

«1 < t'i et / i |>« i -H/* i . 

Les tores du second couple ont leurs po in t s con iques 
réels , et l eu r in tersec t ion avec le plan de c o o r d o n n é e s 
c o r r e s p o n d a n t est imagina i re . 

Pour le t ro is ième coup le on a 

h < r < a — /i, r < A, 
ou 

Les tores on t leurs points con iques réels et la courbe 
plane c o r r e s p o n d a n t e se compose de deux ovales i n t é -
r ieurs , le g rand é tan t ondu lé . 

Troisième cas : 

a — r < h < r. 

La p remiè re courbe est ondu lée . 
Pour le second couple on a 

r > h et r < a < /* 4- A, 
ou 

> /*i et a y < hi < «i-i- /*!• 

Les tores n ' on t pas de points con iques réels, et la 
c o u r b e plane c o r r e s p o n d a n t e est un ovale sans o n d u -
la t ion. 

P o u r le t rois ième couple 

h < /* > h, a — h < /• < a 4 - h 
ou 

A 2 < R 2 , ' ' 2 — « 2 < H 2 < 7*2-F- A 2 . 
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Les tores on t l eurs po in t s con iques réels et la c o u r b e 
plane est un ovale sans ondu la t ion . 

Quatrième cas : 

h < a — r, h < r. 

La p remiè re cou rbe se compose de deux ovales sé-
parés . 

P o u r le second couple : 

/* > h, a > r -+- A, 
ou 

Les tores n ' o n t pas de po in t s con iques réels et la 
cou rbe plane co r r e spondan t e est imaginai re . 

P o u r le t ro is ième : 

h < a, r < a — h, r > 
ou 

<C ''2? 7̂2 < — /?o ^ 

Les tores ont leurs po in t s coniques réels et la cou rbe 
p lane c o r r e s p o n d a n t e est un ovale sans ondula t ion avec 
un ovale s imple à l ' i n t é r i eu r . 

E n r é sumé nous t rouvons p o u r les qua t re cas : 
i° U n couple de tores sans po in t s con iques réels et 

deux couples à po in t s con iques réels . 
C o u r b e s planes : t rois courbes réel les d o n t deux 

ovaies ondu lés , et un sans o n d u l a t i o n . 
2° Un couple de tores sans po in t s con iques réels et 

deux couples à points con iques rée l s . 
Courbes p lanes : deux ovales séparés , un ovale o n -

du lé avec ovale s imple à l ' i n t é r i eu r , une courbe ima-
ginaire. 

3° D e u x couples de tores sans points con iques réels , 
un couple à po in t s con iques rée l s . 
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C o u r b e s planes : t rois ovales don t un seul est o n -

dulé* 
4° D e u x couples de tores sans po in t s con iques réels, 

un couple à points con iques réels . 
Courbes planes : deux ovales s épa rés , un ovale 

sans ondula t ion avec ovale in té r i eu r , une cou rbe ima-
ginai re . 

Il résul te de cet te discussion qu ' i l n'y a j amais plus 
d ' u n e courbe p lane imagina i re . O n en conc lu t q u ' a u -
cune des trois famil les de cyclides ne peu t se compose r 
de cycl ides ayant toutes leurs po in t s con iques imagi-
naires , car , s'il en étai t a insi , les l ieux des poin ts co-
niques des cyclides de cet te famil le si tués dans deux 
plans de coordonnées se ra ien t imaginai res . Ains i , cha-
cune des trois familles du sys tème or thogona l se c o m -
pose soit de cyclides ayant toutes des po in t s coniques 
réels, soit de cyclides ayant des po in ts con iques réels, 
e t d ' au t r e s n ' ayan t que des points con iques imaginai res . 

20 . Cas où toutes Les cyclides d? une même famille 

ont leurs points coniques réels. — On peut che rche r 
la condi t ion p o u r q u e toutes les cycl ides d ' u n e même 
famille aient l eu rs points con iques rée ls . O n peut con-
cevoir que tous ces poin ts con iques réels soient sur les 
axes radicaux paral lè les à un même axe de coordon-
nées , ou bien les uns sur ces axes-là, et les aut res sur 
les axes r ad icaux paral lè les à un au t re axe de coor-
données . 

R e p r e n o n s la cons t ruc t ion ind iquée au n° 16 ( f i g . 3) 
La cyclide qu i a pour plan c i rconscr i t le plan (P) a pour 
axes r ad icaux la parallèle à O Y pro je tée en A et la pa -
rallèle à O Z menée par le po in t K , milieu de BD, soit 
la d ro i te K L R q u i coupe l 'axe O X en R . Les poin ts co-
n iques s i tués sur le p remier de ces axes radicaux sont 
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à l ' in te rsec t ion de cet axe avec le t o r e . D a o s la r o t a -
l ion de la d ro i te CA au tou r de C, le po in t A p a r c o u r t 
en en t ie r l 'axe O X pourvu toutefo is que le cen t re du 
tore ne soit pas sur l 'axe O X . Il est donc imposs ib le 
q u e la d ro i t e qui se p ro je t t e en A r e n c o n t r e t o u j o u r s 
le tore en deux poin ts réels . D o n c si les points con iques 
sont t ou jou r s réels sur des axes rad icaux paral lèles ils 
se t rouveron t sur la dro i te K R . Ces points con iques 
son t les in te rsec t ions L et IV des cercles de r ayon IR 
et J D tangen t s à la d ro i te AC. L ' axe radical de ces 
deux cercles est la droi te K R , et la pu i ssance du 
po in t K par r appor t à ces deux cercles est égale à KB 2 

et aussi à K L x KL ' = K R 2 — Ï ÏL 2 , d ' où 

iTD = KR2 — KB2. 

D o n c pour que les points L et L' soient réels il suffi t 
que KR soit plus grand que K B . Il f au t d ' abo rd que 
IvR ne dev ienne pas nul , c 'es t -à-di re que l 'axe O X ne 
doi t pas r e n c o n t r e r le cercle s ta t ionna i re du tore . 
Ensu i t e , si l 'on fait t o u r n e r la droi te CA, le m i n i m u m 
de K R se présente q u a n d CB est dir igée sur C O et la 
valeur de ce m i n i m u m est S O = h — a . La condi t ion 
cherchée est donc : 

h — a > r ou h > a -f-

c 'es t -à-d i re que le tore , quel le que soit sa f o r m e , ne 
doit pas coupe r Je plan O X Y ; cela se p résen te dans les 
cas 2° et 4°, en chois issant convenab lemen t le couple 
de tores . Ains i , si l ' une des familles se compose de cy-
clides ayant toutes leurs points con iques réels sur des 
axes rad icaux paral lè les , l ' une des t rois cou rbes p lanes 
est imagina i re , ce qu i du res te était évident , p u i s q u e les 
poin ts con iques de la p remiè re famille s i tués sur l ' au t re 
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axe radical son t tous imag ina i r e s . Si l 'on se r epo r t e 
aux nos 2 et 4 de la d iscuss ion , on verra que c 'est le 
second couple de tores qui ne coupe pas le plan de 
coo rdonnées c o r r e s p o n d a n t . D o n c c 'es t la t rois ième 
famil le de cyclides qui a tous ses po in ts con iques réels , 
et le lieu de ces po in t s con iques est la sect ion p lane de 
la première famil le qui se compose de deux ovales 
séparés décr i t s , l 'un par le poin t L , l ' au t re par le 
po in t \ J . 

Enf in , le cas où tous les points con iques d ' u n e m ê m e 
famil le sera ient rée ls , mais les uns sur l 'axe radical 
parallèle à l 'un des axes de coo rdonnées , les au t res sur 
l ' au t re axe radical est imposs ib le . Il f audra i t en effet , 
pour nous r e p o r t e r t ou jour s à la figure 3, q u ' a u m o -
men t où les points con iques d ispara issent sur l 'axe ra-
dical paral lè le à O Z , ils appa russen t sur l ' axe radical 
paral lè le à O Y . On aura i t ainsi p o u r ce cas limite une 
cycl ide ayant d e u x poin ts con iques con fondus sur l 'un 
de ces axes rad icaux et deux au t res con fondus sur 
l ' au t re axe . O r une pareil le cyclide n 'exis te pas . O n 
peu t du res te se r e n d r e compte de la m ê m e imposs ib i -
lité sur la figure 3 où l 'axe O X coupe le con tou r a p p a -
r e n t ex té r ieur du tore en un po in t T . Les poin ts co -
n iques appara issen t sur l 'axe radical de la cyclide p r o -
je tée en T q u a n d la dro i te CBD prend la d i rec t ion C T , 
mais alors la l o n g u e u r K R devenu K'IV est p lus pe t i te 
que l 'ob l ique K / T égale à /*, de sor te que si l 'on r epor t e 
le po in t l égèrement sur la gauche de la figure, on aura 
une cyclide sans po in t s con iques rée ls . 

En r é s u m é , sauf dans le cas où l ' un des tores a son 
cen t re à l 'o r ig ine des coordonnées , il n 'y a j amais p lus 
d ' u n e famille de cyclides ayant toutes leurs p o i n t s c o -
n iques rée ls . Ces points con iques sont s i tués sur des 
axes rad icaux paral lèles , e t les cyclides de la m ê m e 



( ) 
famil le sont tou tes du type du tore d é f o r m e à po in t s 
con iques rée ls . 

2 1 . Cas particuliers. — Les cas l imites sont assez 
ï i o m b r e u x ; leur énuméra t ion serait fas t id ieuse et sans 
grand in té rê t . 11 est du res te très aisé de voir ce que 
dev iennen t les conf igura t ions p r é c é d e n t e s q u a n d u n e 
ou p lus ieurs des inégali tés se t rouven t remplacées par 
des égali tés. Je me bornerai à ind ique r que lques cas 
par t icu l ie rs . 

Si l ' une des longueurs est nul le , ce sera r o u h . S u p -
posons que ce soit h . Alors le p r emie r couple de tores 
se compose de deux tores co ïnc idan t sans points 
doubles réels , et coupan t le plan O X Y suivant deux 
cercles égaux qui ne se coupen t pas. Le second couple 
se r édu i t aux cercles E F et G H ( f i g . 3, où l 'axe O X 
doi t ê t re t r anspor té sur la droi te H F ) . Le t rois ième 
coup le se rédui t aux deux sphères engendrées par les 
cercles s ta t ionna i res du p remie r tore t o u r n a n t chacun 
a u t o u r de leur d iamèt re paral lèle à O X . Ces deux 
sphères coupen t le plan O X Z suivant un même cercle 
réel . La famille de cyclides c o n t e n a n t ces deux sphères 
dér ive par la cons t ruc t ion du n° 16, du couple de tores 
r édu i t aux deux cercles E F et G H . Elle se compose des 
sphères passant par le cercle si tué dans le plan O X Z . 
La famil le qui dér ive du tore un ique p résen te cet te 
par t icu lar i té que toutes les cycl ides qu i la composen t 
on t un axe radical c o m m u n pro je té e n C, et pa r sui te 
les deux mêmes po in t s con iques imagina i res au point 
où cet axe coupe le tore . Enf in la t ro is ième famil le se 
compose de cycl ides passant par les d e u x cercles E F 
et G H . T o u t e s les cycl ides qu i la c o m p o s e n t on t aussi 
les deux mêmes poin ts con iques imagina i res sur 
T a x e O Y pro je t é en C . 
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Si c 'es t r qui est nu l le , le p r e m i e r couple de tores 

se r é d u i t à d e u x cercles c o u p a n t le p lan O X Y en deux 
p o i n t s isolés sur Taxe O X . Le second couple se rédui t à 
deux sphères qui ne c o u p e n t pas le plan O X Z , et le 
t rois ième couple à un seul tore à poin ts coniques réels 
qui coupe le plan O X Z suivant les deux cercles égaux 
qui r emplaçen t les premiers tores . La famil le qu i dérive 
des deux cercles par la cons t ruc t ion du n° 16 se c o m -
pose des sphè res o r thogona les à ces deux cercles, ayant 
p o u r plan radical c o m m u n le p lan O Y Z qu 'e l les c o u -
p e n t suivant un m ê m e cercle imagina i re . La famille qui 
dérive des deux sphères se compose de cycl ides passant 
par les deux cercles et a d m e t t a n t par conséquen t p o u r 
poin ts con iques c o m m u n s les deux points d ' in te r sec -
tion de ces cercles avec l 'axe O X ; c 'es t celle qui c o m -
prend le tore , et toutes les cyclides qu i la composen t 
sont du type du tore d é f o r m é . Enf in , la t roisième 
famil le dér ivant du tore et c o m p r e n a n t les deux cercles 
égaux se compose de cycl ides du type à deux fuseaux 
ayant p o u r points coniques c o m m u n s les deux mêmes 
points de l 'axe O X . 

Si deux des l ongueur s sont nul les , h = r = o, le 
p remie r couple de tores se rédui t à un cercle s i tué dans 
le plan O X Z et ayant son cen t re à l 'or igine, le second 
à deux points sur l 'axe O X et le t ro is ième à une sphère 
un ique ayant son cen t re à l ' o r ig ine . Les famil les qui 
dér ivent du cerc le et des deux po in t s sont composées 
de sphè res , et la t ro is ième se c o m p o s e de cyclides à 
t rois p lans de symét r i e . 

C'est du res te le seul cas où se r encon t r e cet te p a r -
t icu la r i té ; pou r q u ' u n e cyclide ait t rois p lans de s y m é -
trie, il fau t q u e ses deux axes radicaux se r e n c o n t r e n t . 
En ver tu de la cons t ruc t ion du n ° 1 6 {fig. 3 ) , il f aud ra 
d o n c que le po in t A se con fonde avec le poin t R , et 
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par sui te avec le po in t R . Cela a r r ive ra si l ' axe O X 
coupe le cercle moyen du tore , e t si l 'on fai t passer la 
droi t A C par le po in t d ' in te r sec t ion ; mais cet te c i r -
cons tance ne peu t se p ré sen t e r p o u r toutes les posi-
t ions de la dro i te A C q u e si le tore se r édu i t à une 
sphère ayant son cen t r e sur l 'axe O X , c ' e s t - à -d i r e 
si h = r = o. 

Le cas le plus r e m a r q u a b l e est peu t - ê t r e celui où les 
t rois longueurs son t égales : a — r — h. Alors tous les 
tores sont égaux ; ils on t p o u r m é r i d i e n n e deux cercles 
égaux tangents et les l ieux des points doub les sont des 
ovales de Cassini ayant leurs foyers à une d is tance du 
cen t r e égale au rayon de ces cercles , avec leur peti t axe 
égal à la d is tance des foyers et un rayon de c o u r b u r e 
infini aux ex t rémi tés de ce pe t i t axe. Ce qui fai t l ' i n t é -
rê t de ce cas par t icu l ie r , c 'es t que toutes les cycl ides 
d ' u n e famille sont r e spec t ivement égales à celles des 
deux au t res famil les . P a r m i ces cycl ides, il en est à 
po in t s con iques réels du type du tore d é f o r m é , d ' au t r e s 
sans po in t s doub les réels et d ' au t r e s à poin ts doub les 
réels du type à deux f u s e a u x . 

22. Disposition des cyclides d'une même famille. 

— Revenons au cas généra l . Les cyclides d ' u n e m ê m e 
famil le p ré sen ten t des d ispos i t ions r emarquab les su r 
lesquelles il conv ien t d ' i n s i s t e r . 

Il y a deux familles de cyclides qu i se composen t de 
surfaces a d m e t t a n t le plan O X Y p o u r plan de symé-
trie. Les cyclides d ' u n e de ces famil les c o u p e n t ce plan 
c h a c u n e suivant d e u x cercles (w) et (<p) ayant l eur 
cen t r e sur l 'axe O X . Mais ces cyclides sont d e u x à d e u x 
symét r iques par r a p p o r t au plan O Y Z . Nous avons 
ainsi d e u x familles de cerc les , celle des cercles (co) 
et celle des cercles (s>), les cercles de chaque fami l le 
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é tan t d e u x à deux symé t r iques par r a p p o r t à l 'o r i -
g ine O . Les cyclides de la seconde famil le c o u p e n t éga-
l emen t le plan O X Y suivant d e u x famil les de cercles 
(o)/) et (cp') ayan l leur cen t r e sur O Y et les cercles de 
c h a q u e famil le é t an t aussi deux à deux symét r iques 
par r a p p o r t à l ' o r ig ine . 

Il faut de plus que les cercles (to') so ient o r thogonaux 
aux cercles (w) ou aux cercles (cp) : supposons que ce 
soit aux cercles (co). Alors les cercles (es) se ron t o r t h o -
g o n a u x aux cercles (cp'). Nous au rons ainsi sur le 
plan O X Y deux réseaux de cercles o r t h o g o n a u x (<o) 
et (a)') d ' u n e par t , (cp) e t (cp;) d ' a u t r e par t . De là résul te 
q u e l 'or ig ine O aura la même puissance m par r a p p o r t 
à tous les cercles (GJ), la m ê m e puissance — m par r ap-
por t à tous les cercles (w'), la m ê m e puissance n par 
r a p p o r t à tous les cercles (cp), et la même puissance 
— n pa r r a p p o r t à tous les cercles (cp'). 

U n e cyclide est c o m p l è t e m e n t dé t e rminée par les 
cercles (o>) et (cp) à cond i t ion qu 'on choisisse l ' un des 
cen t res de s imil i tude de ces deux cercles , S . Elle sera 
le lieu des cercles décr i t s dans les plans p e r p e n d i c u -
laires au plan de ces deux cercles et a d m e t t a n t pour 
d iamèt res les segments E F qu i j o ignen t deux poin ts 
an t ihomologues . So ien t {fig> 4 ) A, B, C, D , les i n t e r -
sect ions de deux cercles avec la droi te de leurs cen t res 
pr i se p o u r axe O X , les poin ts an t ihomologues é tant A 
et D , B et C. 

D 'après ce q u ' o n vient de dire , 011 aura pour tou tes 
les cycl ides de la même famil le : 

OA x OB = m, OC x OD = n. 

Mais la cycl ide cons idé rée coupe le plan O X Z 
suivant les cercles ayant p o u r d iamèt re A D et BC. 
O n aura donc encore , p o u r toutes les cyclides de la 
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même famille : 

OA x OD = m', O B x O C = n' 

avec la cond i t ion : 0 

mn = m'n' = OA.OB.OG.OD. 

O n voit ainsi que toutes les cycl ides d ' u n e m ê m e 
famil le , et par sui te le système or thogona l tout en t i e r 
est c o m p l è t e m e n t dé te rminé par les trois n o m b r e s m , 
n, m\ c o m m e il l 'était pa r les trois n o m b r e s a , /*, h. La 
valeur de m pe rme t en eiFet de d é t e r m i n e r le cercle 
(AB) q u a n d on s 'en d o n n e le c e n t r e ; la valeur de mf 

p e r m e t de placer le point D sur l 'axe O X et celle de /*, 
le poin t C, ce qui dé t e rmine c o m p l è t e m e n t la f igure . 
On ob t i en t tou te la famil le en dép laçan t le cen t r e du 
cercle AB. 

De m ê m e , le système entier est complètement 

déterminé si l'on se donne une seule cyclide et le 

point O sur Vun des axes radicaux de cette cyclide. 

Il es t aisé de cons t ru i re a lors l 'un des tores qui ont 
servi à la cons t ruc t ion du n° 16. 

Cons idé rons en effet ( fig. 4 ) les deux p lans c i r con -

Fig. 4-

scri ts à la cycl ide d o n n é e qu i se c o u p e n t su ivant une 
d ro i t e p ro je t ée en S , et d o n t l 'un touche les cercles 
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(AB) et (CD) en H et K r e spec t i vemen t , La dro i te SHK. 
r e n c o n t r e O Y en T . O n t race dans le p lan O X Y les 
deux cercles de cen t r e T et de rayon T H et T K les-
quels son t o r t h o g o n a u x re spec t ivemen t aux cercles (AB) 
et (CD) . Le to re che rché a son axe paral lèle à O Z p r o -
j e t é en T . Son é q u a t e u r se compose des cercles T H 
et T K et sa mér id i enne est le cercle ayant p o u r d ia-
mè t re H K et s i tué dans un plan pe rpend icu la i r e au 
plan O X Y . 

23. Systèmes orthogonaux composés de cyclides 

du troisième ordre. — E t u d i o n s m a i n t e n a n t les sys-
tèmes o r t h o g o n a u x don t la r ep résen ta t ion sphé r ique se 
compose de cercles passant tous par un m ê m e po in t de 
la sphè re . D a n s ce cas toutes les sur faces d ' u n e m ê m e 
famille on t la m ê m e représen ta t ion s p h é r i q u e qui se 
compose des cercles passant pa r un poin t de la sphè re , 
et t angents en ce po in t à l ' une ou l ' au t re de deux 
droi tes r ec t angu la i r e s s i tuées dans le p lan t angen t à la 
sphè re et passant par le p o i n t de con tac t . Nous avons 
déjà vu (n° 11) q u e les cycl ides c o r r e s p o n d a n t e s sont 
du t ro is ième o r d r e et qu ' e l l e s a d m e t t e n t c h a c u n e deux 
p lans c i rconscr i t s le long d ' u n e dro i te et paral lèles au 
plan t angen t à la sphè re au po in t par où passent tous 
les cercles de la r ep résen ta t ion sphé r ique . Ces deux 
dro i tes sont d 'a i l leurs paral lè les aux dro i tes (D) et (E) 
au tou r desquel les p ivo ten t les plans des cercles de la 
r e p r é s e n t a t i o n s p h é r i q u e , et toutes les l ignes de c o u r -
b u r e des cycl ides de la famil le c o r r e s p o n d a n t e sont des 
cercles d o n t les plans passen t par l ' u n e de ces dro i tes . 
D a n s la r ep ré sen t a t i on sphé r ique du sys tème o r thogo-
nal, il y a t rois réseaux de cercles o r t hogonaux , un pou r 
c h a q u e fami l le , e t les six d ro i t e s c o r r e s p o n d a n t e s son t 
paral lè les aux t rois axes de coo rdonnées , les d e u x 
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dro i t e s c o r r e s p o n d a n t à une m ê m e famille é t an t t an -
gen tes à la sphère à l ' une des ext rémi tés d ' un des 
d iamèt res de la sphère parallèles aux axes de coo r -
données . 

Il en résu l te déjà que tous les p lans c i rconscr i ts aux 
cyclides sont parallèles à l 'un des plans de coo rdonnées 
et toutes les dro i tes s ta t ionnai res paral lè les à l 'un des 
axes de coo rdonnées . Ensu i t e on d é m o n t r e r a c o m m e 
au n° 14 que toutes les cycl ides d ' u n e même famille 
son t symét r iques , chacune par r a p p o r t à deux des plans 
de coordonnées et deux à deux par r a p p o r t au t rois ième. 
Dès lors, le système p e u t ê t re cons t ru i t de la maniè re 
su ivante : 

T r a ç o n s dans le plan O X Y une droi te MN ( J i g . 5) 
paral lèle à O Y , c o u p a n t O X en C, et un cercle ayant 

Fig. 5. 

son cen t re sur O X et coupan t cet axe en A et 13. L ' u n e 
des cyclides de la p remiè re famille p o u r r a ê t re définie 
par ce cercle et cet te d ro i t e en chois issant A ou B pour 
pied de l ' au t r e dro i te s ta t ionna i re . Ces dro i tes s ta t ion-
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o a i r e s s o n t e n m ê m e t e m p s les axes r a d i c a u x de la c v -
c l i d e . P a r e x e m p l e , si l ' on m è n e la d r o i t e A D E c o u p a n t 
le ce rc l e A B en D et la d r o i t e M N en E , la cycl ide sera 
le l ieu des cerc les a y a n t l e u r s p l ans p e r p e n d i c u l a i r e s 
a u p lan O X Y et a d m e t t a n t D E p o u r d i a m è t r e , l o r s q u e 
la d ro i t e A D E p ivo te a u t o u r de A . La m ê m e cycl ide 
p o u r r a i t e n c o r e ê t r e dé f in i e p a r le ce rc le du p l an O X Z 
a y a n t C B p o u r d i a m è t r e , la para l lè le m e n é e par A à O Z , 
-et le po in t C c o m m e c e n t r e d e p i v o t e m e n t . 

L ' u n e des cyc l ides de la s e c o n d e fami l le devra pas se r 
p a r le ce rc l e de d i a m è t r e D E et sera s y m é t r i q u e p a r 
r a p p o r t au p l an O X Y . Mais îa p r e m i è r e cyc l ide est 
l ' e n v e l o p p e des s p h è r e s 4 d o n t les g r a n d s cerc les s i tués 
d a n s le p lan O X Y son t t a n g e n t s au cerc le A B et à la 
d r o i t e M N . L ' u n e de ces s p h è r e s a p o u r g r a n d ce rc l e le 
c e r c l e t a n g e n t en D au ce rc le A B et en E à la 
d r o i t e M N . Alo r s la s p h è r e o r t h o g o n a l e , c i r consc r i t e à 
la d e u x i è m e cyc l ide , au ra son c e n t r e au po in t F , i n t e r -
s ec t i on d e M N avec la t a n g e n t e en D au cerc le A B . 
C e t t e d e u x i è m e cycl ide c o n t e n a n t le ce rc le D E a u r a 
l ' u n de ses axes r ad i caux d a n s le p lan p e r p e n d i c u l a i r e 
au p l an de la figure p a s s a n t pa r D E , et p u i s q u e cet 
a x e r ad i ca l do i t ê t r e para l lè le à l ' u n des axes de c o o r -
d o n n é e s e t s i tué d a n s l ' u n des p l ans de c o o r d o n n é e s , 
ce se ra la pa ra l l è l e à O Z p r o j e t é e en A ' , i n t e r s e c t i o n 
de la d ro i t e D E avec O Y . L ' a u t r e axe r ad ica l se ra p a -
ra l lè le à O X . D o n c ce t t e d e u x i è m e cyc l ide sera dé f in ie 
p a r u n axe rad ica l para l lè le à O X , un c e n t r e de p ivo te -
m e n t A' s i tué s u r l ' axe O Y , et u n ce rc l e s i tué dans le 
p lan O X Y p a s s a n t p a r A' et a y a n t son c e n t r e s u r O Y . 
E l l e es t a lors c o m p l è t e m e n t d é t e r m i n é e . 

D ' a b o r d , le c e n t r e d e p i v o t e m e n t A ' es t , c o m m e on 
v i e n t d e le voi r , à l ' i n t e r s e c t i o n d e E D avec O Y . L ' a x e 
r ad i ca l d e v a n t ê t r e t a n g e n t à la s p h è r e de c e n t r e F en 
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u n po in t du cercle D E passe nécessa i rement pa r E ; 
c 'es t la paral lè le à O X m e n é e par E , laquel le c o u p e O Y 
en C . En f in , le cercle passant p a r A' dans le plan O X Y 
doi t passer aussi pa r D , p u i s q u e E D est le d i a m è t r e 
de l 'un des cercles de la cyclide d o n t le p lan est pe r -
pend icu la i r e à O X Y . Il coupera donc O Y en un second 
p o i n t B' qu ' on ob t ien t par l ' i n t e r sec t ion d e O Y avec la 
droi te BD pe rpend icu la i r e à E D . Ce cercle est b i en , 
comme il do i t ê t re , t angent au cercle de cen t re F , car 
il est o r thogona l au cercle AB, pu i squ ' i l est c i rconscr i t 
au t r iangle A ' D B ' l eque l a ses côtés r e spec t ivement per -
pend icu la i res à ceux du tr iangle A D B auquel est c i r -
conscr i t le cercle AB, d 'où il suit q u ' o n passe de l ' u n 
à l ' au t re pa r une h o m o t h é t i e suivie d ' u n e ro ta t ion d ' u n 
angle d ro i t . 

En faisant p ivo te r la d ro i t e A ' D E a u t o u r de A' , on 
cons t ru i ra ainsi toutes les cyclides de la seconde 
famil le . Celles de la t rois ième s ' ob t i end ron t de la m ê m e 
man iè re en remplaçan t r e spec t ivement le cerc le AB, la 
dro i te MN et le cen t re de p ivo temen t A dans le 
plan O X Y , par le cercle BC, la parallèle à O Z m e n é e 
pa r A et le cen t re de p ivo tement C dans le p lan O X Z . 
Enf in les cyclides d e l à p remiè re famil le se cons t ru i sen t 
de la même man iè re en p a r t a n t d ' u n e de celles de la 
seconde ou de la t ro is ième fami l le . 

24 . Le système est bien orthogonal. — Pour v é r i -
fier que le système ainsi f o rmé est b ien o r thogona l , 
cons idé rons un po in t M de la cyclide ini t iale. P a r ce 
po in t passent deux cercles de c o u r b u r e D E et 8s. 
U n e cycl ide de la seconde famil le passe par D E , u n e 
de la t ro is ième p a r Ss et ces deux-là c o u p e n t o r thogo-
na lemen t la sur face ini t ia le d ' après la cons t ruc t i on 
m ê m e . D e plus , elles son t o r thogona les e n t r e elles au 
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poin t M pu i sque leurs in t e r sec t ions D E et 3s sur la 
cycl ide ini t iale sont pe rpend icu la i r e s . 

Alors , en r ep renan t , avec des modif icat ions faciles, 
le r a i sonnemen t qu i t e rmine le n° 17, on démon t r e r a 
que toute cycl ide de la deux ième famille coupe chaque 
cyclide de la t ro i s ième famille o r thogona l emen t suivant 
un cercle de c o u r b u r e et r é c i p r o q u e m e n t . 

S u p p o s o n s m a i n t e n a n t q u e la p remière famille ait 
été cons t ru i t e au moyen d ' u n e cyclide (C2) de la 
deux ième famil le . Ce t t e cycl ide ( C 2 ) c o u p e une des 
cyclides (C3) de la t ro is ième famil le suivant un cercle de 
c o u r b u r e (S*) . Soi t N un po in t du cercle (S<) . P a r ce 
po in t N passen t sur les d e u x cycl ides (C2) et (C 3 ) deux 
autres cercles de c o u r b u r e (S 3 ) et (S 2 ) , et les t angentes 
à ces trois cercles au poin t N f o r m e n t un t r iède t r i r ec -
tangle , pu i sque les cycl ides (C2) et (C3) sont o r tho-
gonales et q u e les cercles de c o u r b u r e d ' u n e m ê m e 
cycl ide son t o r t h o g o n a u x . L ' u n e des cycl ides (Ci) de 
la p remière famille passe par le cercle (S3) e t est o r t h o -
gonale à la cycl ide (C 2) . D o n c son plan tangen t c o n -
t ient la tangente à (S 3 ) et est pe rpend icu la i re au plan 
des tangentes à (S 3 ) et ( S ^ . C 'es t donc u n e des faces d u 
t r ièdre t r i rec tangle et les trois cyclides son t o r t h o g o -
nales au po in t N . 

Le r a i s o n n e m e n t du n° 17 m o n t r e alors que les cy-
cl ides (C<) et (C3) se coupen t su ivant un cercle le long 
d u q u e l elles son t o r thogona le s . Ainsi toutes les cy-
clides de la première famil le c o u p e n t o r t h o g o n a l e m e n t 
celles de la t ro i s i ème . 

Cons idé rons enfin deux cyclides (C<) et (C'3) des 
famil les i et 3 se c o u p a n t o r t h o g o n a l e m e n t su ivant un 
cercle (S^) et adme t t an t deux au t res cercles de c o u r -
bu re (S'3) e t (S j ) . Nous savons déjà que par (S',) s i tué 
sur (C'3) passe une cyclide de la seconde famil le ortho-' 
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gonale à (C3) . La r épé t i t i on du r a i s o n n e m e n t p r é c é -
d e n t m o n t r e r a qu 'e l le es t or thogoriale à (C^), de sor te 
que toute cycl ide de la seconde famil le es t o r thogona le 
à toutes les cycl ides de la p remiè re et ainsi se t rouve 
achevée la d é m o n s t r a t i o n . 

La cons t ruc t ion ind iquée au n° 2 3 m o n t r e q u e la 
deux ième cyclide est c o m p l è t e m e n t dé t e rminée par le 
cercle D E si tué sur la p remiè re , d 'où il su i t que la 
deux ième famil le est c o m p l è t e m e n t dé t e rminée par une 
seule cycl ide de la p r emiè re ; mais pu i sque toutes les 
cyclides de la deux i ème famil le sont o r thogona les à 
toutes celles de la p r emiè re , on re t rouvera la m ê m e 
deux ième famil le si l 'on app l ique la cons t ruc t i on du 
n° 2 3 à l ' une q u e l c o n q u e des cycl ides de la p remiè re 
famil le , e t p lus géné ra l emen t , le sys tème comple t peu t 
ê t re dédu i t , pa r la cons t ruc t ion ind iquée , d ' u n e seule 
cycl ide, pourvu qu ' on d o n n e en m ê m e t emps l 'or ig ine 
des coordonnées sur la pe rpend icu la i r e c o m m u n e aux 
axes rad icaux de ce t te cycl ide. 

25 . Dispositions des cyclides. Réalité des points 

coniques.. — O n p e u t fa i re deux r e m a r q u e s uti les sur 
les fo rmes des cyclides et l eur in te rsec t ion avec les 
plans de c o o r d o n n é e s . 

Les r a i sonnemen t s du n° 18 relat i fs aux poin ts co-
n iques des cycl ides du qua t r i ème o rd re s ' app l iquen t 
sans c h a n g e m e n t aux cyclides du t rois ième o rd re ; mais 
celles-ci c o u p e n t su ivant des con iques les plans pa ra l -
lèles à leurs p lans c i rconscr i t s . Donc : 

Tou te s les cyclides d ' u n e même famil le c o u p e n t su i -
vant u n e m ê m e con ique celui des trois p lans de coor-
données pa r r a p p o r t auque l elles ne son t pas symé-
t r iques . Ce t t e con ique est le lieu des po in t s con iques des 
deux autres familles s i tuées dans ce p lan - l à . Il y a 
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ainsi t rois con iques s i tuées chacune dans un des plans 
de coo rdonnées , don t c h a c u n e est focale des deux 
au t r e s . L ' u n e est u n e el l ipse rée l le s i tuée par exemple 
dan le p lan O Y Z et ayan t ses foyers réels sur O Z ; la 
seconde , une hype rbo l e s i tuée dans le plan O X Z ayant 
p o u r sommets réels les foyers de l 'e l l ipse p r écéden t e , 
et p o u r foyers réels les sommets da la même ell ipse sur 
l 'axe O Z . La t ro is ième est une ell ipse imaginai re s i tuée 
dans le plan O X Y et a d m e t t a n t p o u r sommet s les 
foyers imagina i res de l 'e l l ipse et de l ' hype rbo l e p r é c é -
den tes . 

O n en conc lu t q u ' a u c u n e des cycl ides du sys tème 
n ' a de points con iques réels dans le plan O X Y . 

Appe lons p r e m i è r e famil le cel le des cyclides qui on t 
leurs plans c i rconscr i t s parallèles à O Y Z . Cel les- là 
passent toutes par l 'ell ipse s i tuée dans ce p lan- là , et 
on t leurs po in t s con iques réels sur l ' hyperbo le s i tuée 
dans le p lan O Z X , laquel le a p o u r axe t ransverse 
Taxe O Z . Les deux axes r ad icaux de ces cyclides sont 
parallèles à O Y et à O Z . Ce de rn i e r r encon t r e t ou jou r s 
l ' hyperbo le . D o n c , les cycl ides de la p remière famille 
on t toutes l eurs po in t s con iques réels sur des axes rad i -
caux paral lè les , ce qui du res te résul ta i t aussi de ce fait 
qu ' e l l e s a d m e t t e n t une sect ion e l l ip t ique par le 
p lan O Y Z . 

Les cycl ides de la deux ième famil le s e ron t celles 
d o n t les plans c i rconscr i t s sont parallèles au plan O Z X . 
Elles passent toutes par L'hyperbole p récéden te et ont 
leurs points con iques sur l 'e l l ipse ; mais l ' axe radical 
paral lè le à O X peut occupe r toutes les posi t ions pos -
sibles c o m m e cela résul te de la cons t ruc t ion d u n° 2 3 ; 
il arr ive donc qu ' i l coupe ou ne coupe pas l 'el l ipse en 
deux po in t s réels- D o n c les cycl ides d e la s econde 
famil le on t leurs p o i n t s coq iques t a n t ô t imaginai res et 
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t an tô t réels sur des axes r ad icaux paral lè les . Il y en a 
deux qu i on t leurs po in ts con iques c o n f o n d u s . 

E n f i n , la t ro is ième famil le c o m p r e n d les cycl ides 
d o n t les axes rad icaux sont parallèles à O X et à O Y ; 
cel les- là c o u p e n t le plan O X Y suivant l 'e l l ipse imagi -
na i r e , e t elles on t leurs points con iques les unes sur 
l 'e l l ipse, les au t res sur l ' hyperbo le . C o m m e une cyclide 
n ' a pas plus de deux points coniques réels , si l 'axe ra-
dical paral lèle à O X coupe l ' hype rbo le , l 'axe radical 
parallèle à O Y ne coupera pas l ' hyperbo le ; mais il peu t 
se faire q u ' a u c u n e de ces d e u x dro i tes ne coupe la co -
n ique co r r e spondan t e , et cela arr ivera nécessa i rement 
p o u r cer ta ines cyclides de la famil le , car a u t r e m e n t , on 
aura i t un cas l imi te où l ' une des dro i tes serait t angen te 
à l 'e l l ipse et l ' au t re à l ' hype rbo le et par sui te u n e 
cycl ide ayant deux points con iques doubles , ce qui est 
imposs ib le . 

Ainsi , il n ' ex is te pas de famil le composée exclus ive-
m e n t de cyclides sans points con iques réels , sauf un 
cas pa r t i cu l i e r sur lequel nous r ev iendrons plus lo in . 

(A suivre.) 

[ B l a ] 

SUR UNE PROPRIÉTÉ DES MATRICES LINÉAIRES ; 
P A R M . LÉON A U T O N N E . 

P r e n o n s deux ma t r i c e s l inéa i res /i-air<es u e t v, d o n t 
u n e au m o i n s , p a r exemple w, es t inver t ib le , \u\ ^ o . 
N o m m o n s 6 == uv, vj == vu, les deux ma t r i ce s -p rodu i t s . 
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O N A 

u~l 6 m = u~l uvu = r¡ ; 

les deux matrices 9 etr¡ sont semblables. 

L e r a i s o n n e m e n t t o m b e l o r s q u e ni u n i v 

t i b i e ; la p r o p o s i t i o n n e subs i s t e pas n o n 
«qu'on le r e c o n n a î t s u r un e x e m p l e s i m p l e , 

0 = m, r¡ = o. 

O n p e u t d o n c se pose r le p r o b l è m e s u i v a n t : Quelles 

sont les conditions J , nécessaires et suffisantes pour 

que les deux matrices-produits 9 et r\ soient sem-

blables ? 

L e p r é s e n t travail c o n t i e n t la so lu t i on du p r o b l è m e . 
O n r e c o n n a î t d ' a b o r d q u e les d e u x m a t r i c e s tt-aires 

e t yj o n t m ê m e p o l y n o m e c a r a c t é r i s t i q u e ( E = w - a i r e 
u n i t é ) , 

j p E — 0 | = | p E — y ) | = p * / l < p ( p ) , 

o ù r f ( p ) es t un p o l y n o m e de d e g r é /i, avec f (o) o , 
La r é p o n s e à la q u e s t i o n es t f o u r n i e par la p r o p o -

s i t ion c i -dessous . 

T H É O R È M E . — Les conditions J sont les suivantes : 

et r¡s ont même rang, pour s = i , a , . . . , 73, m é t a n t 
n n e n t i e r pos i t i f q u i ne dépasse pas n — h. 

i ° O n conse rve ra la t e r m i n o l o g i e e t les n o t a t i o n s 
e m p l o y é e s d a n s m e s p r é c é d e n t e s r e c h e r c h e s su r les 
m a t r i c e s l inéa i res ( * ) . 

n ' e s t in ver-
p lus , ainsi 

(*) I. Sur les formes mixtes ( Annales de V Université de Lyon, 
î9o5). — II. Sur les coordonnées pluckériennes de droite dans 



( ) 
A v a n t d ' e n t a m e r la d é m o n s t r a t i o n d u t h é o r è m e , i î 

c o n v i e n t de r a p p e l e r ou d ' é t a b l i r q u e l q u e s t h é o r i e s 
p r é l i m i n a i r e s . 

2° S o i e n t a = ( # a p ) , ¿> = (£>ap) ( a , [i = i , 2 
d e u x m a t r i c e s / i - a i r e s . F o r m o n s d a n s la m a t r i c e -
p r o d u i t ab, la s o m m e des é l é m e n t s p r i n c i p a u x , c ' e s t -à -
d i r e s i tués su r la d i agona le p r i n c i p a l e ; c e t t e s o m m e 
est 

et n e c h a n g e pas q u a n d on p e r m u t e a et ¡3, c ' e s t - à - d i r e 
a et b. C e t t e s o m m e est d o n c la m ê m e p o u r les d e u x 
m a t r i c e s - p r o d u i t s ab e t ba. 

3° R a n g e o n s dans un o r d r e d é t e r m i n é les 

c o m b i n a i s o n s de n i nd i ces pr is m à m, e t n u m é r o t o n s 
ces c o m b i n a i s o n s au m o y e n d ' u n i n d i c e l v a r i a n t 

l ignes d ' i nd i ce s /<•,, /c2, . . . , km et les c o l o n n e s d ' i n d i c e s 
j \ i j 2 1 • • • ? j m p o u r f o r m e r un m i n e u r de d e g r é m 

l'espace à n — i dimensions ( Journal de l'École Polytechnique, 
a* série, n* cahier). — III. Sur les matrices linéaires échan-
geables à une matrice donnée ( Journal de l'École Polytechnique, 
s* série, i4* cahier). — IV. Sur les matrices linéaires non inver-
tibles (Annales de l'Université de Lyon, 1909). On renverra à la 
présente liste par des notations comme (Index, 11) par exemple-

m ! ( n — m ) ! 

Assoc ions d a n s la m a t r i c e n - a i r e a les 



( ) 
O n aura la mat r ice 

que j 'a i n o m m é e Ama (Index, I I , C h a p . V I I ) . O n a 
dans ce travail é tabl i la p rop r i é t é A m a 6 = A m # . A w 6 . 

4° F o r m o n s le po lynome carac té r i s t ique | p E — a { 
de la ma t r i ce a , ou E est la n - a i r e un i té . Ce po lynome 
est 

d ' a p r è s des théor ies connues ; le coefficient Q / est la 
somme des é léments p r i n c i p a u x dans la ma t r i ce 

Au lieu de a p r e n o n s le p rodu i t abr Q / est la 
somme des é léments p r inc ipaux dans la mat r ice 
A / a 6 = A / a . A / 6 , c ' e s t - à -d i r e ( 2 0 ) dans la matr ice 
±ib. A/a = Aiba. D o n c les deux matrices-produits ah 

et ba ont même polynome caractéristique. 

5° Décomposons le po lynome carac té r i s t ique de la 
n-a i re a en ses successifs {Ele me n tarte i1er) 

[h 

\pE — a\ = n(p — l ) \ n = S*. 

N o m m o n s A la ma t r i ce X-aire 

l 
1 l 

A = O 1 / 

0 0 0 1 l 

qui a d m e t le successif u n i q u e (p — A sera 
( Indexy I V ; Préliminaires, C h a p . I) u n e c o m p o s a n t e 
de a» So ien t A ^ A j , . . . les composan te s rangées dans 



( » M ) 

un o r d r e q u e l c o n q u e ; la n - a i r e 

'A , 
A , 

s e r a s e m b l a b l e à a e t se ra la forme typique de a. O n 
a u r a , p o u r u n e n - a i r e i n v e r t i b l e c o n v e n a b l e R , 

= a R e t a sera mise sous forme typique. 

L a f o r m e t y p i q u e ne d é p e n d q u e des success i f s , q u i 
la dé f in i s sen t sans a m b i g u ï t é , à l ' o r d r e des c o m p o -
s a n t e s p r è s , l e q u e l es t f acu l t a t i f . 

6° S u p p o s o n s q u e la / î -a i re a a i t une pu i s sance 
n u l l e et q u e p soi t l ' e x p o s a n t m i n i m u m tel q u e aP = o . 
Les success i f s de a s e r o n t de s p u i s s a n c e s de p. O n 
a u r a ( I n d e x , I I I , 2 1 0 ) 

S = #0 fois le successif pPo \ 
p/'i 

ëi 9pi 

g h » p/>* 

p>Pi>.->Pi>-">P/<i 
f Po = P, 

1 n^^Piêrr, 
1 < = 0 

Y* = ^ H - + - ¿ 7 ; . 

a possède y* success i f s . C o m b i e n en posséde ra as ? 

O n fera usage d u t h é o r è m e de B r o m w i c h ( I n d e x , I V ; 
p r e m i è r e P a r t i e , C h a p . I I ) . D i v i s o n s p i pa r s ; n o m -
m o n s q i le q u o t i e n t et ti < s le r e s t e . Le successi f p ^ 
d e a sera r e m p l a c é d a n s a5 p a r s success i f s , savoi r : 
les s — ti success i fs e t les £/ success i f s Si 

s>pi, on pose ra qi = o , ti = pi ; as a u r a pi success i f s 
l i néa i r e s . 

7 0 N o m m o n s P , le s y s t è m e des g i success i f s p ^ e t 
l s le n o m b r e des success i f s d e as. E n ver tu de ce q u i 
p r é c è d e , P / f o u r n i t à l s le c o n t i n g e n t sgi sans q u e ce 



( » 3 ) 

c o n t i n g e n t pu i s se d é p a s s e r p i g i . s ' o b t i e n t sans p e i n e 
p a r un s c h é m a t r è s s i m p l e . 

8° T r a ç o n s ( l e l e c t eu r es t p r i é d e f a i r e la f i g u r e ) 
d a n s un p l a n p pa ra l lè les h o r i z o n t a l e s é q u i d i s t a n t e s 
( i ) , ( 2 ) , . . . , (s ) , (p); ( 2 ) es t a u - d e s s u s de (1) ; 
( 3 ) es t a u - d e s s u s d e ( 2 ) , e t c . R a n g e o n s les sys tèmes P/ 
de g a u c h e à d r o i t e d a n s l ' o r d r e c r o i s s a n t des ind ices . 
F a i s o n s c o r r e s p o n d r e , à P / , pigi p o i n t s r angés gi à gi 

su r les pa ra l l è l e s (1), ( 2 ) , . . . , ( / ) / ) . O n voi t d e su i te s u r 
le s c h é m a q u e ls est le nombre des points du schéma 

situé sur la droite (s) ou au-dessous de cette 

droite. 

9 0 P o s o n s ( (5)) = l s — et f o r m o n s la su i t e des 
e n t i e r s 

((2)), ((3)), . . . , ((/>)). 

O n a u r a 

(( 2 )) = (( 3 ) ) = . . . = ( ( />*))= Y* := g -f- g y+ . . .H- gk. 

Q u a n d s dépasse /?* , ((s)) sau te d e y* à y*_1 = yk — gk-

O n a a insi les e n t i e r s g h e t p 

({Pk-\- 1) ) , ((Pk-i)) son t é g a u x à ma i s 

((/>*-1 -h i ) ) = YA-2 = TA-i — gk-U 

ce qu i f o u r n i t gk~i e t e t a ins i de su i t e . 
E n déf in i t ive : chacun des deux systèmes d'en-

tiers ((2)), ..., ((p)) etph gi (i = 1, 2, . . . , k) définit 

Vautre système sans ambiguïté. 

L a c o n n a i s s a n c e des e n t i e r s ((•?)) a s s u r e cel le des 
succes s i f s . 

L a c o n n a i s s a n c e des n o m b r e s l s a s su re auss i cel le des 
s u c c e s s i f s . 

1 o° O n vérif ie sur - le -e l iamp, s u r la f o r m e t y p i q u e (5°), 



( 1*4 ) 

q u e c h a q u e successif r é d u i t d ' u n e un i té le rang d ' u n e 
ma t r i ce a telle que aP=z o. O n a d o n c , p o u r la m a -
t r i ce a (6°) , 

rang de as = R ^ . as = n ls. 

Soi t b une seconde / i -a i re , dop t une ce r t a ipe p u i s -
sance s ' annu le . Si l 'on a w p o u r en t i e r m i n i m u m tel 
que bu = o, les re la t ions 

R ^ . as sa Rg.bs, s == i r 2, . . m , 

e n t r a î n e r o n t , d ' ap rès ce qu i p r é c è d e , l 'égal i té des 
ent ie rs l$ p o u r a et 6, l ' i den t i t é des successifs et enfin 
la s imi l i tude de a et b. 

i l 0 Nous sommes ma in t enan t à m ê m e d ' a b o r d e r la 
démons t r a t ion du t h é o r è m e . 

12° Soient les q u a t r e n - a i r e s uy = uv,r\ = vu 

et % et l ï les fo rmes typ iques ( 5 ° ) de 6 et O n aura , 
p o u r des « -a i r e s inver t ib les L et M convenab l emen t 
chois ies , 

0 = L - i i l L , 7j = M - 1 BM, 
% = UV, . * = VU, 
U = LuM-i , V = M v L ' . 

i3° Bel n on t m ê m e po lynome carac té r i s t ique (4°)> 
d o n c 

| p E — ô | = | pE — 7)| = pn~h f(p)f 

où 'f ( p ) est un po lynome de d e g r é avec < p ( o ) ^ o . 
O n aura p o u r les deux fo rmes typiques 

* = (
A
 ° ) * * = (

B ; ) h
r 

\o a / n — h \o b / n —h 
h n — h h n — h 

?Cp) = lp«A— a I = I p e/, — B l A l ^ o * 
? n - h = z \ p e n - h - a \ = | p e « - / , — H I 

A-aire u n i t é ; e n - h A)-a i re imi té . A e t B 



( > 
s o n t i n v e r t i b l e s t a n d i s q u e o F = b m = s o p o u r r a —- r . 

i 4 ° O n p e u t éc r i r e en t o n t e h y p o t h è s e 

v / u „ u 1 2 \ h v = ^ v n v , î ^ h 

\ u 2 1 u 2 2 )n — h' V v , i v 2 2 )n~h" 
h n — h h n — h 

U M , V j | = m a t r i c e A - a i r e ; U 2 2 , V 2 2 = m a t r i c e 
( n — /¿) -a i re ; U 4 2 , V 1 2 = t ab leau à h l ignes et 
n — h c o l o n n e s ; U 2 1 , V 2 i = t ab leau an — h l ignes et 
h c o l o n n e s . 

i 5 ° O n vér i f ie i m m é d i a t e m e n t q u e p o u r un e n t i e r 
p o s i t i f s q u e l c o n q u e 

(o) U * ' = 3l 'U, VSI* = IMV. 

E n effe t , pa r e x e m p l e , 

s fois. s fois. 

u = u v ï ï v u T T v u i t v TT j l j v u = & u . 

Il v i e n d r a 

u » w U i t u » y B ' ° w U n B * 
\ u , 1 u , J \ o w \ u n B ' u 2 î f c 

^ U = / A » o \ / U , i U „ \ / A - U n A. |3 l t 

W \ U 2 1 a * U „ 

( U n B ' ^ A ' U n u 1 2 6 < = A< u 1 2 , 
( I ) ( U2j B5 = as U2i U22^=^U22. 

D e m ê m e 

V 1 2 \ / A < o \ / V „ A ' V l fa< 

Vu A« = Vu Vj 2 a s = Bs VJ2, 
' V21 As == bs V2i V 2 2 a s = bs V22. 

v 2 1 v , i / v o w v v „ A ' v 2 2 as' 
B* o \ / V „ V „ \ / B ^ V n B*V„ 



( 126 ) 

i6° D a n s les re la t ions ( i ) et ( a ) c i -dessus , fa i sons 
s = a™ = b™ = o ( i 3 ° ) . 11 v iendra n o t a m m e n t 

O ±= A ^ U , 2 = U 2 1 B ^ = B ^ V 1 2 = v t l A ® , 

et , comme | A | ^ o, | B | ^ o , 

O = U | 2 = U 2 i = Vl2= V2i. 

De là finalement, p o u r 5 = 1 , 

j U n B == AUh U226 = «U22, 
I Vu A = BV l t V 2 2 A = 6V î 2 , 

e t , c o m m e 5 l = U V , U = V U , 

( A = Un Vu B = Vu Un, 
( « = U22V22 ¿>=V2 2U2 2 . 

A et B é tan t inver t ib les , U< j et V H le sont aussi . 
1 A et B sont semblables , car 

U T 1 A U u = U H U L L V L L U I 1 = V 1 1 U 1 1 = B . 

A et B on t mêmes successifs et sont (5° ) , pa r sui te , 
i den t iques , é tant toutes deux typ iques . 

P o u r que 6 e t r , (12 0 ) soient semblab les , il faut et il 
suffi t que 

( o a ) ( o Ii}1 

le so i en t ; A et B le sont d é j à ; il fau t donc que a et b 

soient semblables . 
C o m m e ( i 3 ° ) am = b™= o, les cons idéra t ions du io° 

s ' app l iquen t . Les cond i t ions de s imi l i tude , nécessai res 
et suff isantes , sont 

( 5 = 1,2, 



( 1 27 ) 
O r 

Rç.fy = + = h -+- Rg.bs. 

i8° N o u s p o u v o n s d o n c é n o n c e r la p ropos i t ion sui-
van te , b u t et r é su l t a t de t o u t e la p r é s e n t e d i scuss ion : 

T H É O R È M E . — Soient les quatre matrices n-aires 

u, ç, 9 = wc, 7] = vu; 

| P E - ô | = | P E — V | = : p»-A<?(p), < p ( o ) ^ 0 , 

E= n-aire unité. 

Pour que 9 et y\ soient semblables, il faut et ii 

suffit que 9y et rf aient même rang pour 

s ==1,2, ..., or, ow Ventier-m ne peut dépasser n — /¿. 

190 Si 9 e t t4 son t semblab les , et fU son t s em-
blables e t , é t a n t t yp iques , son t i d e n t i q u e s , 

A = B = 0 , a = b = W. 

Les r e l a t i ons ( 4 ) d u 160 d o n n e n t 

Un Vu = V j i U n = Q, 

u22 v 2 2 = V 2 2 U 2 2 = w; 

U n et V n sont é c h a n g e a b l e s ainsi q u e U 2 2 et V 2 2 . 

[ D 2 b ] 
S U R Q U E L Q U E S S É R I E S N U M É R I Q U E S ; 

PAR M . CAMILLE D E N Q U I N . 

I . La f o r m u l e c o n n u e 

EÎ — lL 
6 ~ I ~ H ' 3 2 4 * 

ir* I 1 1 
( 0 i r = 1 



( ) 
q u i équ ivau t , ainsi q u ' o n le r econna î t i m m é d i a t e m e n t , 
à la f o rmu le 

s 'é tabl i t d ' hab i tude , soit en c o m p a r a n t les déve loppe -
ments de s i n # en série et en p rodu i t inf ini , soit en 
déve loppan t la fonc t ion x2 en sér ie de F o u r i e r . 

Je me suis p roposé d 'é tab l i r d i r e c t e m e n t la f o r -
mule (2) en la r a t t a chan t à la fo rmule de Le ibn iz , 

par une élévat ion au ca r ré . Gomme la série (3) n ' es t 
pas a b s o l u m e n t conve rgen te , la règ le o rd ina i r e de 
mul t ip l i ca t ion des sér ies n ' e s t pas appl icable , et il fau t 
des p récau t ions spéciales p o u r m e t t r e les calculs à 
l 'abri de toute ob j ec t i on . 

La m é t h o d e que j 'a i employée condu i t à la som-
mat ion d ' u n e série n u m é r i q u e doub le in té ressante : la 
f o r m u l e (1 1) q u ' o n t rouvera p lus loin paraî t nouvel le . 

I I . Nous é tab l i rons d ' a b o r d une fo rmule de s o m -
mat ion p o u r la série 

<3) B = 
/ 

<•0 c ? = 
2 1 1 # 

1 ( 2 ^ 4 - 1 ) W 3 ( 2 ^ 4 - 3 ) 5 ( 2 ^ - H 5 ) 

= 2 ( 2 il —T- L ) ( 2 -F- 2 71 - H I ) 
2 

n = 0 

Cet te série, où q dés igne un ent ier posi t i f a rb i t ra i re , est 
é v i d e m m e n t convergen te . 



( l 2 9 ) 

Ec r ivons success ivement 

iq _ i 
i ( a y - f - i ) "" i 

iq __ \ 
3 ( 2 <7 -f- 3 ) ~~~ 3 

iq _ l 
( 2 ? — i ) ( 4 ? —i) ~ '2q f ~ \q — l' 

9 9 __ 1 1 

( a y - H i ) ( 4 < / - h l ) ~~ 2 ? H - I \q-)rl' 

A q __ I I 
(m -\-\)(iq H- on -j- • i) ~ an+i >.q - + 

i 
-4- I ' 
I 

%q -4- 3 

E n a j o u t a n t tou tes ces égal i tés , et en t enan t c o m p t e 
des t e rmes qu i se d é t r u i s e n t , on t rouve 

n 1 1 

i 3 i q — i 

En d o u b l a n t , et r é u n i s s a n t d a n s le second m e m b r e 
les te rmes équ id i s t an t s des ex t r êmes , il v ient 

c _ * g iq '¿g , 
i q ~~ 1 ( 2 ? — i ) 3 ( 2 ? — 3) + ( 2 ^ — 3 ) 3 ( 2 q — 1 ) 1 

et finalement 

(5) c , = 2 r . 7 

111. Dans la sui te d u r a i s o n n e m e n t , n o u s i n t ro -
d u i r o n s la série doub le ayant p o u r t e rme généra l 

2 

(6) Uni,71 ( 2 r a , ) n 4 / H 3 ) ( 2 « + i ) ( 2 / i + 4 m + 5) 

= 4 ? 
. (2/1 -M) (2 / i -H 4 m -f- 3)(2t t -+- 5) 

i4;i/i. de Mathémat., 4e série, t. XII. (Mars 1912.) 9 



( i3o ) 
m e t n p r e n a n t s é p a r é m e n t les valeurs o , 1, 2 , . . . . En 
ve r tu d ' un t h é o r è m e généra l (<), ce l t e sér ie à t e rmes 

posi t i fs est conve rgen te , car u m , n est de la f o r m e -^r-i—r> 
J \ n / 

/ é t a n t un p o l y n o m e d e degré s u p é r i e u r à 2. 

N o u s pose rons m = » n — » 

( 7 ; i/.n-
/// p= 0 n — 0 

Les t e rmes u m , n peuven t ê t re écr i t s dans un o rd re quel -
c o n q u e , sans que la s o m m e D soit mod i f i ée . 

I V . Il est facile d ' é t ab l i r une re la t ion en t r e la série D 
et les séries C^ cons idé rées p lus h a u t (4). 

O n a, en effet , en d o n n a n t à g success ivement les 
valeurs 2 m 4 - 1 é l 2 7 / 1 4 - 2 , 

n ~ oc 

r = v i 
jU ('2/1-+- \)('in -r- f\m-+- 3)' 
n~Q 
n — 00 

y . . 
JmmJ ('M I )(2/l + ffl-f 5 ) ' 
n i=0 

d ' o ù , en r e t r a n c h a n t ces séries t e rme à t e rme , 

n — » 

^2//i-M ^ ^ ^ Uni.ri-
n^O 

D o n n o n s à ni success ivement les valeurs o, 1, 2, . . . et 
a j o u t o n s ; il v ien t , en p r o f i t a n t de ce q u e les t e rmes de 
la série D peuvent ê t r e écr i t s dans u n o rd re a r b i -
t ra i re 

m = 00 

(8) (C2/«-i-i — C2//Î-+-2) = D. 
m — 0 

f-2 — 

n = 0 

( l ) Voir, par exempie, J O R D A N , Traité d'Analyse, t. I , p. 3 O 4 . 



( «3» ) 
V . Ceiâ posé , cons idé rons un n o m b r e fini de 

t e rmes de la série de Le ibn iz , e t écr ivons 

« ' 1 
13» = i — 5 4 p — î 4/? -h î 

Élevons au car ré , en écr ivant d^abord les carrés des 
te rmes du second m e m b r e , puis les doubles p rodu i t s 
négat i fs , puis les doubles p rodu i t s posi t i fs . Il v ient 

13- 1 1 i B/ ,= n - -
9 ' ( 4 ^ + 0* 

î 
^ J ( î / i + i ) (a / i + 4:m -+- 3) 

(2/i + i)(2/i T+- 4m -+- 5 ) ' 

D a n s les deux S, m et A* sont des en t ie r s posit ifs ou 
nuls . D a n s le p r emie r S, 2/z 4 - 4 ^ - + - 3 est au plus 
égal à 4/? 4 - i . D a n s le second S, i n 4 - 4 m -+• 5 est au 
p lus égal à 4/> + i • 

Il est clair qu ' à tou t te rme du second S cor respond 
un t e rme du p remie r , pou r lequel m et n on t respec t i -
vement les mêmes valeurs . En réun i s san t deux à deux 
les t e rmes co r respondan t s , il ne restera* dans le p r e -
mier S que les te rmes p o u r lesquels m 4 - 4 m 3 est 
égal à 4 p 4 - i • On écr ira donc 

9 ' (4/> h- i)2 

[(2/l-f- l)(2/l + | » l + 3) (2/1 -h l)(2/Î-f-4w-H5)] 

~~ 4/> + i (ïï + 4 p — 1) ' 

R a p p e l o n s q u e , dans le S de la seconde l igne, w et m 
sont tels que 

2 n 4- 4 -+- 5 ^ 4 p -+-1 • 



( ) 
Fa i sons ma in t enan t c ro î t re p indéf in iment^ l a . p r e -

miè re l igne du second m e m b r e tend vers la somme 

4 1 1 A = l 4 1 r 4-
9 ** 

La seconde ligne tend vers — D , somme changée de 
s igne de la série doub le i n t rodu i t e au n° I I I . Q u a n t au 
t e rme complémen ta i r e 

— y— ; + ' + . . . + -—1 ) > ip \6 7 iP — iJ 

il tend vers z é r o ; en effet , la somme en t r e pa ren thèses 
est m o i n d r e q u e la somme des 4 p — 1 p remie rs t e rmes 
de la série h a r m o n i q u e , s o m m e asvmpto t ique , c o m m e 
on sait , à L ( 4 / > — i) . D o n c , e tc . 

Enfin 13p tend vers B = y . On a donc 
4 

(9) B1 =. ~ = A — D. 

VI . Nous ob t i end rons u n e au t re relat ion en écr i -
vant B^ d ' u n e manière d i f fé ren te , à savoir en g roupan t 
les p rodu i t s de f rac t ions don t les d é n o m i n a t e u r s on t la 
même s o m m e . O n t rouve ainsi 

B * = P 4 - Q , 
en posan t 

p = : 

( i . 3 ^ 3 . i ) 

( ï 7 3 573 577 ) 

14/» — i ) i ] 



et 
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4-

- [ ( 4 / > — I ) ( 4 P - H I ) ( 4 P + I ) ( 4 P - I ) 1 

! 

( 4 P 

O n voit tou t d ' abord que les t e rmes de la s o m m e 
a l te rnée égale à P sont , d ' ap rès la fo rmule (5), égaux en 
valeur absolue aux sommes successives C i ? C 2 , C 2 / > . 
O n a donc 

P = (Cl— C2) -h. . .-4- (C2/, 1 — C2/>). 

Si l 'on fait croî t re p i ndé f in imen t , le second m e m b r e 
de cet te égalité tend vers 1), a insi qu ' on l'a vu [ f o r -
mule ( 8 ) ] . 

En second l ieu, Q se p résen te sous la fo rme d ' u n e 
somme a l te rnée don t les t e rmes décroissent v is ib lement 
en valeur absolue . O n a donc 

o < Q < 
i d p -+- 0 (4 / ? -M) i 

La somme qui f igure d a n s le de rn i e r m e m b r e des 
inégali tés p récéden tes p e u t s ' écr i re 

(2 p 

Elle tend donc vers zéro, q u a n d p augmen te indéfi-
n i m e n t . Il en est pa r sui te de m ê m e de Q . 

O n a donc , en r é sumé , 
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ce qui , r approché de la formule ( 9 ) , donne 

I I 7Tl 
H 1 . . . — A = -tt- C . Q . F . D . 9 25 8 

V1J. Il résulte, comme on le voit, de l 'égalité (10) et 
de la définition de D que l 'on a 

U l ) 2 2 ( 2 / 1 + i ) ( 2 n 
0 0 

( 2 7 1 + i ) ( 2 / i + 4 / n + 3 ) ( 2 / i + 4 / n + 5 ) 6 4 

Cette formule peut être généralisée de la façon su i -
vante : posons 

( l + 2 « ) ( 3 + 2 / l 
0 0 

( 1 + 2 « ) ( 3 + 2 n + 4 m, ) ( 5 + 2 n + m j ) 

h'2 2 l 2 l 2 l T ( i + - 2 7 i ) ( 3 + - 2 A i + - 4 m i ) "1 
0 0 0 x(5-+-2/n-4m1+-4/?i2)(7-+2/i-+4m1-»-4m2)J 

et ainsi de suite. 

E , n 'es t au t re que et le mode de générat ion des 

sommes double , t r iple , e tc . , est suff isamment indi-
qué , E p é tant une somme mult iple d 'o rdre p + 1 
(variables n , m 2 , n i p ) . 

Cela posé, en se servant du déve loppement de cos^r 
en produi t infini, il est facile de vérifier que l 'on a 

K l = ï i ( f ) 2 E 2 =îi(F ) 3 U ^ y . Q)" + l-

Il serait intéressant de démont re r d i rec tement la 
fo rmule de récur rence 

Par ailleurs, on pourra i t , comme autre général isat ion 
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d e l a f o r m u l e ( n ) , c h e r c h e r d e s f o r m u l e s d e s o m m a t i o n 

p o u r l e s s é r i e s d o u b l e s a y a n t c o m m e t e r m e g é n é r a l 

_ i ' • 
m'n ( am -r- bn -4- c) [ a' m -t- b' n h- C ) ( a" m — b" n -f- c" ) 9 

a, b, ..., cff é t a n t d e s c o n s t a n t e s a priori q u e l c o n q u e s . 

BIBLIOGRAPHIE. 

EXERCICES DE GÉOMÉTRIE ; p a v F . G . M . — 5E é d i t i o n ; 

i v o l . i n - 8 d e x x i v - 1 2 9 8 p a g e s , c h e z A . M a r n e e t f i l s , 

à T o u r s , e t J . d e G i g o r d , à P a r i s . 

Les nombreuses éditions de ce Livre attestent son succès. 

Celle-ci se distingue des précédentes par l ' introduction de 

questions nouvelles et par des notes biographiques et biblio-

graphiques qui donnent au livre de l 'attrait. 

Les exercices de F. G. M. constituent sans doute un des plus 

riches recueils de problèmes géométriques qu'il y ait au monde, 

et sont, pour les professeurs, une mine précieuse d'énoncés. 

POLIEDRI, CURVE E SUPERFICIE SECONDO I METODI DELLA 

GEOMETRIA DESCRITTIVA; p a r Gino Loria. — 1 v o i . d e 

x v - 2 3 5 p a g e s ( e n l a n g u e i t a l i e n n e ) ; c h e z U l r i c o 

H o e p l i , à M i l a n . P r i x : 1 l i r e 5 o . 

Cet Ouvrage fait partie de la Collection bien connue des 

Manuali Hoepli. Il fait suite à un traité de Géométrie des-

criptive du même auteur, et a pour but d'illustrer les méthodes 

générales par des applications aux polyèdres, aux courbes et 

aux surfaces. Il est illustré de 62 figurés fort claire«; 

L'usage est en France d'étudier à paH la reprësëntatioi* par 

projections orthogonales (méthode de Monge) et la représén-
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tation par projection centrale ou perspective. A l 'étranger, on 

aborde volontiers les deux méthodes simultanément, et le 

savant professeur de Gênes se confirme à cette conception de 

la Géométrie descriptive, plus large peut-être que la nôtre. Il 

emploie surtout les deux plans de projection classiques, mais 

plusieurs problèmes sont traités par la perspective. 

La première Partie de l 'Ouvrage est consacrée aux figures 

limitées par des plans et des droites (résolution de trièdres, 

polyèdres); la seconde Partie aux courbes (courbes planes, 

courbes gauches, étude particulière de l 'hé l ice) ; la troisième 

Partie aux surfaces (surface de révolution, hélicoïdes, cônes 

et cylindres, surfaces réglées développables et gauches). 

La première Partie n'exige que la connaissance de la Géo-

métrie élémentaire, les deux dernières Parties font appel à des 

notions d'un ordre plus élevé. L'auteur a pris soin de résumer 

les principales propositions dont il avait à faire usage. 

Le Livre de M. Gino Loria, très intéressant en lui-même, 

fait, en outre, connaître des points de vue et des modes d'expo-

sition qui diffèrent notablement des nôtres. Nous pensons 

qu'il sera lu avec profit par les professeurs de Géométrie des-

criptive. 

NUEVOS METODOS PARA LLESOLVELL ECUACIOINES NUME-

RICAS ; p a r José lsaac del Cor val. — i v o l . i n - 8 d e XXII-

3o3 pages ( e n langue e s p a g n o l e ) ; chez A d r i a n R o m o , 
à M a d r i d . P r i x : 7 pese ta s . 

Les méthodes de résolution numérique proposées par l 'auteur 

reposent sur l'emploi d'une fonction auxiliaire qu'il appelle 

eulérienne, et qui se déduit du polynome 

f ( x ) — -4-.. .-+-«,„ 

par la formule 

E/(*)= mf(x) - f { x ) ± [ ¿ / O ) ] • 

La considération de J'eulérieane conduit à une série de 

théorèmes sur les équ»ts*as a lgébriques, entièrement analo-

gues, ainsi qu'on peut s'y attendre, a u * théorèmes de Rolle, 
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de Budan, de Sturm, etc. L'auteur applique aussi les eulé-
riennes au calcul numérique des racines réelles et imaginaires,. 

Les nouvelles méthodes sont-elles supérieures aux anciennes? 
Au lecteur d'en juger. En tout cas, il rendra justice à l'éru-
dition et au talent d'exposition de M. del Gorral. 

R. B. 

CERTIFICATS DE GÉOMÉTRIE SUPÉRIEURE. 

Lille. 

EPREUVE ÉCRITE. — I ° Démontrer la propriété fonda-
mentale des lignes géodésiques d'une surface, et former 
leur équation différentielle ; en coordonnées curvili-
gnes (uv), l'élément linéaire étant donné sous la forme 

ds2 = f1 du2 i f g cos to. du dv -h g2 dv- ; 

2° Définir l'angle de contingence géodésique et la 
courbure géodésique ; faire voir que celle-ci ne diffère 
pas de la courbure tangentielle; 

3° Donner l'intégrale première de Véquation des lignes 
géodésiques dans le cas où les lignes coordonnées (w, v) 
forment un système de Liouville. Application aux sur-
faces de révolution et à l'hélicoïde gauche. 

(Juillet 1911.) 

EPREUVE ÉCRITE. — i° Question de cours : Une surface 
étant rapportée à ses lignes de courbure et le ds1 ayant 
pour expression f2 du1 gi dv2, former les relations 
qui existent entre les coefficient f \ g et les courbures 
principales T;-> -¿S quelles conditions doivent remplir 

Ki «2 
~ pour que les lignes de courbure soient isothermes ? 

Application : Démontrer que, en dehors des surfaces 
canaux et des surf aces de révolutiony les seules enveloppes 
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de sphères (à un paramètre) qui soient divisées en carrés 
par leurs lignes de courbure sont définies de la manière 
suivante : la sphère enveloppée reste orthogonale et une 
sphère fixe et son centre décrit une courbe située tout 
entière dans un plan passant par le centre de cette sphère 
fixe. (Novembre 19! i.) 

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES. 

2090. 
( 1908, p. ;,G.) 

Soient P ( a , fi , y ) un point fixe quelconque situé dans le 
plan du triangle ABC ; 6 le centre de la conique inscrite en 
A, ¡3, Y; A(X, JJL, V) la polaire de 6 dans le triangle ABC 
et Q la conique inscrite en ABC au triangle çles droites AÀ, 
BJJL, CV. Si un point O (¿R, y, z) décrit Q : 

i° La polaire p de O tourne autour de 0; 
•20 Le centre 0! de la conique inscrite à A B C en x, y, z 

décrit la polaire px de P ; 
3" Les parallèles à P A , P B , P C menées par O coupent 

B G , G A , A B , en X ' , f i ' , v ' et Voti a la droite A ' ( X ' u ' v ' ) ; 
4° Les parallèles à OA, OB, OG menées par P coupent 

B G , G A , A B en XL5 »JL^ VI et Von a la droite A T (X T JJ-I V J ) ; 

5 ° Le point to ( A j le milieu de O P et décrit la-
conique X qui passe par les milieux des côtés de ABC et 
les points a, y; 

6° Si P coïncide avec V orthocentre H de ABG, 0 est le point 
de Lemoine, Q le cerôle ABG, A' la droite de Simson et X 
le cercle d'Euler. ( S O N D Â T . ) 

SOLUTION 

F a r M . R . BOUYÀIST. 

Il suffit d'établir les propositions précédentes dans le cas où 
le point P coïncide avec l'orlhocentre H du triangle ABC, et 
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de les généraliser au moyen d'une transformation homo-
graphique laissant invariable la droite de l'infini. 

Dans ce cas, le point ô est le point de concours des médianes 
antiparallèles, c'est-à-dire le point de Lemoine du triangle, 
les droites AX, Bpt, Cv sont les tangentes au cercle circons-
crit en A, B, G, cercle qui n'est autre que la conique Q. 

i°.Soient u , p, w les points d'intersection de la polaire p 
d'un point O du cercle circonscrit avec BC, GA, AB ; si l'on 
se donne le point M, les points p et w sont déterminés et 
uniquement; si, d'autre part, ce point u coïncide avec B par 
exemple, il en est de même du point w, ce qui montre que p 
passe par un point fixe. Si u coïncide avec X, p devient la 
symédiane issue de A ; le point fixe cherché est donc le point 
de Lemoine 6. 

•2° Si l'on se donne le point de contact d'une des coniques 
(Oj) avec l'un des côtés du triangle ABG, cette conique est 
déterminée et uniquement. Les coniques (82) forment, par 
suite, un faisceau tangentieî dont les points limites (coniques 
évanouissantes) sont (A, X), (A,{/.), G, v), le lieu de leurs 
centres est donc la droite wj u>2

 w-2> et étant les 
milieux des segments AX, BJJL, CV. Si M'et M" sont les milieux 
de GA et AB, on a visiblement wi M', toj M" = u>i A2 ; les points 
W], to*, appartiennent, par suite, à l'axe radical du cercle 
circonscrit et du cercle des neuf points, c'est-à-dire à l'axe 
orthique, polaire de H. 

3° Nous tombons sur le théorème de Simson. 
4° Soit O' le point diamétralement opposé à O sur le 

cercle ABC ; les pôles des droites AO', BO', CO'par rapport 
avi cercle conjugué au triangle sont les points d'intersection 
des côtés de celui-ci arec les parallèles menées par H aux 
droites AO, BO, CO; ces points X', \x\ (/sont sur la polaire A 
de O' par rapport au cercle conjugué au triangle. Soit to le 
point d'intersection de A'avec OO'. 011 a 

H w . H O ' = H A .HH! = j H O . H O 

(Hj étant le pied de Ja hauteur issue to de HA), d'où H<o = HO. 
5° Le point w étant le milieu de OH est lé point de con-

cours des droites A et A' et il décrit visiblement le cercle de 
neuf points. 
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2103. 
< 1908, p.479. » 

Etant données 4 sphères CI, GA, C3, C4 de centres OJ, 0 2 , 
03, O4, une sphère quelconque S coupe les axes radicaux 
IAJ, IA2, IA3, IA4 de ces sphères prises 3 à 3 en AI, AJ, A2 

AJ, A3, A3, A4, A'4. Les quatre points AI, A2, A3 A4, sont les 
centres radicaux de Ci, C2, C3, G4 prises 3 à 3 avec une 
sphère S. De même A'N A2 , A3, AJ, sont les centres radi-
caux de CI, C2, C3, C4 prises 3 À 3 avec une sphère S'. 

I° Montrer que S et S' peuvent se déduire l'une de 
Vautre de la façon suivante : leurs centres a> et a>' sont 
deux points inverses par rapport au tétraèdre 0T 0 2 0 3 O4 
et la somme des puissances du point I par rapport à ces 
deux sphères reste constante quand S varie. 

20 Montrer qu'il y a une surface lieu des points w et u>' 
tels que S et S' soient orthogonales quel que soit le rayon 
arbitraire attribué à Vune d'elles et étudier cette surf ace. 

( G I L B E R T . ) 

SOLUTION 

P a r M . R . BOUVAIST. 

1" Prenons le point I comme origine d'un système d'axes 
de coordonnées rectangulaires : soient 

G/ = x1
 - H y2

 - H z* — 2 iix — 2 fa y — A Y/ S -h = O 

( « = 1 , 2 , 3 , 4 ) 

les équations des sphères C, 

S = x2-hy2h- z\—2ax — iby — 2c^ + ci = 0 

la sphère 2 et enfin 

S — -+- z- — 2 xxt — %yyi — 2 zz 1 -+- ¿1 = o, 
S' =s xl -+- y1 -f- zx

 — 2 xx% — 2yy% — 2 zz% -+- f 2 = o 

les sphères S et S'. 
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Soit 

a i Pi 71 i 

D = =
 a2 PÎ TÎ 1 

*3 7» I 
a* .P* « 

nous désignerons par U,-, V/, W/, A/, les coefficients de a,, 
Y/, i (pris dansla ligne i) dans le développement de D. 

L'axe radical des sphères C2, C3, C4 a pour équations 
x Y z i» ' i . , , — = et 1 équation aux p des points d intersection 

de cette droite avec S sera 

p 2 ( U f V f -4- W}) — 2p(aUi-+-&Vi-+- c W i ) + d — o. 

Soient p 4 , p i les racines de cette équation correspondant aux 
points A^ et Le point A4 sera le centre radical des sphères 
G2, C3, C4 et S si l'on a 

— 2 p4 ( «J U| -+- Vi -h Y2 W | ) ~~ 0 
= — 2p4(a?i jKi Vî-H S1W1) H- ^ 

ou puisque a2Ui-f- kS2 Vi 72 Wi -i- At = o, 

( f ) 2 p i ( v 1 U 1 - i - y i V i - h ^ i W i - f - A l ) = = / 1 — 0 ; 

nous aurons, de même, si A^ est le centre radical de 
C2, C3, g 4 , S', 

( 2 ) 2 P 4 ( # 2 U1 -h- y-2 Vi -+- A , ) = 0 ; 

d'où l'on déduit 

4 P4 p;4 Ui -h J I Vi -+- ¿ 1 W I -h AX ) 

X ( ^ U j - h j K i V j - f - ^ W t - f - AO = 3 ) (* ,—8) 

ou encore 

(a?iUt-4-^iVi-f- g iWi + Ai) (XjUi -+-y2 Vi-*- W t -h At ) 
Uf + Vf + W î 

le premier membre représente le produit des distances des 
points 10 et<u' au plan 0 2 0 3 0 4 , on voit de même que l e p r o -
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cl ni t des distances de ces deux points aux plans Oi 0 3 0 4 , 

- § v £ 
0 | 0 2 0 4 , Oi 0 2 0 3 est égal à —î - , ce qui prouve 

qne ces poi*ts sont inverses par rapport au tétraèdre 
o t o 2 o , o 4 . 

Des relations (1) et (2) on déduit la suivante : 

ÏT t . ** \ , v l y\ , y* \ 

+ W i t * h, - 4 - A i r , / 1 ^ 2 - 2 v i 
G ¿2 — 0 / L(Î1— 0) ( f j— 0)J 

_ _»/J_ I \ __ ttL^-hfeVi-hcW, 

OU 

u , + _ f ) + y , f - Z i , + _ fL) 
— 0 —0 d j \ti—0 ¿2—0 d] 

Si entre cette relation et les trois relations analogues nous 
éliminons 

or1 l a 
¿1 — -s 0 h — G 

y\ yt b 
tx — 0 t2~ 0 
z L Z-2 c 

tl — 6 U — S 

il vient, en désignant par A le déterminant adjoint du déter-
minant D, 

t\-r- ti— 20 
( / , _ 8) ( / , - « ) 

D étant par hypothèse non nul, puisque les points 
Oi, 0 2 , 0 „ O4 ne sont pas dans un même plan, A n'est pas 
nul et l'on a 

tx -4- ¿a— 28 = o, 

ce qui montre que la somme des puissances du point I par 
rapport à S et S' est constante. 
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2 ° Si les sphères S et S' sont orthogonales, on aura 

(i) ^ Î 4-71 i * 2 = 5; 

si nous désignons par 

P / = x cos a , + 7 cosßi-f- 2 cos y*— />, = o (1 = 1, 2, 3, 4), 

les faces du tétraèdre 0 2 03 04 , nous aurons, les points 10 
et w' étant inverses par rapport à ce tétraèdre, 

X2 eos Oí¿-r- y2 COS pi~r- Z2 COS y/ — Pi 

Xx cos a i - r - j i cos fi/-h Zi cos y/—/>î ' 

éliminons a?2, y ^ A entre les relations (1) et ( 2 ) , ces rela-
tions étant symétriques en Xj yt zl} x2 y2 Ie résultat de 
l'élimination sera la surface lieu des points tu et tor telle que 
les sphères S et S' soient orthogonales. Le résultat de l'élimi-
nation est 

cosa t cos pi cosyi 

cosa2 cosj}2 cosy2 

c,osa3 cosß3 cosy3 

cosa4 cos ßi cos y4 

x y z 

i 
P T 

1 

p7 

I 

î \ 
O 

p 1 

P* 

cosa2 cos ß2 cosy2 P* 
cosa3 cosß3 cosy3 P3 
cosai. COS p4 cos y 4 P* 

x y z 0 

S P 2 P 3 P 4 

\e lieu cherché est une surface du quatrième ordre passant 
par les arêtes du tétraèdre 0 i 0 2 0 3 0 4 . 

Remarques. — On a 
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et si les sphères S et S' sont orthogonales 

too/ = R*, -h R£„ 

— 2 y —2 2 
I tO + I (b' toto' = 2 0 

Ito i to' costo |to' = 0, 

les points to et u/ étant inverses par rapport au tétraèdre 
0 , 0 , 0 3 0 4 , cette dernière relation donne une définition géo-
métrique de la surface lieu de u> et u>' (surface qui est visi-
blement anallagmatique dans Tin version tétraédrique ). 

On peut étudier la surface au moyen de cette relation, qui 
peut s'écrire, en appelant u>\ la projection de to' sur Ito, 

Iwlw'j = 8. 

On voit donc que, si to est un point de la surface, son 
inverse par rapport au point I, la puissance d'inversion étant ô, 
étant oij, le plan perpendiculaire à Ito en toi P a s s e P a r Ie 

point to' inverse de to par rapport au tétraèdre. 
Cette remarque permet, par exemple, de déterminer immé-

diatement les droites autres que les arêtes du tétraèdre suivant 
lesquelles la surface considérée coupe les faces de celui-ci. Sur 
la face 0 2 0 3 0 4 par exemple c'est l'intersection de cette face 
avec le plan perpendiculaire à Oï l au point OJ tel que 
0 i i . 0 ; i = o. 

ce qui donne 

ou encore 

QUESTIONS. 

2191. On considère ur> rectangle variable ABCD circonscrit 
à une ellipse dont l'un des foyers est F. 

Le centre du cercle circonscrit au triangle FAß, son ortho-
centre et le centre de son cercle des neuf points ont pour 
lieux des cercles. 

E . - N . BARISIEN. 
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[ M ^ e , M 2 2 c ] 

i:\TK\SIO\ DES THÉORÈMES DE FftÉGIER 
AUX COURBES ET AUX SURFACES ALGÉBRIQUES; 

PAU M. C. SERVAIS, 
Professeur à l'Université de Gand. 

1. O n j o i n t le s o m m e t M d ' u n t r i ang le M A B à un 
p o i n t S du cô té A B ; les d ro i tes m e n é e s par les som-
m e t s A et B, para l lè les r e s p e c t i v e m e n t a u x cô tés o p p o -
sés , r e n c o n t r e n t M S aux po in t s A<, B , . O n a 

/ Ï — 1 1 
< a j MS ~ MA! ^ MB, ' 

S o i e n t X le p o i n t ( A A , , BB, ) , O le mil ieu de AB, 
Sf le p o i n t d ' i n t e r s e c t i o n de M S avec la pa ra l l è l e m e n é e 
pa r X au côté AB. O n a 

(Ai B, MS') = (ABO*) = -— i 
ou 

i i _ i _ i 
MÂT MTÏ7 = MS7 ~~ MS * 

S o i e n t A2 le po in t d ' i n t e r s e c t i o n de MS avec la 
p e r p e n d i c u l a i r e élevée au p o i n t A su r M A ; a , b, n les 
s e m i - d r o i t e s M A , MB, M S ; on a 

MA = MA2 cos(na) , MA : si 11(6/1) = MAi : s in(6a) , 

d o n c 

(6 ) M A , = M A , c ° s ( w g ; 7 . ( a 6 ) . v 1 1 1 sm(nb) 

( ^ F R É G I E R , Annales de Mathématiques de Gergonne, t. VI, 
p. 229 et 281 ; t. VII, p. 91. 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. XII. (Avril 1912.) IO 
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2. O n joint le sommet M d ' u n té t raèdre MABC à un 

po in t S de la face A B C ; les p lans a, ¡3, y menés par 
les sommets A , B, C respec t ivement paral lèles aux 
faces opposées r e n c o n t r e n t M S aux poin ts A , , B , , C, ; 
on a 

i i i i 
(c) MS MA! MBi MCi 

Soient S ' , B', C r e spec t ivemen t les points (BG, A S ) , 
(¡3, MS ' ) , (y , MS') ; S" le po in t d ' in te r sec t ion de M S 
avec la paral lè le menée par S' à M A ; les droi tes B'B< r 

G C{ sont aussi paral lè les à MA. On a, d ' ap rès l ' éga-
lité ( « ) , 

i i I 
MS7 ~ M Î F + MG7 

i i I 
MS" 

MS IMS" MA, MA, M B, 

MB, ' MGt 
i 

" M 

On désigne par y , z deux semi -d ro i t e s faisant avec 
la semi-droi te x = MS un t r ièdre t r i rec tang le ; par a, 

c les semi-dro i tes MA, MB, MC ; par ^ ¡ 3 , * ' , , 
a 3 p 3 y 3 les cos inus d i rec teurs de a , c rela-

t ivement au t r ièdre xyz. Le plan a a pour équa t ion 

x —MA.a, v —MA.3, ¿ - M A - , 
o 2 2 ¡j2 ;•> 

r, 

par sui te , 

M Ai — MA 
sin ( abc) 
sin ( xbc ) 

Le plan m e n é par A p e r p e n d i c u l a i r e m e n t à MA 
coupe M S en A2 ; on a 

donc 

(d) MA, 
r 

MA 

MA = MA2.a,, 

sin (abc) 
a, sin (abc) 
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U n cône d u sécond o r d r e a y a n t p o u r t r i èd re p r i n -

c ipa l xyz a p o u r é q u a t i o n 

A a?*-h CZ2= O. 

L e t r i èd re abc e s t c o n j u g u é à ce c ô n e si l ' on a 

A a ï a j - f - B ^ p a - h C Y i Y ^ o , 
A a , a 3 - h Bp! C71 Y3= o, 
Aa 2 a 3 -h B (33-+- G7373 = o. 

D e ces éga l i tés on d é d u i t 

Aa 2 (a!7 3 — a 37i) = B ^ j V f i — Prfs) , 
A a3(a1 S2— a2 Pi ) = C Ï 3 ( | 3 1 7 2 - pjyi) , 

ou 

^ ^ sin(a?ca) * A s i n ( y c a ) s i n ( x a b ) A s i n ( z a ò ) 
a2 B fi 2 G 73 

Les égal i tés ( e ) et l eu r s a n a l o g u e s d o n n e n t 

(/) 

sin(¿r6c) pi s i n g e a ) p2 _ sin (scab) ¡33 A 
sin {y be) cct sin (yca) a2 sin (y ab) a3 B* 

is i n ( x b c ) 7! _ s i n ( x c a ) 72 __ s i n ( x a b ) 73 _ A 

sin ( s 6c) s i n ( ^ c a ) a2 sin (zab) a3 G 
Ces r e l a t ions c o n s t i t u e n t p o u r le t r i èd re p r i n c i p a l du 

c ô n e la p r o p r i é t é a n a l o g u e à celle e x p r i m é e p a r la 
r e l a t ion 

tang(«¿r) tang(a '¿r) = const. 

p o u r le coup l e r e c t a n g u l a i r e xy d ' u n e i nvo lu t i on de 
r a y o n s . O n p e u t éc r i re ces r e l a t i ons sous la f o r m e 

s i n ( x b c ) sm(axz) s i n i c a ) s in(òi r^) sin(a?aò) s i n ( c x z ) 
sin (ybc) sin (ayz) ~ sin (yca) üxi(byz) ~ sin {y ab) sin (cyz)y  

sin(a?¿>c) ún(axy) _ sin (xca) sin (bxy) _ sin (xab) sin (cxy) 
s i n ( z b c ) s i n ( a ^ y ) ~~ s in (^oa ) s i n ( ò ^ ) s i n ( s a 6 ) s i n ( c z y ) 
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Elle sont alors appl icables à d e u x t r ièdres c o n j u g u é s 

q u e l c o n q u e s . 

3 . Deux cordes p, q issues dun point M d'une 

courbe algébrique d'ordre n et conjuguées dans 

une involution rencontrent la courbe aux points P 4 , 

P „ P / 4 _ I ; Q | , Q 2 , Qn-i' Les droites P , Q N 

P 2 Q 2 , Pn-\ Qw-i déterminent sur la conjuguée 

n de la tangente en M, dans Vinvolution considérée, 

les points X 4 , X 2 , • X , ^ . Le conjugué harmo-

nique de M relativement au système de points X est 

un point S indépendant du couple pq choisi dans 

V involution. 

Soien t À, B les con jugués h a r m o n i q u e s de M rela-
t ivement aux systèmes de po in t s P, Q . La dro i te AB 
es t la dro i te polaire du po in t M par r a p p o r t au système 
de droi tes P 4 Q I , P 2 Q 2 J •••> P / I _ < Q « _ I > le point 
S = ( / i , AB) est le c o n j u g u é h a r m o n i q u e de M re la t ive-
m e n t au sys tème de points X 4 , X 2 , X „ _ 4 . Les 
po in t s A, B a p p a r t i e n n e n t à la con ique polaire du po in t M 
re la t ivement à la courbe a lgébr ique considérée et le 
point S est le pôle de l ' involut ion dé t e rminée sur cet te 
c o n i q u e par les couples pq. Le poin t S est donc indé-
p e n d a n t du couple choisi pq. 

4. Les parallèles menées par les points P<, P 2 , . . 

n~\ respectivement aux droites q 

et p déterminent sur la droite n les points PJ, P^, .. 

Q « - I ? 0 , 1 A 

c a r si les paral lèles m e n é e s par les points A, B r e spec -
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t ivement à q et p c o u p e n t la dro i te n en A! e t B', on a 

n — I I n — I _ V 1 T 

Mais , d ' ap rès l 'égal i té ( a ) , on a 

[ _ î Ï 
M S ~ M A 7 " 4 " M B 7 ' 

donc 
n — i __ V^ i X^ i 
~Ms~~ ~ Z j MF; mq "̂ 

Ainsi symé t r ique de M pa r r a p p o r t au po in t S est l e 
c o n j u g u é h a r m o n i q u e de M re la t ivement au sys tème d e 
p o i n t s P ' , , P ; , . . . , Ï * . , ; Q ' „ Q ; , * 

S. Au point M d'une courbe algébrique on mène 

deux cordes /?, q conjuguées dans une involution 

dont le couple rectangulaire est formé par la tan-

gente et la normale n au point M. Si R est le rayon 

de courbure de la courbe au point M ; N j , N 2 , > 

les segments comptés à partir de M et déterminés 

sur la normale n par la courbe considérée ; S la con-

juguée harmonique de M par rapport aux points X 4 y 

X 2 , . . X „ _ | ( 3 ) ; on a 

/ \ J_ , JL , . l 11 1 - t ang( / ip ) t ang( j ig j 
1 NT N , N „ _ I M S 2 R 

O n désigne par P* le po in t de r encon t r e de Ja n o r -
male n avec la pe rpend icu l a i r e élevée au po in t P* sur/>. 
L 'égal i té (¿>) p e r m e t de remplacer la relat ion ( i ) pa r la 
su ivante : 

. , x n — i , . , N cos(nq)TT\ i 

sin ( n p ) ^ i 
~ cos(nq) jZd MQ"T ' 
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D a n s l ' i nvo lu t i on c o n s i d é r é e au p o i n t M le p r o d u i t 

t a n g (tip), t a n g (nq) es t c o n s t a n t , e t si d a n s Ja p r é c é -
d e n t e égal i té o n s u b s t i t u e au c o u p l e p q la t a n g e n t e e t 
la n o r m a l e au p o i n t M , l 'un des po in t s P'J, Pg, . . P ^ t 

e s t l ' e x t r é m i t é du d i a m è t r e du ce rc l e o s c u l a t e u r e n M 
e t les au t r e s son t à l ' i n f in i . Q u a n t a u x p o i n t s Q'J , 
Q g , . . . , , ce son t les p o i n t s de r e n c o n t r e de la 
n o r m a l e avec la c o u r b e . O n a d ' a i l l eu r s d a n s c e t t e 
h y p o t h è s e 

cos( / i^) = i r sin (pq) — — sin(/i/>) = i, 

d o n c 

_L — ! n ~ l t a ng(t t />) 
JN, ' N , " " N „ _ , M S 2 R 

6 . Si N ' es t le s e g m e n t d é t e r m i n é p a r la c o n i q u e 
po l a i r e du p o i n t M su r la n o r m a l e /z, R ' le r a y o n de 
c o u r b u r e de ce t t e c o n i q u e en M , on a, d ' a p r è s la f o r -
m u l e ( 2 ) , 

J i = tang(/ i />) tang(/ iy) 
N ' M S 2 Î V 

Mais 
71 — I T 1 I 

d o n c 
R , = (/i — i ) R . 

Si R/i r e p r é s e n t e le r a y o n de c o u r b u r e au p o i n t M 
d ' u n e c o u r b e po la i re d ' o r d r e n — h de ce p o i n t , on a d e 
m ê m e 

R ' = ( N — H — I ) R / J ; 

p a r su i t e , 
i __ n — h — 1 1 

ÏÏI ~~ n — i ÏÏ' 

A ins i : En un point d'une courbe algébrique, les 
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courbures des polaires successives de ce point for-

ment une progression arithmétique 

7 . Si l ' i nvo lu t ion c o n s i d é r é e (pq) es t o r t h o g o n a l e 
on a 

n — i _ i i i i 
" M S " ( 

O n c o n c l u t de là : Si la conique polaire de M est une 

hyperbole équilatère, on a 

c a r le p o i n t S est a lors à l ' i n f in i . D a n s ce t t e h y p o t h è s e 
on a auss i 

Mpy MQ; = 

8. Les arêtes a, b, c d'un trièdre ayant son som-

met en un point M d'une surface algébrique 

d'ordre n, et conjugué à un cône donné, rencontrent 

cette surface aux points P N P 2 , . . . . P„_I ; Q I , 

Q27 • Q « - I ; R», R2/. Rn-i' Les plans P , R , , 

P2 Q 2 R 2 , . . . , Q/^I R//_F déterminent sur le 

rayon polaire x du plan tangent en M, relativement 

au cône considéré, les points X i ? X 2 , . . X n _ 1 . L e 
conjugué harmonique de M relativement au système 

de points X est un point S indépendant du trièdre 

conjugué choisi. 

( 1 ) MOUTARD, NOUV. Ann. de Math., I 8 6 0 , p. 1 9 5 . — C. S E R V A I S , 

Bull. Acad. Belgique, 1891, p. 364-
( 2 ) PONCELET, Traité des propriétés projectiles des figures, t. II, 

1886, n° 362. Cette formule, établie par Poncelet à l'aide d'autres 
considérations, met en évidence la propriété (3) pour une involu-
tion orthogonale et par projection pour une involution quel-
conque. 

y 
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S o i e n t A , B, C les c o n j u g u é s h a r m o n i q u e s de M 

r e l a t i v e m e n t aux sys t èmes de p o i n t s P , Q , R . L e 
p lan A B C est le p lan po la i r e de M p a r r a p p o r t au s y s -
t è m e de p l a n s P , Q , R 4 , P 2 Q 2 R 2 , Pn_i Q „ _ , Rn_< 
et le p o i n t S = (x, A B C ) es t le c o n j u g u é h a r m o n i q u e 
de M r e l a t i v e m e n t au s y s t è m e de p o i n t s X M X 2 , 
X / i . , . Les p o i n t s A , B, C a p p a r t i e n n e n t à la q u a d r i q u e 
po l a i r e du p o i n t M r e l a t i v e m e n t à la s u r f a c e a l g é b r i q u e 
c o n s i d é r é e ; d o n c , d ' a p r è s le t h é o r è m e de F r é g i e r , l e 
p o i n t S es t i n d é p e n d a n t du t r i è d r e c o n j u g u é pqr 

cho i s i . 

9 . Les plans menés par les poin ts P 0 P 2 , . . , , P„ _ , , 
Q , , Q 2 , Q / / _ o R 2 , . . . , parallèles res-

pectivement aux plans bc, c a , ab déterminent sur 

la droite x les systèmes de points P '^ P'2, . . . , P'w_ i ? 

Q P Q ' 2 ; • K> . R / , - 4 ; o n a 

( 3 ) "MS" MQT MR7"' 

C a r si les p lans m e n é s par A, B, C para l lè les r e s p e c -
t i v e m e n t à 6c, c a , ab d é t e r m i n e n t su r la d ro i t e x les 
po in t s A ' , B', C7, on a 

n — i i n — i 71 — 1 _ V ^ 1 

" m â ' ^ ^ m p ï ' m q t ? " m g 7 " 

Mais d ' a p r è s l 'égal i té ( c ) , 

i _ i i i 
ats ~ m a ' M F m g 7 ' 

d o n c 
n — i i V"1 i ^ri i 

=2J M P ; M Q Y M R T 

Ains i : Si M x M ' = 3 M S , le point M' est le conjugué 

harmonique de M relativement au système de 
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points p ; , p ; , . . p ; _ „ q ; , q ; , . . r ' „ r ; , . 
K • 

10. Si a, 6, c est un trièdre conjugué à un cône 

dont le trièdre principal est formé par la normale x 

et deux tangentes rectangulaires y et z au point M 

de la surface; R , R ' les rayons de courbure des sec-

tions normales xy, xz au point M ; N 0 N 2 , . . N w _ 4 

les segments comptés à partir de M et déterminés 

sur la normale x par la surface ; S le conjugué har-

monique de M par rapport aux points X , , X 2 , . . 
X „ _ , ( 8 ) , on a 

eos (xa) n — i _ cos(¿ra) / i i i \ 
s in (^ôc ) MS ~~ sin(a?6c) \ Ñ7 ÑT ' N„_, / 

eos (ya) i cos (za) i 
sin (y be) '¿R sin (zbc) 2R' 

O n dés igne p a r P'J le p o i n t de r e n c o n t r e de la n o r -
ma le x avec le p l an m e n é p a r P 4 n o r m a l e m e n t à la 
d r o i t e a. L ' éga l i t é (d) p e r m e t de r e m p l a c e r la r e l a -
t ion ( 3 ) p a r la su ivan t e : 

sin( abc) __ s\n(xbc) ^ 1 s in( í rca) ^ 1 

{ n ~ I } Ms = ^ 2amW[H Ï; 2d MQY 
sin (xab) 1 

H i¡ 2a 

D ' a p r è s les égal i tés ( e ) ce t t e r e l a t ion p e u t s ' é c r i r e 

sin(a£c) __ s i n ( ^ ò c ) ^ 1 A s i n i c a ) ^ 1 { n ~ l > MS ~~ Í 2dWri B p¡ 2i MQf 
A sin (zab) ^ 1 
G ^ 2 j M K T 

Si d a n s ce t t e égali té on s u b s t i t u e au t r i è d r e abc le 
t r i èd r e xyz, l ' u n des p o i n t s Q', e t l ' u n des p o i n t s R'^ 
s o n t les e x t r é m i t é s des d i a m è t r e s des cerc les de c o u r -
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b u r e des s ec t ions xy, xz e t les a u t r e s p o i n t s Q" , R" 
s o n t à l ' i n f in i . Q u a n t a u x po in t s P'J, P'^, . , . ce son t les 
p o i n t s de r e n c o n t r e de la n o r m a l e avec la s u r f a c e . O n 
a d ' a i l l eu r s , dans ce t te h y p o t h è s e , 

s in(a£c) = s'm(xbc) = sin (yea) = s'm(zab), 

a i = p 2 = Y 3 = i ; 
p a r su i te , 

n — i i i i A i A i 
M S N , N 2 N B 2 R C 2 R ' 

E n r e m p l a ç a n t ^ pa r l eu rs va l eu r s ( é g a l i t é s / ' ) , 

on a 

aj n — i _ a, v ^ 1 

s'm(xbc) MS ~ s\n(xbc) 2LàWl 

. Pi ' | ï i 
s in( j^^c) 2R s in(^6c) 2lV 

H . Si le t r i èd r e a , c est t r i r e c t a n g l e on a 

A = B = C , 
e t I on a 

n — i i i 1 1 1 
M S JNI IN2 2 R. 2 R ' 

égal i té q u ' o n p e u t d é d u i r e i m m é d i a t e m e n t de 

~ 1 —X 1 1 ^ 1 V 1 1 

s~ ~~2d m p ^ MQ7 M ; ' M S 

L e c ô n e de s o m m e t M é t a n t i s o t r o p e , d e u x t a n g e n t e s 
r e c t a n g u l a i r e s q u e l c o n q u e s e t la n o r m a l e en M à la su r -
face a l g é b r i q u e f o r m e n t un t r i è d r e c o n j u g u é à ce c ô n e . 
D e là l ' éga l i té c o n n u e 

_ + _ = c o n s t . 

E n p a r t i c u l i e r , si R 1 ? R a s o n t les r a y o n s de c o u r b u r e 
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p r i n c i p a u x , on a 

n — i i i i 
M S NI N , N „ _ , A R I • A R , 

COROLLAIRES.— Si au point M la courbure moyenne 

est nulle, on a 

M S NJ N , N , , - ! 

Si la quadrique polaire de M est un hyperbo-

loïde équilatèrey on a 

i i i i i 
aRÏ + TKI N7 Nî ,"f" r v I 7 = 

12. ASÎ les points S 2 /ES points S (3) RE/A-

/(/s au point M pour deux sections normales de la 

surface en M et perpendiculaires entre elles, on a 

T T 3 — H TVTT" = const. M SI M S 2 

C a r , so ien t R et R ' les r a y o n s de c o u r b u r e au p o i n t M 
d e ces sec t ions , on a (7 , 1 1 ) 

n — i i i i i 
~ M S 7 ~ 2 R N L " 1 " ^ N ^ ' 

n — [ i i i i 
M S 2 I R ' NI N , N „ _ R 

n — i i i r i i 
M S 2 R 2 R ' NJ N 2 N , ! - ! ' 

d o n c 

n — i n — i n — i i i i 
W + MS7 = -MS" + n ; + NS ^ • • • + N ^ ; = C O n S t -

COROLLAIRES. — Le point S relatif au point M 
pour la section normale à une tangente inflexion-
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nelle de la surface en M est identique au point S 
relatif au point M pour la surface. 

C a r si R ' = 00, on a 

ri — i i Î 
M S 2 N T N , N N _ , 

et , p a r su i t e , 
M S I = M S . 

Si la courbure moyenne est nulle au point M , on a 

I T '1 
Ms] Ms; = M S " 

[ 0 ' 6 p ] 
SU« LES 

SYSTÈMES DE SURFACES TRIPLEMENT ORTHOGONALES 

COMPOSÉS DE CYCLIDES ; 

Par M. MAURICE FOUGHÉ, 

Répétiteur à l'École Polytechnique. 

( FIN. ) 

2 6 . Relations métriques. — D é s i g n o n s p a r a , b, c 

les absc i sses r e spec t i ve s des t ro i s po in t s A , B, C , s i t ué s 
su r Taxe O X ( f i g . 5 ) ; pa r a \ b', c' les o r d o n n é e s des 
p o i n t s A ' , B', C/, s i tués s u r l ' axe O Y et q u i j o u e n t les 
m ê m e s rô les d a n s l ' u n e des cyc l ides de la s e c o n d e 
f a m i l l e ; enf in p a r a " , 6", c" les cotes des p o i n t s ana -
logues A", B", C", s i tués su r l ' axe O Z e t c o r r e s p o n d a n t 
à l ' u n e des cyc l ides de la t r o i s i ème f ami l l e . 

i ° T o u s les ce rc les de d i a m è t r e A ' B ' , é t a n t o r t h o g o -
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« a u x au cerc le AB et à son symét r ique par r a p p o r t 
à O Y , a d m e t t e n t l 'axe O X pour axe rad ica l , et de plus 

Fig. 5. 

la puissance c o m m u n e au po in t O pa r r a p p o r t à tous 
ces cercles a la m ê m e valeur absolue que celle de ce 
m ê m e po in t O par r a p p o r t au cerc le AB, mais le signe 
c o n t r a i r e : 

O À ' x O B ' = - O À x O B OU ab'=^—ab. 

2° O n a, par le théorème de Tha ïes , 

OC- _ AE _ AG 
OA' ~ AA' " AO ' 

ce qui p rouve que le r a p p o r t res te invariable pour 
tou tes les cyclides de la deux ième famil le . O n peu t 
e n c o r e en dédu i re 

c c — a 
a' — a 

q u i , pa r mul t ip l ica t ion avec l ' équa t ion p r écéden t e , 
d o n n e 

b'c' = bc — ab. 
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Il en r é s u l t e q u e les p r o d u i t s a!b' e t b'c1 r e s t e n t 
c o n s t a n t s p o u r t ou t e s les cyc l ides de la d e u x i è m e 
f ami l l e . D e m ê m e il y a u r a p o u r c h a q u e f ami l l e d e u x 
p r o d u i t s a n a l o g u e s q u i r e s t e r o n t i nva r i ab l e s . 

P o s o n s 
( i ) ab — m , bc = n. 

O n a u r a p o u r la s e c o n d e fami l le 

(a) a b' = — /n, b'c' = n— m. 

O n aura de m ê m e p o u r la t ro i s i ème 

(3) ci!'b" — m — n, b" c" =—n. 

R a p p e l o n s aussi q u e c h a c u n des t ro is r a p p o r t s 

O C O C ' O C " 
( 4 ) Ô Â ' ÔÂ 7 ' OÂ7 

es t i nva r i ab l e . 
N o u s r e v i e n d r o n s p lus lo in su r les r e l a t i o n s e n t r e les 

va leurs de ces t ro i s r a p p o r t s . 
O n voiL q u e le sys tème o r t h o g o n a l est c o m p l è t e m e n t 

déf in i pa r les d e u x n o m b r e s m et n. Il est auss i d é f i n i , 
c o m m e on v ien t de le vo i r , pa r u n e des t ro is c o n i q u e s 
foca les qui son t les l i eux des p o i n t s c o n i q u e s , ce qu i 
d é p e n d aussi de d e u x p a r a m è t r e s . 

27 . Cas par Lieu tiers. — L ' u n des p a r a m è t r e s m 
ou n est r e m p l a c é d a n s l ' u n e des d e u x a u t r e s fami l l es 
par m — n ou a — n i . L e s cas p a r t i c u l i e r s q u e n o u s 
vou lons e x a m i n e r son t c eux où l ' u n de ces p a r a m è t r e s 
est n u l : m = o , n = o ou m = n. Mais c o m m e on p e u t 
t o u j o u r s s u p p o s e r q u e la f ami l l e q u i a un p a r a m è t r e 
n u l es t la p r e m i è r e , e t q u ' o n p e u t é c h a n g e r les p o i n t s A 
et B en c o n s i d é r a n t l ' u n ou l ' a u t r e des d e u x m o d e s de 
g é n é r a t i o n de la cyc l ide par ses l ignes de c o u r b u r e c i r -



Il p e a t a lors se faire que ce soit le fac teur a ou le 
fac teur b qu i soit nu l . 

Supposons d ' abord 
a = o. 

La f igure 5 p r e n d alors la d i spos i t ion d e l à figure 6 . 
On voit que Je po in t A se c o n f o n d avec le poin t A', ce 
qui est c o n f o r m e à l ' équa t ion 

a! b'— — m = o. 

Q u a n t aux cycl ides de la t rois ième famille on les 
ob t i en t en r emplaçan t dans la cons t ruc t ion le poin t A 
par le po in t C, l 'axe O Y pa r l 'axe OZ , et la dro i te CM 
par l 'axe O Z . La figure 6 p rend alors la disposi t ion de 

la figure n. On voit que A" coïncide avec C", ce qui est 
conforme aux équat ions (3 ) qui dev iennen t 

Y M 

B' 

a" b" = b" c" — — n, 
d 'où 
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il n ' é tan t pas nul le . C 'es t le po in t A" qu i est le cen t re 
•de p ivo temen t d ' u n e des cycl ides ( C 3 ) . 

Fig. 7. 

Alors les c j c l ides de la t ro i s ième famil le , ayan t 
leurs plans c i rconscr i t s c o n f o n d u s , se r édu i sen t aux 
sphè re s o r thogona les au cercle de d iamèt re B C si tué 
dans le plan O X Y et ayan t leurs cen t res sur l 'axe O Z , 
lesquel les passent nécessa i rement par un même cercle 
du plan O X Y . 

L ' u n e des cou rbes focales est ce cercle de cen t re O 
s i tué dans le plan O X Y , ce qu 'on vérifie i m m é d i a t e m e n t 
sur la f igure 6 où H est l 'un des po in t s con iques de la 
c y c l i d e ( C 2 ) . O n a Ô H 2 = O C ' . OB' = V d qui est c o n -
s tan t c o m m e on l'a déjà vu. 

G o m m e toutes les cyclides des deux p remiè res 
famil les do ivent coupe r o r t l iogona lement toutes les 
sphè res du faisceau qu i cons t i tue la t ro is ième, elles 
passent toutes par les deux sommets de ce faisceau qui 
sont ainsi deux points con iques c o m m u n s à toutes ces 
cycl ides . C 'es t à ces deux po in t s s i tués sur l 'axe O Z 
q u e se r é d u i s e n t les deux aut res foca les . 

O n a 
bc — b' c' — n. 



( ) 
Si n es t pos i t i f , B-et C son t du m ê m e côté de O qui 

c o ï n c i d e avec A ( J i g . 6 ) . L e s cyc l ides des d e u x p r e -
m i è r e s fami l les a u r o n t des p o i n t s c o n i q u e s imag ina i r e s 
d a n s les p lans au t r e s q u e O X Y , et dans ce plan-là les 
u n e s des p o i n t s c o n i q u e s i m a g i n a i r e s , les a u t r e s des 
p o i n t s c o n i q u e s rée l s , s u i v a n t q u e les p o i n t s A B C 
o u A B C ' se s u c c é d e r o n t dans l ' o rd re A B C ou A C B . 
P u i s q u ' i l y a des p o i n t s c o n i q u e s rée l s , les s p h è r e s de 
la t r o i s i è m e fami l l e c o u p e n t le p lan O X Y su ivan t un 
ce rc l e r ée l . O n r e c o n n a î t r a f a c i l e m e n t q u e le r ayon 
d e ce ce rc le est égal à y f n . 

Si n est n é g a t i f , B et C s o n t de p a r t et d ' a u t r e de A ; 
les s p h è r e s c o u p e n t le p lan O X Y su ivan t un cerc le 
i m a g i n a i r e et les cyc l ides des deux a u t r e s f ami l l e s on t 
t ou t e s des p o i n t s c o n i q u e s rée l s su r l ' axe O Z . 

Si m a i n t e n a n t n o u s s u p p o s o n s b ~ o, il r é su l t e des 
é q u a t i o n s ( i ) q u e m et n son t nu l l e s , e t pa r su i te , en 
ve r tu des é q u a t i o n s (2) et (3), b' e t b", Cela v e u t d i re 
q u e t ou t e s les cyc l ides du sys t ème pas sen t pa r 
l ' o r i g i n e . 

D a n s la figure 5 il f au t fa i re c o ï n c i d e r B avec O . 
OC 

Alor s p u i s q u e le r a p p o r t est i nva r i ab l e , t ou t e s les 
cyc l ides d ' u n e m ê m e famil le s o n t l i o m o t h é t i q u e s et , 
cela é t an t vrai p o u r les t ro i s fami l les , le sys t ème tou t 
e n t i e r n e c h a n g e pas si on lui f a i t s u b i r une t r a n s f o r -
m a t i o n h o m o t h é t i q u e avec O p o u r c e n t r e . 

U n e cvcl ide q u e l c o n q u e aura ses po in t s c o n i q u e s 
i m a g i n a i r e s si A et C son t de pa r t et d ' a u t r e de B, et 
rée ls s ' ils son t du m ê m e cô té . A cause de l ' I iomothé t ie , 
la m ê m e d i spos i t ion se conse rve ra d a n s tou te une 
m ê m e fami l l e , de so r t e q u e c h a q u e fami l le se c o m p o s e 
so i t de cycl ides sans po in t s c o n i q u e s rée l s , soi t de 
cyc l ides à p o i n t s c o n i q u e s rée ls s u r un m ê m e axe 
r ad ica l . 
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So ien t dans le p lan O X Y (Jig. 8 ) les po in ts A et C 

si tués de par t et d ' au t re de L'origine sur l 'axe O X , et le 

Fig. 8. 

cercle de d iamèt re O A . Ce cercle et le po in t C défi-
nissent une cyclide de la p remiè re famil le d o n t les 
points coniques sont imaginai res . Ce t te cycl ide coupe 
le plan O Y Z suivant deux dro i tes O U et O U ' , et 
pu i sque toutes les cycl ides de la p remiè re famil le sont 
h o m o l h é t i q u e s par r appor t au poin t O , elles passent 
toutes par ces deux droi tes c o m m e cela doi t ê t re , pu i s -
qu 'el les do ivent c o u p e r le plan O Y Z suivant une même 
con ique r édu i l e ici aux deux dro i tes O U et OU 7 . 

Si alors nous a p p l i q u o n s la cons t ruc t ion du n° 23 , il 
f audra mener par A une sécante q u e l c o n q u e A D E qui 
coupe le cercle en D et, en E , la paral lèle à O Y menée 
par C . Le po in t K! est à l ' in tersec t ion de D E avec O Y , 
et le poin t C est la p ro jec t ion de E sur O Y . Alors l ' une 
des cyclides de la deux ième famil le sera définie par le 
cercle de d iamèt re A ' B dans le p lan O X Y , et la dro i te 
E O \ Elle aura ses po in t s con iques réels sur la p e r p e n -
dicula i re au plan O X Y m e n é e par A7 ; le l ieu des poin ts 
con iques des cycl ides de ce t te seconde famil le se c o m -
posera des droi tes O U et O U ' . En f in , on verra de m ê m e 
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q u e les cyclides de la t ro is ième famil le au ron t égale-
m e n t leurs po in t s con iques réels sur les mêmes droi tes . 
En r é sumé , le sys tème se composera d ' u n e famille sans 
points con iques réels et de deux famil les à poin ts 
con iques réels . 

Si l 'on avait supposé la p remiè re famil le à po in t s co-
n i q u e s réels on ar r ivera i t à la m ê m e conc lus ion , car 
cela fû t r evenu à p r e n d r e p o u r p remiè re famil le celle 
que nous appe lons la d e u x i è m e . 

28 . Relations entre les trois rapports. — O n arr ive 
encore à la m ê m e conc lus ion en che rchan t les re la t ions 
en t r e les trois r a p p o r t s 

OC OC' OC"  
OA' OA'' OA"* 

Posons 
OC , OA i 

d o u 

La figure 5 d o n n e pour le cas général 

OC' _ AK __ AC _ AO -+- OC _ 
OA' ~ AA' ~~ AO AO 1 

P o u r la t rois ième famille, il faut remplacer G par A , 

c ' e s t -à -d i re h p a r ^ * aura donc 

OC" _ i 
OA" 1 h ' 

F i n a l e m e n t on a p o u r les rappor t s co r r e spondan t 
aux trois familles : 

h et -i , h 
i — h et — r > 

i — h 
h — i h 



Si l 'on pose 

h' 

on aura 

ce qui m o n t r e qu ' i l y a au moins un r a p p o r t négatif : 
s u p p o s o n s que ce soit A. Alors h ' e t H1 sont posi t i fs . 
D o n c il y a tou jours un r a p p o r t négat i f et deux p o -
si t ifs . 

Dans le cas par t icul ier où l 'or ig ine est en B, à u n e 
valeur négat ive de h c o r r e s p o n d e n t des cyclides sans 
po in ts doubles réels et i nve r semen t . D o n c , dans ce 
cas pa r t i cu l i e r , il y a une famil le de cyclides sans 
po in ts doub les réels et deux aut res à points con iques 
rée ls . 

29. Systèmes réversibles composés de cônes et de 

cylindres. — Il reste à s ignaler le cas où la r ep ré sen ta -
tion sphé r ique est la m ê m e pour toutes les surfaces d ' u n e 
m ê m e famille et où le t r ièdre reste immobi le quand 
on fait var ier l 'un des paramèt res , iv par exemple 
Alors , dans la variat ion de tv, les plans tangents à 
c h a c u n e des deux surfaces w = c o n s t . et v — cons t . 
res ten t les mêmes , et la l igne co r r e spondan te est dro i te 
pu i sque sa tangente reste invar iable . Chacune de ces 
deux surfaces est donc déve loppable . De plus c 'est un 
cône ou un cy l indre de révolu t ion pu i sque les lignes 
de c o u r b u r e de l ' au t re famille doivent ê t re c i rcula i res . 
F i n a l e m e n t le sys tème se compose de deux famil les 
de cônes de révolut ion o r thogonaux de même sommet 
e t de sphères concen t r i ques ayant leur cen t re au som-
m e t c o m m u n , ou b ien de deux famil les de cy l indres de 
révolu t ion o r thogonaux au tou r du m ê m e axe, et de 
p lans passan t par cet axe. 

( 164 ) 

h" : 
A — i 

i — h h 

h h' h" — —i, 
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30. Tous les systèmes orthogonaux composés de 

cyclides dérivent par inversion des systèmes réver-

sibles. — Obse rvons d ' a b o r d que si J 'on t r ans fo rme 
p a r invers ion un système révers ible on ob t iendra b ien 
un système or thogona l composé de cyclides qu i , en gé-
néra l , ne sera plus révers ib le . J e dis qu 'on peu t ob te -
n i r par ce moyen tous les systèmes o r t hogonaux c o m -
posés de cycl ides . 

Soi t en «ffet un parei l sys tème. O n a déjà vu au 
n° 18 que tout poin t con ique d ' u n e cyclide é tan t un 
cercle de rayon nu l est aussi un point con ique d ' u n e 
cycl ide d ' u n e au t re famil le , et qu'il appa r t i en t , en qua-
lité de po in t o rd ina i re , à toutes les cyclides de la 
t rois ième fami l le . Ces r e m a r q u e s , et les conclus ions 
qu 'on en t i re que tou tes les cyclides d ' une m ê m e 
famille passent par u n e m ê m e courbe et que les t rois 
courbes ainsi ob t enues sont focales l ' une de l ' au t r e , 
s ' app l iquen t aussi bien aux systèmes non révers ibles . 

Si l 'on cons idère les deux cyclides qui se coupen t 
o r t h o g o n a l e m e n t le long d 'un cercle voisin du po in t 
con ique , les cônes qui leur sont c i rconscr i t s le long 
de ce cercle seront aussi o r t hogonaux . Ils sont de r évo -
lu t ion a u t o u r de l 'axe de leur cercle d ' i n t e r sec t ion . 
D o n c , à la l imite , les cônes des tangentes au po in t co-
n i q u e dans les deux cycl ides seront des cônes de révo-
lu t ion supp lémen ta i r e s , ayant par c o n s é q u e n t le m ê m e 
axe. 

Soit S< ( j i g . 9) le po in t con ique c o m m u n à deux 
cyclides (C2) et (C3) des deux de rn iè res f ami l l e s ; S\ le 
deux i ème point con ique de la cycl ide de la deux ième 
famil le et S" celui de la cycl ide de la t rois ième famil le . 
Nous supposons les droi tes Si S i et S< SJ d i f férentes . 
Soi t aussi S 4 X l 'axe c o m m u n aux deux cônes des t a n -
gentes . T raçons les d e u x cercles SS'< et S< S'i t angents 
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à S 4 X . Chacun d ' eux fait le m ê m e angle avec tous les 
cercles de la cvclide co r r e spondan t e passant par 
e t S', ou par S , et S'J. Nous les appe l le rons les cercles 

axiaux. 

Par chaque cercle d e ( C 2 ) passant par S , et S\ passe 
u n e cycl ide (C 1 ) de la p r emiè re famil le qu i coupe ( C 3 ) 
suivant un cercle passant pa r S , et S" et o r thogona l au 
p récéden t . O r ; les deux cônes des t angen tes , de som-
m e t c o m m u n S4 é t an t supp lémenta i res , deux géné -
ra t r ices pe rpend icu l a i r e s de ces d e u x cônes sont dans 
un m ê m e plan avec l 'axe c o m m u n S 4 X . Soit (to2) un 
cerc le de ( C 2 ) passan t par S , et S \ . Le plan passan t 
par S , X et la t angen te en S< à (to2) coupe le cône des 
t angen tes de ( C 3 ) suivant deux généra t r ices don t une 
seule est pe rpend i cu l a i r e à la t angen te à ( w 2 ) . Au 
cerc le (co2) cor respond donc , sur la cyclide ( C 3 ) , un 
cercle u n i q u e (o>a) passant par S< et S'\ et t angen t à 
ce t te géné ra t r i ce , et il y a u n e cyclide (C< ) passant par 
( w 2 ) et ( to3) . 

Les deux cercles ax iaux , é t an t tangents en t re eux , 
son t si tués sur une m ê m e sphère (S ) qui peu t du reste 
se r édu i re à un p lan , et d o n t le plan t angen t en S , 
passe par S < X . Cet te sphè re , passan t par les deux 
po in t s con iques de chacune des d e u x cycl ides ( C 2 ) 
e t ( C 3 ) , les coupe c h a c u n e suivant deux cercles (n° 13) : 
(<i>'2), (to'2); (w'3), (to'3) qu i sont o r t h o g o n a u x deux à 
d e u x , pu i sque le plan tangent à (S) passe par S , X . 
P a r e x e m p l e , (o/2) est o r thogonal à (to'3) et (io"2) à (w'3). 
D e p l u s , t o u j o u r s parce q u e le plan t angen t à la 
s p h è r e (S ) passe par S 4 X , cet te sphère est o r t h o g o -
nale en S, à chacun des deux cônes des t angen tes , et 
par sui te o r thogona le à chacune des deux cyclides ( C 2 ) 

tout le long des cercles Il en r é su l t e <çue 
la sphè re (S) est d o u b l e m e n t c i rconscr i t e à chacune 
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des d e u x cycl ides (C^) et (C , ) qui passent , l 'une par (to'2) 
et (w'3) et l 'an Ire par (<0*) et (c*>g). Mais u n e cyclide ne 
peu t ê t re c i rconscr i te à une m ê m e sphère le long de 
d e u x cercles de c o u r b u r e de famil les d i f férentes , sans 
se r édu i r e à la sphère e l l e -même. D o n c les deux cy-
cl ides (C'4) et (C',) se réduisen t à la sphère (S) . 

Ains i , chacune des trois famil les de cyclides c o m -
prend une sphè re . Ces trois sphères sont o r thogona les 
e t chacune d 'e l les est o r thogona le à toutes les cyclides 
de chacune des deux famil les à laquelle elle n ' a p p a r -
t ient pas. Les l ignes focales, l ieux des points con iques , 
son t si tués sur chacune de ces sphères . 

P r e n o n s alors pour pôle d ' invers ion l 'un des po in t s 
c o m m u n s aux trois sphères . Celles-ci vont se t r ans fo r -
mer en trois plans rec tangula i res , don t chacun est 
o r thogona l à deux familles de cycl ides. Ce seront donc 
des plans de symétr ie . Les axes des cyclides devant leur 
être pe rpend icu la i r e s seront paral lèles aux arêtes du 
t r i èd re t r i rec tangle fo rmé par ces t rois plans. D o n c , la 
représen ta t ion sphé r ique du système sera celle du 
sys tème révers ib le , et le sys tème lu i -même sera r éve r -
sible, car , p o u r q u ' u n système soit réversible , il suffit 
q u e sa r ep résen ta t ion sphé r ique le soit et que toutes 
les l ignes de c o u r b u r e soient des cercles (n° 5 ) . 

Il convien t de r e m a r q u e r que si les trois sphères 
o n t leurs po in ts c o m m u n s imagina i res , l ' inversion et 
le sys tème révers ib le se ron t aussi imaginai res . 

31 . Cas particuliers. — S u p p o s o n s ma in t enan t que 
les trois po in t s S { J S j , S* soient en ligne d ro i t e et que 
l 'axe c o m m u n des deux cônes des tangentes de som-
met Si soit la droi te S , X di f férente de S 4 , S'1? S'i. Le 
cône des tangentes en S | est symét r ique par r appor t 
au plan de symétr ie con tenan t l 'axe radical S 'S ' , . D o n c 
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son axe O X est dans ce p lan- là . D o n c le plan ( P ) 
con tenan t les deux dro i tes S4 S', S\ et S4 X est un plan 
de symétr ie c o m m u n aux deux cycl ides ( C 2 ) et ( C 3 ) , e t 
les deux cercles axiaux sont dans ce plan-là qui r e m -
place la sphè re du n u m é r o p r é c é d e n t . La conclus ion 
n ' es t pas changée . 

A d m e t t o n s enfin que l 'axe S j X coïnc ide avec la 
droi te S { S\ S'i, et que cet te par t icu la r i té se p ré sen te 
pour deux cyclides que l conques des deux d e r n i è r e s 
familles, afin qu 'on ne puisse pas re fa i re le r a i sonne -
men t p récéden t en chois issant deux autres cyclides. 

On voit alors i m m é d i a t e m e n t que les deux cercles 
axiaux sont remplacés par la d ro i t e S1 S, S",. Les cercles 
in f in imen t pet i t s s i tués dans le voisinage de S< ont 
leurs plans parallèles, ce qu i r e je t t e à l ' inf ini l 'un des 
axes rad icaux de la cycl ide. D o n c , toutes les cyclides 
des d e u x de rn iè res famil les son t cle révo lu t ion , et il 
faut que ce soit a u t o u r du m ê m e axe, pu isqu 'e l les se 
coupen t suivant des paral lèles. La t ro is ième famille se 
compose des plans mér id iens . 

Si l 'on fait une invers ion q u e l c o n q u e , les plans m é r i -
diens deviennent, des sphères passant par un cercle fixe 
et fo rman t par c o n s é q u e n t un fa isceau. Les para l lè les 
dev iennen t les cercles o r t h o g o n a u x aux sphères du 
fa isceau. Ils passent donc tous par les deux sphères de 
rayon nul du faisceau, et toutes les cyclides des deux 
dern iè res familles ont deux po in t s con iques c o m m u n s . 
Il en était donc cle même des cycl ides pr imi t ives . A lo r s 
une inversion avec l 'un de ces points coniques comme 
pôle donne ra deux familles de cônes de r évo lu t ion 
o r t hogonaux et les sphères concen t r iques , ce qu i est 
b ien encore un système révers ib le . 

32. Systèmes orthogonaux admettant une famille 
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de sphères et deux familles de cyclides. — Si Ton 
fai t l ' invers ion en pa r tan t d ' u n sys tème révers ible gé-
néra l , on t rouvera un sys tème or thogonal composé de 
trois famil les de cyclides avec t rois cou rbes focales 
s i tuées sur trois sphères d o n t une , deux , ou les t rois 
peuven t se r édu i r e à des p lans . Les seuls cas pa r t i cu -
l iers à cons idére r sont ceux où une ou deux famil les se 
r édu i sen t à des sphères ou à des plans. Au lieu de les 
fa i re dér iver par invers ion d ' u n sys tème réversible , il 
est p ré fé rab le de les é tud ie r d i r e c t e m e n t . D ' a b o r d , 
toutes les sphères d ' u n e m ê m e famil le f o r m e n t un fais-
ceau, pu i sque chacune d 'el les est o r thogona le à une 
inf ini té de sphères don t chacune est c i rconscr i te à 
l ' une des cyclides des deux aut res famil les . E n s u i t e 
tout cercle de c o u r b u r e d ' une cyclide que l conque doi t 
être o r thogona l à toutes les sphères du faisceau et 
pa r c o n s é q u e n t passer par les deux sommets de ce 
fa isceau, d 'où il suit que toutes les cyclides admet t en t 
p o u r plan de symétr ie le plan radical du faisceau des 
sphères . Enf in , les cyclides doivent couper ce plan 
radical suivant un réseau o r thogona l . O n peu t a lors 
cons t ru i re le sys tème o r thogona l c o m m e il suit : 

T r a ç o n s dans un plan (P) un réseau o r thogona l c o m -
posé soit de cercles, soit de droi tes , et p r e n o n s deux 
poin ts A et B réels ou imaginai res symét r iques par rap-
por t au plan P . U n e cyclide que lconque de l 'une des 
deux p remiè res famil les sera le lieu des cercles passant 
par A et B et s ' appuyan t sur une des l ignes du ré seau . 
La troisième famil le est le fa isceau des sphè res compre-
n a n t les po in t s A et B comme sphères de rayon nu l . Il 
convient de r e m a r q u e r que les cyclides des deux p r e -
mières familles coupen t le p lan (P) suivant un deux i ème 
réseau qui est l ' inverse du p r e m i e r par r appor t au 
p ied H de la dro i te AB sur le plan P avec un m o d u l e 
égal à — H A 2 . 
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Si le réseau se compose de deux faisceaux de cercles, 

e t q u ' o n p r e n n e p o u r pôle d ' invers ion l 'un des s o m -
mets de ce faisceau, on le t rans formera en un réseau 
composé de cercles concen t r i ques avec leurs rayons , e t 
n o u s a u r o n s une famille de cyclides du t ro is ième o r d r e . 
S i le réseau est fo rmé de d ro i tes rec tangula i res , tou tes 
les cyclides se ron t du t rois ième o rd re et l 'on re t rouvera 
le système révers ib le par t icu l ie r , dé jà signalé au n° 27 . 

Nous n ' avons pas j u squ ' i c i d i s t ingué les invers ions 
réel les 011 imagina i res . 

Si les po in t s A et B sont réels on pour ra p r e n d r e 
l 'un d 'eux pou r pôle d ' invers ion , et le système sera 
t r ans fo rmé en un système réel fo rmé de cônes de révo-
lut ion o r t h o g o n a u x de même s o m m e t et de sphères con-
cen t r i ques . 

Si les poin ts A et B sont c o n f o n d u s au po in t H , 
c h a q u e cyclide est le l ieu d ' u n e famille de cercles tan-
gen ts en H à Ja dro i te pe rpend icu la i r e au plan (P) et 
l ' invers ion d o n n e un système de cy l indres de révolut ion 
o r t h o g o n a u x ayant leurs généra t r i ces paral lè les , avec 
les plans pe rpend icu la i r e s à ces géné ra t r i ces . 

Si enfin les points A et B sont imaginai res , tou tes les 
sphè res du faisceau coupen t le p lan (P) suivant un 
m ê m e cerc le . En p r e n a n t p o u r pôle un poin t de ce 
cerc le , on t r ans fo rme le sys tème en un au t re c o m p r e -
nan t deux famil les de cyclides de révolut ion a u t o u r du 
m ê m e axe ( tores ou cônes) avec leurs p lans mér id iens . 

33. Systèmes comprenant deux familles de 

sphères. — O n ob t i end ra un parei l sys tème si l 'axe 
radical d ' u n des fa i sceaux de cercles o r t h o g o n a u x passe 
pa r le po in t I I et si la pu issance de ce poin t H pa r r a p -
por t aux cercles du fa isceau est égale à — H A 2 . Ce sys-
t ème résul te en généra l de l ' invers ion du sys tème c o m -
posé i° des cônes de m ê m e s o m m e t S, de révolu t ion 
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a u t o u r du m ê m e axe ; 2° des plans passant par cet axe ; 
3° des sphères de cen t r e S. Mais l ' invers ion cont ra i re 
n ' e s t réelle que si les poin ts A et B son t réels . S' i ls sont 
imagina i res , le système se t r ans fo rme en un système 
de révolut ion défini en fa isant t o u r n e r le réseau de deux 
fa isceaux de cercles o r t h o g o n a u x a u t o u r de l 'axe d ' u n 
de ces fa isceaux. L 'un des fa i sceaux de cercles d o n n e 
des sphères , l ' au t re des tores , e t le système est c o m -
plété par les plans mér id iens . 

Si enfin les points A et B se con fonden t le système 
inverse c o m p r e n d des cyl indres de révolu t ion de m ê m e 
axe, leurs p lans mér id iens , et les p lans de leurs sec-
t ions dro i tes . 

34 . L'axe du cône des tangentes en un point 

conique d'une cyclide faisant partie d'un système 

triplement orthogonal est tangent à la courbe focale 

qui passe en ce point. — J e t e rminera i ce travail pa r 

q u e l q u e s r e m a r q u e s relat ives aux systèmes o r t h o g o -
n a u x composés de cycîides. 

So i t S i ( f i g . 9 et i o ) u n po in t con ique c o m m u n à deux 
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cycl ides (C2) et (C3) de la deux ième et de la t ro i s i ème 
familles, (R 2 ) l 'axe radical de (C2) passant par S< s u r 
lequel se t rouve un au t r e po in t con ique S j , (T 3 ) l 'axe 
radical de (C3) passant eu S, sur lequel se t rouve un 
au t re po in t con ique S j . Les cercles axiaux des d e u x 
cyclides passent r espec t ivement par et S\ et par S t  

Fig. io. 

chacune des d e u x cyclides au poinl S 4 . La sphère qu i 
les con t i en t fait par t ie de la p remiè re fami l le ; elle est 
t angente à S, X et con t ien t la focale pa r où passen t 
toutes les cycl ides de ce t te p r emiè re famille don t cha-
cune coupe (C2) et (C3) r e spec t ivemen t suivant deux 
cercles o r t h o g o n a u x passant l 'un par S, e t S ^ , l ' au t re 
par S , et S j . 

Le plan t angen t en S< à l ' une de ces cycl ides (C , ) 
doi t ê t re normal à chacun des deux cônes de sommet S< 
re spec t ivemen t t angen t s aux deux cyclides (C2) et (C 3) . 
Donc , il passe par leur axe c o m m u n S 4 X . D o n c , la 
d ro i t e S< X est t angen te à tou tes les cycl ides (Ci) et 
par sui te à la focale par où elles passent tou tes . 
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35. Lieux des axes radicaux ; enveloppe des plans 

de symétrie des cyclides d'une même famille. — Le 
plan (P) pe rpend icu l a i r e à S , X en S< con t ien t le cercle 
de rayon nul S { c o m m u n aux deux cyclides (C2) e t ( C 3 ) . 
D o n c il con t i en t aussi le second axe radical (T 2 ) de la 
cycl ide (C2) ( j i g . 9 et 1 0 ) ; mais celui-ci est encore 
dans le plan pe rpend icu l a i r e à S t S[ en son milieu et 
ce p lan- là passe c o m m e le plan ( P ) pa r le cen t re w du 
cerc le axial de la cyclide (C< ). Donc (T2) est p e r p e n -
d icu la i re au plan S Î S ^ X de ce cercle axial et passe 
par son cen t re w. P o u r la m ê m e ra ison le second axe 
radical (R3) de la cyclide (C3) passe par le centre G)' du 
cercle axial S'[, et est pe rpend icu la i r e à son plan . Donc 
ces deux axes passen t par le cen t re de la sphère (U<) 
qu i con t i en t les deux cercles axiaux et qui est la sphère 
a p p a r t e n a n t à la p remiè re famil le . 

De m ê m e , l 'axe radical (R 2 ) passe par le cen t re de la 
s p h è r e (U3) a p p a r t e n a n t à la t ro i s i ème famil le . S u r cet 
axe radical se t r o u v e n t les deux points con iques S4 et S[ 

qui sont tous deux sur la focale (F 4 ) , laquel le est s i tuée 
sur la sphère (U<). Cet te focale est une courbe du q u a -
t r i ème ordre pu i sque c 'es t l ' in te rsec t ion d ' u n e sphère 
et d ' une cycl ide. Les droi tes (R 2 ) passant toutes par le 
cen t re de la sphère (U 3 ) engendren t un cône dont 
c h a q u e généra t r ice coupe la focale en deux po in t s . 
D o n c ce cône est du second ordre et la focale (F<) est 
l ' in te rsec t ion de la sphère ( U j ) et du cône . 

Cet te m ê m e focale est aussi l ' in tersec t ion de la 
sphère (U<) et du cône e n g e n d r é par (T 3 ) , lequel a son 
s o m m e t au cen t re de la sphè re (U 2 ) . 11 en résul te que 
ces deux cônes ont leurs p lans de symétr ie paral lèles 
e t même qu ' i l s ont leurs qua t re généra t r ices i so t ropes 
r e s p e c t i v e m e n t paral lè les . 

Le plan de symét r ie de la cycl ide (C2) qui passe 
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p a r (R 2 ) con t i en t l 'axe du cône des t angen tes S< X , mais 
S | X est t angen te à la focale (F<) qui est su r le cône 
e n g e n d r é pa r (R 2 ) . D o n c le plan de symét r ie don t n o u s 
pa r lons est t angen t au cône e n g e n d r é par (R 2 ) . 

P o u r la m ê m e ra ison, le plan de symét r ie de la c y -
c l ide (C2) passan t p a r ( T a ) enve loppe le cône déc r i t 
par (T 2 ) lequel a son s o m m e t au cen t re de la sphè re 
( t l i ) . De p lus , ce p lan de symétr ie est p e r p e n d i c u l a i r e 
à (R 2 ) . D o n c le cône qu ' i l enve loppe est le cône s u p -
p l émen ta i r e du cône (R 2 ) ayant son sommet au cen t r e 
de la sphère (U 4 ) . Les d e u x cônes (R 2 ) et (T 2 ) son t 
d o n c supp lémen ta i r e s et on t par conséquen t leurs p lans 
de symét r ie paral lè les . F i n a l e m e n t : 

Les lieux des axes radicaux des cyclides se com-

posent de six cônes du second ordre, deux pour cha-

cune des trois familles. Ces cônes ont deux à deux 

le même sommet qui est le centre d'une des trois 

sphères du système. Les deux cônes qui corres-

pondent à une même fomille de cyclides sont sup-

plémentaires. Ces six cônes ont leurs plans de symé-

trie parallèles. Enfin les plans de symétrie des 

cyclides sont les plans tangents à ces six cônes, cha-

cun le long de la génératrice correspondante. 

36 . Les directrices des focales. —- T o u t point G 
d ' u n e des trois focales ( F , ) est un foyer de c h a c u n e 
des deux au t res , c ' es t -à-d i re que la sphère de rayon 
nu l G est b i t angen te à chacune des focales (F 2 ) et (F 3 ) . 
J ' appe l l e directrice de (F 2 ) co r r e spondan t au foyer G , 
la d ro i te qui jo int les points de contac t de ce t te sphè re 
avec (F 2 ) . 

Cons idé rons le po in t S , { f i g . 9) c o m m e foyer de la 
focale (F 2 ) s i tuée sur la sphè re (U2) et c o m p r e n a n t les 
points con iques S 2 et S^ de (C3) s i tués sur l 'axe r ad i -
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çal (Rs)> et c h e r c h o n s la d i rec t r i ce c o r r e s p o n d a n t à ce 
foye r . 

La sphère de rayon nu l St touche la cyclide (C 3 ) 
suivant un cercle de rayon'"nul d o n t le plan est pe rpen -
dicula i re à S < X . La sphère (U2) coupe ce cercle en 
deux po in t s qui son t les po in ts de contac t che rchés . O r 
le cercle de rayon nu l S4 a p p a r t i e n t à la famil le des 
cercles de c o u r b u r e de ( C 3 ) qu i a d m e t t e n t pour axe 
radical (R3) . Il passe donc par les deux points c o n i q u e s S 2 

et S^ ( f i g . 9, où l 'on a r ep ré sen t é schématiqpeixiefït les 
é l éments imagina i res ) s i tués sur cet axé. Ces po in t s 
é t an t sur la sphère ( U 2 ) sont les points de contac t 
che rchés , et la d i rec t r ice est la d ro i te ( R 3 ) . O n verra 
de m ê m e qu ' au second po in t con ique S j de (C3) s i tué 
sur ( T 3 ) co r respond le même axe radical ( R 3 ) . Donc : 

A chacun des points coniques d'une même cyclide 

situés sur un même axe radical correspond, sur la 

focale qui comprend les deux autres points coniques 

de cette même cyclide, une même directrice qui ri est 

autre que le deuxième axe radical de la même cyclide. 

R e m a r q u o n s que le cercle de rayon nul S* se c o m -
pose des deux dro i tes i so t ropes S< S 2 , S^S^ qui sont 
pe rpend icu la i r e s à S | X . De m ê m e Taxe S 2 X 2 du cône 
tangent à la cyclide (C3) au po in t S 2 est aussi p e r p e n -
diculaire à S * S 2 . Enf in , la d ro i t e i so t rope est p e r p e n -
diculaire à e l l e -même . D o n c les trois dro i tes S < X 4 , 
S 2 X 2 et S^ S 2 sont dans un m ê m e p lan , ce qu i prouve 
q u e les axes des deux cônes se r e n c o n t r e n t . En cons i -
dé ran t les deux au t re s po in t s con iques de la cyclide 
(C3) , on en dédu i t sans peine que les quatre axes des 

cônes de révolution tangents à une cyclide aux 

quatre points coniques, passent par un même point 

de Vintersection des deux plans de symétrie. 
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37 . Le groupe de six cyclides. — T o u t e s les cy-

clides du système or thogona l se r épa r t i s sen t en g roupes 
de six, de telle sor te q u e deux cyclides que l conques 
d ' u n m ê m e g roupe on t un po in t con ique c o m m u n . 

Cons idé rons tou jour s le po in t con ique S , c o m m u n 
aux deux cyclides (C2) et (C3) . La cyclide (C a) adme t 
d e u x aut res points con iques S 3 et s i tués sur son axe 
radical (T 2 ) . D e m ê m e la cycl ide (C3) admet sur son 
second axe radical (R 3 ) deux po in t s con iques S 2 et S'2. 
Le cercle de rayon nul c o m m u n aux deux cyclides 
(C 2 ) e t ( C 3 ) doi t passer par les 4 poin ts con iques S 3 S'{, 
S 2 et S!, ; mais il se compose de deux droi tes i so t ropes 
passant par S<. 11 fau t donc que ces qua t r e poin ts 
so ien t deux à deux al ignés sur Pa r exemple , l 'une 
des droi tes i so t ropes est Si S 2 S 3 et l ' au t re S j S g S j . 

Cons idé rons ma in t enan t la cyclide (C,) qui a un 
po in t con ique en S 3 c o m m u n avec (C2) . El le admet t ra 
sur son au t re axe radical deux au t res points con iques 
<j2 et et l 'on d é m o n t r e r a c o m m e p r é c é d e m m e n t que 
l 'un de ces points , cr2 par exemple , est sur la d ro i te iso-
t rope S, S 3 . Mais S, est sur la focale (F , ) , S 2 sur la f o -
sale (F2) , S 3 sur (F 3 ) et o-2 sur (F2) ; or2 et S 2 sont donc 
tous deux sur la sphère (U 2 ) . O r la dro i te i so t rope 
S , S 3 ne r e n c o n t r e la sphère (U2) qu ' en un seul po in t 
à d is tance finie, lequel est S 2 . D o n c cr2 se confond avec 
S 2 , et la cyclide (C, ) qui a déjà un poin t con ique com-
m u n avec (C2) en a un au t re c o m m u n avec (C 3) . E n 
généra l , si deux cyclides de familles différentes ont 

un point conique commun, toute cyclide de la 

troisième famille qui a un point conique commun 

avec l'une des deux en a aussi un commun avec 

V autre. 

O u encore : Si deux cyclides de familles diffé-

rentes ont chacune un point conique commun avec 
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une cyclide de la troisième famille, elles ont un 

point conique commun. 

A v a n t d ' a l l e r p lu s l o in , r e m a r q u o n s q u e d e u x cy-
c l ides d e la m ê m e fami l l e ne p e u v e n t pas avoir u n p o i n t 
c o n i q u e c o m m u n a p p a r t e n a n t à la m ê m e fami l l e de 
l ignes de c o u r b u r e . E n effe t , les axes r a d i c a u x des d e u x 
cyc l ides a y a n t en c o m m u n le p o i n t S< d e v r a i e n t pas se r 
p a r le c e n t r e d ' u n e m ê m e s p h è r e . D o n c ils c o ï n c i d e -
r a i e n t . Mais ce t axe rad ica l ne r e n c o n t r e q u ' e n d e u x 
p o i n t s la s p h è r e UÎ su r lequel se t r o u v e n t les p o i n t s 
c o n i q u e s d ' i n d i c e i . D o n c les d e u x cyc l ides a u r a i e n t 
n o n pas u n , mais d e u x p o i n t s c o n i q u e s c o m m u n s s u r le 
m ê m e axe rad ica l . Alors , à cause de l ' o r t h o g o n a l i t é 
a v e c les cyc l ides des d e u x a u t r e s famil les , les cônes des 
t a n g e n t e s en c h a c u n de ces po in t s c o n i q u e s s e r a i en t 
i d e n t i q u e s , e t les deux cycl ides c o ï n c i d e r a i e n t . 

I l y a d e u x cyc l ides de la p r e m i è r e f ami l l e (C 4 ) et (C' t) 
q u i o n t un p o i n t c o n i q u e c o m m u n avec (C 2 ) , p a r 
-exemple (C 4 ) a le p o i n t c o n i q u e c o m m u n S 3 et (C[) le 
p o i n t S3. Cel les- là o n t aussi c h a c u n e un p o i n t c o n i q u e 
c o m m u n avec (C 3 ) savoi r : (C i ) a S 2 e t (C' t) a S , . C o n -
s i d é r o n s m a i n t e n a n t les d e u x cyc l ides (C 4 ) et (C 2 ) qu i 
o n t en c o m m u n le p o i n t c o n i q u e S 3 . Il y a u n e 
d e u x i è m e cyc l ide (C 2 ) qu i a u n p o i n t c o n i q u e c o m m u n 
S3 avec ( C , ) e t , p u i s q u e (C , ) en a u n c o m m u n avec (C 8 ) , 
( C ' 2 ) e n a un aussi c o m m u n avec ( C 3 ) , l eque l , é t a n t 
s i t u é su r la foca le ( F , ) , ne peu t - ê t r e q u e S< ou S'[ ; ma is 
c e ne p e u t ê t r e p u i s q u ' a l o r s les cyc l ides (C 2 ) e t (C'2) 
a u r a i e n t u n po in t c o n i q u e c o m m u n . 

D e m ê m e c o n s i d é r o n s les d e u x cyc l ides ( C j ) e t (C 3 ) 
q u i o n t en c o m m u n le p o i n t c o n i q u e S 2 . Il y a u n e 
d e u x i è m e cyc l ide (C3) q u i a le p o i n t c o n i q u e S'̂  c o m -
m u n avec (C { ) e t , p u i s q u e (C 4 ) a un p o i n t c o n i q u e 
c o m m u n avec (C 2 ) , (C.3) en a un c o m m u n avec (C 2 ) , 
l eque l n e p e u t ê t re q u e S'4. 
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O n peut alors dresser le Tableau suivant dans lequel 

nous suppr imons les paren thèses pour abréger , et où le 
symbole — v e u t dire : « ont un point conique commun 
qui est ». 

i, C 2 C 3 — G 2 G 3 — > - S j , 
C 3 C 1 — > - S A , C ^ C ^ — > S 2 , C 3 C 1 — > S 2 , G 3 C 1 — > S ' . 2 , 

C I C 2 —y S 3 . G J G2—y S 3 , CI C 2 —y S 3 , C I C 2 —y S 3 . 

O n voit que les cyclides (C2) et (C3) ont chacune un 
point conique commun avec (Ci) . Donc , elles ont entre 
elles un po in t conique commun que nous dés ignerons 
par S',', ce qui permet d ' a jou te r au Tableau précédent : 

C 3 C1 —y S 2 , 

c, c2->s;. 

Considérons enfin la cyclide (C[) qui a en commun 
avec la cyclide (C2) le point conique S3. Il y a une 
deuxième cyclide (C2) qui a avec (Cj) un autre point 
conique commun S 3 ; puisque (Cj) en a un commun avec 
(C3), (C2) en a un aussi commun avec (C3). Ce ne peut 
être que S, ou S ' r Ce ne peut être Si parce qu 'a lors (C2) 
coïnciderai t avec ( C 2 ) et cette cyclide ( C 2 ) aurai t 
avec (C , ) les deux poinls coniques communs S'3 et S 3 . 
Donc c'est le point S\, et C2 coïncide avec (C'2). 

On démont rera i t de même que toute cyclide, ayant un 
point conique commun avec l 'une des trois cyclides (C/) 
et différant des cyclides ( C ) , coïncide avec une aut re 
des cyclides ( C ) . 

Le groupe est alors const i tué par les six cyclides 
{Ci K (C2), (C:j), (C'j), (C2) , (C3), et l'on peu complé-
ter comme il suit les Tableaux précédents : 

C ' C 3 - > S 

11 C 2 C 3 —y S\, C 2 C 3 —y S [ , 

C 3 G J S ' 2 , C'3 C\ —y S 2 , C 3 C J S ' J , 

C J C J — > S 3 ' , C J C 2 S 3 , C J CI»—> S 3 , 
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ce qu i mon t r e b ien q u e les six cyclides f o r m e n t un 
g r o u p e se pa r t agean t en h u i t sous -g roupes de trois 
cycl ides. Les trois po in t s S a p p a r t e n a n t à un m ê m e 
sous -g roupe sont sur une même dro i te i so t rope . 

38 . Les douze axes radicaux et les trois quadrila-

tères plans. —• Les six cycl ides du g r o u p e a d m e t t e n t 
douze axes r ad i caux . 

T o u s ces axes radicaux doivent passer pa r l 'un ou 
l ' au t re des centres des trois sphères (U*), (U 2 ) , (U 3 ) .B ien 
que les droi tes i so t ropes soient imaginai res , r e p r é s e n -
tons- les s c h é m a t i q u e m e n t sur la figure i o . S i l 'on con-
sidère les po in t s con iques d ' ind ice i c o m m u n s à deux 
cyclides d ' ind ices 2 et 3, tels que , S\, S",, S'J', on verra 
que l e s q u a t r e axes r a d i c a u x S i S' l9 S'J S™appar tenantaux 
cyclides (C2) et (C2) et S 4 S j , S^ S" a p p a r t e n a n t aux cy-
clides ( C 3 ) e t (C'3) sont dans un même plan . Les qua t r e 
points S n S ' t , S"1? S j sont ainsi les qua t r e sommets 
d ' un quadr i l a tè re plan inscr i t dans la focale (F<), et 
don t les côtés opposés vont se c o u p e r aux cen t res des 
sphères ( U 2 ) et ( U 3 ) . Il y a ainsi trois de ces quad r i l a -
tères . Pa r chacun des sommet s de chacun d ' e u x passent 
deux dro i tes i so t ropes dont chacune passe par deux 
sommets des au t res quadr i l a tè res , ce qui cons t i tue les 
hu i t droi tes i so t ropes con t enan t les douze po in t s 
con iques . 

P a r le cen t re de la sphè re U< passent 4 a * e s rad i -
caux dont deux a p p a r t i e n n e n t à une famil le et deux à 
une au t re . E n c o m b i n a n t ceux qui n ' a p p a r t i e n n e n t pas 
à une m ê m e fami l le , on t rouve qua t r e p l a n s c o n t e n a n t 
chacun deux droi tes i so t ropes . Il y a ainsi douze p l ans 
d o n t chacun con t i en t deux dro i tes i so t ropes . 

La tangente à la focale qui con t i en t le po in t S4 en ce 
po in t est , c o m m e on l 'a vu au n° 35, pe rpend icu la i r e à 
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c h a c u n e des d e u x dro i tes i so t fopes qu i passen t en S i . 
C o m m e u n e droi te i so t rope est pe rpend icu l a i r e à e l le-
même , on en conc lu t que les tangentes aux focales en 
t rois points en l igne d ro i t e S<, S 2 , S 3 sont dans un 
m ê m e p l a n . 

C h a c u n e des t rois focales est une l igne d o u b l e de la 
sur face réglée , lieu des d ro i tes i so t ropes S M S 2 , S 3 , 
car , en chaque po in t S, d ' u n e de ees focales , la sur face 
réglée a d m e t deux plans t angen ts qu i sont d é t e r m i n é s 
par la t angente à la focale et c h a c u n e des généra t r ices 
i s o t r o p e s . O n peu t alors d é t e r m i n e r l ' o rd re de cet te 
sur face réglée par le r a i s o n n e m e n t su ivant : 

L ' in te r sec t ion de la surface avec le plan de l ' infini se 
r édu i t au cercle de l ' infini ; mais c o m m e l ' o rd re de la 
su r face dépasse nécessa i rement deux , ce cercle est une 
l igne mul t ip l e . Le degré cherché est d o n c pa i r . Suppo-
sons qu ' i l soit égal à 111. Le cercle de l ' infini est une 
l igne de mul t ip l ic i té n . La surface doi t coupe r la 
s p h è r e suivant une courbe d ' o r d r e / \n . O r l ' i n t e r -
sect ion se compose : i° de la focale, l igne double de la 
sur face réglée qui doi t c o m p t e r dans le calcul du degré 
p o u r 8 uni tés pu isqu 'e l le est de qua t r i ème degré*, i ° du 
ce rc le de l ' infini qui doi t c o m p t e r pou r in uni tés 
pu i squ ' i l est du second degré et est u n e ligne de m u l -
t ipl ici té n. O n a donc l ' équa t ion 

8 - h i n = 4 

d ' o ù i n — 8. La surface réglée, lieu des droi tes i so-
t ropes , est du hu i t i ème o r d r e . 

Si le sys tème est révers ib le , les trois sphères son t 
r emplacées pa r trois p lans rec tangu la i res que nous 
p r e n d r o n s p o u r p lans de c o o r d o n n é e s . A cause de la 
symé t r i e d u sys tème, les trois quad r i l a t è r e s des po in t s 
c o n i q u e s d e v i e n n e n t t ro is rec tang les s i tués dans ces 
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plans coo rdonnés , ayan t leur cçn i r e à l 'or ig ine e t 
leurs côtés paral lè les aux axes de coo rdonnées . Le 
g r o u p e des six cyclides se compose de trois cyclid«s 
et des cyclides symé t r i ques de cel les- là , chacune p a r 
r a p p o r t au plan de c o o r d o n n é e s qui n 'es t pas p o u r elle 
un p lan de symét r ie . Les six tores qu i o n t servi d e 
po in t de dépa r t à la cons t ruc t ion du sys tème révers ib le 
f o r m e n t un de ces g roupes . 

[D 2 b ] 
S I R LA SOMMATION DE CERTAINES SÉRIES; 

PAR M. J. HAAG. 

N o u s nous p roposons d ' i nd ique r cer ta ines catégor ies 
de séries que l'on peu t s o m m e r par l ' appl ica t ion de la 
théor ie des séries en t iè res et d o n t des exemples on t été 
p lus ieu r s fois d e m a n d é s aux examens oraux de l 'Eco le 
Po ly t echn ique . 

1. Si le terme général d'une série est une frac-

tion rationnelle en n dont tous les pôles sont entiers 

et simples, on peut toujours sommer cette série. 

Soi t , en effet , la série 

= P O ^ 
U n ( / i - + - a ) ( / i - + - & ) . . . ( / n - / ) ' 

où a , b, . . . , / s o n t p n o m b r e s en t ie r s , posit ifs ou n é g a -
tifs, et où P ( f t ) désigne un po lynome en n de degré au 
plus égal à p — 2, afin qu ' i l y ait convergence . O n sup-
pose, en ou t r e , q u ' o n ne donne à n que des va leurs 
supé r i eu re s au p lu s g r a n d des n o m b r e s — a , — . . .> 
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— /, de manière qu 'aucun te rme ne devienne infini . Il 
revient au même d ' admet l re que tous les pôles sont 
négatifs et que n p rend toutes les valeurs entières, à 
par t i r de i . 

Cela posé, décomposons la f rac t ion rat ionnel le un en 
é léments simples, soit 

A B L 
Un = 1 [7 4- . . . H —, • n a n -t- B n -h l 

D'après l 'hypothèse faite sur le degré de P ( f t ) , la 
somme des résidus A + B -4- . . . -f- L est nul le . 

In t rodu isons la série ent ière 

JV x V^ / A x n Bx'1 Lxn \ 
S(x) = 1 (ïT^ + ~ b • + 7TTI )• 

n= 1 

Elle admet pour intervalle de convergence(— i , -f-1). 
D ' a u t r e par t , pour j = i , elle est convergente , pu i s -
qu 'el le se rédui t à la série (un). Donc , d 'après le t héo -
rème d 'Abel , la somme U de celle-ci est la limite vers 
laquelle tend f {x) lorsque x tend vers i . 

Or , il est facile d 'avoir une expression simple 
de f (x). Calculons, par exemple, la série ent ière 

00 

, . Axn 
x(x) = > v y ÀU n 4- a 

n — 1 

A cet effet, nous écrivons l ' identi té 
_ x ^ x 

2 a 

X X 2 x n  

= 1 h . . . 4 h . .' . . 14-a ^ a n -h a 

D'où l'on tire 

, . A F ' x2 xa ] 
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et, par sui te , 

f ( x ) = — log(l — X) ( — -h ~ -h . . .-f- ~ \ •/v oV ' \xa xb xl 1 
A / x2 xa 

, \ X h. . .H i xa \ 2 a 

le signe S ind iquan t une somme qui doit po r t e r sur 
tous les nombres a , . . . , /. 

Si l'on fait maintenant tendre x vers i , le premier 

terme de f (x) tend vers zéro, comme on le voit en 

posant i — x = y et se rappelant que A - H B - f - . . . - h L = o . 

On a donc finalement la formule élégante 

o , 

Remarquons que si a = o, les termes correspondants 

n'existent pas, car a (x) = — A l o g ( i — x ) . 

Exemple. — Soit à calculer la série 

v = y , ' — 
JLJ (n — i) n(n -h '¿) 
n = 2 

(examens oraux de l'Ecole Polytechnique, 1911). 

On écrit d'abord 

U= " ° " " Ad n( n -h 1 ) (n -f- 3 ) 
n — \ 

O r 
111 5 _ 5 1 3 1 1 1 

n(n -h 1 ) (n h- 3) 3 n 2 n + i (5/1 + 3 

Appliquant la formule (1), on a immédiatement 

u — — -Y— — ~~ ' 2 ' G \ 2 ' 3 / ~~ 36 

Si le terme général d'une série est le produit 
par ~ d'une fraction rationnelle en n dont tous les 
pôles sont simples, entiers et négatifs, on peut tou-
jours sommer cette série. 
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Soit, en effet, la série 

= P ( n ) J__ 
Un (*+-<*)(/*-4-6)...(*-*-/) n i ' 

où a , b, . . / sont des entiers positifs et P(/*) un poly-

nôme quelconque en n. On a 

l—i = > h 7 M pm>. 
(n~h a) ( n b ) . . .(n-h t) Àmd n a A4 p 

On est donc ramené à une somme de séries apparte-

nant aux deux types suivants : 

r f Jmi (n 4- a)n 
n = 0 n=0 

Or, celles-ci se calculent aisément en partant du 

développement de ex. On a, en effet, 

d 'où 
n=z o 

y = / exxa-i dx 

n — 0 

= ex[xa~i— (a — \)xa~2 

-+-(a— i ) ( a — — \)a(a—i)t 

En faisant x = i , il vient 

V — e [ ï — ( a — î ) -h ( a — i ) ( a — i ) 
— (a — i ) ( a — 2 ) ( a — 3 ) - h . . . 4- (—i)a~ l ( a — i) ! ] 
- + - ( - i ) « ( a - i ) ! 

Quant à W ^ , on l'obtiendra en faisant x = i dans la 

série entière 

x „ = V 
n\ 

n=n 1 

laquelle se détermine, de proche en proche, au moyen 

de la relation de récurrence 

Xp = X / ;_! 4- tfX^! , 
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sachant en outre que 

00 

= ex. 

CERTIFICATS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRAL. 

Lille. 
É p r e u v e t h é o r i q u e . — I. Question de cours. — Existence 

de Vintégrale définie. 
II. Problème. — Etant donné un point M d'une courbe(G)r 

on mène la tangente MT, la normale MN, et Von déter-
mine le point P par l'intersection de la perpendiculaire 
menée par M à l'axe Ox et de la parallèle menée par T 

0 N / 

M 

\ r x 
/ 

à MN; on joint le point P au centre de courbure G relatif 
au point M; la droite GP rencontre Ox en Q. 

i° Déterminer la courbe (G) connaissant l'abscisse X 
de Q; 

Cette détermination se ramène aux quadratures si S. 
est fonction de x ; on prendra cette fonction sous la forme 

X = a?/(a?); 

3° Traiter les cas particuliers suivants : 

f ( x ) = k; 
où k est une constante. 

f ( x ) = 47, 
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É p r e u v e p r a t i q u e . — Calculer 

J Ç \/\ •+• x% dx 
0 3 x2-h ix -4- i 

(Novembre 1910. ) 

E p r e u v e t h é o r i q u e . — I . Question de cours. — Surfaces 
développables. Définition. Indiquer quelles sont leurs 
lignes asymptotiques et leurs lignes de courbure. Toute 
surface développable satisfait à Véquation rt — s 2 = o et 
inversement les intégrales de Véquation rt — s2 = o sont 
les surfaces développables. 

II. Problème. — La droite 
x sincp — y cos'^ = cp — coscp 

enveloppe une courbe G dont on donnera la définition 
géométrique. 

Soit 10 le centre de courbure relatif à un point M de la 
courbe G; sur la normale 10M, on prend le point P tel que 

w P = k 
Le point P décrit une courbe ; construire la tangente en 

un point de cette courbe, en supposant d'abord que k est 
une quantité fixe, puis une quantité variable. 

Déterminer les courbes Y qui coupent les normales tu M 
sous un angle constant 6. 

Soit en particulier celle de ces courbes qui passe par 
le même point que la courbe G pour çp = o; déterminer sa 
développée. 

E p r e u v e p r a t i q u e . — Ditégrer l'équation différentielle 
y'"—y" — y-h y = (i\x — 4) ex-\- 3x. 

Déterminer l'intégrale qui satisfait aux conditions 
initiales suivantes : 

# = 0, y = i, y' = — 1, y" = o. 

Calculer à 0,001 près l'ordonnée du point d'abs-
cisse x — 0,8 ainsi que le coefficient angulaire de la tan-
gente en ce point. (Juillet 1911. ) 

Lyon. 

E p r e u v e t h é o r i q u e . — I . Intégrer l'équation aux dérivées 
partielles 

ip cha? -h iqy sh# — z sha? = o. 



( ) 
Déterminer la surface intégrale qui contient la droite 

X=y = Z 

et celle qui contient la parabole 

57 = 0, z*=i?n(y — a). 

Qu'arrive-t-il si Von cherche à déterminer une surface 
intégrale passant par la chainette z — o, y — achx? 

II. Chercher les lignes asymptotiques de la surface qui 
a pour équation 

x cotang — 1 — z cotang s. 

Nota. — On pourra poser z = v, y — ux, et exprimer 
ainsi x, y, z en fonction de u et v. 

É p r e u v e p r a t i q u e . — Soit 

y*z= X = 4x* — g 2 x — gs. 

Je considère les intégrales 

' xm dx C dx y» r xm dx r J^T' Zm=J, 7 *> ni — I y 
v/X J (x — a)»- y/x 

exprimer y2 et y3 en fonction dey$,y\ ; puis z2 en fonction 
de zi, y0, \ on distinguera les deux cas où a est ou n'est 
pas zéro de X. 

Posant enfin x — pu, y = p' u, dire quelles formules on 
en déduit relativement aux fonctions elliptiques. 

(Juillet 1910.) 

É p r e u v e t h é o r i q u e . — i . i ° Exprimer p(iu) en fonction 
rationnelle de pu ; 

Étant donné pu — a, calculer p = Peut-on 

interpréter géométriquement la signification des racines 
de l'équation en t obtenue, en utilisant la cubique définie 
par les équations 

X — pu, pz=p'u-, 

3° 2oj et 2w' étant les périodes de la fonction ellip-

tique pu, on suppose (M et réels et positifs; a étant réel, 
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à quelle condition les quatre racines de l'équation en t 
sont-elles réelles ? Si t\ < i2

<C ¿3<C tk désignent ces quatre 
racines, rangées par ordre de grandeur, et si l'on pose 
p(t>a) = ¿a» déterminer vu v2l t>3, p e iani un nombre tel 
que pv = a ; 

4° désignant le plus grand zéro du polynome 
4 s3— gtz — ¿Ta, où g3 sont les deux invariants relatifs 
à pu, o/i suppose en particulier a xs. ej. Etudier ce cas, 
spécial. Calculer cu'^-

II. Soit y = p(mu), x = pu : trouver la relation qui 
dy d2 y existe entre ar, y, —^ » . Montrer que si m est un nombre 

entier réel, Véquation différentielle obtenue admet une 
intégrale de la forme y — R(#) , R désignant une fonction 
rationnelle de x. 

Formules pouvant être utiles : 
/ \ i / p 'w — 

+ + + , 

p'2 U = 4 p3 u — gt pu — gs. 

La formule à obtenir dans la première question est 

fp*U-b 7 g 2 ) - i - 2 g 3 p u 
P ( 2 U ) = [ , , 4 ' 

E p r e u v e p r a t i q u e . — On considère la cubique gauche T 

qui, rapportée à des axes de coordonnées rectangulaires, 
est définie par les équations 

y = t'2, z = tK 

Soit M l'un de ses points. Le plan osculateur P au 
point M à la cubique T coupe l'axe 0\s au point A. On 
considère la surface réglée S engendrée par la droite MA 
lorsque le point M décrit la cubique Y. On demande de 
trouver les lignes asymptotiques de la surface S. 

Dans le plan xQ y on considère les deux points B(cà =y = i) 
et C(x = i, y — 2). Par le point B passent deux lignesy 

projections des lignes asymptotiques de S sur le plan xOy, 
parallèlement à Oz; par le point C passent deux lignes, 
projections des lignes asymptotiques de S sur le plan xOy> 
parallèlement à Os. Ces quatre lignes forment un qua-
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drilatère mixtiligne BECD, do ni B e t G sont deux sommets 
opposés. On considère le cylindre qui a pour base ce qua-
drilatère, dont les génératrices sont parallèles à Oz, et 
qui est limité à la surface S. Trouver le volume de ce 

É p r e u v e t h é o r i q u e . — I. Soient OX, OY, OZ, trois axes 
de coordonnées rectangulaires. Une surface S jouit de la 
propriété suivante : si M(ar, y> z), est un point de cette 
surface, N, le point où la normale en M à la surface S 
coupe le plan XOY, P, le pied de la perpendiculaire 
abaissée du point M sur le plan XOY, on a PN == a , a dé-
signant une longueur constante. Trouver Véquation aux 
dérivées partielles du premier ordre dont la surface S est 
une surface intégrale. 

II. Trouver une intégrale complète de cette équation 
aux dérivées partielles. 

III. Déterminer la bande caractéristique d'éléments 
linéaires, (x, y, z, p, q), définie par un élément 
(x0, y0, ZQ, />o? #0) dont les coordonnées satisfont à 
l'équation aux dérivées partielles. Quelle est la nature 
des courbes caractéristiques? 

IV. Chercher l'équation du cône T, enveloppe des plans 
tangents aux surfaces intégrales qui passentpar un point 
donné, (x, y, z). En déduire l'équation aux différentielles 
totales des courbes intégrales. 

V. Chercher la surface intégrale engendrée par les 
courbes caractéristiques issues du point x — y = o, z = h. 

VI. Déterminer les deux surf aces intégrales qui passent 
par la droite x = y = z. 

VII. Chercher les courbes intégrales situées dans le 
plan z = x, et en particulier la courbe intégrale G de ce 
plan qui passe au point z = x = a , y = o. 

VIII. Déterminer la surface intégrale qui contient la 
courbe G. 

É p r e u v e p r a t i q u e . — I . Calculer l'intégrale de surface 

cylindre. (Novembre 1910. ) 
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la surface S étant définie par les équations 

X — ( a -h b cos<p) cos4s 
j = ( a + 6 cosç>) sin 
z = b sin <p, 

a et b sont des constantes, cp et ^ varient de o à 
II. Chercher sur la surface qui a pour équation en axes 

de coordonnées rectangulaires, z — cos^cos^, le lieu des 
points où l'indicatrice est un système de droites parallèles, 
le lieu des points où Vindicatrice est formée d'hyperboles 
équilatères conjuguées, et, enfin, trouver les lignes 
asymptotiques. (Juillet 1911.) 

É p u e u v e t h é o r i q u e . — i ° O / i peut intégrer équation 
différentielle 

en prenant pour nouvelles variables les quantités y et — • 

Les courbes intégrales (G) sont unicursales et n'ont aucun 
point à l'infini; 

Comment définit-on les diverses significations de 
l'intégrale 

lorsque le point z décrit dans son plan un chemin quel-
conque allant d'un point z0 ¿1 un point 2? 

3° Si le chemin choisi est fermé et est formé par l'une 
des courbes unicursales (G) ne passant par aucun point 
singulier, distinguer les différents groupes de courbe (G) 
qui diffèrent par les valeurs d'intégrales qu'elles four-
nissent. 

Marseille. 

dz 
( ^ - r - + z-i-i) 

s o l u t i o n . 

1" Si - = /, on a 
X 

y 
y dy -+- t dt = o, 

d roù les courbes (G) 

(D) 
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O U 

à2 . x •=• sin 2 <p et y — a sincp. 

Quand a varie, les courbes (G) se succèdent boucles dans 
boucles, comme le prouvent l'étude du coefficient angulaire 
des tangentes à l'origine et la forme en huit des courbes; 

3° Les points singuliers et leurs résidus sont : 

m = -+- i, ni = — i, b — a, b' = a2, 

1 i 3 — i y/ 3 3-hi 'v/3 
= ) S-ni'— y £Z> = 7 > — £ • 2 2 O 6 

i3 
Les valeurs de séparation sont a2 — i, —• Les deux premiers 
groupes de courbes (G) donnent zéro. Le dernier groupe 2 71 
donne, pour un seul tour, — 

y/3 

É p r e u v e p r a t i q u e . — i ° Condition pour qu'une série de 
sections circulaires d'un ellipsoïde soit une série de lignes 
de courbure ; 

2° Les pôles d'une fonction méromorphe sont simples et 
disposés d'après la loi 

. 71 
= V n e • 

Les résidus sont donnés par la formule 

n i 
— : * n — i 

Former, d'après la règle d'Hermite, l'expression d'une 
fonction qui ne diffère de la fonction méromorphe que 
par une fonction entière. 

s o l u t i o n . 

Toute sphère passant par une section circulaire coupe la 
surface suivant une seconde section circulaire. 

Tout système de cercles lignes de courbure correspond à 
un système de sphères inscrites. 

La compatibilité des deux conditions impose que les 
deux systèmes de sections circulaires soient confondus. Donc 
l'ellipsoïde est de révolution. 
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2° La fonction d'Hermite est 

n i r i i z z* z3 "1 
, , / I 1 ~~TC n 2 TZ 3 ~ TC l ~~Ti I /l 1 I -m— m r- r-iln— - l'Art— iZn - \ 

[z-^n'e 4 /i3€ 2 /i3 4 rc8 4 4 J 

(Juin 1910.) 

E p r e u v e t h é o r i q u e . — i ° Déterminer les lignes asympto-
tiques de la surface représentée par les équations 

x = (1 -+- a) ch v, 
y = (i — u)shv, 
z = u. 

où sht> et ch v représentent le sinus et le cosinus hyperbo-
liques de l'argument v et où u et v sont les variables indé-
pendantes ; 

Même question en supposant que l'on remplace sh i> 
et chv par le sinus et le cosinus ordinaires, sinp et cos<>; 

3° Rapprocher les deux questions. 

E p r e u v e p r a t i q u e . — Conditions pour que l'intégrale 
définie 

- J . ~ 

ait un sens. 
Démontrer que Von peut mettre cette intégrale sous la 

forme 
j = r ^ 

Jo 1 ' 

J = / — dx 

— dx. 

, . . . 1 m H- 1 Demontrer que, si l on pose p — ——— en prenant 
pour m et n des nombres entiers tels que p satisfasse aux 
conditions trouvées plus haut, on a aussi 

j , n x*'n dx _ f n. 
J 1 - . ÇQÏM 

Enfin, à Vaide de cette dernière forme, montrer que 
l'on a 

TZ J = sn ipn 
(Juin 1911.) 
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[ D 4 d ] 

MAXIMUM DU MODULE DES FONGTHMS ENTIÈRES 
DE GENRE 1 \ ET DEUX; 

Je me propose de donner ici une limite supér ieure 
précise du maximum du module d ' une fonct ion ent ière 
d ' 'ordre non entier et de genre un ou deux. Pour les 
fonct ions de genre un, le résultat que j ' ind ique est une 
général isat ion de la formule donnée par M. Lindelcif 
dans son Mémoire sur les fonctions entières ( p . 63) , 
mais la méthode est différente . Je ferai usage des 
résul ta ts obtenus par M. Den joy dans le p remie r 
Chap i t r e de sa Thèse . 

1. Notations et résultats acquis. — O n peut évi-
d e m m e n t se borne r à considérer un p rodu i t canonique . 
Nous désignerons suivant l 'usage par a , , a2? • • •> «m • • • 
les zéros ; par rn le module de an ; par /? le genre et p 
l 'exposant de convergence; enfin, nous posons 

Par M. G. VALIRON. 

E(x,p) = (i — x)e+ 2 

de sorte que le produit s 'écrit 

X? p 

Soit p [ i P ( # ) ] n-n exposant net de la suite des 
Ann. de Mathémat., 4e série, t. XII. (Mai 1912.) ' 3 
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zéros ) ; on a, pour n >• n 0 , 

< p [I+Pirj] ' — ' n ' 

l'égalité ayant lieu pour une infinité de valeurs de n ; 
i -t-a(r> 

par suite, si ^ P désigne la fonction inverse de 

^ph+Pi-r)^ o n a p o u r n ^> «o 
l + q(n) 

r , ^ / * P ; 

la fonction CL (x) satisfait aux deux conditions 

suivantes : 

(A) lima(a7) = o, lim <x'(x)x Ioga? = o. 
.r = oo j- = » 

Nous poserons 
l-f-«( w ) 

(I) R n = / 1 p ; 

on aura donc 

( / i > / i 0 ) . 

Soit alors M.(m) le maximum de | E ( x , / ? ) | pour 

x\ = u) M (m) est une fonction croissante de u, on a 

donc 

et, par suite, en désignant par M ( r ) le maximum du 

module de F (5) pour \ z\ = r, 

<») M ^ < Ï Ï M ( £ > ' 
n — 1 

Le calcul de M (w) a été fait par M. Denjoy (Thèse, 

p. 17). 

( ' ) Pour cette définition, voir mon article Expression asympto-
tique de certaines fonctions entières (Nouvelles Annales). 
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Pour u i i -+- -> 
P 

l o g [ M ( « ) ] = f u p ' ^ d u , 
(3) 

l sinjoô p -h \ 

Pour u > i -f- -> 
P 

M» H^ 
( 4 ) M(u) = (u-i)eU+ P ; 

le maximum cor respond , pour u ^ î -+- i à x = u , et 

pour « > i -f- - = i/e'6. r ~ P 

2. Calcul de certaines sommes. — Soit a un 
nombre réel supér ieur à un, définissons /i' par les 
inégalités 

(5) ï v < - < r w i ; a 

nous désignerons par n0 un nombre tel que , pour 
x n0, y.(x) el cl' (x)x iogx soient très pet i ts ( in fé -
r ieurs en valeur absolue à un nombre positif yj) et nous 

, /n0\ ? 
supposerons r assez grand pour que l ^ r ) s o j t 
a rb i t ra i rement pet i t ( < v^). 

Ceci posé, considérons la somme 

¿s 
"o 

en posant 
1 -t-q (n'-H Q ) 

£ = (/*'+ e) p ( o < e < o , 
on a 

V r Z = 6 i r j + f n + \ l l + * ( x ) ] ? d x ( o < e 1 < i ) . 
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Mais nous avons 

d \ p . iH-a(.r)] | l 
_ XX P 
doc L P -h q J 

qoL(x) q , ~] ' = x . P I I -H -—-— - — x l o g x < z ( x ) \ 

= (i + i ' q )x P («), 

d 'o i i 

»0 

^ t , d ' ap rè s la cond i t ion imposée à /i ' , 
n' 

"o 

« n f i n , en u t i l i sant l ' inégali té ( 5 ) , 
n' 

De la même façon, on pourra effectuer le calcul de la 

somme 
00 

on trouvera 
00 

<
7 ) 

( ' ) Dans tout ce qui suit, s affecté ou non d'indices représente 
«ne quantité tendant vers zéro avec tj, et d'une façon uniforme, 
par exemple e£> fii; r\ tend d'ailleurs vers zéro avec - • 

( a) Pour a > o on a, en. effet, R?' < ( —V ; pour q < o, R . = -\ a ) a 
-+• Bn,)t sn, tend vers zéro avec-~> car *** tend vers un. n Kn' 
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Enf in , si nous cons idérons la somme 

n' 

no 
nous pour rons l ' écr i re 

n' 

V logR„ = 6j logR„-h f 
n o 0 

et comme 

s e L — r ~ " * { 0 * x " ° J = — p - t { x y 

( n 0 < a ? < / i ' ) > 
nous aurons 

n' 
(8) V l o g R „ = e J l o g R n ^ / i ' l o g - - f t ' ( i + 6 ' ) I 

^éhi a p 
n0 

= n ' i o g r — 7i'(i-+- e ) Ĵ -i -H loga^J • 

3. Fonctions entières de genre un, — Pour/j> = i , 
l ' inégali té (3 ) devient 

l og [M(w)]= y udu £ i -f- ; 

donc pour u^ 2, on a 

(3') l o g M ( w ) ~ — > 

et pour u ^ 2 j 

(4') M ( » ) = ( » —1)«». 

L' inégali té ( 2 ) devient alors 
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où le n o m b r e n! est déf ini par la d o u b l e inégal i té 

r 

Nous allons donc appliquer les calculs du paragraphe 

précédent, en prenanta = 2. 
Nous avons 

n0 n0 

^«„R^-hi ... R^ 

Nous obtenons alors 
n' 

logA = ( n n 0 ) log/- — ^ logR„, 
n0 

et, en utilisant l'égalité (8) où a = 2, 

logA = n'( 1 -+- e) ^ -h l o g s j — n0 l og r . 

De même, d'après l'égalité (6), 

n' (/ = n — n' 

jLu Rn jLàq ¿Là V<1 
n0 (f — i n = n0 

et enfin, d'après l'égalité ( 7 ) , 
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l'addition de ces divers résultats nous donne 

logM(r)^K-h/ i ' (n-e) I - -[i p 
P P —1 P 

7— 00 1 

- lo£T 2 — 7 — - 1 I — n 0 l o £ r , 

7 = 1 J 7 = 

où K dépend de et r , K < n0hr* par suite, en pre-
nant r assez grand, comme et r^— croissent indé-

° 7 / i0r logr 
iiniment, on a 

/ \ ( 2C 
• p p — 

( 9 ) l o g M ( r ) < n ' ( n - E ) l - I L . ^ I 2 P 

7 = 00 1 

- H l 0 g 2 — V - — £ - Ì . 

7 = 1 j V = 1 

L'égalité a lieu lorsque les arguments des zéros sont 

convenablement choisis. Le crochet qui figure au 

second membre peut s'écrire sous une forme plus 

simple : on a 

P = I , 
P) <l 

d où 
(j — cc q — oc q -

^ q ( P -h <7 ) 2'/ 2lgr2«7 2 (9 -h p) 27 
7 = r l 7 = 1 7 —1 

7 —1 

le crochet considéré devient ainsi 

7 = ° 
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ce qui peut enco re s ' écr i re , en groupant les deux pre-

miers termes et en faisant entrer le troisième et le 

quatrième dans le S, 

<]—<*> <7=80 

•2 - r - p 2 ( p q — i ) 1 """ 2 — p 2 ^ ( p - f - <7 — i ) a ? * 
c/ = 0 </ = 0 

en posan t 

H. — — h- 2 """" 2 p ¿mà (p q - l)l<i 
7 = 0 

nous avons 

(io) l o g M ( r ) g * ' ( i H r e)H,; 

n ' est défini par les inégali tés 

~ < R/i'Hr 1 2 
o u 

i + a<n'-*-6) - - - .—. r 
( n ' + f l ) 

O n tire de là 

¡î ( # ) étant la fonction considérée au paragraphe 1 ; or r 

d'après les propriétés ( A ) qui sont vérifiées par [î 

on a 

ou 

et par suite 
, rfUi+pirH 

n = ( 1 - 4 - 8 ) — 
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L'inégalité (10) prend ainsi la forme 

( u ) i o g M ( r ) < ( i - + - e ) ^ / - P l l ^ ) i , 

où p[i + ¡3 ( # ) ] est un exposant nçt de la fonction. 
Le nombre H2 est défini par une série convergeant » 

la façon d'une progression géométrique, si Ton désigne 

par 

la série hypergéométrique 

a . B I H L x -h. . . 
I - Ï 

^ g ( t t - M ) . l ) (¡3-+-/? — 1 ) ^ | 

on peut écrire 
7 = =e r/** V 1 1 _ 1 V 1 P —1 1 

Jm4 {p -h g — 1 ) 2 7 ~~ p — I p - h q — I 2 7 
7=0 7=0 

de sorte que nous avons 

= -+ 2 
T F ( i , p — i , p, i j -2 — p p • 

On peu t aussi retrouver la forme donnée au nombre H * 

par M. Lindelof. Considérons d'une façon générale le 

nombre 
7 = OO 

7 = 0 
( p > p , c è 2 ) . 

Si nous considérons la série 

7 = « 

(p 7 = 0 
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on a 
E = ^ ( i ) et ^(o) = o; 

d'autre part, 

i XÏ-P-l+l . I 
= - — 1 = iFP-"-1 

donc 

C? 37 
7 = ° 1 ~ 7 

• - f ' «-70 f c 

En posant # = i — — > nous aurons z 
i \ i 

dz 
E = — J T - OP-^-L -4- - Î — 1 

c r0 0 
= — ~ J Z (Z — 

x f ( , , i , p /? - m , y z t ^ ) ' 

et comme 

— f z-p+P Uz — i)? -i>'ldz=z f (i — — 
Ji Jo ?~P 

on aura 
c i _ / ï 

ii, = F î t , i , p - o + i , c — i p — p \ i — < 

ou encore l'égalité 

En particulier, pour p — i , c = 2, nous obtenons 

F ( ,
) P —P' l ) i, p, - i ) , 

en portant dans l'expression de H2 , on a 
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c'est l 'expression t rouvée par M. Lindelof . La série 
F ( i , i , p, — i ) converge d 'ai l leurs très l en tement . 

4 . Fonctions de genre deux. — D a n s ce cas, p — 2, 
les expressions du max imum M (w) deviennent : pou r 

< 3 
«S-, 

~ 2 

(3") logM(w) = 2 j f u*cos$du ( u = 5£^,o<e<f); 

pour u > 

(4") M (u) = (u-i)e"~i 

r\ îw i« # SÎll3 0 De i égalité u = ——7l nous t i rons 
5 s i n 6 

4 c o s 2 6 — 1 u = 

3 

2 c o s í 

d 'où , comme o < 0 < 

m -h \/m2 -h 4 . 
c o s 6 = — , ; 

4 

<r 3 
et par conséquent nous avons, pour 

J
U 2M2 / J ÎL^j 

' \ du 0 4 
u'* u3 ¿¿5 

= - - - h — H - — H - . . . 
8 3 4° 

-1 )q+i 1—2 V ' 1 . 2 . . . ? (2^ + 3)2»? 

Nous aurons ici 

-«-»a n - ( K ) - n - ( i & ) n - ( i & ) • 
1 1 n ' 4 -1 

en posant 
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n' 

Le calcul de J J ^ f ^ " ) e s t ana logue à celui fai t 1 

p r é c é d e m m e n t , il suff ira d 'u t i l i se r les résu l ta t s d u 
3 p a r a g r a p h e 2, ei) p r e n a n t a — N o u s au rons 

«o 

et nous ob t i end rons 
n' 

( 13 ) n M ( f ) = 
n0 

où L est défini c o m m e il suit : 

i . 3 3 p 9 p ^ p 

i 9(9 + 9 ) [ - ) 

ici encore , nous pouvons t r a n s f o r m e r cel te express ion 

9(9 + 9) 9 9 + 9 
d 'où 
/ / n t i . 3 3 3 i 9 9 0 4 ) L = - -h l o g - H—' ^ - ' -( i i v p — i 8 4 p — 2 

^ j L k , / 3 y / / ^ \ 'z ' 
1 ^ p ' U / 1 * W 

ce qui peu t s 'écr i re 

21 . 9 
"7T — k g » 

7=0(9 + 9-*) ( f ) * 

OO 

Il res te à calculer J J M ( j ç ^ J > I e l oga r i t hme de ce t t e 
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expression est 

r j 
2 L8R* " 3Hft ""4oR? t 

V } 1.2...q J> 

si, dans la parenthèse, on remplace chaque terme par 

sa valeur absolue, on a une somme inférieure à ~ 8 R¿ 

comme on le constate aisément, et comme la série 

N]-^-converge, on peut intervertir l'ordre des somma-

lions, et écrire l'expression précédente : 

^ rw i ^ r+ i ^ r¿ 

8 Zà ÏÏI + 3 J L ÏÏJ + 

n' -h 1 
N , 1 . 3 . . .{iq — 3 ) i 3 

.(—1)7+1 1—1 L > — V ; 1.2. ..q (iq -4- 3)2*9 J¿d RJ7+3 
n'-hi 

Par suite, en utilisant l'égalité (7), nous aurons 

n + i<, ^ 8 , P 1 ? / 3 V 

1 . 2 ...q 
. p 327 +-3 

( 2 ^ - t - 3 ) ( 2 ^ - + - 3 — p ) 

Nous allons tranformer le nombre entre crochets de la 

formule précédenle en posant 

p _ 1 1 2 q — J 

( 2 q - j - 3 ) ( 2 9 - + - 3 — p ) 4 — p 2 9 - 4 - 3 ( p — 4 ) O g r - 4 - 3 — - p ) 

égalité qui s'obtient en décomposant la fraction ration-
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nelle en q 

en f r a e t k m s s imples ; n o u s o b t e n o n s a lors 
(i5> HnKé) 

= n{ ! -+-£) 
8 1 p 27 

128(4 — p) 8 4 — p 

- Q + 7T7 
8 ( 4 — p ) ( 3 — p ) 

ou nous avons 

\.ï...qï1 \ 16/ V 16/ i 
_ I / 3 y I / 2 \ S 

x 
r 3 \ 2 < ? + 3 

3 ~ P 
2 

x 
5 - p 16/ 

\2 2 2 16/ 

Le calcul n u m é r i q u e de Q se fai t i m m é d i a t e m e n t : 
on a 

• l o g 2 - h 2 - 128 ' 
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en portant ces valeurs dans l'égalité ( i 5 ) , on obtient, 

après quelques réductions, 

l o g Î T M ( ï ï ; ) 
n'-f-l 

» C t - ? ) ( 3 - p ) 

La comparaison des égalités ( i 3 ) e t (16) nous donne 

alors, à la condition de prendre nr assez grand, pour que 
n0 

tt0logr soit négligeable, ainsi que J~J M 
i OO 

où le nombre H3 est égal à L + S ; donc 

( . : > h 3 = l + s = 3 2 1 • « 
4 4 — p 4 ( p — 2 ) 

• ( ^ - ' ^ » ^ T C P p P ) ( 3 - ? ) 

/ i 3 — p 5 — p 9 \ x F - , L, L, _ JL ; 
\ i i i 16 y 

le calcul de ce nombre H3 revient au calcul de deux 

séries qui convergent à la façon de progressions géomé-

triques. 

Enfin, on voit, comme au paragraphe précédent, que 

[ i - h ¡3 ( # ) ] p étant un exposant net; par suite, nous 
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obtenons l'inégalité 

(18 ) M ( r ) i e W 

où H s est le nombre défini par l'égalité (17). L'égalité 

a lieu sur une infinité de cercles (avec £<o), si les 

arguments des zéros sont convenablement choisis et si 

o. Généralisation de quelques résultats de M. Lin-
•delôf. — M. Denjoy a également montré que le 

maximum M (u) de E (3?, />), pour | x | = u, satisfait à 

l'inégalité 
M (u) < eku~ (pé^âp -H 0 ; 

le nombre A est inférieur ou égal à tt/i, pour/) >2 ( 4 ); 

pour p = 1 on a A ^ , v désignant la racine de l'équa-

tion x -h log (x — 1) =t o ((> ^ 1 ,27, . . . , ) . 

On peut, en appliquant ce résultat, préciser les 

résultats bien connus de M. Lindelof ; je les générali-

serai en même temps en introduisant l'exposant net. 

En désignant toujours par n0 un nombre tel que, pour 

n > /?0, 

I x\ogx>x'(x) | < Y ) ; 
.posons 

"<'>-n»(É)-n«(i@n«(on»(ib)-
1 1 w0-+-1 n'-f-l 

f i ' étant défini ici par les inégalités Nous aurons 

<*) Thèsê, page 2$. 
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puis 

kr? V — 
n i r \ + 1 Rn M ( k ) < e • n! 

n-(è)<' 
En utilisant encore ici Jes inégali tés 

n' 

2 ¿p < f T ^ = 

V ' ^ f" d x _ ? " ' i / Z r ^ < J n , R T ( l + £ ) ; 

^ p 

nous aurons , en p renan t n' assez grand pour que 

soit très pet i t , 
pA n' ( 1 -+- c ) 

M ( r ) < eW' + i -pnp- / '» 

En in t roduisan t l ' exposant net , on a 

n'= / - p i i + ^ ^ i — 6 ( o < 0 < i ) ; 

donc , nous ob tenons , pour les fonct ions de genre 
supér i eu r ou égal à deux, l ' inégalité 

P ( 1^£ ) ,.9I1+P(r)] 
(19) M<>) < c</» + i-pMp-/') 

et pour les fonctions de genre un 

î.Kpu + e) fgli+Pfr)] 

( 2 0 ) M(r) < 

L'inégali té (19) peut être utilisée pour les fonct ions 
de genre supér ieur à deux, pour lesquelles le calcul 
d 'une limite supér ieure précise paraît beaucoup plus 

Ann. de Mathémat4* série, t. XII. (Mai 1912.) i4 
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compliqué que pour les fonctions considérées précé-

demment. Il résulte d'ailleurs des calculs du para-

graphe 2 que la limite supérieure exacte du logarithme 

de M(/*), est, quel que soit le genre, de l a forme 

K/*P(,+P{r)1, où p [ i -J-jâ (a?)] est un exposant net, et K 

une fonction de p seulement, et non de ¡3(#). 

Enfin, le théorème de M. Jensen donne 

rn / r \ » 
M ( r ) > >(—) > r ! /'2 . . . rn \ rn ) 

quel que soit le nombre entier n. En désignant par nf/ 

le nombre des zéros intérieurs au cercle de ravon 7 , on n 
aura 

M (r) > h'1" ; 

la considération des cas où Y on aurait 

l -+-a i n ) 
r n = /i P , 

t 
q u e l q u e soit aï, conduit à prendre h — or, pour une 

infinité de valeurs de on a 
1 + qjnl 

r n = ri P , 

si donc nous prenons r de façon que 

t ^ y i 
x) =" : ' 

\ e p / 

nous aurons, pour une infinité de valeurs de z, 

L u i ,.çn+Pi»-)] 
( 2 1 ) TV1 ( r ) > e * P 

L'inégalité ( 2 1 ) est d'ailleurs la plus précise qu'on 

puisse obtenir. Il suffit, en effet, de reproduire en le 
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modifiant un peu le raisonnement employé par M. Lin-

delôf à la page 64 de son Mémoire, pour voir qu'il 

existe des fonctions d'exposant net p [1 -f- ¡3 (a?)], et pour 

lesquelles on a, à partir d'une certaine valeur de /•, 

i ± i rçl »+?(»•)] 
M(r)<e?e 

En résumé, on voit qu'étant donnée une fonction 
d'exposant net p [ 1 + ¡3 (# ) ] , la limite supérieure 
pour r infini de Vexpression 

M ( r ) 

/.plH-ß(r)] 

est supérieure ou égale au nombre ^ et inférieure 
ou égale à un nombre K . Ce nombre K est égal à 

(1 ) lorsque le genre est zéro; ci 

smrp v 7. J 0 

4 V = 1 1 

(j — 0 j ' 17 / 1 \ - F \, p — 1, p, - , i V v 

sin 

-+- 2 
2 — p 

'/ — 0  

2t-p 2 i-p 
2 — P 

lorsque le genre est égal à un ; ci 

3 y - p 2 /3\2 
ï ) 4 = 7 " ^ u ; p — 2 

F I / T f / I 3 ~ f i _ 2 \ 
/ 3 y - p U ' 2 ? 2 ' 16/ 
W (4 — p)(3 — p) 

lorsque le genre est deux; enfin K est inférieur à 

(/>-+-1 — p)(p —/>) 

lorsque le genre p est supérieur ci deux. 

(*) K o î > l'article déjà cité des Nouvelles Annalea. 
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Dans le cas où, quel que soit n < n0y on a 

î-t-g(w) 
r n = n P , 

le dernier calcul du paragraphe 2, appliqué à l'iné-

galité de Jensen donne 

M ( r ) > « P 

cette inégalité est la plus précise qu'on puisse obtenir, 

tant qu'on ne fait aucune hypothèse sur les arguments 

des zéros (1 ). 

On peut également introduire le nombre des zéros 

compris dans le cercle de rayon r : soit n ce nombre ; 

pour une infinité de valeurs du nombre n" défini plus 

haut, on a 
. /•pu+pi'-)] , 

et comme n ^ rP nous aurons 

n"> -^(i-f- £), rpu+pc>]<<?/i(n-e); 

et, par suite, 

(22) d — < logi\l(r) < (1 -h e)Ke/i, 

inégalité valable pour une infinité de valeurs de n. 
Cette double inégalité pourra servir dans l'énoncé des 

réciproques; tous les résultats de M. Lindelôf relatifs 

au cas où 

rpin-p(r>] = A/*P(log/*)ai ( log2 r)*2. • . (log*/-)**, 

s'étendent immédiatement au cas général. 

( l ) On le voit en appliquant la méthode employée par M. Lin-
delôf (p. 68). 
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[R8a] 
SUR LES INTÉGRALES « E S QUANTITÉS DE MOUVEMENT ; 

P a r M . Ë t . D E L A S S U S . 

1. Les in tégra les premières , au t res que celle des forces 
vives, que Ton r e n c o n t r e c o n s t a m m e n t dans les p r o -
b lèmes de d y n a m i q u e sont celles qui sont fou rn ie s par 
î e s théo rèmesc l a s s iques des p ro jec t ions ou des m o m e n t s 
des quan t i t é s de m o u v e m e n t et il fau t y a jou te r l ' in té -
grale très f r é q u e m m e n t fourn ie par les équa t ions 
d ' E u l e r dans le cas des solides de révo lu t ion . 

Je me p ropose de m o n t r e r qu ' en ut i l isant la no t ion 
de vitesse d 'un système de vecteurs , on peu t déf inir une 
ca tégor ie généra le d ' in tégra les p remiè res l inéaires don t 
toutes celles que nous venons de signaler ne sont que 
des cas par t icu l ie rs et don t nous d o n n e r o n s l ' express ion 
générale au moyen de la force vive. 

2 . Cons idé rons un système matér ie l don t la quan t i t é 
de m o u v e m e n t est le système Q de vecteurs , Q ' é tan t 
la vitesse de Q . 

So i t , d ' au t re pa r t , S un sys tème variable de vecteurs 
chois i a r b i t r a i r e m e n t , et S' sa vi tesse. 

O n a la fo rmule 

(i) -37Mt(s> Q) = M t( s'i Q) + Mi(S, Q'). 

Mais n o u s avons la p ropr ié té c inémat ique , exp r imée 
pa r l 'égalité géomét r ique 
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et la p ropr ié té dynamique , expr imée par l 'égalité 
géomét r ique 

(3) (&*,/) = o, 

5 étant le système des forces d ' iner t ie et §dyi le 
système des forces données et de l iaison. O n en dédu i t 

(a) (Q') = (£/,/)> 

ce qui permet d 'écr i re l 'égalité ( i ) sous la fo rme 

( 3 ) ¿ M t ( S , Q ) = M l ( S ' , Q ) + M l ( S , 

La formule (2) const i tue ce que nous appel lerons le 
théorème général des quantités de mouvement et la 
formule (3) ce que nous appel lerons le théorème 
général des moments des quantités de mouvement. 

3. Si l 'on appl ique au système Q la construct ion 
indiquée de sa vitesse au moyen de la réduct ion en un 
point fixe, on re l rouve immédia tement , en vertu de la 
formule (2 ) , la représenta t ion géométr ique classique 
des théorèmes sur les quant i tés de mouvement . 

Si l 'on appl ique la formule ( 3 ) à un couple fixe, la 
vitesse S' est nulle et les moments se réduisent aux 
project ions sur une droite fixe de sorte qu 'on re t rouve 
le théorème des pro jec t ionsdes quan t i t é sde mouvement . 

Si l 'on appl ique la même formule à un vecteur fixe, 
la vitesse S' est encore nulle et l 'on re t rouve le théorème 
ordinaire des moments des quant i tés de mouvemenU 

4. Si la condition dynamique 

M'(S, = 0 

et la condition cinématique 

M ' ( S ' , Q ) = ot 
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sont à chaque ins tant réalisées s imul tanément , l 'éga-
lité (3 ) devient 

~ M < ( S , Q ) = o 

et donne l ' intégrale première 

(4) M l(S, Q) = const., 

que , sous cet te forme générale, nous appellerons inté-
grale des quantités de mouvement. 

5. E n dis t inguant les forces de liaison des forces 
données , la condi t ion dynamique peut s 'écrire 

M1 (S, # r f)-f-M t(S, #/) = o, 

elle doit avoir lieu à priori sans connaî t re le mouve-
ment réel lement pris par le système, c 'es t -à-dire sans 
connaî t re les forces de liaison, comme conséquence de 
la na ture du système §a-> et de la seule chose que l 'on 
connaisse sur à savoir que son travail est nul pour 
tout déplacement vir tuel compat ible avec les liaisons en 
supposan t , ce que nous ferons toujours , que les liaisons 
ont lieu sans f ro t t ement . 

La condit ion se décompose donc en deux autres : 
La première 

ivr(S, § d ) = o 

ne donne lieu à aucune remarque , elle est ou n 'es t pas 
vérifiée suivant la na ture de S et des forces données ; 

Pour que la seconde soit vérifiée, il faut que l 'égalité 

M t (S,# / ) = o 

soit une conséquence de 

Travail virtuel de §i=. o, 

ce qui exige que ce travail virtuel puisse s 'expr imer 
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sous formé de moment. Ce fait ne sé présente à 

priori que dans le déplacement d'un solide ou plus 

généralement dans un déplacement d'ensemble d'un 
système matériel. Ce déplacement, qui a les mêmes 

propriétés que les vitesses d'un point d'un solide, pourra 

se représenter par 
Se, 

S étant un système de vecteurs dépendant de la position 

du système et £ un facteur infiniment petit qui doit 

être considéré comme une variable indépendante. Pour 

ce déplacement virtuel d'ensemble que nous supposons 

constamment compatiblë avec les liaisons, on aura 

= Ml(S£, §t) = £iMl(S, = o; 
donc : 

Pour que la condition dynamique soit remplie 
par les forces de liaison il faut et il suffit que Ss 

soit constamment un déplacement virtuel d'ensemble 
compatible avec les liaisons. 

6. La condition cinématique 

M l(S', Q) = o 

doit être remplie à priori, c'est-à-dire quel que soit le 

mouvement compatible avec les liaisons. On peut 

trouver des cas très généraux où il en est ainsi : 

i° S est un système fixe. 
La condition est bien réalisée car S' est un système 

nul. 

20 S est un système invariable entraîné par la 
translation du centre de gravité. 

Réduisons simultanément S et Q au centre de 

gravité, ce qui donne R, G et p', y ; R et G sont inva-

riables en grandeur et direction et subissent la transla-

tion du centre de gravité (M massé totale). Dans 



cette t ranslat ion, le couple G reste equipol lent à lui-
même ejt ne donne rien pour S' qui se réduit à la 
vitesse du vecteur R c 'es t -à-di re à un couple G' per -
pendiculaire au plan R, p. On a alors 

MHS'. Q) == Ml(G', p) -h M l(G', y), 

le premier terme est nul comme moment d 'un couple 
e t d 'un vecteur or thogonaux et le second comme 
momen t de deux couples de sorte que la condit ion 
c inémat ique est bien réalisée. 

3° Le système matériel est un solide ayant un 
point fixe et S est un vecteur attaché au solide sur 
un axe de révolution de Vellipsoïde d'inertie du 
point fixe. 

Réduisons s imul tanément S et Q au point fixe O , ce 
qui donne R et p, y. Soient O ^ l 'axe de révolution etOoo 
la vitesse du solide. Les expressions bien connues des 
composantes de y sur les axes de l 'ellipsoïde mont ren t 
que y est dans le plan 2O0) . La vitesse S est ici celle 
du vecteur R at taché au solide sur O s , dont l ' o r i -
gine O est fixe et qui subit la rotation w; elle se rédui t 
à un vecteur R' perpendicula i re au p l anR , w, c 'est-à-dire 
au plan z O i ù qui cont ient y. 

O n a 
M l(S ' ,Q) = M t(R' ,p) + M t ( R ' , ï ) ; 

le premier terme est nul comme moment de deux 
vecteurs concourants et le second comme moment d 'un 
vecteur et d 'un couple o r thogonaux , de sor te que la 
condi t ion c inémat ique est b ien réalisée. 

4° Le système matériel est un solide et S est un 
vecteur attaché à ce solide sur un axe de révolution 
de son ellipsoïde central d'inertie. 

Faisons la réduct ion de Q au cent re de gravité G , 
nous ob t iendrons un vecteur p et un couple y . Si nous 
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faisons la r éduc t i on ana logue de la vitesse du solide,, 
nous au rons la rota t ion o> et la t rans la t ion et n o u s 
verrons encore que y est dans le plan s G , t o G z é tan t 
Taxe de révo lu t ion . 

La vitesse du vec teur R a t taché au sol ide sur G z se 
compose d ' u n vec teur R ' pe rpend icu la i re au plan R , p 
donc pe rpend i cu l a i r e à p. 

D a n s l ' express ion 

M l(S, Q) = M^ïV, p) -h M l(R', Y) -h M l(G', p) -H M'(G', y), 
le p r e m i e r t e rme est nul comme m o m e n t de deux vec-
teurs concouran t s , le qua t r i ème c o m m e m o m e n t d e 
deux couples et les deux aut res c o m m e m o m e n t s d ' u n 
vec teur et d ' un couple o r t h o g o n a u x , de sor te que la 
condi t ion c inéma t ique est t ou jou r s réal isée. 

7 . U n dép lacement vir tuel in f in iment pet i t d ' u n 
système matér ie l est défini par un système d 'accrois-
sements oq des pa ramèt res q qui déf in issent sa pos i t ion . 
Si l 'on mult ipl ie tous les S q pa r une m ê m e quan t i t é , 
on ob t ien t un dép lacemen t v i r tuel qui n 'est pas d is t inct 
du p r e m i e r . O n peu t d i re que ce dép lacemen t est 
défini par 

_ _ _ tyn _ £ 
Xj Xj X,i ' 

les X é tan t des fonc t ions de qK, q2, ..., qn qui cont ien -
n e n t impl ic i t ement un f ac t eu r i n d é t e r m i n é qn) 
et s é tant une variable i n d é p e n d a n t e in f in imen t pe t i t e . 

S u p p o s o n s que ce dép lacemen t virtuel soit un dépla-
c e m e n t d ' ensemble et cons idérons les dép lacemen t s 

8jk, des poin ts du système, ils possèdent la 
p rop r i é t é fondamenta le des m o m e n t s ; si, dans ces 
express ions des 3 y , 85, on s u p p r i m e le f a c t e u r s , o n 
r emplace Je dép l acemen t d e c h a q u e p o i n t par un vec teur 
fini et ces vecteurs possèden t aussi la p r o p r i é t é de s 
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moments, donc sont les moments d'un certain système S 
et les déplacements des points sont les moments de Se . 

Ce système S est défini à un facteur 6 près. La condi-

tion dynamique, étant relative à S, contient 8 enfacteur, 

donc est ou n'est pas réalisée sans avoir à préciser la 

valeur de ce facteur, Il n'en est pas de même de la 

condition cinématique car celle-ci est relative à S7 qui 

varie avec 9. On a, en effet, 

at 
donc 

M1 [(SU)', Q] = ~ M l ( S , Q) -4- 6M'(S',Q). 

Si le moment est nul pour S', il ne le sera pas en 

général pour (S 6)'. 

Nous voyons ainsi que le facteur 8 se trouve déter-

miné par la condition cinématique. 

8. Supposons donc que le déplacement virtuel d'en-

semble Ss satisfaisant aux conditions dynamique et 

cinématique soit défini par 

oqi = Xjs, . . ùqn = X,»e, 

les X étant des fonctions bien déterminées de q et de t. 
L'intégrale des moments correspondante pourra 

s'écrire 

Ì M ^ S e , Q) = const. 

Le moment qui y figure est le travail du système Q 

de vecteurs dans le déplacement d'ensemble S e ; c'est 

donc la quantité 

m(x' ox h -y ' ly z' oz) 

étendue à tout le système matériel. En raisonnant 

comme pour l'établissement des équations deLagrangev 
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on l 'écr i t sous les fo rmes success ives 

2 dT , 
I dq' 

ou enfin 

e Y x dT 
à?' 

de sor le que l ' express ion analy t ique de l ' in tégrale des 
quan t i t é s de m o u v e m e n t est 

¿ j A = c o n s t . 

9 . Cet te f o r m e ana ly t ique d o n n e l ' expl ica t ion du 
fai t b ien connu que , la p l u p a r t du temps , les intégrales 
de quan t i t é s de m o u v e m e n t ou les in tégra les d ' E u l e r 
qu 'on aperço i t à pr ior i sont données ana ly t iquement 
et d ' u n e façon immédia te par les équa t ions d e L a g r a n g e 
c o m m e conséquence de ce qu 'un des pa ramèt res ne 
figure pas dans le travail vir tuel et ne figure que par 
sa dér ivée dans la force vive. 

Cela p rov ien t de ce q u e le dép lacemen t vir tuel 
d ' ensemble co r r e spondan t est relat if à la variat ion d 'un 
seul pa ramèt re , qK par exemple , et a pou r équa t ions 

= e, 8çr2 = . . . = l q n = o, 

de sorte q u ' o n a 

X, = i, \ i = .. .z= ln = o, 

et q u e l ' in tégra le des quan t i t é s de m o u v e m e n t a la 
f o r m e s imple 

dT — - = const. dq\; 
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Cons idé rons alors i 'équat ion de Lagrange relative à qx 

clt\dq\ l àq, 

Q { est Je travail de dans le déplacement Se, il est nul 
en vertu de la condit ion dynamique ; d 'aut re par t , quel le 
que soil la solution choisie, on a 

£ ( d T \ -
dt\dq'J-o; 

il en résulte 
dT 

- — = o , àqi 

qui , devant avoir lieu pour toute solut ion, c ' es t -à -d i re 
quels que soient les g et les q', mont re que qK ne figure 
pas dans T . L 'équat ion de Lagrange relative à q{ se 
réduisai t donc d 'e l le-même à la forme simple 

dt \àq\J 

et donnai t bien l ' intégrale considérée des quant i tés de 
mouvement comme intégrale immédia te . 

10. A un point de vue tout é lémenta i re et pra t ique, 
une intégrale des quant i tés de mouvement n 'es t visible 
à priori sans aucun calcul que si la condit ion dyna -
mique est réalisée par suite d e l à disposit ion des forces 
données sans se p réoccuper de leurs intensi tés et ce 
fait , qui existe tou jours pou r les forces données inté-
rieures, ne peut se produire pour des forces données 
extérieures que si S est un couple auquel toutes les 
formes sont orthogonales ou si S est un vecteur r en -
contré par toutes les forces. Si d 'ai l leurs S, représentant 
un déplacement d 'ensemble , ne vérifie pas complète-
ment les condi t ions caractérist iques des cinq catégories 
du paragraphe 6 , mais si sa ligne d 'action quand S est un 
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vecteur, ou sa direction quand c 'est un couple , vérifie 
ces condi t ions , l ' in tensi té seule de S cont ien t le facteur 9 
qui peut ainsi être dé te rminé de façon qu 'e l le soit cons-
tan te . Il suffit donc , pour l 'existence de l ' intégrale, de 
faire ces hypothèses p lus simples, de sorte que , au point 
de vue pra t ique , nous avons cinq catégories d ' intégrales : 

i° Le système admet dans chaque position une t rans-
lation virtuelle d 'ensemble suivant une direct ion fixe à 
laquelle toutes les forces données extér ieures sont 
o r thogona les . 

C'est l ' intégrale classique du centre de gravi té . Nous 
l 'appelons intégrale de translation. 

2 ° Le système admet , dans chaque posi t ion, une rota-
tion virtuelle d 'ensemble au tour d 'une droi te fixe ren-
contrée par toutes les forces données extér ieures . 

C 'est l ' intégrale classique des aires. Nous l 'appelons 
intégrale de rotation. 

3° Le système admet , dans chaque posi t ion, une 
rotat ion virtuelle d 'ensemble au tour d 'une droite sub is -
sant la translation du cent re de gravité et rencont rée 
par toutes les forces données ex tér ieures . 

Nous di rons qu 'on a alors une intégrale de rotat ion 
de seconde espèce. 

Ces intégrales nouvelles, auxquel les condui t tout 
na ture l lement la théorie générale développée précé-
d e m m e n t , sont classiques dans le cas très part icul ier 
où l 'axe de la rotat ion virtuelle d ' ensemble passe par 
le cent re de gravité. Mais elle se présente très f réquem-
ment sous sa forme généra le ; c 'est , par exemple , 
ce qui arrive dans le mouvement d 'une sphère h o m o -
gène pesante pouvant l ib rement rouler et pivoter sans 
glisser sur un plan incliné fixe : on a l ' intégrale de rota-
tion de seconde espèce pour la ligne de plus grande 
pente menée p a r l e point de contact de la sphère . 
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4° Le système est un solide ayant un point fixe pour 

lequel l 'ellipsoïde d ' inert ie possède un axe de révolu-
tion A. Le solide possède une rotation virtuelle au tour 
de cet axe A qui est rencont ré par toutes les forces 
données . 

C 'est l ' intégrale classique d 'Euler qui expr ime que 
la composante sur A de la rotat ion o) est constante . 

5° Le système est un solide dont l 'ellipsoïde central 
d ' ine r t i e possède un axe de révolution A. Le solide pos-
sède une rotat ion virtuelle autour de cet axe A qui est 
r encon t ré par toutes les forces données . 

C'est encore l ' intégrale classique d 'Euler qui expr ime 
q u e la composante de la rotat ion to sur l 'axe A est cons-
tan te . 

P o u r abréger , nous dés ignerons ces cinq catégories 
p a r l e s lettres T , R , R', E , E' . 

11. L ' impor tance considérable des intégrales de la 
f o rme 

dT —- = const., àq 

fourn ies par les équat ions de Lagrange quand certains 
paramètres n 'y figurent pas par eux-mêmes, p r o v i e n t d e 
ce que ces intégrales pe rmet ten t l 'él imination immé-
diate des paramèt res cor respondants , ce qui const i tue 
une réduc t ion du problème qui peut même donner 
l ' in tégra t ion complè te par quadra tures , quand on a 
l ' intégrale des forces vives et n — i telles intégrales 
immédia tes . 

O n est alors amené à se poser la quest ion suivante : 

Un problème cle dynamique possède un groupe 
d1 intégrales de quantités de mouvement des caté-
gories T , R , R ' , E , E ' ; est-il possible de choisir les 
paramètres de façon que ces intégrales se présentent 



( »24 ) 

toutes simultanément sous la forme immédiate 

= const.? dq 

Si le groupe d ' in tégrales possède cette propriété^ 
nous conviendrons^ pour abréger^ de dire que c 'est un 
groupe normal. Supposons qu' i l en soit ainsi . 

Chaque intégrale du groupe sera défini par un 
dép lacement virtuel dans lequel les K seront tous nuls 
sauf un qui sera égal à l 'uni té , c ' es t -à -d i redont tous les 3 q 
seront nuls sauf un égal à £. A chacune d'elles cor res -
pondra ainsi un paramètre q. Soient q{, q2, ..., qr ces 
paramèt res . 

Que ls que soient les q , si l 'on donne à l 'un que lconque 
des paramètres q{, ..., qr un accroissement inf in iment 
peti t , le déplacement du système est un déplacement 
d 'ensemble , c 'est-à-dire pour lequel la variation 8/ de la 
distance de deux molécules que lconques est nul le , de 
sorte que / est in dépendan t deqt, . . . , qrel les paramètres 
se décomposeron t en deux groupes ; qr+\> qn seront 
les paramètres de forme et qK, ..., qr les paramètres de 
posi t ion. Si, avant fixé les paramètres de forme, on fait 
varier d ' une façon que lconque les paramètres de posi-
t ion, on a un solide à r paramètres et la vitesse p a r a -
mét r ique V | de ce solide, c 'es t -à-dire sa vitesse quand 
on fait varier seu lement le paramètre q¿ considéré 
comme étant le temps, est préc isément le système S / d e 
l ' intégrale cor respondan t à ce paramèt re . Donc : 

Pour que des intégrales de quantités de mouve-
ment d'un même problème de dynamique forment 
un groupe normal, il faut que les systèmes S corres-
pondants puissent être considérés comme les vitesses 
paramétriques d'un même solide. 

Comme un solide dépend au plus de six paramètres , 
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on voit q u ' u n g roupe normal d ' in tégrales de quant i tés 
de m o u v e m e n t con t i en t , au m a x i m u m , six in tégra les . 

12. Cons idérons un poin t dépendan t de deux pa ra -
mèt res u , v et supposons que ses vitesses pa ramét r iques 
so ient les m o m e n t s de deux systèmes fixes de vec-
teurs U et V que nous suppose rons être s imp lemen t 
des vecteurs ou des couples . U et V peuvent évidem-
ment ê t re deux couples fixes : c 'est le cas du point dans 
un p lan , w, v é tan t ses coordonnées car tés iennes . 

S u p p o s o n s q u e U soit un vecteur fixe que nous 
p r e n d r o n s pou r O z . Les coordonnées de U et V seront 

U o o oj o o o 
V p q r l tq Ç 

toutes ces quan t i t és é tant des cons tan tes . En expri-
man t de deux façons les vitesses paramét r iques du 
po in t , on a 

dx ùx „ 
— =—w y. — = E q z — /T, du J dv s 1 J 

dy dy 
-i— = (x)X, — r, r x — p z , du dv 
dz dz y — = o, — = c -+- P y — q x * du ' dv ' t J 1 • 

et en égalant les deux valeurs de f x. ? celles de ^ K 

et celles de 

t a ï a u t ita vu Vv li yv vai^ui 3 ^ — —7 v. 1 V»V, . 
o du dv du dv 

d*Z 

du dv 

o) p z = ct>rn 

0iqZ==— 

0= njpx -f- to q y . 

Si le p o i n t ne décr i t pas un plan paral lèle à xOy, 
s est var iable et les deux premières exigent 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. XIL (Mai 1912.) i5 
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Si , au contraire , z décri t un plan parallèle à xOyr 

x et y sont des variables indépendantes puisque le point 
dépend effectivement dedeux paramètres et la t rois ième 
mont re que p et q sont nuls , ce qui entraîne ri nu l s 
d ' après les deux premières . O n a donc tou jour s la 
même conclusion. 

Si r = o, V est un couple parallèle au vecteur U. 
Si r n 'est pas nul , V n'est pas un couple et n o u s 

devons seulement examiner si Y peut être un vec t eu r ; 
la relation quadra t ique fondamenta le se rédui t à 

rÇ = o 

et donne ^ — o, de sorte que V aurait même ligne d 'ac-
tion, O ^ , que U. En faisant varier a ou en faisant 
varier r , on aurait les mêmes déplacements ; donc le point 
ne dépendra i t , en réalité, que d 'un seul paramèt re . 

Il n 'y a donc que deux hypothèses à faire : 
Ou bien U et V sont deux couples fixes; 
Ou bien U et V sont un vecteur et un couple qui 

sont fixes et parallèles. 

13. Cons idérons ma in tenan t un solide à deux 
paramètres v dont les vitesses paramètres seront 
les deux systèmes U et V de vecteurs, systèmes qui 
seront supposés réduct ib les , soit à un couple, soit à un 
vecteur unique . Les vitesses paramétr iques d 'un point 
quelconque du solide son t les moments de U et V ; donc 
on peut appl iquer le résul ta t du paragraphe précédent , 
de sorte que si U et V sont fixes, ces deux systèmes 
sont deux couples ou bien un vecteur et un couple 
parallèles. 

Supposons que U et V soient deux vecteurs subissant 
la translation du centre de gravité. Considérons le 
Irièdre T attaché au solide et \e t r iède T parallèle à ï 
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mais ayant une or ig ine f i x e ; il d é p e n d r a des deux 
pa ramè t re s m, v et ses vitesses pa ramé t r iques U' , V 
sont deux ro ta t ions équipol len tes à U et V . U ' et V ' sont 
a lors deux vecteurs fixes qu i , d ' ap rès ce qu i a é té 
t rouvé au paragraphe p r é c é d e n t , on t f o r cémen t m ê m e 
d i rec t ion de sor te que U et V sont paral lèles. 

Si U et Y sont un vecteur fixe et un vecteur en t r a îné 
par la t ranslat ion du cen t re de gravi té , la démons t ra t ion 
p récéden te s ' app l ique encore , U et V sont para l lè les . 
P r e n o n s pour Oz le vecteur (ixe U et cons idé rons les 
deux v i t e s s e s p a r a m é t r i q u e d u c e n t r e d e g r a v i t é ( a , è , O ) ; 
la seconde est f o r c é m e n t cons tan te en g randeu r e t 
d i rec t ion ; on a donc 

La seconde vitesse p a r a m é t r i q u e du cen t r e de gravi té 
é t an t nul le , c 'es t qu ' i l se t rouve su r V . Ains i : si U est 
un vecteur fixe et V un vecteur subissant la t ransla t ion 
du cent re de gravité, U et V sont paral lèles et V passe 
par le cen t re de gravi té . 

S u p p o s o n s enf in q u e U et V soient deux vec teurs 
concouran t s a t tachés au sol ide, le m ê m e r a i sonnemen t 
p rouvera i t l eur para l lé l i sme; donc U et V aura ien t 
m ê m e l igne d 'ac t ion et le solide ne dépendra i t que d ' un 
pa ramè t re . Il y a donc imposs ib i l i té . 

14. Les p ropr ié tés p récéden tes vont nous p e r m e t t r e 
d e préc iser la compos i t ion d ' u n g roupe norma l d ' i n t é -
grales T , R , R ' , E , E ' ; mais aupa ravan t , il est nécessa i re 

t)a 

ôb 

d 'où l'on conc lu t i m m é d i a t e m e n t 

c = c o. 
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<le faire une remarque dans le cas où il y a deux inté-

grales IV parallèles. Soient p et p, les deux vecteurs 

parallèles unitaires et de sens contraires portés sur les 

deux axes entraînés par le centre de gravité. Les deux 

intégrales sont 

Ml(p, Q) = const., M l(pj, Q) = const.; 

«Iles peuvent se remplacer par deux combinaisons 

linéaires quelconques à coefficients constants et, en par-

ticulier, par 

Ml(p, Q) = const., Ml(p, Q) -+- M l (p l } Q) = const. 

Or la seconde peut s'écrire 

M'Kp, p,), Q] = const. 

et comme p, p, forment un système invariable subissant 

la translation du centre de gravité et que p et p, sont 

égaux, parallèles et de sens contraires, l'ensemble p p4 

est un couple subissant une translation, c'est-à-dire un 

couple fixe, de sorte que deux intégrales R, R' parallèles 

peuvent se remplacer par l'une d'elles et par une inté-

grale T perpendiculaire. En tenant compte de ce fait et 

supposant toujours cette réduction réalisée, on peut 

<dire, comme conséquence immédiate du paragraphe 

précédent : 

Un groupe normal ne contient jamais plus d'une 
intégrale de chacune des catégories R, R', E, E' et 
contient au plus trois intégrales T. 

Si le groupe contient une intégrale R, il contient 
<iu plus une intégrale T qui doit être parallèle à R 

<et, s il contient une intégrale R', R' doit aussi être 
jparallèle à R. 

Si un groupe normal contient une intégrale R, ilpeut 

contenir au plus une intégrale T , une intégrale R' et 
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une intégrale E ou E' ; il est donc , au plus, d 'o rdre 4* 

S'il ne cont ien t pas d ' intégrale R, il cont ient au plus 
une intégrale R ' , une intégrale E ou E ' et trois in té -
grales T , de sorte qu' i l est au maximum d 'o rd re 5 ; donc 
Vordre maximum d'un groupe normal d'intégrales 
T , R , R', E, E' est cinq. 

On peut d is t inguer des cas précis : 
i° Le système n'a pas de point fixe et, si c 'est un 

solide, son ellipsoïde central n 'es t pas de révolut ion. 
On n'a pas d ' intégrales d 'Eu le r , de sorte qu 'on ne 

peut avoir que des groupes n o r m a u x d ' o r d r e maximum 4 r 

s'il n 'y a pas d ' in tégra le R, et d 'o rd re maximum 3, s'il 
y a une intégrale R. 

2!> Le système a un point fixe et, s'il est solide, l 'ellip-
soïde d ' iner t ie de ce point n 'est pas de révolut ion. 

11 n 'y a pas d ' intégrale d 'Euler ; les déplacements 
d 'ensemble ne peuvent être que des rotat ions au tour 
d 'axes passant par le po in t fixe; donc il est impossible 
d 'avoir des intégrales T et R ' . Un groupe normal ne 
pourra être composé que d ' u n e seule intégrale R ; le 
problème peut compor te r deux ou trois intégrales de 
cette na ture autour du poin t fixe, chacune d'elles f o r m e 
à elle seule un groupe normal , mais leur ensemble ne 
forme jamais un tel g roupe . 

3° Le système est un solide don t l 'ellipsoïde central 
est de révolut ion. 

O n peut alors avoir des intégrales de toutes les ca té -
gor ies ; c 'est le seul cas où l 'on puisse t rouver parfois 
un groupe normal de l 'ordre maximum cinq. 

4° Le système est un solide ayant un point fixe pour 
lequel l 'el l ipsoïde d ' iner t ie est de révolut ion. 

D 'après ce qui a été dit dans le second cas, il n ' y a 
pas d ' intégrales T e t R ' et un groupe normal se compo-
sera au plus d 'une intégrale R et d ' une intégrale E . 
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5o Le sys tème se r édu i t à un p o i n t maté r ie l . Les 
in tégra les R/ et E ' n ' o n t pas de s e n s ; il ne peut y avoir 
q u e des in tégrales T et R. 

Un g roupe no rma l sera composé u n i q u e m e n t d ' i n t é -
gra les T et sera au m a x i m u m d ' o r d r e 3 ou sera composé 
d ' u n e intégrale R et, au plus , d ' u n e in tégrale T paral lèle 
à R , il sera au m a x i m u m d ' o r d r e 2. 

15. Ce qui précède m o n t r e pou rquo i des p rob lèmes 
q u i para issent e x t r ê m e m e n t voisins, possédant tous 
deux l ' in tégra le des forces vives et u n même n o m b r e 
d ' in tégra les de quant i t és de m o u v e m e n t , sont , en réal i té , 
t o u t à fai t d issemblables au poin t de vue de l ' i n t ég ra -
t i o n . Cela t ient à ce que , pour l ' un , les in tégrales des 
quan t i t é s de mouvemen t f o r m e n t un g roupe no rma l 
t and i s que , pou r l ' au t re , l ' ensemble de ces in tégra les 
n e p e u t f o r m e r un tel g r o u p e , de sor te q u ' à ce point de 
vue le fa i t d 'en avoir p lus ieurs n 'a aucune i m p o r t a n c e ; 
il ne pour ra ê t re uti l isé qu ' au moyen d 'ar t i f ices pa r t i -
cu l i e r s au p rob lème cons idé ré . 

C o m m e exemple , il suffi t de ci ter les deux cas 
c lass iques de Lagrange et d 'Eu le r p o u r le m o u v e m e n t 
d ' u n solide au tou r d ' un point fixe. 

La connaissance à pr ior i d ' un g r o u p e norma l d ' i n t é -
g ra l e s de quan t i t és de m o u v e m e n t ser t pour la r é d u c -
t ion et l ' in tégra t ion des équa t ions à condi t ion que les 
pa r amè t r e s soient choisis de façon que toutes les i n t é -
gra les du g r o u p e so ien t s imul t anémen t sous f o r m e 
immédia t e . Il en résul te que cet te r e c h e r c h e des in t é -
grales de quan t i t é s de m o u v e m e n t d o i t se fa i re au d é b u t 
du p r o b l è m e , avant m ê m e de chois i r les pa ramèt res , 
p u i s q u e ce sont les résul ta ts qu 'e l le donnera qui gu i -
d e r o n t le choix de ces pa ramè t re s . 

O n commencera par chois i r comme on voudra les 



( ) 
paramètres de forme du système matériel. On sera alors 

ramené à un solide dont on connaîtra à priori des trans-

lations ou rotations paramétriques. A chaque translation 

on fera correspondre, comme paramètre, le déplacement 

fini d'un point du système, estimé suivant cette direc-

tion ; à chaque rotation on fera correspondre l'angle de 

rotation, et, de cette façon, on aura bien des paramètres 

tels que chaque déplacement relatif à une intégrale du 

groupe soit déterminé par des K tous nuls, sauf un égal 

à Funité et toutes ces intégrales se présenteront sous 

forme immédiate ( 1 ). 

AGRÉGATION DES SCIENCES MATHÉMATIQUES 
(CONCOURS DE 1 9 H ) . 

COMPOSITION DE CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRAL 

I. Soient À une droite donnée, O un point fixe sur 
cette droite. 

Déterminer les surfaces S telles que la trace du 
plan tangent en un point quelconque M, sur le plan 
AOM, coupe le rayon vecteur OM suivant un angle 
donné a. 

La recherche des surfaces S se ramène et inté-
gration dhine équation linéaire aux dérivées par-
tielles E ; indiquer comment on peut engendrer les 

( l) Les propriétés exposées dans les paragraphes 11, 12, etc., sont 
des cas particuliers, exposés élémentairement, de propriétés plus 
.générales signalées dans une Note Sur tes intégrales linéaires des 
équations de Lagrange, présentée à l'Académie des Sciences 
(3 juillet 1911) et qui seront développées ultérieurement dans un 
Mémoire des Annales de VÉc&le Normale supérieure. 
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surfaces S à l'aide d'une caractéristique choisie de 
cette équation. 

II . Les surfaces S qui coupent les rayons vecteurs 
issus d'un point donné O sous un angle donné sont 
les intégrales d'une équation F aux dérivées par-
tielles du premier ordre. 

i° L'équation F admet-elle des surfaces S comme 
solutions particulières? 

a0 Déterminer les surfaces E. 
Comment une surface 2peut-elle être engendrée 

à l'aide d'une caractéristique choisie, par seul 
déplacement du plan de cette courbe? Quelles sont 
ses lignes de courbure? 

3° Une surface S déterminée peut être engendrée 
d'une infinité de façons comme enveloppe de sur-
faces S ou ^ particulières. 

On peut toujours choisir la famille d'enveloppées 
de telle sorte qu en tout point de contact Venveloppe 
et l'enveloppée aient mêmes centres de courbure 
principaux. 

4° Toute surface S peut être obtenue comme inté-
grale commune à l'équation F et à une équation 
linéaire aux dérivées partielles du premier ordre 
dont l'origine est analogue ci celle de l'équation E. 

S o l u t i o n p a r M . C . C L A P I E R . 

1. Supposons que OA soit la verticale du point 0 7 

pris comme origine des coordonnées. Déterminons le 

point M par son rayon vecteur OM = /•, sa cote z et sa 

distance à l'axe A, p = \/x'2ey2. 
Le plan tangent au point M d'une surface S passe 

par une droite déterminée MT située dans le plan AOM 

et faisant avec OM un angle donné a. U en résulte que 



( 233 ) 

les surfaces S doivent satisfaire à une équation aux 

dérivées partielles du premier ordre et linéaire. 

Pour obtenir cette équation, désignons par T le 

point de rencontre du plan avec A, l'axe des s et 

posons 
dz = p dx q dy. 

Si M4 est la projection de M sur l'axe A, nous 

aurons 

M t T = — px — qy 

et, si I on désigne par 6 la latitude du point M, 

M^MT = T: — a — 0 ; 
il en résulte 

px -+- qy = p tang (a -+- 6). 

Substituons t a n g 0 = ^ ? nous obtenons l'équation 

aux dérivées partielles E, 

( i ) px-* qy = p A = cota. 

Les équations différentielles des caractéristiques sont 

dx __ dy dz 
x y p H - kz 

? 

On déduit une première intégrale, 

(2 ) y — x tang cp, 

et une combinaison intégrale 

x dx -h y dy _ dp _ dz 

p5 7 " 0 P P pk — z 
par suite 

pdp -t- zdz — k (p dz — zdp), 
z 

d\og (p2 -f-22) = 2 kd arc tang 
(3) r = ce*9. 
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C o m m e il était facile de le prévoir a priori, le lieu 

du point M dans le plan MOA dé te rminé par l 'angle cp, 
est une spirale logar i thmique de pôle O et coupée sous 
l 'angle a par le rayon vecteur . 

L 'équa t ion ( 3 ) représente une infini té de pareilles 
courbes , qui peuven t se dédui re de l ' une d'elles soit 
par homothé t ie , soit par une rotat ion au tour du pôle. 

Les surfaces S sont dé te rminées par la congruence 
des courbes (2 ) et ( 3 ) qui con t i ennen t les constantes 
arb i t ra i res <p et c. 

U n e surface S sera engendrée par une des logar i th-
miques précédentes dont le plan tourne au tour de 
l 'axe A, pendan t qu 'e l le -même est animée d 'un mouve-
m e n t de rota t ion au tour de son pôle. 

Si l 'on suppose c constant nous avons les surfaces S' 
engendrées par la révolut ion des logar i thmiques au tour 
d ' u n axe A de leur p lan . Leur équat ion est 

k arc cos£ 
(4) r = ce 

II . U n e surface S' est telle q u ' e n un point M le plan 
tangent touche le cône de révolut ion engendré par MT 
tournan t au tour du rayon vecteur O M . Elle doit donc 
vérifier une équat ion aux dérivées partiel les F . 

P o u r fo rmer celle-ci nous p r e n d r o n s trois axes de 
coordonnées rec tangula i res que lconques passant pa r O 
et nous subs t i tuerons la variable r à z , de manière à 
poser 

dr = p dx -\-q dy. 

Avec ce changement de variables, nous aurons 

dz ùz ^ /• (px -4- g y) — r2  

X dx y dy z 9 

[dzy fàz\*_ — ir(px-^qy) ^ 
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Et , si n o u s exp r imons q u e le r ayon vecteur coupe la 
su r f ace S sous l ' angle a, nous ob tenons l ' équa t ion F , 

\ — (px -+- qy — ; - ) 2 = o „ 

Elle est de la f o r m e 

F(px + qy, z, p, q) 

e t les équa t ions de Cauchy nous d o n n e n t 
< 6 ) ± = % = 

P q Po qo s 

C e t t e in tégra le n o u s pe rme t t r a d ' i n t ég re r par la m é -
t h o d e de Lagrange . 

L ' é q u a t i o n 
dr — p dx — q dy = o , 

o u b ien 
s dr — dl — o , t — p0x - h q§y, 

p o u r r a être in tégrée . U suffit de calculer s à l ' a ide 
d e ( 5 ) ; on t rouve 

J = 1 , s/rHp\eql)-t\ 
r r c o t a 

Nous p r e n o n s le s igne -H devant le radical et nous 
subs t i t uons cet te va leur dans l ' équa t ion 

s dr — dt — o ; 
il v ient 

(r dt — t dr) c o t a [^r*(pl eq\) — t2] dr, 
dr c o t a , t 
— = ===== d, r / t2 r 

. r t i 
l o f f - = c o t a a r c c o s -6 c r ? c r s f p ^ à 

F i n a l e m e n t nous ob tenons l ' in tégra le complè te 
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avec les deux constantes arbitraires, c et ~ = tang 7 nn
 0 

Les surfaces (7) représentent des surfaces de révo-

lution dont l'axe est dans le plan des xy. Pour obtenir 

la méridienne, coupons par ce plan s o; nous obte-

nons 

équation qui représente une spirale logarithmique LT 

de pôle O et d'angle V = a. 

Le plan des xy étant quelconque, on voit qu'une 

intégrale complète est engendrée par une spirale loga-

rithmique L prise dans un plan quelconque fixe TZ pas-

sant par l'origine et tournant autour de l'un de ses 

rayons vecteurs. Elle dépend de deux paramètres : la 

direction de l'axe dans le plan TZ et la constante c de 

laquelle dépend L. 

Si l'on choisit pour axe la droite O A, donnée dans 

la première partie (1) : i° on voit que les surfaces SA 

sont des solutions particulières de l'équation F ; ce 

sont des intégrales complètes. 

2° Pour obtenir l'intégrale générale, il suffit de 

prendre l'enveloppe des intégrales complètes détermi-

nées par l'équation (7 ). 

Les surfaces S sont engendrées par les courbes du 

complexe des caractéristiques associées suivant une 

certaine loi. Ces courbes ont pour équation 

r — ce 
/« arc cos 

(8) ôv 
de 

Elles dépendent des paramètres c, b et u. 

La deuxième équation (8) s'écrit 
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( x s i n JX — y c o s T J I ) 2 - I - z 2 = 6 2 / r 2 ( A ? s i n ¡x — y C O S J J L ) 2 . 

(9 ) sin p .—y cos [i. — y z, y — —— 1 

/ 62 A2 — 1 

Ce t te de rn iè re équa t ion (9) est l ' équa t ion d ' u n p lan 
q u i con t i en t la cou rbe de contac t de la surface ( 7 ) avec 
son enve loppe . Il passe par l 'axe de cet te surface de 
r évo lu t ion ^ = d o n c les ca rac té r i s t iques sont les 
m é r i d i e n n e s des intégrales complè tes . 

Ce sont des l oga r i t hmiques L tracées dans des plans 
passant par l 'or ig ine ; elles d é p e n d e n t b ien de trois pa-
r amè t r e s : la d i rec t ion de leur plan TZ et l ' o r i en ta t ion 
d a n s ce p lan fixée par la cons tan te c. 

Si l ' on suppose c donné , le plan (^9) enve loppe u n 
c ô n e de révo lu t ion . La sur face S c o r r e s p o n d a n t e est 
e n g e n d r é e pa r u n e logar i thmique d é t e r m i n é e d o n t le 
p lan TZ roule sur un cône fixe. Il es t clair q u e la géné -
ra t r ice est l igne de c o u r b u r e et que les t ra jec to i res de 
ses points fo rmen t l ' au t re sys tème de l ignes de c o u r -
b u r e . 

Si l 'on p rend c = fonc t ( l u) , le p lan (9) enve loppe 
u n cône q u e l c o n q u e F. U n e surface S que l conque sera 
e n g e n d r é e par une carac té r i s t ique choisie L 0 , don t le 
plan 7c rou le sur le cône T p e n d a n t qu ' e l l e -même subi t 
u n e ro ta t ion a u t o u r de O dans son p lan . La caractér is-
t ique res te l igne de c o u r b u r e p o u r la surface S ; le 
d e u x i è m e système des l ignes de c o u r b u r e est f o rmé par 
l eurs t ra jec to i res o r thogona les : ce sont des courbes 
s p h é r i q u e s . 

3° La surface S est l ' enve loppe d ' u n e famille d ' i n t é -
g ra l e s complè tes ayan t leurs axes dans le p lan des xy. 
O r on peut r emplace r u n e de ces surfaces intégrales 
p a r une nouvel le in tégra le complè te ayan t son axe dans 



( a38 ) 

le p l an tangent au cône T m e n é par l 'axe de la p r e -
miè re . 

De sorte que S peut ê t re e n g e n d r é e d ' u n e inf in i té d e 
f açons c o m m e enveloppe d ' in tégra les complè tes . 

En par t i cu l ie r , s i F o u p r e n d la famil le d ' enve loppées 
d o n t les axes décr ivent l e c ô n e il es t clair q u e l ' e n -
veloppe et l ' enve loppée au ron t m ê m e s centres de cou r -
b u r e p r inc ipaux . 

Le cône T cons t i tue l ' u n e des nappes de la s u r f a c e 
des cen t r e s ; l ' au t re n a p p e est engendrée par la déve-
loppée de la l oga r i thmique géné ra t r i ce ; cet te c o u r b e 
est e l l e -même u n e loga r i thmique . 

4° U n e surface S dé t e rminée est e n g e n d r é e par u n e 
loga r i thmique L 0 qu i coupe son rayon vec teur su ivan t 
l ' angle a. Elle est donc telle q u e son plan t a n g e n t 
c o u p e le p lan de sa carac tér i s t ique suivant u n e d r o i t e 
dé t e rminée M T . Cet te condi t ion exp r ime que 2 sa t is -
fait à u n e équa t ion aux dér ivées part ie l les du p r e m i e r 
o r d r e l inéai re . 

P o u r l ' ob ten i r , écr ivons l ' équa t ion du plan de la 
carac té r i s t ique sous la f o r m e (9), où y est u n e fonc t ion 
d o n n é e de p., y = /([*)> M T a pou r coeff icients d i r ec -
t eu r s 

qf -r- c o s — p f + sinjx, p cosfJt -4- q sin^x 

et nous avons en posant 

dz = p dx -h q dy, 
cosa — ÇQs^)^ •+• (—Pf + sin[J.)jK-+-(/?cosHL-h ? sinfx)* 

i \J{ qf-\- cos H)2-*-(/>/— sin jx)* -+- (p cos p. H- q sinjx)* 

q u ' o n peu t écr i re 

K I V J j = r *cos*a [ / l ( i p*-^y î ) -4 -2 / p ' - » - 1 -i-P2] 
¿ r s inp .—y cos fx = z f , P = p cos ¡x -4- q sin [x ; 
x cosjx -hy sin \i = z f , P' = — p sin fx -f- q cos ¡jl. 
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Si nous faisons dans cette équation / = o, ce qui 

revient à supposer que le plan de la caractéristique 

passe par Taxe des s, nous devons retrouver l 'équa-

tion ( i ) . 

O n trouve en effet 

x c o s fi. h - y s i n (/. = p , 

( P + a P ) « - - ^ L ( I - + - P 2 ) = O , 

équation du deuxième degré en P, d'où l 'on déduit 

o± kz 
—z±:kpJ * = ?cospt y = p sm ¡x, 

où les signes se correspondent. En prenant le signe -f-

on a l 'équation ( i ) qui correspond à l'angle a formé par 

le rayon vecteur O M avec la tangente dirigée M T ; le 

signe — correspondrait à l'angle 71 — a et donnerait les 

mêmes caractéristiques L dont l 'équation dans leur 

plan est r = R = cot V . 

Changer le signe de k revient à prendre la symé-

trique de L par rapport au rayon vecteur origine. 

L'équation (10) nous donnera de même deux équa-

tions aux dérivées partielles linéaires; l 'une d'elles 

correspondant à k = cota répondra à la question. Déve-

loppons cette équation en remarquant qu'on a 

gx—py = ( P f + V f ) z 
P*-f- P'2; 

il vient 

= r*cos2a[/2(P2-H P'*) H- 2/P '-HI-t-P2] , 

qu'on peut écrire 

Kl*> j = r 2 C 0 S î a [ ( I _ i _ / î ) p 2 _ h ( l 4 - / P ' ) l ] . 
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Si l 'on pose 

! - + - / * = m, 1 + / P ' = Q , 

nous avons une équa t ion homogène du deux ième degré 
« n ( P , Q ) . 

p 
Déve loppan t et réso lvant par r a p p o r t à ^ on t rouve 

P _ — mf z2db r cos a \f m- z'2 — mr- cos2 a -+- m/'2 z2 

Q ;?i2 — m cos2 a r2 

E n tenant compte de la relat ion 

on aura f ina lement l ' équa t ion l inéai re che rchée 

y P — m f ' z ^ z t . J m cos a sin a r 2 

< i 3 ) m - = = Q " mz- — /'2 cos2 a 
P = p cos ¡J. -h q sin p., 

Q = / ( — p sin ¡JL - f - q cos tu.) - h i , 

d a n s laquel le pi doit ê t re envisagé c o m m e cons tan t . 
Ce t te équa t ion doi t en effet admet t re l ' in tégrale 

x sin P — y cos = f( ¡ J L ) , 

y fonc t ion donnée et déf inissant le cône enveloppé par 
le p lan de la ca rac té r i s t ique . 

Cet te équa t ion (i 3) compor te le double signe, comme 
il fallait s 'y a t t endre , et cela p o u r les mêmes raisons que 
l ' équa t ion (11). Pour lever l ' ambiguï té , il suffira de 
chois i r ce s igne, de man iè re a r e t rouver l ' équa t ion ( i ) 
l o r squ ' on fait dans ( i 3 ) 

/ = o , m = i , f,==~z' 

O n est ainsi amené , pa r ra ison de con t inu i t é , à p r e n d r e 
le signe —. 
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SDR l \K CO\GRlIE\CE EXTRAITE DE LA COW.RUEME BINOME, 

FACTEURS PREMIERS DE CERTAINS NOMBRES ; 
PAR M. G. FONTENÉ. 

1. J 'ai proposé, dans les Nouvelles Annales, la 
question suivante (2137) dont une solution a été donnée : 
En désignant par p un nombre premier, par x et y 
deux nombres premiers entre eux, un nombre de la 
jorme 

xl> — yP 
: OU XP- 1 Y -H . . . H- Yl'~1 

x—y J J 

a tous ses diviseurs premiers de la forme P = kp -f-1, 
à Vexception du diviseur p qu'il admet dans l'hypo-
thèse x—jy = mult./>, dans cette hypothèse seule-
ment, et qu il admet alors une seule fois ( en suppo-
sant p ^ 2 ) . 

Dans une Note relative à cette quest ion ( 1911, p. 70 ), 
M. E . Cahen, se plaçant dans l 'hypothèse y = 1, in-
d ique qu 'on peut obteni r un théorème plus général 
en remplaçant p par un nombre non premier et en 
subst i tuant au polynome 

xi>-1 xr-2-1- -f. j 

le polynome fn (x) qui a pour racines les racines pr i -
mitives de l'équation b inôme x'1—1 — o, et dont le 
premier coefficient est 1. 

Je n'ai pas pu savoir si ces faits sont déjà connus . 
Q u o i qu ' i l en soit, M. Cahen m'ayant indiqué la règle 
pour les diviseurs except ionnels , j'en ai cherché ( a v e c y 

Ann. de Mathémat4* série, t. Xlt. (Juin 191a.) 16 
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que lconque) une démonstra t ion que j e donne ici, parce 
qu'elle diffère sensiblement de celle à laquelle M. Cahen 
était arrivé. 

2 . Voici d 'abord , avec les notat ions essentielles, l ' in-
dication de la marche que nous suivrons. 

Soit . . . un nombre dont les facteurs 
premiers sont p , q, r . . . . ; nous extrairons la con-
gruence 

( A ) x'1 — y11 o ( mod F ), 

P étant premier , y é tant supposé connu, de la con-
gruence 

fi (x n - y n ) xjxïï — yw) .. .xjxM" — yM")... 
' i n n\ / n n\ / n n \ 

\ x p — y r ) y t ) . . . x \ — y ï ^ j . . . 
(mod P), 

le p remier nombre étant le polynome qui a pour r a -
cines les racines primit ives de équation b inôme 
xn—yn — o, et dont le premier coefficient est i . Cet te 
congruence est de la forme 

xy -i- A x s -1y - A x y s ~ l ys = o (mod P), 

IN étant l ' indicateur de /*, IN = 'p( / i ) , e t nous la dési-
gnerons d 'une manière abrégée par l 'écr i ture 

f;i <./'. y ) == o ( mo<l P ) ; 

on suppose, bien en tendu , y non congru à zéro suivant 
le module P. 

Nous chercherons (11 ) les condi t ions de possibilité 
de la congruence (B) , et cette é tude nous donnera des 
renseignements sur les facteurs premiers d 'un nombre 
de la forme J',t{x, y ), x et y étant deux nombres pre-
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miers en t re eux ; la recherche en ques t ion est liée à 
l 'é tude prél iminaire des congruences binômes d o n t le 
module est un facteur premier de l ' exposant ( I ) . 

3. Le polyuome F (x^y) é tant h o m o g è n e en x et y, 
si l 'on considère la congruence 

(modP), 

y é tant donné , non mult iple de P , à chaque valeur 
de x cor respond un nombre \ tel qu 'on ait 

puisque x n 'est pas mul t ip le de P ; c'est le leinme du 
théorème de F e r m â t . La congruence devient, après 
suppress ion du f a c t e u r ^ " . 

Cela permet t ra i t de supposer y = i . J 'a i préféré 
laisser y que lconque , en vue de la symétr ie . 

I. — S i r l e s c o n g r u e n c e s b i n ô m e s 

d o n t l e m o d u l e e s t u n f a c t e u r p r e m i e r d e l ' e x p o s a n t . 

Nous allons considérer les congruences 

(A') x n — y n ~ o (mod/?), 

le module p étant un facteur premier de l 'exposant n. 
(Nous met tons un accent pour ind iquer ce fa i t . ) 

4 . T h é o r è m e I . — L e module p étant un diviseur 
de n, et pa étant la plus haute puissance de p qui 
divise n, on a 

y x £ e= x (modP), 

F( ç, i) = o (mod P). 

(B') fn(oc,y) = o (mod/?), 
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celte notation indiquant que le premier membre est 

identiquement congru au second, c'est-à-dire que les 

coefficients des termes semblables, dans les deux 

membres, sont congrus (mod/? ). 

En eiïet, dans le développement de la puissance qui 

est au second membre, les coefficients des termes autres 

que les deux termes extrêmes contiennent le facteur p ; 
pour/? ^ 2, les termes extrêmes sont xtl et — y ' 1 , e(, 

pour p = 2, le dernier terme est yn ou — y n -f- 2 yn. 
[J'observe à ce propos que le théorème relatif au 

nombre des solutions d'une congruence à module pre-

mier compte chaque solution une seule fois, la con-

gruence X? — x = o ( m o d p ) ayant ses p solutions dis-

tinctes.] 

5 . T h é o r è m e I I . — Harts les mêmes conditionsr 

on a 

( - > ) f n . - 9 ( / ' a ) i m o d / M ; 

les deux membres sont du même degré, puisque 

l'on a 

Ecrivons l'identité algébrique 

fn<x,y) x W -y'7 W7 -y'O • • . W,,r - 7 
/ " 

_ ( xn __ yn ) [xl></ yP<! ) . . . {¡rPI*'* —yPn>s) . . . — CK 

n n \ ' n n \ 
— < X" — 

En posant 

le théorème 1 donne pour le premier terme, relative-
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m e n t au modu le 

tl 
< a ) xi} — . . . ( x/l —. . . y'J' ' 

n / n \prx 

(p) x'f —... — \x<i —...y , 
n / j, 

(Y } xi"lr- ... - U?' 
( ± y* 

< o ) — -- . . . ) 
A 

et , p o u r le second te rme, 

( a' ) — y» — ( xh — yh 

JL / -
(fi') ¿r'"/ —. . . v \x'f 

<Y> , r — . . . — , 

( o' ) a?/"/™ — . . . - {x(!rs — . . . ) 

Le p remie r m e m b r e de l ' i den t i t é a lgébr ique c i -
dessus , quand on y remplace chaque b inôme par la 
pu issance de b i n ô m e qu i lui est i d e n t i q u e m e n t congrue 
(mod p), se t r ans forme en un p o l y n o m e i d e n t i q u e m e n t 
congru à zéro (mod />) . Ce po lynome con t ien t le fac-
t e u r 

\jXh_yh } (^7 . . ) . . . . ) . . . ] 

d a n s lequel le coeff ic ient de la plus hau te puissance 
de .r est l ' un i t é ; en s u p p r i m a n t ce f ac t eu r , on a encore 
un polynome i d e n t i q u e m e n t congru à zéro ( m o d /?), 
c o m m e le m o n t r e le mécan i sme de la divis ion. On a 
ainsi , en r emplaçan t y?*-1 { p — i) par o ( /> a ) , 

(7 ± \ ( J l . \ 'Wt,rj) 

Jn(oc.y) x l \ x f / - . . . ..)... I 
1 / L v 

— \ S . x h - ~ y f ) \ x <lr — . • • / • • J (mod/?). 
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Le second ternie étant divisible par le po lynome qui 
mult ipl ie on peu t , comme ci-dessus, suppr imer le 
facteur commun , et Ton obt ient 

f n — i f h f t [ p " <> < mod/> > ; 

c 'est ce qu'il fallait établir . 
[Le théorème II pe rme t de re t rouver le théorème 1. 

Le binôme xn—yn est le produi t des facteurs / r e l a t i f s 
aux diviseurs de n . En désignant par "À, U, . . . les divi-
seurs de /-v . . . , les diviseurs de n sont 

l p * , 1, . . . . i P i x, 

| JL / ; A , [J.p* . \).p. 

en appl iquant le théorème II, on voit que le binôme 
xn—yn est iden t iquement congru (mod/?) au p rodu i t 
des polynomes 

or le p rodu i t des polynomes / x , / ^ , . . . est le binôme 
n n 

xv<t jk '"; le b inôme xfi— rn est donc iden t iquement 
congru ( mod p) au polynome 

/ IL JL\i',y~ 

c'est le théorème L ] 
Si l 'on prend en par t icul ier n = / > a , on a l ' identi té 

n n n n n - ( v - 1 . - i j> — 2 . - Z , _ ! -, 
/ + s . : ( X» - JK >'' 

( mod /?). 

La vérification formelle se rédui t à faire voir que le 
nombre 
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avec P = / > a - 1 , est un mult iple de p ; j ' a i proposé la 
quest ion dans les Nouvelles Annales, et M. Bricard 
m'en a ind iqué une solution qu ' i l doit pub l ie r . 

6 . Il résul te de ce qui précède que la congruence 

( B' ) fn ( x, y ) == < » ( mod p >, 

le module étant un diviseur de a comme solutions 
les solutions de la congruence 

(b' ) fn( x, y ) ss o ( mod p ). 
r* 

extrai te de la congruence b inôme 

n n 
t a ' ) x1? —y f ' ~ o ( mod/) i. 

Nous reviendrons au n° 10 sur la quest ion de savoir 
à quelle condit ion la congruence (b') est possible. 

I I . — É T U D E DES C O N G R U E N C E S ( B ) . A P P L I C A T I O N . 

7. Reprenons les congruences 

( A I xn — y " == O I mod P ). 
( B » fn ( x, y j = o ( mod P ). 

en vue de chercher les condi t ions de possibilité de la 
seconde. En désignant par o le plus grand commun 
diviseur de n et P — i , la congruence ( A ) admet o solu-
tions ; ce sont les solutions de la congruence 

(ai —y* ==o ( mod P ). 

i° Si 3 est n , c 'es t -à-dire si l 'on a 
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la c o n g r u e n c e ( A ) a n so lu t ions ; la c o n g r u e n c e ( B ) a 
a lo r s N s o l u t i o n s . 

2° Si o n ' e s t pas n , c ' e s t -à -d i re si P n ' e s t pas de la 
f o r m e k n ~ { - \ , la c o n g r u e n c e ( B ) ne p e u t avoir c o m m e 
s o l u t i o n s q u e des s o l u t i o n s de la c o n g r u e n c e ( a ) ; en 
général, elle n'a pas alors de solution. 

8 . Le d i v i s e u r o n ' é t a n t pas la c o n g r u e n c e ( B ) est 
c o m p r i s e dans la c o n g r u e n c e 

X n y H 
—'—z ~ o i m o d P ) , 

o u , en p o s a n t //. = o x 0, H ^ i , d ans la c o n g r u e n c e 

ar.ÔvÔ-1' xrA%-ï)yù-„ . . . yOtà- 1) == 0 , n i o d P ). 

Si la c o n g r u e n c e ( B ) a d m e t c o m m e so lu t ion u n e 
so lu t ion de la c o n g r u e n c e ( a ) , ce t t e so lu t ion vér i f ie 
a fortiori la c o n g r u e n c e q u ' o n v i en t d ' é c r i r e , e t l ' on 
do i t avo i r , le n o m b r e des t e r m e s de ce t t e c o n g r u e n c e 
é tan t b, 

O x / ^ - ' ^ - o ( mod P ) ; 

il f a u t d o n c q u e P soi t un d i v i s e u r de 8, un d iv i seur 

d e ^ « Les m o d u l e s e x c e p t i o n n e l s .P, p o u r lesque ls la 

c o n g r u e n c e ( B ) est poss ib le , et qui ne son t pas de la 
f o r m e A n -4- i , ne peuven t d o n c ê t re q u e des d iv i seurs 
p r e m i e r s de n , soi t p , 

9 . P r e n o n s P = p. L e p lus g r a n d c o m m u n d iv i -

s eu r o de n e t p — i ne p e u t r e n f e r m e r le f a c t e u r p ; 
c 'es t un d iv i seur de ~ ou r ï La c o n g r u e n c e 

(a ' ) — yà ~ o (mod p) 
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est alors comprise dans la congruence 

n n 

(a) x1 — y ' === o (mod/?), 

et il faut voir d 'abord si la congruence 
( B' ) fn ( x, y ) == o ( mod/? ) 

admet des solut ions de la congruence (a'). On a vu au 
paragraphe 1 que cette congruence (B ; ) a comme solu-
tions les solutions de la congruence 

( b') fn(x.y)===o {¡no d/n, 

extrai te de la congruence {a ' ) . 

10. A quelle condit ion la congruence (b1) aura-t-elle 
des solut ions? C'est une question que nous avons laissée 
sans réponse à la fin du paragraphe .1, et que nous pou-
vons main tenant résoudre . En appl iquant à la con-
gruence (b') ce qu 'on a dit de la congruence (B) , on 
voit que/? ne peut être un module exceptionnel pour 
cet te congruence (b!) puisqu' i l n 'est pas un facteur 
premier de La congruence ( b' ) n 'es t donc possible 

que si /? — î est divisible par ^ ou 

ce qui exige d 'abord que /? soit le plus grand des fac-
teurs premiers de n ; cet te congruence (b') a a lorsautant 
de solutions qu' i l y a d 'uni tés dans son degré. [Le plus 

grand commun diviseur de n et p— i étant 3 = 

la congruence (a ' ) ne diffère pas de la congruence (« ' ) • ] 
Le seul module exceptionnel pour la congruence 
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fN(x,y)~.o est donc le plus grand des facteurs 
premiers du nombre /i, soit p, à condition encore 

que p — i soit divisible par c ' e s t -à -d i re que 

/•Y, . . . soient des diviseurs de p — i ; et la congruence 

fn(x,y)==z o (mod/?; 

a alors comme solut ions [mul t ip les d 'o rd re <f ( / > a ) ] les 
solut ions de la congruence 

f n ( y] ^ ° ( m0C!P )J 
V" 

solutions en nombre égal au degré de cette dernière 
congruence . 

| Soit y = i . On a 

( t Y " 

.rn — i — ï / ( modp > 
et 

fn(T)zm ^fJLylptt} (modP). 

En supposant que p — i est divisible par ~ > les r a -

cines de la congruence 

( B' ) fn i x ) o ( mod p ), 

racines qui sont en nombre égal au degré de cette 
congruence , ne sont pas racines primitives de la 
congruence 

(A') xn—i = o (mod/?), 

laquelle n 'a pas de racine primit ive. Par exemple, si 
n — p, la congruence 

xP~l - f - . . . -h i == o ( mod p ) 
ou 

(x — i V » - - i = = o (mod/?) 



( » 5 . ) 
admet la seule racine x = i , qui n 'es t pas racine pr i -
mitive de la congruence 

xp — i = o ( modp >, ou ( x — i »== o ( modp >. 

Mais on peut dire que les racines de la congruence (6'), 
pour sont les racines primit ives de la con-
gruence (# ' ) , le module p n 'é tant pas exceptionnel 
pour l 'exposant ^ qui ne contient pas le facteur />. j 

U . De là cet te conséquence , que nous avions sur -
tout en vue : 

T h é o r è m e . — Un nombre de la forme 

fnix,y), 

x et y étant deux nombres premiers entre eux, a 
tous ses diviseurs premiers de la forme 

P = k n - h î , 

si ce n est qu il peut admettre comme facteur pre-
mier le plus grand des facteurs premiers de n, soit />. 
Il Vadmet si p — i est divisible par ^ ou rv 

c'est-à-dire si ... sont des diviseurs de p — i, 
et si Von prend pour x et y deux nombres satisfai-
sant à la congruence 

(b') f ^ ( x , y ) = o (mod p ), 
P* 

extraite de la congruence 

(a!) IL JL 
^—yP'==zQ (mod/?); 
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avec Vhypothèse faite sur p — i, la congruence (b') 
donne, pour chaque valeur de y, autant de valeurs 
de x qu'il y a d unité dans son degré [ racines p r imi -
tives de la congruence (ci), quand on suppose y = i ] . 

En effet, si P est un diviseur premier du nombre 
cons idéré , lequel diviseur ne peut exister dans y puis-
qu ' i l devrait alors exister dans x, p remier avec y, la 
•congruence 

fn ( x,y )== t* ( mod F> ), 

dans laquelle on donne à y la valeur qu'i l a dans l 'ex-
pression ci-dessus, tandis que l 'on regarde x comme 
une inconnue, est une congruence possible, puisqu'el le 
est satisfaite lorsqu 'on donne à x la valeur qu'il a dans 
l ' express ion . 

12. Il y aurait lieu de rechercher si le facteur 
exceptionnel p, lorsqu'il existe dans le nombre 
fn (x, y ), peut y en trer plusieurs fois. 

Je mont re ra i plus loin que , avec n: = /?a, il n 'en est 
r i en . 

13. Les diviseurs premiers de la forme kn-\- i sont 
des nombres impa i r s ; par suite, si n est impair, /. est 
pair , et l 'on a 

P = ' i k ' n - r i. 

Ce fait est en relat ion avec le suivant . Le n o m b r e n 
é tant impair , on a 

x2" — y'în — (xn — yn ) [ xn —(—y )»') ; 

par suite, le p o l y n o m e / a « v ) ne diffère pas du po-
lynome fn (,x, — y ) , ou encore le polvnome fn ( x , y ) ne 
diffère pas du polynome — y ) . Dès lors, si P 
es t un diviseur régul ier pour les nombres de la forme 
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c 'es t aussi u n d i v i s e u r r é g u l i e r p o u r les 
n o m b r e s de la f o r m e f - m i ^ i y ) , et l ' on a 

14. Le n o m b r e p r e m i e r 2 sera un d iv i seu r e x c e p -
t ionne l si n es t u n e pu i s sance de 2, a u q u e l cas les 
n o m b r e s q u e l 'on c o n s i d è r e son t des f o r m e s su ivan t e s : 

x et y é t an t impa i r s . Ces n o m b r e s son t d ' a i l l eu r s s i m -
p l e m e n t pa i rs ( voir le n° 1 7 ) . 

Ce cas excep té , le p o l y n o m e fn (x, y ) é t an t 

,rN -r- A.r1*—:ly - t - . . . -h A .vy*~l -+- y*, 

N N 

le coeff ic ient du t e rme e n ^ r 2 j 2 e s t i m p a i r ; car , s ' il 
é tai t pa i r , en p r e n a n t x el y impa i r s , on au ra i t un 
n o m b r e pa i r , ce qui n ' e s t pas . 

1 1 1 . — C A S P A R T I C U L I E R . 

l o . La ques t i on qui se pose au n° 7 , en t enan t 
c o m p t e des nos 8 et 9 , est cel le de savoir si la c o n -
g r u e n c e 

< B' ) fn{^,y ) ^ O < «,0<1p » 

a d m e t des so lu t ions d ' u n e c o n g r u e n c e 

f V > r^ — o ( mod p ). 

0 é tan t un d iv i seu r de ~ J e vais t r a i t e r ce t te q u e s t i o n 

d a n s l ' h y p o t h è s e / i = / ) a i n d é p e n d a m m e n t des faits q u r 
t'ont l ' o b j e t du p a r a g r a p h e t . J ' e n p ro f i t e ra i p o u r r é -
s o u d r e , dans ce cas pa r t i cu l i e r , la ques t i on posée au 
n" 12. 
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16. Si d ' abo rd n est un n o m b r e p remie r /?, les c o n -
g ruences ( A ) et (B) son t , pou r r e p r e n d r e tout le r a i -
s o n n e m e n t , 

( A ) xi> —yP E= o ( mod P /, 
( B ) X P -

 1 -f- XP-^Y -4-.. • - T - = = o ( mod P i. 

Si P — i n ' e s t pas mul t iple de />, c o m m e la c o n -
gruence ( A ) n ' adme t alors que la solut ion x = y , la 
cong ruence (B) ne peu t admet t re que cet te so lu t ion , et 
elle l ' admet pou r P — p. ( O n ne se p r é o c c u p e pas, 
dans le r a i sonnement actuel , de l 'ordre de mul t ip l ic i t é 
des solut ions , qui es t ind i f fé ren t . ) On ob t ien t donc le 

théorème du n° 1, sauf à m o n t r e r que le n o m b r e — — — , 
x ~ y 

qui admet le d iviseur /? dans l ' hypo thèse x—mult./? 
l 'admet alors une seule fois . O n a, en effet, 

xP — yP _ —yl> 

~ x y ~~ h 

p yP- I -f- ' y ' h - \ - . . . —pyhP-*-¥hP-1, 

tous les coeff icients , à l 'except ion du d e r n i e r , étant 
divisibles p a r / ? ; c o m m e on suppose h mult iple de p\ 
le second m e m b r e est divisible par /?, et I on a 

\ : p = yp i -f. ^ ]-yP 2 h ' ' • 2 : p ; 

en exceptant le cas p = i , tous les termes du second 
m e m b r e , à par t i r du second, sont divisibles par /¿, donc 
par /?, tandis que le p remier t e rme y P n 'es t pas divi-
sible par/>, et , par sui te , le quot ien t JN l p n 'admet plus 
le f a c t e u r / ? . 

17. Soi t ma in tenan t n = p * . Les congruences ( A ) 
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et (B) sont 

(A) xn — ytl== o (mod P), 
fil yfl 

(B) o (modP), v J n n v ' ' 
xP-yP 

ou, en posanl 

X == xP, Y = yp, 
[A] \P— Y/'=so ( mod P ), 
[B] Xf-i+X*»-* Y Y H s o ( mod P ); 

on aura, d 'ail leurs, à tenir compte du fait que x et y 
doivent fourn i r des valeurs pour . r e t y , et il ne faudra i t 
pas subst i tuer à l ' é tude des congruences (A.) et (B) 
l 'é tude pure et simple des congruences [ A ] et [ B ] . 

Si P n'est pas de la forme k n -f-1, la congruence ( B ) 
ne peut admet t re qu 'une solution d ' u n e congruence de 
la forme 

(a) —yo==0 (modP) , 

o étant une puissance de p autre que n ; on verra, 
comme dans le cas général, q u e P doit être un diviseur 
de j , ce qui exige P = p . 

£On peut d 'ai l leurs modifier un peu le ra isonnement 

du cas général : o é tant un diviseur de la congruence 

écrite ci-dessus est comprise dans la congruence 

n n 
xP —yP == o on X — Y = o ( mod P i; 

la congruence ( B ) ou [ B ] est vérifiée par \ ~ Y si 

P = p (cas précédent ) . 

Mais alors,/? — i étant premier avec o, la congruence 

(a') x% — yà== o (mod/?) 
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n 'admet que la solution x La congruence (B) , en 
dehors de l 'hypothèse P = k n -h i , n 'es t donc possible 
que dans l 'hypothèse P = /?, et n ' admet alors que la 
solution x = y . 

Donc : En désignant par n une puissance d'un 
nombre premier />, par x et y deux nombres pre-
miers entre eux, un nombre de la forme 

— ou xl -+- x' yl f n n J J 
xJ'—yl' 

ou encore un nombre de la forme 

X_T~ \ P ou X*-» H-X/»-* Y Y / ' - - « , À 1 
n n 

X = . r ? , Y = jy/7, 

a tous ses diviseurs premiers de la forme P = kn-\-1, 
à 1 exception clu diviseur p qu'il admet dans l'hy-
pothèse x—y = imi l t . / j , dans cette hypothèse seule-
ment, et qu' il admet alors une seule fois (en suppo-
sant n ^é 2). 

Pour établir ce dernier poin t , rappelons que , X étant 
p remier avec Y, X — Y étant mult iple de/>, le nombre 

^ — a d m e t une seule fois le facteur p remier en 

exceptant le c a s p — 'i. Voyons ce qui a lieu p o u r / ? — 2, 
X et Y étant x2 et ou x* et y'\ ou xH et. y8. . . . . avec 
x et y impairs . Le nombre considéré est ici X - f - Y , 

n n 
ou x ~ y 2 7 n é tant une puissance de 2 aut re que 2 

lui-même, de sorte que est pair ; on a alors 
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d ' o ù 

n n 
X -4- Y = (ih -4- Ï)2 -4- (ik H- i)2 = mult. 4 -h 

e t ce n o m b r e est s i m p l e m e n t pa i r . L e cas n = i fa i t 
d o n c seu l e x c e p t i o n . 

I V . — AUTRE CAS PARTICULIER. 

18. So i t e n c o r e 
n = pg. 

p e t q é t a n t d e u x n o m b r e s p r e m i e r s d i s t i n c t s . 

Avec P = /?, o é t a n t un d iv i seu r d e ^ > ou q , on ; 

o = i ou gr, e t la q u e s t i o n es t de savoir si la con 

/ D , {Xl)fl~ yP? (X— Y ) , 
( B ) - E= o i m o c b ) ( xi — y? )(xi> — yP ) r 

a d m e t des s o l u t i o n s de l ' une des d e u x c o n g r u e n c e s 

( a ) x—y == o, x 7— y'i~o (mod/?). 

D ' a b o r d , l ' hypo thèse x ~ y ne vér i f ie pas la c o n -
g r u e n c e ( B 7 ) ; cel le-ci p e u t s ' é c r i r e , en effet , 

—- == o ( modp ), 
XP-1 4 - xP-^y -4- . . . -4- yP—l 1 n 

e t , p o u r x —y, son p r e m i e r m e m b r e se r é d u i t à 
y ( p - i ) Ce p o i n t r ég l é , r e s t e l ' h y p o t h è s e o = q ; la 
c o n g r u e n c e ( B ' ) es t c o m p r i s e d a n s la c o n g r u e n c e 

qçPI ypq 
<B' ,P ) : - — = o (mod/?), 

xq—yq rn 

l aque l le se d é c o m p o s e en d e u x c o n g r u e n c e s s eu l emen t : 
la c o n g r u e n c e (B ' ) , d ' u n e pa r t , et la c o n g r u e n c e 

Xp yj> 
( P ) —— = o (mod p), 

x—y 
Ann. de Mathémat4e série, t. XII. (Juin 1912.) 17 
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d ' a u t r e par t . Les so lu t i ons de la c o n g r u e n c e 

( Q ) xi — y(t SE o ( mod p ) 

c o n v i e n n e n t à la c o n g r u e n c e (13', P ) ; c o m m e les s o l u -
t ions de ce t te c o n g r u e n c e ( Q ) , a u t r e s q u e la s o l u -
t ion x ~ y , n e vé r i f i en t pas la c o n g r u e n c e ( P ) , el les 
vér i f ien t la c o n g r u e n c e ( B ; ) . 

C e t t e cons t a t a t i on est su f f i s an te , sans qu ' i l soi t n é -
cessa i re cle d é m o n t r e r q u e le p r e m i e r m e m b r e de la 
c o n g r u e n c e (B ' ) est i d e n t i q u e m e n t c o n g r u ( m o d / ? ) au 
p o l y n o m e 

ÎX<1 — y'!\ !J~l 

\ a? — y ) ' 
l ' o r d r e de mu l t i p l i c i t é des so lu t ions de la c o n g r u e n c e 
( B ; ) est i n d i f f é r e n t . 

V . — R E M A R Q U E S . 

1 9 . R e m a r q u e 1. — R e p r e n o n s la c o n g r u e n c e 

(A) x11 — yn = o ( mod P) , 

dans l ' h y p o t h è s e 

elle a a lors n s o l u t i o n s . Si G est u n e r ac ine p r imi t i ve 
du n o m b r e p r e m i e r P, de sor te q u ' o n ai t 

G / j" = 1 ( mod P ), 

l ' e x p o s a i t kn é t a n t le p lus pe t i t q u ' o n pu i sse d o n n e r 
à G p o u r avoir le res te i , on peut é c r i r e (* ) 

y - g p , 

: ( l ) La congruence xn — Y ^ o (modP) a n solutions si Y est tel 
qu'on ai|, 

p - i 

Y « (mod P); 

on doit avoir pour cela Y = 
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et les n-valeurs de x sont 

x = G a , a — (J — m u l t . d e k — o , k, i k , . . ., (n — i ) k ; 

on peut encore écr i re 

y = x — G'-W. >• = o, i, . . . , n — i. 

La congruence (B) a alors ' ¿ (n ) solutions, pour les-
quelles la différence a — ^ est le produi t de k par un 
nombre premier avec n et non supér ieur à ou encore 
la différence h — u est un tel n o m b r e . 

Par exemple , si n est un nombre premier />, la 
congruence 

Xp-i xt> ly yp -i -T O ( mod P ), 

en supposant 
P = kP 1, 

a p — i solutions ; on j>eul écrire 

y = G ï . . r = G * , 

a — [l — m u l t . d e k < a / i ) , 

ou encore 
y = G7-'^?, 
X = G^+p, 

À = o. i . > , . . . , « — i ( sauf JJL ). 

2 0 . R e m a r q u e 11 . — Dans un article dont l ' idée pre-
mière appar t ient à M. Bricard (Nouvelles Annales, 
1910, p . 217.)-j'ai é tudié di rectement les nombres de la 
forme x'1-.rr-f-r2. L ' idée essentielle est que les deux 
congruences 

ah — a -4- ==• o 
C m o d /> » 

¿C -b b A -4- A2 -- o 

en t ra înent la congruence 

ca — r A — / 2 — o, 

en supposant X premier a \ e e 
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C e l t e r e m a r q u e se géné ra l i s e , e t , p o u r c i n q ' n o m b r e s 

a , ¿>, c, rf, £ pa r e x e m p l e , les d e u x c o n g r u e n c e s 

abed -h abc.\ -H ab.X2 -+- a. X? -4- X4 == o, 
-i- bed.X -h . X2 -4- 6 . X3 -t- X4 = o 

e n t r a î n e n t la c o n g r u e n c e 

o / c r t -- c i t e . X -f- cd.L2 -+- c .X 3 -* - X4 = o 

e t , pa r su i t e , d e u x a u t r e s c o n g r u e n c e s a n a l o g u e s , 
X é t a n t p r e m i e r avec Je m o d u l e ; il suf f i t , p o u r le voir , 
d ' é l i m i n e r b e n t r e les deux p r e m i è r e s c o n g r u e n c e s ; on 
o r d o n n e pa r r a p p o r t à b, on mu l t i p l i e la s e c o n d e c o n -
g r u e n c e par a - h X, la p r e m i è r e pa r X, on r e t r a n c h e , on 
divise pa r b qu i n ' e s t pas c o n g r u à zéro p u i s q u e X ne 
l ' es t pas , et l 'on a 

| ede h - Xi cd 4- c\ -4- X2 j] ( a 4 À ) — ai cd -+- cX - h X2 )X = o ; 

les t e rmes a\(cd 4 - ch 4 - X2) d i s p a r a i s s e n t , e t l 'on ob-
t i en t la nouve l l e c o n g r u e n c e . Mais ce p o i n t de dépa r t 
ne m è n e ici à r ien , les choses é t a n t t r o p c o m p l e x e s . 

C2] 
s u r l e s a p p l i c a t i o n s g é o m é t r i q u e s 

d e s i n t é g r a l e s c u r v i l i g n e s ; 
Par M. A. BUHL. 

1. Les i n t ég ra l e s cu rv i l i gnes j o u e n t , à c o u p sû r , en 
M é c a n i q u e et en P h y s i q u e un rô le b e a u c o u p p lus i m -
p o r t a n t q u e p a r t o u t a i l l eu r s . J e laisse de cô té les i n t é -
gra les a t t achées à u n e fonc t i on a n a l y t i q u e f { z ) , ca r c ' es t 
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un point sur lequel on s 'arrête peu dans les cours qui 
s 'adressent aux fu turs techniciens . C'est pour ceux-ci 
qu 'on devrait pouvoir p résen te r de nombreux calculs 
d ' intégrales de l igne, un iquemen t dans le domaine réel, 
dès qu 'on a donné la définit ion de ces intégrales . 

O r c 'est ce qu 'on ne fait pas suf f i samment . O n dit 
aux élèves que les appl icat ions mécaniques et phy -
siques seront nombreuses , mais on ne se sert guère, 
sur tout dans l 'espace à trois d imensions , d ' in tégrales 
curvil ignes expr imant des êtres simples, des concepts 
géométr iques élémentaires , des volumes par exemple. 

Je pense que ce qui suit paraîtra combler , au moins 
par t ie l lement , une telle lacune. 

Je prends des volumes d ' apparence classique qui 
pour ra ien t tous s 'expr imer individuel lement par des 
intégrales doubles ; j e mont re que la connaissance de 
certains d ' en t re eux permet de dé te rminer les autres au 
moyen d ' intégrales de l igne, tou jours at tachées à des 
contours très simples et pa r fa i t ement tangibles. Cela 
ne vaut-il pas mieux que de proposer d ' in tégrer une 
fonct ion imaginée au hasard le long d 'un arc pris éga-
lement au h a s a r d ? Si un exercice de cette dernière ca-
tégorie peut apprendre à calculer, il ne mont re guère 
l in térê t du calcul. Mieux vaut avoir les deux choses. 

Je me permets de renvoyer le lecteur intéressé par de 
telles considérat ions à un Mémoire, d 'un degré un peu 
plus élevé, Sur les applications géométriques de la 

formule de Stokes publié dans les Annales de la 
Faculté des Sciences de Toulouse (1910). Ici je suis 
resté dans des exemples très é lémentaires et je n'ai 
employé, parmi les formules du Mémoire en ques t ion , 
que celles que je pouvais rétabl i r faci lement sans le 
secours de la formule de Stokes ni d ' aucune autre for-
mule nécess i tant une démonstrat ion spéciale. 
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J 'es t ime que tout ce qui suit est proposable comme 

exercice, aux élèves d 'un cours de Mathémat iques 
générales. J ' en ai fait l 'expérience à la Facul té de 
Toulouse . 

Et pour bien faire r emarque r (pie je n 'exagère en 
rien la simplicité de mes problèmes , qu ' i l me suffise de 
dire que toutes les intégrales curvil ignes qu 'on rencon-
trera dans ce qui suit se ramènent tou jours , et d 'une 
manière immédia te , à des intégrales définies où les élé-
ments différentiels sont de la forme umdu. 

Soit , dans l 'espace à trois d imensions , un contour 
fermé ï , fixe en général , par lequel passe une cloison S. 
Des volumes peuvent avoir S pour facette commune et 
être cependant complè tement différents par ai l leurs . 
Tel serait le cas de cônes avant S pour base gauche 
commune mais dont les sommets seraient d is t incts . 
Deux volumes d 'une telle na ture ont évidemment une 
différence qui ne dépend pas de la cloison S mais seu-
lement de son contour ï . Car dé fo rmer S, sans tou-
cher à c 'est a jouter un même volume, en fo rme 
d 'ongle t , aux deux volumes considérés . Cela ne change 
en rien leur différence. 

Cette remarque , absolument intuitive, est suscep-
tible d 'appl ica t ions immédia tes , à la fois é lémentaires 
et in téressantes . 

3. I olumes cylindriques principaux. — Pro je tons 
tous les points de S et de ï , para l lè lement à l 'axe O z , 
sur le plan Oxy. O n définit ainsi le volume classique, 
à surface latérale cyl indr ique . Je désignerai ce volume 
par U- . Si l 'on avait p ro je té , paral lè lement à O ^ ou 
à Oy, on aurait eu des v olumes analogues que j e dési -
gnerai par U.r et U v . Les trois volumes ainsi définis, 
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considérés deux à deux, on t des différences qui , d 'après 
le paragraphe p récéden t , ne doivent dépendre que du 
contour I . Evaluons ces différences et commençons 
par considérer U r — U r . Puisque sans al térer cette dif-
férence, nous pouvons dé former S, const ru isons cette 
cloison comme suit . Coupons S par un plan parallèle 
à O x y , ce contour S é tant , pour simplifier, supposé 
tel que ceci ne donne que deux points d ' intersect ion A 
et C ( f i g . i ) . Par C j e mène une parallèle à et 

Fi g. r. 

par A une parallèle à O y. B é tant l ' intersection de ces 
parallèles, nous p rend rons pour cloison S le lieu de <la 
brisée ABC quand sa cote varie. Dans ces condi t ions , 
le volume U^ est engendré par le déplacement e t la dé -
format ion d ' u n rectangle ABGH. De même U> e s t e n t 
gendré par B C D E . 

Q u a n d le poin t A parcour t 2 comme l ' i nd ique la 
flèche et qu ' i l m o n t e de dz, le rectangle À H F E 
engendre un volume xydz dans lequel se t rouve la 
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part ie cor respondant au rectangle B G F E , partie qui se 
re t ranchera à la descente. Donc f inalement 

Par des ra isonnements analogues ou plus s implement 
par pe rmuta t ions circulaires on a le groupe des t ro is 
formules 

Celles-ci ne sont pas dist inctes . L 'addi t ion des trois 
donne , en effet , 0 = 0, l ' intégrale ob tenue dans l 'addi-
tion por tan t sur une différentielle exacte d(xy z). 
Dans ce qui sui t , c e c i n e doit pas empêcher de calculer 
ies trois intégrales curvil ignes précédentes ; c 'est seu-
lement , ce calcul fait , qu 'on cherchera à voir, à t i t re 
de vérification, si la somme de leurs valeurs est bien 
11 ulle. 

Í . Première application des formules ). — Soit 
une sphère de rayon R ayant son cent re à l 'or igine. 
Soient M un point de la sphère et P sa projec t ion sur 
Oxy. Que l est le lieu de M si l 'angle M O P doit t o u -
j o u r s être égal à l 'angle P O x — 0? 

Ce lieu a évidemment pour équat ions , en c o o r d o n -
nées semi-polaires /• et if, 

La première équation représen te la pro jec t ion de la 
courbe sur Oxy ; c 'est un cercle de diamètre O A r 

/• = R costì. = R sin 0. 
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A é tan t le po in t où la sphère coupe Ox. Je viens donc 
s imp lemen t de déf ini r la c o u r b e de Viviani . 

La cloison S sera ici la por t ion de surface sphé r ique 
compr i se en t r e l ' a rc de courbe o b t e n u en faisant varier û 

de o à ^ et le q u a r t de c i r confé rence T A , T é tant le 

sommet de la courbe s i tué sur O s . Le c o n t o u r S de S 
est p a r c o u r u dans le sens d i rec t , dans lequel on laisse à 
sa dro i te l ' i n t é r i eu r de S . 

Calculons alors les seconds m e m b r e s des fo rmules ( i ) . 
Des équa t ions semi-polaires de la courbe , nous d é d u i -
sons les équa t ions car tés iennes 

x — [\ cos2 6. jk = R cosB sinO, ¿ = R s i n 6 . 

De p lus , on r emarque ra que l ' in tégra t ion le long du 
q u a r t de cercle T A donne un résul ta t nul car alors on a 
t ou jou r s r = o. 

Dans ces cond i t ions , les fo rmules ( i ) dev iennent 

7T 

U.r— L v = : R3 / cos46 sinfj c/0 = * R \ 
<0 > 

u v — U- = — 2R3 Ç cos26 sin30 dO = — -4 R \ 
" J0 ° 

71 

l)~ — U x = R3 / sin 6 cos2"Ô cos 2 8 db = 
Jo 15 

ces in tégra les se calculant d ' u n e maniè re abso lument 
imméd ia t e en posant u = cos 8. 

R e m a r q u o n s que la somme des trois seconds 
m e m b r e s est nul le c o n f o r m é m e n t à la r e m a r q u e t e r m i -
n a n t le n° 3. 

O r on sait m a i n t e n a n t , par un calcul c lass ique 



( *6<» ) 

maintes fois effectué, que 

Alors on a immédia tement 

m ! - 8 ) r î ' m * 
l u lecteur qui comparerai t ces formules avec celles 

du Mémoire Sur les applications géométriques de la 
formule de Stokes{n° 3) r emarquera i t que les signifi-
cations de U.r et U v ont été échangées . Ceci t ient sim-
plement à ce que la ligure n 'es t pas supposée const rui te 
de la même manière . 

5. Seconde application des formules ( i ) . — La 
définition donnée au paragraphe précédent pour la 
courbe de Vi \ iani peut être généralisée en supposant 
que l 'angle M O P est égal à n fois l 'angle P O # . On 
trouvera quelques mots d 'h is tor ique à ce suje t dans le 
Recueil d'Exercices de F . F rene t , 5e édition (Pro-
blèmes 296, 503, 510). 

Prenons s implement n = 2. La nouvelle courbe aura 
pour équat ions semi-polaires 

/• — R cos 10, z — R sinaÔ. 

La première de ces équat ions représente la project ion 
de la courbe sur O x y \ c 'est la rosace à qua t re feuilles 
engendrée par la p ro jec t ion de O sur un segment , de 
longueur constante 2R , qui glisse sur deux droites rec-
tangulaires passant par O et bissectrices des axes Oxy. 
Une des feuilles a O.T p o u r d iamèt re et la moit ié de 
son pér imèt re est complè tement pa rcourue , de A en O , 
quand 0 varie de o à La cloison sphér ique que j e 
me propose de considérer se p ro je t t e sur cet te d e m i -
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f eu i l l e . C a l c u l o n s les s econds m e m b r e s des fo r -
m u l e s ( i ) . 

O n a d ' a b o r d p o u r la c o u r b e les é q u a t i o n s c a r t é -
s i ennes 

x — R cos 20 cos 0, y = R cos20 sinO, ^ = Rsin>.0. 

Là e n c o r e les i n t é g r a t i o n s le l o n g du cerc le T A 
d o n n e n t un r é s u l t a t n u l e t les s econds m e m b r e s ( î ) 
son t 

TZ 

i R3 f cos3 2 0 cos0 sinOt/0, 

7T 

— R3 I cos 2 0 sin 2ô sin 0( cos2 0 sin 0 - f -2 sin 20 cos c/0, 
J o 7r 

R3 / cos20 sin20 cos0(cos20 cos0 — 2 sin2 0 sin0 j c/0. 
Jo 

Si l 'on pose = t , ces in t ég ra le s d e v i e n n e n t r e s p e c t i -
v e m e n t 

7T 

- R3 / cos3x sinx cl-, 
Jo 

— - R3 f c o s x / i c o s x — - cos2x -+- i j sinx dz, 
> Jo V2 * / 

tr 

- R 3 / cosx ( - cosx -h - cos2x — i ^ s i n x d x . 
* J0 \> * i 

Si m a i n t e n a n t on pose cos 7 = a el les d e v i e n n e n t 

U r — LV = ~ R3 f u3 ¿ a = ^ R», 

L a s o m m e de ces t ro is e x p r e s s i o n s est b i e n n u l l e . 
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Nous sommes donc en mesure main tenant de con -
na î t re UJC, U v , U s dès que nous connaî t rons une seule 
de ces trois quant i tés . Or . un calcul classique donne 

- K c o s i O . , 

d 'où , en vertu des formules précédentes , 

\x'x 1 11 / 144/ 

Ent re les plans passant par O s et d 'az imut o et ^ 

existe, au-dessus de Oxy, un demi-onglet sphér ique 
dont le volume est préc isément ~ R 3 . L 'excès du v o -r 12 
luine de ce demi-ongle t sur les trois volumes U est 
ra t ionnel . C'est un résul tat bien classique quand il 
s 'agit de U- mais qui semble moins r emarqué pour les 
deux autres volumes. 

6. Troisième application des formules ( i ) . — Con-
sidérons ma in tenan t la courbe sphér ique qui se proje t te 
sur O x y suivant une lemniscate de Bernoulli ayant son 
point double en O et l 'un de ses sommets au point A 
où la sphère coupe 0 . r . 

Cet te courbe sphér ique aura pour équat ions semi-
polaires 

r- = IV2 cos *6, z = \J\>. H sinO, 

ou pour équat ions car tés iennes 

x = R y/cos-iti cosô, y = R y/cosaO sinô, -s = / y . R sinÛ. 
La cloison sphér ique que nous considérons se p ro -

je t te sur la d e m i - b o u c l e de lemniscate si tuée dans 
l 'angle O xy. Calculons encore les volumes U r , Us 
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a t tachés à ladite c lo ison. Le con tour d ' in tégra t ion c o m -
prend tou jours un arc T A d o n n a n t un résul ta t nul et 
les seconds m e m b r e s de ( i ) sont 

7Z 

V ^ R 3 j c o s 2 0 c o s 2 0 s i n o ¿/O, 

71 

— v/'ÍR3 f sin3 6 sin20 ¿0, 
« o 

7Z 

y/2 R3 f cos 3 6 cosO sin 

Si l 'on pose cos 9 = u , ces intégrales dev i ennen t 

U . r - Vy = v/a R3 m* (2 w2 — 1 ) du = 

v'" 

II v _ u - = y/i R 3 ^ 

v 2 

U- — r — * ~~ 2 y / ' 
. ' , 10 

( w2 — 1 ) ( 4 m2 — = — 11 J ^ 2 R3, 

2 R3. 

L e u r somme est bien nu l le . 
Res t e à ca lculer l 'un des t rois volumes L ^ , U v , U- . 

O r un calcul facile donne 

lî3 = J d b j v / B 7 ^ '' dr = R3 - 1 V 2 ~ ' 

d ' où , en vertu des fo rmules p récéden tes , 

90 

d e s vo lumes sont con tenus dans le m ê m e demi -
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ongle t que celui considéré à la fin du paragraphe p r é -
cédent . L'excès de ce demi-onglet sur chacun d ' eux ne 
cont ient que s j i comme i r ra t ional i té n u m é r i q u e . 

7. Volâmes cylindro-coniques. — Soit t ou jour s le 
contour I par lequel passe la cloison S. Nous cont inue-
rons à supposer , pour plus de s implici té , que l 'axe O z 
ne traverse pas S. 

Si nous jo ignons tous les points de S et de I à l 'ori-
gine nous formons un volume conique V 0 de sommet O . 
D 'après le ra isonnement général du paragraphe 2, la 
différence U z — V0 ne dépend que du contour X, ce 
qu 'on peut voir d i rec tement sur la figure 2. Soit 

Fi g. a. 

A/B' un arc infiniment peti t de S, arc se pro je tan t en 
AB sur O x y . On conçoit immédia tement que l 'é lé-
ment de volume O A B B ' A ' O est celui de U ~ — V 0 . 
D 'au t re par t , si A P est un arc de cercle de centre O , 
cet élément de volume peut être remplacé par 
O A P P ' A ' O . Ce dern ier é lément est une pyramide dont 
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la base V P P ' A a pour a i r e s r r f ô etdont la hauteur est 
O A = /'. Le volume de cette pyramide est donc 

~ zr-db et l 'on a f inalement > 

(->) U-—V0 =±fzr*db. 

8. Volumes et aires sphéric/ues. — Dans mon Mé-
moire Sur les applications de la formule de Stokes, 
j ' a i appl iqué la formule (2) à divers obje ts . Ici j e n 'en 
re t iens qu 'un . 

Si le contour ï est sur une sphère de cent re O et de 
rayon R el si la cloison S est la port ion de surface 
sphér ique contenue dans S, S ayant alors une aire 7, 011 
a R t = 3 V 0 et la formule (2 ) , devenant 

('3 > HU s— = f zr« d<L 

donne le moyen. Je volume U~ étant connu , d 'avoir 7 
par une simple intégrale de ligne. Et réc ip roquement . 

9. Première application de la formule ( a ) . — 
Reprenons les données géométr iques du paragraphe 4 
et no t ammen t la même cloison S dont nous chercherons 
l'aire 1. La fo rmule (3) donne 

TZ 

(ï. __ R j = sinOcos^/O, 

d 'où , sans peine . 

Cet te aire re t ranchée de celle du hui t ième de la 
sphère donne R 2 pour excès, ce qui est le théorème 
bien connu du à Viviani. 
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10. Seconde application de la formule ( 3 ) . — 
Reprenons les données géométr iques du p a r a g r a p h e s . 
Cette fois la formule (3) donne 

H 
- —-) R3—Ra = R3 f sin2ecos226 db, 
4 V Jq 

car il y a tou jours , comme au paragraphe précédent 
d 'a i l leurs , un quar t de cercle T A le long duque l on 
a S = o et qui , par su i t e , donne une valeur nu l le 
dans l ' in tégrat ion. P o u r = T la formule précédente 
devien t 

- — ì R2 —- (T — - f sinz C O S 2 T 

^ t l ' intégrale définie qu ' i l faut calculer est la même que 

celle du paragraphe précédent . Elle a pour valeur 

<l'où finalement 

Cette aire est comprise dans un demi-fuseau sphé-

r ique don t l 'angle au sommet est ^ et dont l 'aire 

^s t ~ R 2 . L 'excès de l 'aire du demi-fuseau sur l 'aire ? 
4 

est - R- . Le résultat est encore bien connu , mais la 'i 
méthode employée ici pour y parveni r paraît l 'être 
beaucoup moins . 

11. Troisième application de la formule (3). — 
Reprenons les données géométr iques du paragraphe 6 . 
Alors la formule (3) donne 

7t 

•7 — ^ V " P3- - Rg = / ¿ R 3 f sinOcos26^6. 
» J / .L 
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Posan t eos 8 = il vient 

et enfin 

Cet te a ire , re t ranchée du demi - fuseau considéré au 
pa ragraphe p récéden t , donne pour excès R 2 ( y / 2 — i ) , 
ce qui , comme tous les volumes considérés au pa ra -
graphe 6, ne cont ien t q u ' u n e irrat ional i té quadra -
t ique . 

Avant d ' abandonne r les cloisons sphér iques r emar -
q u o n s qu 'à p ropos des trois cloisons qui ont été consi-
dérées nous avons calculé les volumes U j , U z et 
Taire c. 

Les méthodes classiques verraient là qua t re in té-
grales doubles, ce qui a été remplacé ici par un seul 
calcul d ' in tégra le double et trois calculs d ' intégrales 
simples é tendues à un con tou r 2 . Le bénéfice paraî t 
indéniab le . 

12. Volumes conoïdaux. — De tous les points de 
la cloison S et de son con tour S abaissons des p e r p e n -
diculaires sur une droi te fixe que nous p rendrons , par 
exemple , pou r axe O y. 

Nous pouvons définir ainsi un volume conoidal W r . 
Cons idérons en même temps les volumes cyl indriques 

et U z . Si nous coupons le tout par un plan normal 
à O y , le solide conoidal donne une section en forme 
de tr iangle et les solides cyl indr iques deux sections en 
fo rme de trapèze. De plus , on voit sans peine que le 
double de Faire t r iangulaire égale la somme des aires 
t rapézoïdales . Une telle égalité, mult ipliée par dyy 

Ann. de Mathémat.% 4e série, t. XII. (Juin 1912.) 18 
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d o n n e une égalité en t re é léments de volume et l 'on 
conclu t par intégrat ion 

13. Volumes bieylindriques et aires correspon-
dantes. — Dans mon Mémoire , Sur les applications 
géométriques de la formule de Stokes, j ' a i é tudié 
plusieurs conséquences de la formule p récéden te . Ici 
je n 'en ret iens qu 'une . Supposons que la cloison S 
appar t i enne à un cyl indre circulaire T de rayon R et 
d ' axe Oy et que l 'aire de cet te cloison soit a-. Alors 

2 \ V r = Rcr, 

et comme, d 'au t re pa r t , 

U2—U J^zxdy, 

on a 

(4) 2 U : - B a = J zxdy, 

formule comparable à ( 3 ) . Ce sont les volumes U z 

que j ' appe l le bieylindriques pour rappe le r qu ' i ls sont 
l imités, vers le haut , pa r une cloison S qui appar t ien t 
à un cylindre (circulaire) et, la téra lement , par un 
cyl indre don t la base dans O x y peut être une courbe 
fe rmée que lconque . On voit que ces volumes U- et 
l 'aire c cor respondante sont liés par une s imple in té -
grale de l igne. 

14. Application de la formule (4). — Coupons le 
cyl indre T par un cylindre absolument ident ique mais 
d 'axe O ^ . Le noyau commun aux deux solides nous 
d o n n e , dans le t r ièdre Oxyz, un volume 

rn 2 U - = / (R * — x*)dx = -^R3. 
J 0 J 
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La courbe d ' in tersect ion des deux cylindres est une 

el l ipse d 'équat ions 

¿ r = R c o s 0 , y = R s i n 0 , s = R s i n O , 

si bien que la fo rmule (4) donne immédia tement <7 == R 2 . 
Dans le Recueil d}Exercices de F . F r e n e t on trouve 

des calculs de Uz et de <y au moyen d ' intégrales doubles 
(5 e édi t ion, P rob lèmes 501 et 509) . 

15. Contours tels que Uz — U^ = W r . — D'après 
la dern ière des formules ( i ) , on voit que ces contours S 
sont ceux qu 'on peut tracer sur une surface 

<5) zx = f ( y ) , 

la fonct ion f étant que lconque et le con tour 2 étant 
s implement choisi de manière à éviter des diff icultés 
s ingul ières relatives à f . 

Mais des applicat ions bien simples et des plus élé-
gantes s 'ob t iennent , sans qu 'on ait à s ' inquié ter de 
telles difficultés, en p renan t , pour f ( y ) , un simple 
po lynome. 

Dans mon Mémoire , Sur les applications géomé-
triques de la formule de Stokes (n° 4) , j e suis déjà 
revenu sur les surfaces (5). Voici d 'abord une première 
r emarque non faite à l ' endroi t cité. 

Supposons que l 'on coupe une des surfaces (5) et le 
con tou r 2 y tracé par deux plans parallèles à O z x . 
Sur la figure 3, AB et CD sont les f ragments de courbe 
plane obtenus dans la surface (5) par les plans sécants. 
BC et D A sont les f ragments du contour S compris 
en t re ces plans. 

Je dis que l ' intégrale de zxdy est nulle non seule-
men t le long de S mais aussi le long du con tour mixte 
ABCDA. En effet, f ( y ) dy p rend des valeurs égales 
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et de signes contraires de B en C, puis de D en A; ces 
deux port ions du contour d ' in tégrat ion donnen t d o n c 

au total un résul tat nul. Et quan t aux por t ions AB 
et CD elles donnen t , chacune pour leur compte , un 
résul ta t nul parce que, le long de ces por t ions , y est 
constant et , par suite, dy nul . 

D 'après la fo rmule qui te rmine le paragraphe 12, on 
voit que les cloisons, pour lesquelles on a U 2 = U^, 
donnen t aussi W r = U z . 

Si le con tour S se trouve sur le cyl indre circulaire T 
défini au paragraphe 13, l 'égalité = U~ s 'écrit 
aussi l Î T r = 2 U c . 

16. Contours cylindriques pour lesquelsV^^~i\]z. 
— Cherchons un exemple de tels contours , ce que l 'on 
peu t présenter comme une seconde applicat ion de la 
fo rmule (4). 

Pour r endre nul le second m e m b r e de (4), nous 
avons le choix ent re toutes les surfaces (5). Je p rendra i 
s implement f ( y ) = ky ; d 'où , pour S, la courbe 

Fig. 3. 

x 

C 

S2
 = z x _ fry 
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i n t e r s e c t i o n du c y l i n d r e T avec u n p a r a b o l o i d e h y p e r -

b o l i q u e q u i a d m e t p o u r g é n é r a t r i c e s Oz et la d r o i t e , 

non t r acée su r la f igure 4 , qu i passe p a r A, pa ra l l è l e -

m e n t à O y z , avec u n e p e n t e tou tes les géné ra t r i c e s 

de l ' a u t r e sy s t ème é t a n t pa ra l l è les à O x y , on se r e p r é -
s en t e f a c i l e m e n t la q u a d r i q u e en q u e s t i o n . 

Fig. 4-

Mais il es t p e u t ê t r e e n c o r e p lus s i m p l e d ' é l i m i n e r z 
e n t r e les é q u a t i o n s p r é c é d e n t e s et d ' o b s e r v e r q u e 
l ' i n t e r s e c t i o n é t u d i é e a, sur O x y , u n e p r o j e c t i o n 
d ' é q u a t i o n 

C ' e s t là u n h u i t ( ' ) d o n t le p o i n t d o u b l e est en O et 

(1 ) Cette courbe se rencontre dans de nombreuses projections 
d'intersections de quadriques, ce qui a été particulièrement mis en 
lumière dans les excellents Exercices de Géométrie descriptive 
de F. G.-M. (4e édition, 1909, p. 899, 69^, 730, 780 et passim). 
C'est évidemment la courbe R2y- — x2 ( R2 — x2 ), dont les ordon-
nées sont affectées d'un facteur constant et, quant à cette dernière, 
on paraît la désigner de plus en plus sous le nom de lemniscate 
de Gerono proposé par F. G.-M. ( loc. cit., p. 399). Cette dénomi-
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d o n t la figure 4 r e p r é s e n t e le q u a r t en A B ' O . L e c o n -
t o u r S sera A B T D A . O n voi t q u e d a n s ce c o n t o u r o n 
f a i t i n t e r v e n i r non pas t o u t e l ' i n t e r s e c t i o n d u p a r a b o -
lo ïde et du c y l i n d r e ma i s s e u l e m e n t l ' a r c A B T q u ' o n 
f e r m e p a r le q u a r t de ce rc le T D A , ce q u i es t p e r m i s 
d ' a p r è s la r e m a r q u e fa i t e au p a r a g r a p h e p r é c é d e n t . 

O n a d i r e c t e m e n t 

B ' D ' . D D'dx = / r ( R 2 — x*)dx=TT, 
J 0 K 4 k 

ce qui est aussi W r . A l o r s 

R3 

17. Contours tels que U Z = V 0 . — La f o r m u l e (2) q u i 
p e u t s ' é c r i r e 

n o u s m o n t r e i m m é d i a t e m e n t q u e de tels c o n t o u r s s o n t 
s i tués su r les su r faces 

(6) ' * ' = / ( £ ) ' 

p a r m i lesquel les on p e u t p a r t i c u l i è r e m e n t r e m a r q u e r 

zx~ — X;3, xyz = k3, = k*. 

Mais on p e u t p lace r tou t de sui te ici u n e r e m a r q u e 

nation est reproduite en eflél dans les Notes de bibliographie des 
courbes géométriques de M. H. Brocard, ouvrage qui semble avoir 
été le prototype de tous les ouvrages encyclopédiques publiés ensuite 
sur les courbes remarquables (Voir, par exemple, G. L O R I A , Ebene 
Kurven, p. 174). On peut la retrouver également sans sortir des 
Nouvelles Annales ( P H I L B E R T DU P L E S S I S , 1 9 0 4 , p. 261). Je l'em-
ploie couramment dans mon cours de Mathématiques générales de 
Faculté des Sciences de Toulouse. 



( 2 7 9 ) 
analogue à celle déjà faite au paragraphe 15. Un con -
tour S é tant tracé sur une surface (6 ) , on pour ra en 
dédu i re une sorte de quadri la tère l imitant une cloison 
pour laquelle on aura aussi U z = V 0 . Nous ob t iendrons 
ce quadr i la tè re ABCD en coupant S par un plan pas-
sant par O s et d ' a rgumen t fixe 0t ce qui donnera d e u x 
points d ' in tersec t ion A et B, puis par un aut re p lan 
analogue d ' a rgument ce qui donnera deux 
autres points C et D . On parcour t ABCDA dans le sens 
di rect . De B en C, puis de D en A, les é léments en rfO 
se dé t ru isen t ; de A en B ou de C en D , 6 est cons tant 
et, par suite, nul . 

Quand de tels contours sont tracés sur la sphère de 
cent re O et de rayon R et qu'i ls en fe rment une aire 
sphér ique ? on a, comme on l'a déjà r emarqué au 
paragraphe 8, 

3V 0 =Rcr; 
d 'où 

3 U - = R j , 

ce qu 'on aurait pu écrire immédia tement d 'après ( 3 ) . 

18. Remarque générale. — Considérons l ' intégrale 
curvil igne 

(7) j + + R dz 

é tendue à un contour fe rmé 2 et cela sans faire aucune 
hypo thèse sur le p rob lème qui en entra îne la considé-
ra t ion. 

L 'expression différentielle P dx -f- Q dy -h R dz peu t 
t ou jour s être ramenée à la forme 

dy. 4- ¡3 dy, 

CL, p, y étant trois fonct ions de x,y, z à dé te rminer . 
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(Voir, par exemple , P . A P P E L L , Traité de Mécanique 
rationnelle, 2 E édi t ion, t . I l l , p . 453. — G. D A R B O U X , 

Comptes rendus, i 5 et 2 2 novembre 1 9 0 9 . ) 

Dans ces condi t ions l ' in tégrale p récéden te p r end la 
fo rme 

car l ' intégrale de d a est nulle le long d ' u n con tou r 
fe rmé, sauf singulari tés que nous nous a r rangerons à 
laisser de côté par un choix convenable de 

Construisons maintenant des surfaces ¡3 =.f(y), 
f é tant une fonct ion a rb i t ra i re . 

En général, on pourra toujours tracer, sur ces 
surfaces, une infinité de contours non singuliers 
pour lesquels Vintégrale ( 8 ) et, par suite, Vinté-
grale (•-) seront nulles. L 'asser t ion est évidente p u i s -
qu ' i l n 'y aura à considérer , en dernière analyse, que 
l ' intégrale de f ( ^ ) d y , c 'est-à-dire d 'une différentiel le 
exacte , le long d 'un con tour f e rmé . 

De plus, en par tant d 'un de ces contours S, on pourra 
t o u j o u r s en dédui re des contours de forme quadri la té-
rale possédant la même propr ié té . P o u r cela on coupera 
ce con tour S et la surface ¡3 == f ( y ) qui le por te , par les 
deux surfaces 

et C2 é tant des constantes di f férentes . On obt iendra 
ainsi un quadri la tère ABCDA, où AB et CD sont les 
in tersect ions de ¡3 — f ( y ) par les deux surfaces p r écé -
den tes cependan t que BC et D A sont des arcs de S 
compr is ent re ces mêmes surfaces . Le long de AB et 
de C D on aura dy = 0; le long de BC, les é léments 

/ ( y ) ¿ y auron t des valeurs co r r e spondan t à la variat ion 

<8) 

T = Y = c-2 



( ) 
de y de à C 2 tandis que sur D A on retrouvera les 
mêmes éléments alors que y varie de C2 à C 4 . 

O n voit que ces considérat ions générales donnen t , 
comme cas par t icul iers , les remarques faites aux para-
graphes 15 et 17. 

[ R 3 a ] 

s u r l e s c o o r d o n n é e s l i n é a i r e s g é n é r a l e s ; 
Par M. M. MICHOUX, 

Élève de Mathématiques spéciales à Clermont-Ferrand. 

1. Nous nous proposons de définir ici un système 
général de coordonnées pour les vecteurs et systèmes 
d e vecteurs. Ces coordonnées , qu 'on pour ra i t appeler 
coordonnées linéaires générales, offrent la plus 
grande analogie avec les coordonnées pentasphér iques 
générales de feuillets sphér iques dont M. J . Haag a 
exposé la théorie dans une Note du numéro de 
février 1911 des Nouvelles Annales. Nous allons 
r ep rendre sys témat iquement les différents résul tats 
con tenus dans cette Note et les é tendre au cas qui nous 
in téresse . 

2 . Nous rappel lerons d 'abord r ap idemen t que lques 
résul ta ts et quelques défini t ions bien connus . 

É t a n t donnés deux vecteurs ( A4 B<), (A 2 B 2 ) par leurs 
•six coordonnées (X { , Y 4 , Z i , L , , M ^ N , ) , (X 2 , Y 2 , . . . ,N 2 ) 
relatives à un système d'axes rectangulaires Oxyz, leur 
moment relatif\ que nous dés ignerons par la notat ion 
i)12, et qui peu t être défini comme étant égal à six fois 
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le volume algébr ique du té t raèdre cons t ru i t sur les 
deux vecteurs, est donné par la fo rmule 

6 1 2 = L ^ X A - H M I Y 2 - + - N I Z , - * - L J X J - H M J Y J - H N 2 Z T . 

Plus généra lement é lant donnés deux sys tèmes 
de vecteurs ( S ) et (S ') par leurs c o o r d o n n é e s 
( X , Y , Z , L , M , N ) et ( X ' , Y ' , . . . , N ' ) leur m o m e n t relat i f 
a pour expression 

t 
( I ) 6 ( S , S ' ) = L X ' + M Y ' - T - N Z ' + L ' X 4 - M ' Y -+- N ' Z 

et représente six fois la somme algébrique des volumes 
de tous les té t raèdres ob tenus en associant successive-
men t tous les vecteurs du système ( S ) avec tous les 
vecteurs du système ( S ' ) . 

Dans le cas où (S ' ) se confond avec ( S ) , l ' express ion 
p récéden te devient 

( ? . ) 0 ( S ) = 2 L X + 2 M Y + 2 N Z 

et p rend le nom à?automoment du système ( S ) . Les 
systèmes d ' a u t o m o m e n t nul sont ceux qui sont r éduc -
tibles à un vecteur un ique . 

3. Ceci rappe lé , choisissons six systèmes fixes (S / ) 
( / = 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 ) de coordonnées (X/ , Y/,Z/,L f- , M/,N/) 
et l inéa i rement i ndépendan t s , c ' es t -à -d i re tels que le 
dé t e rminan t 

x, Y, Z, L , M , N , 

X 6 . . N 6 

soit différent de zéro. 
Il est clair qu 'à tout système (S) ( X , Y, Z, L , M, N ) 

on peut faire cor respondre six nombres X\, x2j—, xGr 
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non tous nuls , par les équal ions linéaires 

(3) j 
I 6 

I N 

et r éc ip roquemen t . 
Les systèmes (S; ) seront appelés Jes systèmes fonda-

mentaux et les nombres (xc ) seront les coordonnées 
du système ( S ) ou ( x ) par r appor t à ces systèmes f o n -
damentaux . 

O n peu t les in te rp ré te r de la manière suivante : 
ce sont les nombres par lesquels il faut multiplier 
tous les vecteurs de chaque système fondamental 
pour que Vensemble des six nouveaux systèmes 
obtenus soit équivalent au système ( S ) . 

Il est clair que le système (S / ) a toutes ses coor-
données nulles, sauf la coordonnée (xi) qui est égale à 
l 'un i té . 

L ' au tomoment du système ( S ) devient la t ransformée 
de l 'express ion (2) par la subst i tut ion l inéaire (3 ) , 
c ' es t -à -d i re une forme quadra t ique à six variables 
Nous la dés ignerons par et nous l 'appel lerons la 

forme quadratique fondamentale. L 'équat ion 

( 4 ) Q(x) = o 

caractérise les systèmes d ' au tomoment nul, c ' es t -à -d i re 
équivalents à un vecteur unique. 

Si l 'on se repor te à la formule (1) en se rappelant 
les propr ié tés d ' invariance de la forme polaire, on voit 
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que le m o m e n t relatif de deux systèmes ( S ) , ( S ' ) est 

6 

(5) e (S ,S ' ) = G(a; |* ' ) = 
i= 1 

Cela permet une in te rpré ta t ion très simple des coef -
ficients de Si Ton pose 

on voit immédia tement que le coeff icient A¿j est égal 
au m o m e n t relatif des systèmes fondamentaux (S / ) 
e t ( S y ) . 

4 . Nous appel lerons coordonnées adjointes du 
système ( S ) les six nombres (yi) définis par 

_ i dQ_ 
y i ~~ '2 "àxi 

Au moyen de ces coordonnées , la fo rme fondamenta le 
Q(x) se t ransforme en son ad jo in te co ( y ) . 

L'au tomoment du système peu t s 'écr ire 

6 

( G ) 0 ( S ) = Q ( I R ) = U > 0 ' ) = 2 * 0 ' / -

/ — 1 

De même le moment relatif de deux systèmes ( S ) , (S7) 
s 'écri t 

6 6 

i=î 1=1 

La définit ion des coordonnées adjointes nous 
condui t na ture l lement à celles des systèmes fonda-
mentaux adjoints (07) ( ¿ = 1, 2, 3, 4> 5, 6 ) . Le 
système ( j , ) sera défini par les condi t ions suivantes : 
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toutes ses coordonnées (>') sont nulles, sauf la coor-
donnée ( y i ) qui est égale à l 'uni té . 

Il résulte des formules (6) et ( 7 ) que le système (07) 

sera complè tement défini par les condit ions suivantes : 
Ses cinq moments relatifs par rapport aux systèmes 
fondamentaux (Sy) (J ^é i) sont nuls, et son mo-
ment relatif par rapport à ( S / ) est égal à V unité. 

Nous pouvons donner main tenant une in terpré ta t ion 
très s imple des coordonnées (27) et (yi) du système ( S ) 
en app l iquan t les formules ( 7 ) . O n trouve en effet 

6 

0(S, <*/) = 
¿ = 1 
6 

i=\ 

Les coordonnées (37) et ( y i ) sont donc respect ivement 

égales aux moments relat ifs du système ( S ) par rappor t 

aux systèmes (07) et (S / ) . 
Il y a donc réciproci té complète en t re les systèmes 

(07) et (S / ) . En posant 

on mont re ra i t comme précédemment que le coefficient 
a i j est égal au moment relatif des systèmes (a¡7) et(a-y). 

5. Les considérat ions qui précèdent nous permet ten t 
de re t rouver immédia tement , avec une in terpré ta t ion 
très s imple, la généralisation bien connue des coor -
données pli ickériennes de droites (*). Etant donnée 
une droi te ( D ) , si nous prenons sur ( D ) un vecteur 
que lconque , les coordonnées de ce vecteur var ient 

(*) Voir G. K Œ N I G S , Géométrie réglée, Chap. I . 
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p r o p o r t i o n n e l l e m e n t quand on change sa g r a n d e u r . 
O n peu t donc p r e n d r e p o u r coordonnées h o m o g è n e s 
de ( D ) six n o m b r e s Xi p ropo r t i onne l s aux m o m e n t s 
relat ifs de ( D ) p a r r a p p o r t a u x sys tèmes (07) et 
vérif iant la relat ion ( 4 ) 

(4) tt(*) = o, 

ou b ien six n o m b r e s y i p ropo r t i onne l s aux m o m e n t s 
re lat i fs de ( D ) par r a p p o r t aux systèmes ( S / ) et 
vér i f ian t la relat ion 

(8) O)(jk) = O. 

Des fo rmules (7), (4), (8) résul te la cond i t ion bien 
c o n n u e de r e n c o n t r e des deux droi tes ( x ) et ( x f ) 

(9) Li(x | x') = Q(x — x') = o 

Oil 
^(y —y') = 

6 . Che rchons un ensemble de sys tèmes f o n d a -
m e n t a u x ( S / ) , dans l eque l le sys tème ad jo in t (07) 

co ïnc ide avec ( S / ) . 
P o u r cela il fau t et il suffi t q u e les m o m e n t s relat ifs 

de (S / ) pa r r a p p o r t aux cinq aut res sys tèmes f o n d a -
m e n t a u x soient nuls ( ' ) , et que son a u t o m o m e n t soit 
égal à l ' un i t é . 

Les fo rmes quad ra t i ques Q ( # ) et u>(y) se r é d u i s e n t 
d o n c à 

6 

i — 1 1 = 1 
et l 'on a 

Yi = Xi. 

On peut dire, en employant une locution empruntée à la 
théorie des complexes linéaires, que les systèmes fondamentaux 
sont deux à deux orthogonaux. 
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Par suite, il n 'y a plus lieu de dis t inguer les coor-

données ad jo in tes des coordonnées fondamentales . 
Dans le cas d 'une droi te on retrouve les coordonnées 
de Kle in . 

7 . Un système également for t impor tan t est celui où 
Ton prend pour systèmes fondamentaux (S/) les six 
vecteurs formés par les arê tes d ' un té t raèdre . P renons 
pa r exemple pour systèmes ( S t ) , ( S 2 ) , . . . , ( S 6 ) les 
„vecteurs 

( A I A 4 ) , ( A I A 3 ) , ( A T A 4 ) , ( A 3 A 4 ) , ( A 4 A 2 ) , ( A 2 A 3 ) . 

Cherchons la forme quadra t ique fondamentale . 
D 'après la signification donnée plus haut des coeffi-
c ien ts de cet te fo rme , nous pouvons l 'écrire immédia-
t emen t . O n a, en supposant que le volume A< A 2 A 3 A4 

«oit égal à ^ » 

Q(x) = 2 (a?! #4-h x2x5-+- xsx&). 

Cherchons les systèmes adjoin ts . Le système (a-j) par 
exemple a un momen t relatif nul par r appor t aux 
sys tèmes et égal à l 'uni té par rappor t au 
sys tème S 4 . De même pour les autres . La forme 
ad jo in t e est donc 

W(JT) = -+-7572-^76^3). 

Les coordonnées ad jo in tes ( y i ) coïncident dans leur 
ensemble avec les coordonnées (# / ) , mais les coor-
données égales n ' on t pas même indice. 

Les nombres x i ou y t sont appelés dans ce cas les 
coordonnées tétraédriques du système de vecteurs. 
Dans le cas d 'un vecteur unique on re t rouve les coor-
données de M. Kœnigs avec leur in terpréta t ion géomé-
t r ique (* ). 

(1) Voir G . KŒNIGS, Leçons de Cinématique. 
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Voici une appl ica t ion s imple : c h e r c h o n s les é q u a -
t ions des sur faces du deux ième degré ( il y en a u n e 
s imple in f in i té ) passant pa r le quadr i l a t è re gauche 
A1A2A.4A3A1. U n e généra t r i ce variable r e n c o n t r a n t 
A4 AO et A4 A3 a p p a r t i e n t aux deux complexes spéciaux 
d ' é q u a t i o n s 

#1 = o, #4 = o ; 

ses au t res coo rdonnées vér i f iant la re la t ion ( 4 ) , on a 

cc^x^ — o. 

U n e généra t r i ce fixe du second système a des coo r -
données (x'i) sat isfaisant de m ê m e aux équa t ions 

X2 -—• O, XG — O, X J X4 | XG XG — O. 

La cond i t ion de r e n c o n t r e de ces deux droi tes se r édu i t 
d ' ap rè s ( 9 ) à 

x g x3 -+- #3 x6 = o. 

Si d o n c m dés igne une cons tan te q u e l c o n q u e , les 
équa t ions 

X\ = o, xk — o, x3= mx^, x2 xh -h xè x& = o 

déf in issent u n e q u e l c o n q u e des d e m i - q u a d r i q u e s qui 
s ' appu ien t sur A { A 2 et A 3 A 4 , et d é m o n t r e n t la p r o -
pr ié té su ivante : 

Le r a p p o r t des volumes des té t raèdres cons t ru i t s , 
d ' u n e par t , sur un vec teur q u e l c o n q u e d ' u n e géné ra -
tr ice variable d ' un hype rbo lo ïde e t , d ' a u t r e pa r t , su r 
deux vecteurs fixes, por tés pa r deux géné ra t r i ces du 
m ê m e sys tème, est i n d é p e n d a n t de la généra t r i ce 
var iable . 
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[ 0 5 j ] 
s u r l a t h é o r i e d e s l i g n e s a s y m p t o t i q u e s ; 

PAR M . H E N R I P E R R O T I N . 

I l n o u s a p a r u i n t é r e s s a n t de r é s o u d r e la question^ 
su ivan te : « C h o i s i r t ro i s f o n c t i o n s x , y , 5 de d e u x 
va r i ab les a , t e l les q u e , si on les c o n s i d è r e c o m m e 
les c o o r d o n n é e s d ' u n p o i n t m o b i l e s u r u n e s u r f a c e , 
u et v s o i e n t l e s p a r a m è t r e s des l ignes a s y m p t o t i q u e s 
de ce t t e s u r f a c e » ( ' ) . 

1. S o i e n t x, y, £ les c o o r d o n n é e s d ' u n p o i n t , m o b i l e 
su r u n e s u r f a c e , e x p r i m é e s en f o n c t i o n des p a r a -
m è t r e s u , v de ses l i gnes a s y m p t o t i q u e s . Pa r a i l l eurs , 
so ien t P , Q , R les p a r a m è t r e s d i r e c t e u r s de la> 
n o r m a l e e x p r i m é s en f o n c t i o n des m ê m e s variables; . . 
l ' é q u a t i o n d i f f é ren t i e l l e des l ignes a sympto t iques , . 

dP dx -f- dQ dy -b dR dz = o 

do i t se r é d u i r e à du dv = o ; on do i t d o n c a v o i r 

( dP dx dQ dy dR dz _ 
} du du du du du du 

( l ) j àP dx dQ dy dR dz _ 
[ dv dv dv dv dv dv ' 

et , d ' a p r è s la d é f i n i t i o n des f o n c t i o n s P , Q , R , 

dx „ dy 0 dz 
du du du 

A ^ àx r, dy D dz P — + Q f + R r = o. dv dv dv 

(*) Le plan général de ce travail nous a été aimablement indiqué 
par M. V. Jamet, professeur à la Faculté des Sciences de Marseille. 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. XII. (Juillet 1912.) 19 
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D 'où se dédu i sen t les re la t ions su ivantes : 

(3) 

(4) 

— P 

- Q 

¿R 
du 
dP 
du 

— P 

« 2 ) < 
<)R\ 

<>P\ 

\ et [JL r e p r é s e n t a n t des fonc t ions de u et de v. 
aisé de voir q u e À ==— [x. 

E n ver tu des re la t ions ( 3 ) , on t rouve en eiTet 

P Q 

Il est 

dP dx 
dv du dv du 

^ - x 
dv du 

dP_ 
du 
dP 
dv 

dQ 
du 
d_q 
dv 

R 
dK 
du 
<m 
dv 

et s imi la i rement en s ' a p p u y a n t su r les équa t ions ( 4 ) 

d P dx 
du dv 

«JQ dy 
du dv 

dRdz_ 
du dv ~~ ^ 

P 
dP 
dv 
dP 
du 

Q 
dQ 
dv 
d_q 
du 

R 
<m 
dv 
<m 
du 

Les d e u x d é t e r m i n a n t s c i -dessus sont égaux et de 
signes con t r a i r e s ; de p lus , les p r emie r s m e m b r e s des 
deux dern iè res équa t ions sont égaux, ce d o n t on 
s 'aperçoi t en d i f fé ren t ian t la p r e m i è r e des é q u a -
t ions ( 2 ) par r a p p o r t à la deux i ème p a r r a p p o r t 



( ) 
2 . S o i e n t e n c o r e 

j ^ v / X P , 

r = R, 

on p o u r r a r e m p l a c e r les é q u a t i o n s ( 3 ) e t ( 4 ) p a r les 
su ivan tes : 

( 5 ) 

(6) 

dx 
du 

II 

du 
ày 
du 1 du 

dr 

dz 
du 

dq 
~P~dû 

dp 

dx 
dv dv 

dr 

dy 
dv 

dr dp 
- ' d i ' 

dz 
dv 

II 
Cu

l àq 

E n c o m p a r a n t la p r e m i è r e des é q u a t i o n s ( 5 ) avec la 
p r e m i è r e des é q u a t i o n s ( 6 ) e t t e n a n t c o m p t e d e la 
c o n d i t i o n 

d*x __ d*x 
du dv ~ dv du9 

on t r o u v e , ap rè s s i m p l i f i c a t i o n , 

, , d*r d2a 

D e s q u a t r e au t r e s é q u a t i o n s a p p a r t e n a n t a u x g r o u p e s 
( 5 ) e t ( 6 ) , o n d é d u i r a d e u x a u t r e s r e l a t i ons a n a l o g u e s , 
e n t r a î n a n t , avec la p r é c é d e n t e , les p r o p o r t i o n s c i -
d e s s o u s : 

1 i d*q _ i d*r 
: p dudv q dudv r du dv 
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So i t 6 la va l eu r c o m m u n e de ces t ro i s r a p p o r t s ; L e s 
f o n c t i o n s />, / d e v r o n t ê t r e t ro is i n t ég ra l e s d ' u n e 

m ê m e é q u a t i o n d e M o u t a r d , savoir : 

<»> 

ou 0 dés igne u n e f o n c t i o n de u e t de v. 

3 . R é c i p r o q u e m e n t , si t ro is f o n c t i o n s p , q , r de 
d e u x var iab les u , v vér i f ien t u n e m ê m e é q u a t i o n de 
M o u t a r d , el les son t p r o p o r t i o n n e l l e s a u x p a r a m è t r e s 
d i r e c t e u r s de la n o r m a l e à u n e c e r t a i n e su r f ace S , d o n t 
les l ignes a s y m p t o t i q u e s on t p o u r p a r a m è t r e s d i r e c -
t e u r s M, v. 

E n ell e t , d e u x de ces f o n c t i o n s q , /*, p a r e x e m p l e , 
vér i f ien t l ' é q u a t i o n 

d*r d2q __ 
^ du dv dudv ° ' 

on en d é d u i r a , pa r su i te , 

Ov du ' du) du V dv ^ dv J 

O n e n c o n c l u r a q u e les f o n c t i o n s 

dr dq dq dr 
^ du r du* 7 dv ^ dv 

son t les dé r ivées pa r t i e l l e s d ' u n e m ê m e f o n c t i o n x , de 
tel le sor te q u ' o n a u r a 

dx _ dr dq 
du ~ y du r du' . 
dx dq dr 
dv 1 dv ^ dv 

O n t r o u v e r a é g a l e m e n t d e u x a u t r e s f o n c t i o n s y e t z 
sa t i s fa i san t aux c o n d i t i o n s ( 5 ) et ( 6 ) e t , p a r su i t e , a u x 



( »93 ) 
su ivan t e s 

dx dy dz 
I n _L_ »• 

dp dx dq dy dr dz 
du du du du du du 
dp dx dq dy dr dz 
dv dv dv dv dv 

-b = o 

ce q u i d é m o n t r e l ' é n o n c é . 

4 . S i g n a l o n s le cas où , d a n s l ' é q u a t i o n ( 8 ) , 6 se 
r é d u i t à u n e c o n s t a n t e a , e t o b s e r v o n s q u e la t r a n s f o r -
m a t i o n 

n o u s c o n d u i t i m m é d i a t e m e n t au cas où a — i . 
N o u s r e c h e r c h e r o n s d o n c u n e in t ég ra l e de l ' é q u a t i o n 

sa t i s f a i s an t a u x c o n d i t i o n s su ivan tes : 
P o u r u = u0j ce t t e i n t ég ra l e se r é d u i r a à u n e f o n c -

t ion d o n n é e Y de v ; e t p o u r v = v 0 l à u n e f o n c t i o n 
d o n n é e U de u . Il d e m e u r e d ' a i l l eu r s e n t e n d u q u e 
U ( w 0 ) e t V(<>o) a u r o n t une v a l e u r c o m m u n e A , celle 
q u e do i t p r e n d r e l ' i n t é g r a l e p p o u r u = u0 et v= v0. 
I l f a u d r a s e u l e m e n t q u e la f o n c t i o n U soi t u n i f o r m e e t 
f inie dans u n d o m a i n e c o n t e n a n t le p o i n t u0 e t qu ' i l en 
soi t d e m ê m e p o u r la f o n c t i o n V c o n t e n a n t le p o i n t v0. 

R e m a r q u o n s d ' a b o r d q u e l ' é q u a t i o n 

u lll 
a 

il 
a 

(9) 
d*p _ 

dudç -
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adme t u n e i n t é g r a l e d é f i n i e c o m m e il sui t : 

- . • — " o H ^ - M , (u—UQyjy — Vo)* t (10) /?, = ÍH 1 j t ^ Î 

la somme de cet te sér ie é t an t u n i f o r m e et f inie , quel-
ques va leurs q u ' o n a t t r i bue aux var iables u et v. 

Elle a d m e t éga lement les in tégrales p2 et /?3 , déf inies 
c o m m e c i -dessous : 

P i = u ' l l Z ^ Ç u ( t ) d i + ( ' v " ~ ï o ) * f + 
1 J«o 2 ' 

rT\ j f { o ( » — i)! + 

(n — I)! Jt,0 (/I —2)! v 

/i ! ( n — 1)! 

O n r e m a r q u e r a q u e la convergence u n i f o r m e de ces 
deux séries es t assurée p a r l e s condi t ions imposées aux 
fonc t ions w, y, de sor te que l ' in tégrale définie par 
l ' équa t ion 

/> = pz-h A/?!, 

r empl i t tou tes les condi t ions du p r o b l è m e . 
C o m m e , d ' au t r e par t , les fonc t ions p2 et pz se 

r a t t a c h e n t d i r e c t e m e n t à la fonc t ion ps, il suffi t de 
conna î t r e cel le-ci p o u r f o r m e r l ' in tégra le p qu i nous 
occupe . 

Si n o u s dés ignons , en effet , pa r p{ (M, V , Uq, le 
second m e m b r e de l 'égal i té (10) , on a les d e u x ident i tés 
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suivantes : 

^"o 

L ' in tégra le générale che rchée se p r é s e n t e sous la 
f o r m e 

5 . M o n t r o n s m a i n t e n a n t c o m m e n t l 'on p e u t e x p r i m e r 
s imp lemen t la c o u r b u r e totale en chaque po in t de la 

sur face définie comme il a été di t c i -dessus . ^Nous 

aurons , à d i f fé rentes repr ises , l 'occasion d ' éc r i re u n e 
somme de t rois te rmes , tels que c h a c u n d ' eux se dédu i t 
d u p r é c é d e n t par u n e p e r m u t a t i o n c i rcula i re effectuée 
sur les le t t res rr, y, z ou q, /*. Nous ab rége rons 
en écr ivant s implemen t u n t e rme de cet te s o m m e , 

p récédé du signe ^ j * R a p p e l o n s d ' abo rd la re la t ion 

suivante ou ds et dv r e p r é s e n t e n t la d i f férent ie l le de 
l 'a rc et de l ' angle de con t ingence d ' u n e sect ion 
no rma le . 

_ dp dx -+• dq dy H- dr dz 
s/p*-h q2-¥- /'2 ds d<s 

d 'où l 'on dédu i t , en appe l an t R le r ayon de c o u r b u r e 
de ce t te sec t ion , 

i ___ —'(dp dx -f- dq dy -+- dr dz ) 
p*q^r* ds* 

D'ap rè s les p ropr i é t é s fondamen ta l e s des fonct ions 
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/? , y , r , le n a m é r a t e u r de la f o n c t i o n i n s c r i t e au s e c o n d 
m e m b r e p e u t ê t r e r e m p l a c é p a r 

O \ou dv dv du J 

-ou e n c o r e p a r 

O Idu \ dv 1 dv ) dv y du du/J 

o u enf in par 

dudv, 

^en ve r tu des f o r m u l e s ( 5 ) et ( 6 ) . So i t A le d é t e r m i n a n t 
qui figure d a n s ce t t e d e r n i è r e e x p r e s s i o n . 

E n ver tu de ces m ê m e s r e l a t i o n s , n o u s a u r o n s 

= S ( q d £ - r t ï d u l 

- 2 S { q d k - r d £ ) ( q d £ - r t ) d u i 

+ S { q d £ ~ r % t 

p 9 r 
dp dq dr 
du du du 
dp dq dr 
dv dv dv 

tdv 

dv2. 

:S o ien t 

- S ( ' £ - ' ä ) ' -

f ™ - S ( » 5 ï _ r * 9 ( » S " ' ' * 

S ( ' dv 
àgV 

' T ç ) ' 
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on aura aussi 

/ dp dq dr\* 

/ d p d<7 / d p d r \ 
+ £ + 1 à - j : j i ï ï + » * - r s ) • 

/ dp dq dry 

la fo rmule (ï i ) devient alors 

. N i — a A du dv (12) - = , 
R y/p*+ r* (E du*-h *F dudv -h G dv*) 

ou encore 

1 — aA 

" " ^ ^ ( « S h - F H . O * ) -

on en conc lu t q u e le rayon de cou rbu re R est m a x i m u m 
ou m i n i m u m , lo r squ 'on a 

E — = G — dv du 

ou 

( i 3 ) ' y/G /Ë 

Nous avons donc ainsi ob t enu l ' équa t ion différentiel le 
des l ignes de c o u r b u r e de la sur face . 

Si l 'on veut o b t e n i r les express ions des rayons de 
c o u r b u r e p r i nc ipaux , on remplacera dans la re la t ion (12) 
du et dv pa r les rad icaux qui l eu r sont p ropor t ionne l s 
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e n v e r t u de ( i 3 ) : si d o n c on appe l l e R< e t R 2 ces d e u x 
r a y o n s , o n au ra 

__ —A 
R I ~ / . « ( Y / Ê G - F - F ) ' 

H 2 ~ Q 2 , * 2 ( V / Ë G — F ) ' 

i — A* 
04) 

R I R 2 ( />*-+- R I ) ( E G — F » ) 

E n p a r t a n t des va l eu r s de E , F , G , d o n n é e s au d é b u t 
de ce p a r a g r a p h e , on t r o u v e p a r u n ca lcu l s imple 

E G — = S ' * 

S ' s 

¿M S ( ï ) ! 

S dp dp 
du dv 

dv 
dp dp S dp dp 
du dv 
fdp\ 
\àv) m 

pa r su i te 

R t R 2 

r e l a t i o n e x t r ê m e m e n t s i m p l e . 

6 . N o u s t e r m i n e r o n s ce t e x p o s é en c h e r c h a n t que l l e s 
d o i v e n t ê t re les f o n c t i o n s q , r p o u r u n e s u r f a c e à 
c o u r b u r e c o n s t a n t e . E n t o u t p o i n t d ' u n e pa re i l l e 
s u r f a c e , on do i t avoir 

p'2-f- <72 -+- r 2 = à 1 

( a é t an t u n e co ns t an t e rée l le ou i m a g i n a i r e ) . 
P o s o n s p — apK, q = aq{, r == a r , e t s u p p r i m o n s 

les i nd ices , il v i en t 

( i 5 ) p2 -h q* -f- r 2 = i . 
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L e s p r o p o r t i o n s 

1 — I _ r d*r 
p du dv ~~ q du dv ~~ r du dv 

e n t r a î n e n t c o m m e c o n s é q u e n c e 

dp d*p dq d*q dr à* r __ 
du du dv du du dv du dudv ~ ' 

et , en i n t é g r a n t p a r r a p p o r t à v, 

o r on p e u t a d o p t e r au l ieu d e u la var iab le i n d é -

p e n d a n t e J * ^ e t , p a r su i t e , ce t te é q u a t i o n n ' e s t pas 

p lu s g é n é r a l e q u e la su ivan te : 

( S H S M i ) ' - " 
o n a u r a , de f a ç o n s imi la i r e , 

La r e l a t i o n ( i 5 ) n o u s c o n d u i t à c o n s i d é r e r / ? , q, r 
c o m m e les c o o r d o n n é e s d ' u n p o i n t m o b i l e s u r u n e 
s p h è r e de r a y o n u n i t é et , p a r su i te , à p o s e r 

p — coscp sin6, 
q = sin cp sinô, 
r = cosO. 

P a r a i l l eu r s , le ds2 de la s p h è r e a p o u r va l eu r 

D é v e l o p p o n s p a r r a p p o r t à du, dv e t r a p p r o c h o n s le 
d é v e l o p p e m e n t t r o u v é des é q u a t i o n s ( i 6 ) et ( 1 7 ) , il 
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( £ ) • — ( S ) " - . 

( S ) ' — ( 5 ) ' = ' -

L'él iminat ion de cp ent re ces deux équat ions nous 
mont re que la fonc t ion 8 est définie par l ' équa t ion aux 
dérivées partielles c i -dessous : 

^ ô T 1 i / (ô[) Vl = — [ 1 j ( d i y 
~ ^ L s i n O V 1 \du) du [ sinO y \ < W J " 

O n ne connaî t pas l ' intégrale générale de cette équa-
tion aux dérivées part iel les, mais il serait aisé, comme 
cas par t icul ier , de t rouver la fonc t ion 9 relative aux 
surfaces de révolut ion à courbure totale constante . 

vient 

(18) 

[ R 8 a ] 
SUR LES FORCES VIVES ÉQUIVALENTES; 

Par M. Ét. DELASSUS. 

1. En se plaçant au point de vue de la Mécanique 
analyt ique, la force vive apparaî t un iquemen t comme 
fonct ion des q, des q' et de t servant à fo rmer les équa-
tions de Lagranîïe du mouvement du svstème matér ie l O C j 
de sorte qu 'on est na ture l lement condui t à considérer 
comme fonction équivalente à la force vive toute fonc -
tion des q, des q' et de t qui condui t aux mêmes équa-
tions de Lagrange. 

Nous conviendrons de dire que toutes ces fonct ions 
sont des forces vives équivalentes et , lorsqu' i l y aura 
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l ieu, nous d is t inguerons la force vive vraie du sys-
tème. 

2 . Considérons d 'abord un système holonôme dont 
les équat ions de Lagrange, écrites avec la force vive 
vraie, sont 

àT 
àqi 

et soit 
T 1 ==T + 0, 

¿ ( S ) " - - « ! . ' . 

une force vive équivalente à T ; elle donnera les équa-
tions de Lagrange 

( 2 ) dt{ dq\ ) dqi 

qui devront être équivalentes aux équat ions ( i ) et cela, 
quel que soit Je système des forces données . Des équa-
tions ( i ) et (2) on déduit immédia tement les équat ions 

... d(èb\ do 

qui ne dépenden t plus des forces et doivent être véri-
fiées quelle que soit la solution du système (1). Mais, 
en choisissant convenablement les forces , c 'est-à-dire 
les Q , on peut obteni r une solution de (Ï) dans laquelle 
les valeurs initiales des q, des qr et aussi des q" sont 
arbi t ra i res , et il en résul te immédia tement que les 
équat ions ( 3 ) doivent être des identi tés en y considérant 
¿,,les q, les q' et les qu comme des variables indé-
pendan tes . 

Les cf ne figurent pas dans les — ; pour qu'i ls ne 

figurent pas dans les ~ ( j ^ ) ' ^ ^ a u t ° l u e * e s ^ n e 

con t iennen t pas les q1 c'est-à-dire que 8 soit une fonc-
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l ion l inéaire des qf 

les identi tés ( 3 ) deviennent alors 

(dKt àB\ ^ (dki dkk\ , __ 
k 

et nous obtenons les condi t ions 

dAi dB 
^ = o . . dt oqt ( i = i ,'2, . . . n 

dA/ dA/c _ \A: = i ,2, . . . n. 
àqi ~~ 

qui expr iment que A | , . . . , A„, B sont les dérivées 
part iel les, par r appor t à q{, ..., q, tn, d 'une même 
fonct ion 

c 'est-à-dire , d 'après l 'expression de 9, qu 'on a 

donc 

0 = ^ ; dt 

Pour que deux forces vives d'un système ho lo no me 
soient équivalentes, il faut et il suffit que leur dif-
férence soit la dérivée totale d'une fonction des 
paramètres et du temps. 

3. Le fait que la condi t ion est suffisante peu t se 
vérifier immédia tement en r emarquan t que de l 'égalité 
supposée 

6 = ^ dt 

on dédui t immédia tement , par des ident i tés bien 
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connues , 
àO __ à / d e \ _ àe 

fyj "" Ikfi \ dt ) ~ àqi 
i l ~ — ( — ) - i l 

\ d t ) ~ dt\ de / 

de sorte qu 'on a bien les ident i tés 

jL(lOL\ — i l = 
dt\dqi) dqi~0' 

Ce calcul ne suppose pas le système holonome. Dans 
le cas des systèmes non holonomes , les forces vives 
équivalentes vér i tablement à la force vive vraie ne sont 
pas forcément de la forme 

mais nous ne considérerons que celles qui sont de cette 
forme simple. 

4. Nous devons main tenant nous proposer de cher -
cher comment se t rans forment les propr ié tés de la force 
vive vraie quand on la remplace par une force vive équi-
valente . 

Décomposons la force vive vraie en groupes h o m o -
gènes 

T = T 2 - + - T I - H T 0 , 

et faisons de même pour c 'est une fonct ion l inéaire 

des q' 
de 
- 5 ^ 6 , + G . . 

On aura donc 

T ' = T h- ^ = T2 + (T t 4- 6 t ) -1- (T0-h 6 0 ) , 

de sorte que la transformation par équivalence ne 
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modifie jamais la portion homogène et du second 
degré de la force vive. 

Plus par t icul ièrement , supposons qu 'une force vive 
T du système soit i ndépendan te du temps ; pou r q u ' u n e 
autre force vive soit aussi indépendan te du temps , 

il faut que 6 ne cont ienne pas t ; alors ^ est homogène 

par rappor t aux cf et l 'on a 

T ' = T + ^ = T 2 4 - ( T t - h 6 , ) -l- T0 , 

c 'est-à-dire : 

Toutes les forces vives équivalentes et indépen-
dantes du temps ont les mêmes portions T 2 et T 0 . 

De ce que la force vive vraie est une fo rme essen-
t iel lement positive résul te immédia tement que sa po r -
tion To est essent iel lement positive. C'est celte pro-
priété de To, et non celle de T , qui in tervient dans les 
discussions de problèmes de d y n a m i q u e ; aussi, pour 
abréger , nous conviendrons de l 'appeler propriété 
essentielle de la force vive. D u fait que la t r ans fo r -
mation n 'a l tè re jamais T 2 résul te donc : 

Toutes les forces vives équivalentes à la force 
vive vraie possèdent la propriété essentielle de la 
force vive. 

Enfin , à un point de vue tout à fait p ra t ique , r e m a r -
quons que si, en fo rmant la force vive vraie, nous r e n -
cont rons un ensemble de termes fo rman t une dérivée 
exacte, nous pour rons le négl iger ; on n 'a l térera pas 
ainsi les équat ions de Lagrange . En part icul ier , si noHS 
rencontrons un te rme additif qui soit fonct ion de t seu-
lement , nous pour rons le suppr imer et nous suppo-
serons toujours qu 'on l'a fai t . 
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D. Cons idérons le cas où , dans l 'expression 

-h Qn$qn, 

du travail virtuel des forces données , les coefficients 
QM • Qn sont les dérivées partielles 

d 'une fonct ion U pouvant contenir le temps. Cet te 
fonction U ne cor respond plus à la not ion de fonction 
de forces c 'est-à-dire à celle de travail ne dépendant 
que des positions initiale et finale, mais, au point de 
vue de la dynamique analyt ique, cette dis t inct ion n'a 
pas d ' impor tance puisque, dans tous les cas, on arrive 
à la même forme 

des équat ions de Lagrange lesquelles, en posant 

ce qui mon t re que, p o u r les former , il est inut i le théo-
r iquement de connaî t re les deux fonct ions T et U ; il 
suffit de connaî t re leur somme G, le calcul séparé de 
T et de U apparaissant seulement comme un moyen 
commode de calculer G en la décomposant en deux 
parties dont on connaît des in terpré ta t ions mécaniques 
simples. 

Pour ces raisons, nous conviendrons de dire que U 
est une fonction de forces et que , s'il y a une fonc-
tion de forces, le système de Lagrange possède une 
fonction génératrice qui est la fonct ion G . 

Ann. de Matliémat., 4e série, t. Xtl. (Juillet 1912.) 20 

àq\ ' ' àqn 

G = T + Ü, 
peuvent s 'écrire 
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La fonc l ioa généra t r ice ne diffère de T que par U 

indépendan t des q1. Si l 'on décompose G et T en 
groupes homogènes , on aura : 

G2 = T2, 
¿1 = Tj, 
G0 = T0 -h U ; 

il résul te de la première de ces trois égalités que la 
fonction génératrice d'un système de Lagrange 
possède la propriété essentielle de la force vive. 

La notion de fonct ions génératr ices équivalentes est 
ident ique à celle de forces vives équivalentes et les 
calculs développés alors nous donnen t ce résul tat : 

Deux fonctions génératrices équivalentes ne dif-
fèrent que par la dérivée totale d'une fonction des 
paramètres et du temps. Toutes les fonctions géné-
ratrices possèdent la propriété essentielle de la force 
vive. 

6. Supposons que le problème possède l ' intégrale 
des forces vives. C'est que T est homogène et que t ne 
figure ni dans T , ni dans. U ; cette intégrale est 

T _ U = h. 

Les équat ions de Lagrange ont alors une fonct ion 
génératr ice T - 4 - U indépendan te du temps et , par 
suite, une infinité de fonct ions génératr ices satisfaisant 
à cette condi t ion et données par 

dt 
dS 

la fonction 6 ne dépendan t pas de t. ^ étant l inéaire 

et homogène par r appor t s aux on aura donc 

G 2 = T , G 0 = U , 
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de sor te q u ' a u moyen d ' u n e q u e l c o n q u e de ces fonc t ions 
géné ra t r i ces i n d é p e n d a n t e s du t emps , l ' in tégra le des 
forces vives p r e n d r a la f o r m e 

G 2 — G0 = h. 

7. R é c i p r o q u e m e n t , supposons q u ' u n sys tème de 
Lag range soit tel que , pa rmi ses fonc t i ons généra t r i ces , 
il y en ait qui soient i n d é p e n d a n t e s de t. Soi t G l ' une 
d 'e l les au m o y e n de laquel le n o u s éc r i rons les é q u a -
t ions de Lag range . Si n o u s mul t ip l ions ces équa t ions 
r e spec t ivemen t par Jes q', puis q u ' o n a d d i t i o n n e et 
q u ' o n fasse les r é d u c t i o n s ind iquées par M. Painlevé (4 ), 
on arr ive à l ' équa t ion 

c 'es t -à-d i re à l ' i n tégra le p r e m i è r e 

G2 — G0 = const. 

Cet te in tégra le a r i g o u r e u s e m e n t la m ê m e f o r m e que 
celle des forces vives e x p r i m é e au moyen d ' u n e fonc-
t ion généra t r i ce et l 'on p e u t m o n t r e r , ce que n o u s fe rons 
dans un Mémoi re u l t é r i e u r , q u e le rô le par t i cu l ie r de 
l ' in tégrale des f o r c e r vives d a n s l ' in tégra t ion t ient uni-
q u e m e n t à ce t te f o r m e . P o u r ces ra i sons , n o u s convien-
d r o n s d ' appe l e r intégrale des forces vives l ' in tégrale 
p récéden te qui existe q u a n d G est i n d é p e n d a n t e de t 

en r e m a r q u a n t q u e les hypo thèse s res t r ic t ives relatives 
à l ' ex i s tence de V intégrale ordinaire des forces vives 

servent s imp lemen t à m e t t r e en év idence un cas f r é q u e n t 
où Ton sait a priori q u ' i l y a une fonction généra t r i ce 

( ! ) P A I N L E V É , Leçons sur t'intégration des équations de la 
mécanique, p. 89. 
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i n d é p e n d a n t e du t emps , fonct ion don t on sait f o r m e r 
l ' express ion imméd ia t e au moyen de la force vive vraie 
et de la fonc t ion de forces . 

8 . On est ainsi amené à se poser la ques t ion su i -
vante : 

Ayant calculé les fonctions T et U et formé la 

fonction génératrice T + U qu'on suppose dépendre 

de reconnaître si le système de Lagrange admet 

des fonctions génératrices indépendantes de t et les 

former? 

Soi t 

at 

u n e fonct ion généra t r ice i n d é p e n d a n t e du t emps . O n 
devra avoir 

àG' 

•c 'est-à-dire 

àG _ _ d_ td& \ d_ ( 
ôt ~ dt \ dt / dt \ 

d o n c la condi t ion cherchée est que ^ soit une dér ivée 
1 ot 

to ta le exacte . Ce t te condi t ion exige que ^ soit l inéai re 
p a r r appo r t aux q\ donc que la por t ion G 2 soit i n d é -
pendan te de t . S'il en est ainsi , on aura 

dG _ dG0 

Tt ~~ ~dt + "dT ' 

e t le calcul de vérif icat ion à faire p o u r voir si c 'es t une 
dérivée totale exacte est b i en c o n n u . 

Supposons cet te condi t ion r e m p l i e ; ~ sera la dérivée 
dW totale d ' u n e fonct ion W q u ' o n f o r m e r a , p a r le 
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procédé c o n n u , au moyen de q u a d r a t u r e s successives 
et l 'égal i té écri te p lus hau t s 'écr i ra 

ce qu i d o n n e r a 6 par u n e q u a d r a t u r e par t ie l le . Ainsi : 

L'existence des fonctions génératrices indépen-

dantes du temps se reconnaît par de simples différen-

tiations et ces fonctions sJ obtiennent ensuite par des 

quadratures. 

9 . La condi t ion p récéden te p e r m e t de généra l i ser 
encore plus la no t ion d ' in tégra le des fo rces vives. 

Le calcul de M. Pa in levé , fai t sans aucune hypothèse 
sur la fonc t ion généra t r i ce , condu i t à l ' équa t ion 

d 'où l 'on conclu t que si — est une dérivée totale exacte 

dG _ dW 
àt ~~ dt 

O n a une in tégra le p remiè re 

Nous r e m a r q u o n s i m m é d i a t e m e n t que l 'hypothèse 
faite est p réc i sément celle qui est relat ive à l ' exis tence 
des fonc t ions généra t r ices i n d é p e n d a n t e s du t emps . 
Ces fonc t ions se ron t données par 

d 'où 
de 
àt W H- K , 

G 2 — G 0 H - W = A. 
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d 'où l ' on dédu i t 

G'2 = G2, G'Q = G0-h ~ = Go — W -t- K, 

ce qui p e r m e t d 'écr i re l ' i n tégra le cons idérée sous la 
fo rme 

G'2 - G|, + K = h, 
ou 

G 2 — Gq = const., 

qui est celle d ' u n e in tégrale des forces vives. D o n c : 

Quand il y a une fonction génératrice, V intégrale 

de M. Painlevé entraîne Vexistence de fonctions 

génératrices indépendantes du temps au moyen 

desquelles elle devient une intégrale des forces 

vives. 

Cette r e m a r q u e m o n t r e que tous les cas d ' in tégra t ion 
qui supposen t l ' exis tence de l ' in tégra le o rd ina i re des 
forces vives s ' a p p l i q u e r o n t sans aucune modif ica t ion 
au cas de l ' in tégra le c o m p l è t e m e n t général isée de 
M. Painlevé. 

10. Ce qui p récède nous amène à di re un mot des 
cas de décompos i t ion de l ' in tégra le des forces vives 
dans sa f o r m e généra le . 

Il arr ive très f r é q u e m m e n t q u e , dans un p r o b l è m e à 
fonc t ion généra t r ice , les p a r a m è t r e s se r épa r t i s sen t en 
p lus ieurs g roupes a 2 v . . ) , & 2 v ) e t q u e 

fonc t ion généra t r ice imméd ia t e , ou cet te fonc t ion con-
venab lemen t modif iée p a r équivalence, se décompose 
sous la fo rme 

G = G a h- G^ . . . 

Ga ne c o n t e n a n t que les a et les a ' , ne c o n t e n a n t 
que les b e t les e tc . Il est a lors év iden t que le sys-
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l ème de L a g r a n g e se d é c o m p o s e eu sys tèmes par t ie l s 
a y a n t r e s p e c t i v e m e n t G«, G^, . . . c o m m e fonc t ions 
géné ra t r i ce s , s ' i n t ég ran t i n d é p e n d a m m e n t les uns des 
a u t r e s , et d é t e r m i n a n t c h a c u n les p a r a m è t r e s d ' u n 
g r o u p e ; il est d ' a i l l eurs faci le de d é m o n t r e r q u e G r t , Ga 
p o s s è d e n t , c o m m e G , la p r o p r i é t é essen t ie l l e dè la 
f o r c e vive, d o n c son t de vraies f o n c t i o n s géné ra t r i ces . 
Si G est i n d é p e n d a n t de on a l ' i n t ég ra l e des f o r c é s 
vives 

G2 — G0 = h ; 

mais G a , G ^ , . . . son t a lors f o r c é m e n t i n d é p e n d a n t s de t 

de so r t e que c h a q u e sys tème par t ie l d o n n e u n e i n t é -
gra le des forces vives. O n ob t i en t ainsi 

{&ah — (G«)o= h a 

(<^V2 — (GA)0= hh 

et , si l 'on fa i t la s o m m e de tou tes ces in tégra les , on 
r e t r o u v e l ' i n t ég ra l e des fo rces vives du sys tème tota l de 
L a g r a n g e . D o n c : 

S'il y a séparation des paramètres en plusieurs 

groupes, le système de Lagrange se décompose en 

systèmes partiels indépendants; si Vintégrale des 

forces vives existe pour le problème total, elle se 

décompose en plusieurs intégrales de forces vives 

correspondant aux divers groupes de paramètres. 

E n pa r t i cu l i e r , si un p a r a m è t r e est isolé c ' e s t - à - d i r e 
f o r m e un g r o u p e à lu i seul e t si le p r o b l è m e total possède 
l ' i n tégra le des fo rces vives, on aura cet te in tégra le 
p o u r le g r o u p e composé de ce seul p a r a m è t r e a , c ' e s t -
à-dii-e u n e é q u a t i o n 

f(a)a'*-y(a) = h, 



( ) 
de la f o r m e c l a s s ique 

a ' * = F ( a ) , 

qu i d é t e r m i n e r a ce p a r a m è t r e i n d é p e n d a m m e n t de 
tous les a u t r e s . 

Il est à r e m a r q u e r q u e si G d é p e n d de t , on ne p e u t 
en c o n c l u r e q u e Ga, G ¿ . . . d é p e n d e n t tous de t; il p e u t 
a r r ive r q u e ce r t a ines p o r t i o n s de G so ien t i n d é p e n d a n t e s 
de ma i s elles ne p e u v e n t l ' ê t r e t ou t e s . L e s p o r t i o n s 

i n d é p e n d a n t e s du t e m p s d o n n e r o n t des i n t é -
gra les de fo rces vives, de so r t e q u e : 

S'il y a séparation des paramètres en plusieurs 

groupes, il peut arriver que le problème total 

riadmette pas l'intégrale des forces vives et que, 

néanmoins, l'on ait une ou plusieurs intégrales de 

forces vives fournies par les problèmes partiels. 

[ 0 4 g ] 

s u r l a d é f o r m a t i o n i n f i n i m e n t p e t i t e 
d e s s u r f a c e s r é g l é e s ; 

Par M. J. HAAG, à Clermont-Ferrand. 

Je me p r o p o s e de d é v e l o p p e r ici q u e l q u e s r é s u l t a t s 
i n t é r e s s a n t s qu i se r a t t a c h e n t à la d é f o r m a t i o n inf in i -
m e n t p e t i t e des su r faces rég lées et q u e j 'ai r é s u m é s en 
p a r t i e dans d e u x C o m m u n i c a t i o n s à l ' A c a d é m i e des 
Sc i ences (19 avril e t il\ avril 1909) . 

I . 

1. R a p p e l o n s d ' a b o r d ( 1 ) q u e les é q u a t i o n s de t o u t e 

0 ) Voir G . D A R B O U X , Théorie des surfaces, t. IV, p. 24 etsuiv. 
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su r face ( S ) n o n d é v e l o p p a b l e r a p p o r t é e à ses l ignes 
a s y m p t o t i q u e s p e u v e n t s ' é c r i r e 

ou 6 , , s o n t t ro is so lu t ions d ' u n e é q u a t i o n de la 

f o r m e 

et r e p r é s e n t e n t d ' a i l l eu r s des q u a n t i t é s p r o p o r t i o n n e l l e s 
aux cos inus d i r e c t e u r s de la n o r m a l e en M ( a , ¡3), et 
l iées , de p lus , pa r la r e l a t i o n 

Of-h 61-4-61= / - R R ' , 

où R et R ' d é s i g n e n t les r a y o n s de c o u r b u r e p r i n c i p a u x 
de la su r f ace en M. D e so r t e q u e , p o u r u n e su r face 
et un p o i n t d o n n é s , ces t rois fonc t ions o n t des valeurs 
p a r f a i t e m e n t d é t e r m i n é e s ( ' ) . 

Si io es t u n e so lu t ion q u e l c o n q u e de ( B ) , la s u r f a c e 
( S | ) la p l u s géné ra l e qu i c o r r e s p o n d e à ( S ) avec o r t h o -
gona l i t é des é l é m e n t s est d o n n é e p a r les f o r m u l e s 

c1) Il convient cependant de remarquer que la surface ne change 
pas si Ton change les signes des di et qu'elle se transforme en sa 
symétrique par rapport à l'origine si l'on multiplie tous les 6-
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R e m a r q u o n s q u e d e u x s o l u t i o n s d i f f é r e n t e s <o e t 

de ( B ) ne p e u v e n t j a m a i s d o n n e r la m ê m e su r f ace ( S 4 ) , 
c a r s'il en é ta i t a ins i , on a u r a i t 

—w') ¿e, 
e — ; — ( a) ~ w ) — = o, doi 

et les é q u a t i o n s a n a l o g u e s en fi2 et 03 . Ces é q u a t i o n s 
ne son t c o m p a t i b l e s q u e p o u r co == w', ca r les d é t e r -

1 A àb* t\ A m i n a n t s te ls q u e — — n e p e u v e n t e t r e tous 

t ro i s n u l s , s ans quo i la su r f ace ( S ) se r é d u i r a i t à u n e 
c o u r b e . 

2 . Cela posé , c h e r c h o n s ce q u e d o i v e n t ê t r e les 
f o n c t i o n s Gr, 02? k p o u r q u e la su r f ace ( S ) soi t u n e 
su r f ace r ég l ée , d o n t les g é n é r a t r i c e s r ec t i l i gnes a i e n t 
p o u r p a r a m è t r e a . 

C o n s i d é r o n s le p o i n t m de c o o r d o n n é e s 82> 83« 
La d r o i t e O m est pa ra l l è l e à la n o r m a l e en M à ( S ) ; 
el le es t d o n c d a n s le p lan (TC) m e n é p a r O p e r p e n d i -
c u l a i r e m e n t à la g é n é r a t r i c e D qu i pas se p a r M. Ce 
plan e n v e l o p p e , l o r s q u e a var ie , le c ô n e s u p p l é m e n t a i r e 
du cône d i r e c t e u r de la s u r f a c e . N o u s s u p p o s e r o n s q u e 
ce d e r n i e r ne se r é d u i t pas à un p l a n , n o u s r é s e r v a n t 
<Vexaminer plus tard le cas des surfaces à plan 

directeur. D a n s ces c o n d i t i o n s , so ien t a , b, c , les 
c o o r d o n n é e s ( f o n c t i o n s de a ) d ' u n p o i n t q u e l c o n q u e n 

de la c a r a c t é r i s t i q u e du p lan (71), c ' e s t - à -d i r e de la 
p e r p e n d i c u l a i r e O Â au p lan a s y m p t o t e de ( S ) , l eque l 
e s t , c o m m e on sai t , para l lè le au p l an t a n g e n t au cône 

par \J — 1. Ceci prouve en particulier qu'on ne peut avoir toutes 
les surfaces réelles à lignes asymptotiques réelles en se bornant à 
considérer les solutions réelles de (B) ; H faut leur adjoindre les 
solutions imaginaires pures. 
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d i r e c t e u r . Q u a n d a var ie , n d é c r i t u n e c o u r b e t a n g e n t e 
au p lan (rc), de so r t e q u e l e s dé r ivées ab\ cf d e a, b, c 

p a r r a p p o r t à a s o n t les c o o r d o n n é e s d ' u n p o i n t de ( n ) 
n o n s i tué su r On Il s u i t de Jà q u e 8, , 82 , 83, qu i 
son t les c o o r d o n n é e s d ' u n p o i n t d e (TC), p e u v e n t se 
m e t t r e sous la f o r m e 

(1) e, = Xa-t- ¡ia\ 82= X6-4-{Jt6', 63 = Xc -h |xc', 

et jj. d é s i g n a n t d e u x f o n c t i o n s «convenables de a et ¡3. 
É c r i v o n s q u e 8, vér i f ie ( B ) 

O n a d e u x é q u a t i o n s a n a l o g u e s o b t e n u e s en r e m p l a -
ç a n t a p a r ¿ e t c . R e m a r q u o n s à p r é s e n t q u e le d é t e r -
m i n a n t j| a a' d' || n e saura i t ê t r e n u l , sans q u o i la 
c o u r b e l ieu de n se ra i t d a n s un p lan p a s s a n t p a r O et 
la d ro i t e D sera i t c o n s t a m m e n t p e r p e n d i c u l a i r e à ce 
p l an , ce q u i n ' e s t pas p o s s i b l e , p u i s q u e la su r f ace ( S ) 
se ra i t a lors c y l i n d r i q u e . Les é q u a t i o n s te l les q u e ( 2 ) 
e n t r a î n e n t d o n c l es su ivan t e s 

/QN 7 1 d\ _ dix 
( 3 ) Sp + d ^ p - * ! 1 - 0 ' ^ = 

La d e r n i è r e n o u s m o n t r e q u e [JL ne d é p e n d q u e de a . 
R a p p e l o n s - n o u s m a i n t e n a n t q u e le po in t n a été chois i 
a r b i t r a i r e m e n t sur la d r o i t e O A ; n o u s p o u v o n s d o n c , 
sans r i en c h a n g e r à la s u r f a c e ( S ) , r e m p l a c e r a , c, 
p a r pa , p6, pc, p é t a n t u n e f o n c t i o n q u e l c o n q u e de a . 
D a n s ces c o n d i t i o n s , 8 n p a r e x e m p l e , d e v i e n t égal à 
(Àp 4- jjip7) a -j- p.oa'. C o m m e p. ne p e u t ê t r e n u l ( s a n s 
quo i O m d é c r i r a i t u n c ô n e , la su r f ace serai t d é v e l o p -

(*) Ceci serait précisément en défaut si la surface était à plan 
directeur, car, dans ce cas, la droite OÀ serait fix«, paisqu« 
perpendiculaire à« plan directeur. 
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pab le ) , on peu t p r e n d r e p.p = i . Cela revient év idemment 
à supposer ¡x = î dans les formules ( i ) . M o y e n n a n t 
cet te hypo thèse , les équa t ions ( 3 ) se r é d u i s e n t à 

É l iminons il vient 

In t ég rons par r a p p o r t à ¡â : 

( 6 ) y - — i x 2 = A', — i AJ, OOL '2 1 i 

en appe lan t A, une f o n c t i o n a rb i t r a i r e de a . Nous 
o b t e n o n s une équa t ion de Riccat i , don t nous conna i s -
sons une solut ion par t icu l iè re A , . En l ' i n t ég ran t par la 
mé thode hab i tue l l e , on est condu i t , pou r éviter les 
q u a d r a t u r e s , à poser success ivement 

L ' in tégra le générale de l ' équa t ion ( 6 ) , et pa r suite 
de ( 5 ) , s 'écri t alors 

A" 2 A' 
~B ' 

où A et B sont deux fonct ions a rb i t ra i res de a et ¡3 
respec t ivement . La deux ième équa t ion ( 4 ) nous 
d o n n e ensui te 

•¿A'B' 
(A + B)* 

Nous pouvons d 'a i l leurs s implif ier ces express ions 
par un choix convenab le des pa ramè t re s a et S, qui , 
j u s q u ' à p résen t , on t été supposés pr is d ' u n e man iè re 
q u e l c o n q u e . Si l 'on r e m a r q u e q u ' a u c u n e des fonc t ions 
A et B ne peu t se r édu i r e à une cons tan te ( c o m m e on 
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le voit en po r t an t , dans u n e telle hypo thèse , la valeur 
de "k dans les express ions ( i ) de , 82 , 63), on a le d ro i t 
de chois i r A p o u r pa ramèt re a et B p o u r pa ramè t r e ¡3. 
Dans ces condi t ions , on a 

puis , 
/ X A ! £i —ib , , A — 1 c . 

•(8) 

Q u a n d à l ' équat ion (B) , elle devient 

26 
àaàp (ot-t-p)1 

O n reconnaî t Véquation ci invariants égaux dont 

Vintégrale générale est du second rang [cf. 

G . D A R B O U X , Théorie des surfaces, t. I I , p . I 4 3 ) . 

Cet te in tégra le générale est , comme on sait , 

/ x a ( A - f - B ) 
( 9 ) *> = — ( A - h B ) , 

en appe lan t A une fonct ion a rb i t ra i re de a et B une 
fonct ion a rb i t r a i re de ¡3. 

Si n o u s po r tons m a i n t e n a n t ces valeurs de 6,, 82, 03, 
w dans ( A ) et ( C ) , nous ob tenons sans diff icul té 

( D ) 

I -i(ba' — abf) C , f z ~ _ i -f- I (a'b— b a' )dx, 
\ a -+- p J 

I t n i 2 (aA'—a'A — a B ' — a ' B ) C , „ k „ , , 
I A?! = a B H 1 « FT J 'a')d%, 

= C ' B ' + 2 A ' ~ C ' A ~ C B ' ~ C ' B > + A A ' C - A V ) ^ . a - f - p • ¿7 
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D a n s ces f o r m u l e s , les trois fonctions a, b, c peu-

vent être choisies arbitrairement, sous la seule c o n d i -
t ion 

( i o ) ô = || a a' a" || ^ o ; 

car , que l les qu ' e l l e s so i en t , 6 , , 92 , 9s vér i f ient b ien ( 8 ) 
et , en o u t r e , les l ignes ( a ) de la sur face r e p r é s e n t é e 
pa r les é q u a t i o n s ( D ) s o n t v i s i b l e m e n t des d ro i t e s . 

F i n a l e m e n t , n o u s avons , en ( D ) , les équations de 

la surface réglée ( S ) la plus générale n'ayant pas 

de plan directeur et rapportée à ses lignes asympto-

tiques; les équations ( E ) définissent la surface 

la plus générale qui corresponde à ( S ) avec ortho-

gonalité des éléments. 

M . G o u r s a t es t a r r ivé à ces r é su l t a t s dès 1896, en 
c h e r c h a n t des a p p l i c a t i o n s de ce r t a ines p rop r i é t é s g é n é -
rales des équa t ions l inéa i res et de la m é t h o d e de Lap lace 
( Sur les équations linéaires et la mèhode de Laplace, 

American Journal of Mathematics, t . X V I I I , n° 4 ; 
Sur les lignes asymptotiques, Bull, de la Soc. math, 

de France, 1 8 9 6 ; Comptes rendus, 9 mars 1 8 9 6 ) . I l a 
m ê m e i n d i q u é le m o y e n de se d é b a r r a s s e r des q u a d r a -
tu res qui figurent dans les d e u x g r o u p e s de f o r m u l e s , 
ce qu ' ava i t d ' a i l l eu r s dé jà f a i t M. K œ n i g s , p o u r les 
su r faces réglées s e u l e m e n t , par u n e m é t h o d e e n t i è r e -
m e n t d i f f é r en t e ( C o m p t e s rendus, 2 j anv ie r 1 8 8 8 ) . 

3. Avant d ' a b o n d e r l ' é t u d e des p r o p r i é t é s g é o -
m é t r i q u e s q u ' o n p e u t d é d u i r e des f o r m u l e s p r é -
c é d e n t e s , nous a l lons p r é s e n t e r q u e l q u e s r e m a r q u e s , 
qu i s e ron t t rès ut i les dans la s u i t e . 

P o s o n s - n o u s d ' a b o r d la ques t i on s u i v a n t e : Une 

surface réglée (S) étant donnée, y a-t-ilplusieurs 

manières de mettre ses équations sous la forme ( D ) ? 
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A u t r e m e n t d i t , peut^-on t r o u v e r t ro i s nouve l l e s f o n c -
t ions aQjb0,c0 de a d o n n a n t na i s s ance à la m ê m e 
su r f ace q u e les t ro i s f o n c t i o n s a, b, c? S ' i l e n est a insi y 

à t o u t p o i n t M de ( S ) c o r r e s p o n d e n t d e u x sys tèmes 
de c o o r d o n n é e s (oc, (3) et ( a 0 , j 3 0 ) , et c o m m e , p o u r 
c h a c u n d ' e u x , les l ignes c o o r d o n n é e s s o n t les a s y m p -
to t i ques , a 0 e s t n é c e s s a i r e m e n t u n e f o n c t i o n d e a et 
¡30 u n e f o n c t i o n de ¡3. D e p l u s , les f o n c t i o n s , 8^, 63 d e 
ao> Po q»i c o r r e s p o n d e n t au d e u x i è m e sys t ème p r e n n e n t 
n é c e s s a i r e m e n t , au p o i n t M , les m ê m e s va leurs q u e les 
f onc t i ons 8, ,80, 83 de a , ¡3 ou q u e les f o n c t i o n s — 8 1 r 

— 82 , — 6 3 , c o m m e cela r é s u l t e de la s igni f ica t ion 
g é o m é t r i q u e de ces q u a n t i t é s (n° 1 ) ( 1 ) . 

O n a d o n c , pa r e x e m p l e , l ' i d e n t i t é su ivan t e 

( h ) oi («0, p0) = e1(« f 

E n o u t r e , 

O r , de (11) on t ire 

_ d*^ dz a 

en p o r t a n t dans ( 1 2 ) , il v i en t 

A- (oc, ¡3) dxd$ ss A- (a0, p0) d ^ d ^ . 

L e c h a n g e m e n t de var iab les ( a j a 0 , ¡3 | ¡30) do i t d o n c 
t r a n s f o r m e r en l u i - m ê m e l ' é l é m e n t l i néa i r e 

(i3) ds* = Ar (a, °>)dxd$. 

(') Cette condition nécessaire est aussi suffisante, car ies 
formules (A) conservent la même forme après tout changement de 
variables qui ne change pas les lignes.coordonnées. 
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O r , dans le cas actuel , cet é lément l inéaire est 

O n reconnaî t l ' é lément linéaire d 'une sphère et l 'on 
sait que la t ransformat ion la plus générale qui le laisse 
invariant est donnée par les formules 

(14) a0 — po— n——y 

où m, n, p, q sont qua t re constantes arbi t ra i res ( ' ). 
Si main tenant on remplace, dans (i i ) , 8, et par 

leurs valeurs tirées de (7 ) , on a l ' identi té 

2«0 da0 — da 
a0-t- po dx0 a 4- p d% ' 

d'où l 'on t ire, en tenant compte de ( i 4 ) , l ' un ique 
condit ion 

(paL + q)* 

Si l 'on avait supposé = — on serait encore 
arrivé à ( i 3 ) , donc à ( 14); seulement (15 ) aurai t été 
remplacé par 
/ r mq — np ( 1 () ) tt0 = — " —- — -(p% -h q)2 

Fina lement , la quest ion que nous nous étions posée 
est en t iè rement résolue et admet la réponse suivante : 
La surface ( S ) étant donnée sous la forme ( D ) , la 
manière la plus générale de Vobtenir sous la même 
forme consiste à faire le changement de variables 
( i 4 ) et à remplacer les fonctions a, ¿>, c de a. par les 
fonctions a„ , b0, c0 de a 0 déduites des précédentes 
par les formules (1 5) ou (16). 

( ' ) C f . D A K B O U X , toc. cit., t . I . p . 3 o , 3 I . 
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4 . O n p e u t se p o s e r u n e q u e s t i o n a n a l o g u e p o u r la 
s u r f a c e ( S t ) : Les fonctions a, b, c étant données, 

peut-on trouver deux couples de fonctions ( A , B ) et 
( A , , B , ) substituées dans les formules ( E ) , 
donnent les mêmes valeurs pour xK,yK, z\ ? 

N o u s savons ( n° 1) q u e les va leurs c o r r e s p o n d a n t e s 
d e to do iven t ê t re n é c e s s a i r e m e n t i d e n t i q u e s . D ' o ù il 
r é s u l t e , su ivan t l a f o r m u l e ( 9 ) , q u e les d i f f é rences 
A a = A , — A, B 2 = B< — B do iven t sa t i s fa i re à l ' i d e n t i t é 

' 2 a + P 

O r , si l ' on d o n n e à ¡3 une va leur n u m é r i q u e q u e l -
c o n q u e , on a u n e é q u a t i o n d i f fé ren t i e l l e l inéa i re du 
p r e m i e r o r d r e en A 2 ; en l ' i n t é g r a n t , on c o n s t a t e q u e 
A 2 do i t ê t r e un t r i n ô m e du s e c o n d d e g r é en a . D e 
m ê m e , B2 d o i t ê t r e un t r i n ô m e du second d e g r é en ¡3. 
E n e m p l o y a n t la m é t h o d e des coe f f i c i en t s i n d é t e r m i n é s , 
o n a r r ive i m m é d i a t e m e n t au r é su l t a t su ivan t : 

Pour que les fonctions A , , B , donnent pour xK} 

les mêmes valeurs que les fonctions A, B, il 

faut et il suffit quon puisse trouver trois constantes 

my n, p telles que 

(17) Aj = A -h men2 -f- na. B! = B — m ¡B2 -+- n ¡3 — p. 

o . N o u s t e r m i n e r o n s nos r e m a r q u e s p r é l i m i n a i r e s 
p a r l ' i n t r o d u c t i o n de l ' é q u a t i o n d i f f é ren t i e l l e 

<18) 6w-i-X6"-f- jaG'-H vô = o, 

d o n t les coef f i c ien t s X, a , v son t e n t i è r e m e n t d é t e r m i n é s 
pa r la c o n d i t i o u q u e l ' équa t ion soi t vérif iée par les t rois 
f o n c t i o n s l i n é a i r e m e n t i n d é p e n d a n t e s a , 6, c. 

Cette équation caractérise la surface ( S ) , aux 

Ann. de Mathémat., 4° série, t. XII. (Juillet 1912.) 21 
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transformations homo graphiques près qui conser-

vent le plan de Vinfini. 

En effet , so ient a 0 , ¿>0, c0 trois q u e l c o n q u e s de ses 
solut ions, qui soient l inéa i rement i n d é p e n d a n t e s , on a 

( 1 9 ) 

^ a0 = ma -+- n\\b -
< b0 = na -h ntb -
\ co = i 

• m^c, 
• n^Cy 
•p2c, pa 

m, ...,p.± dés ignan t neuf cons tan tes don t le d é t e r -
minan t n 'es t pas nu l . 

Calculons les valeurs c o r r e s p o n d a n t e s de x 0 , y 0 , 
que d o n n e n t les formules ( D ) . A cet effet , nous 
r e m a r q u o n s que les quan t i t é s c0 b'0— b0 c'0 et 
co — K c o peuven t ê t re regardées c o m m e les p rodu i t s 

71 Ni 712 

P P\ P2 

• O n en conc lu t que , si MT 

respect i fs de la mat r ice par les mat r ices 

a' h' c' a l) c' 
et 

a b c a b" c" 
M , , M 2 . . . . , P 2 sont les mineurs de A relatifs à m, mi7 

/M2, o n a en négl igeant les cons tan tes addi t ives 
qu i p rov i ennen t des quadra tu res , 

( 2 0 ) 

1 = M x -h M\y M2 
i y^^x-^-N.y H-
/ = Pi Y -h P22, 

formules qui déf inissent bien la t ransformat ion l iomo-
g raph ique la plus générale conservan t le plan de 
l ' inf ini . 

O n peut ut i l iser ce t te propos i t ion p o u r simplifier 

rétude des propriétésprojectives de S. Pa r exemple , 
che rchons la condition pour que la ligne (¡3) soit une 

droite. D ' a p r è s ce qui p récède , ce t te cond i t ion ne doi t 
in téresser que les fonc t ions À, u, v. Pour l ' ob ten i r 
r a p i d e m e n t , nous pouvons suppose r qu 'on a r a m e n é la 
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d r o i t e en q u e s t i o n à être d i r i gée su ivan t O s . Si n o u s 
é c r i v o n s a lo rs q u e la n o r m a l e le long de la l igne ( [ ï ) 
r e s t e p e r p e n d i c u l a i r e à Oz, c e <jui s ' e x p r i m e par 9 3 = o , 
n o u s o b t e n o n s ( 1 ) 

, ic 
C = o. a + 3 • 

d ' o ù 
c = ffî(a+P)J, (m == const.). 

E n p o r t a n t dans ( J 8 ) , n o u s o b t e n o n s la c o n d i t i o n c h e r -
c h é e 

( 2 1 ) 2 l + 2 ¡ x ( a - i - J ) + v ( a + P ) 2 = o . 

Pour que la surface possède deux droites (¡3), il 
f a u t e t suff i t q u e l ' équa t ion ( 2 1 ) a d m e t t e d e u x r a c i n e s 
c o n s t a n t e s en jâ , ce qui d o n n e les d e u x cond i t i ons 

UL QiX 2110. 
— - h a = c o n s t . , 1 h a 2 = c o n s t . 
V V V 

Pour que la surface (S) soit du second degré, -il fau t , 
e t suff i t q u e l ' é q u a t i o n (21 ) soi t vérif iée que l q u e soi t ¡3 ; 
d ' o ù les c o n d i t i o n s 

X = p. = v = o . 

D a n s le cas où il y a u n e seule d ro i t e (¡3), on p e u t , 
g râce à la t r a n s f o r m a t i o n ( i4 )> s u p p o s e r qu ' e l l e co r re s -
pond à la va leur ¡3 = 00 ; la c o n d i t i o n ( 2 1 ) se r é d u i t 
a lors à v = o . I l p e u t a r r i ve r q u e cette droite compte 

pour deux, c ' e s t - à - d i r e q u e 1a va leur c o r r e s p o n d a n t e 
de ¡3 soi t r ac ine d o u b l e de l ' é q u a t i o n ( 2 1 ) ; en s u p p o -
sant t o u j o u r s ce t t e r ac ine in f in ie , cela se t r a d u i t pa r les 

(x) Cette condition évidemment nécessaire est aussi suffisante, 
car si le plan tangent en chaque point delà ligne (¡à) est parallèle 
à O-, cette ligne est forcément une droite parallèle à Oz, puisque 
tous ses plans osculateurs sont parallèles à cette droite. 
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condi t ions p. = v = o. Ce cas se dis t ingue du p récéden t 
par le fait que la variation du plan tangent le long 

de la droite considérée obéit à la loi de Chastes. Ceci 
peu t s 'é tabl ir d ' une man iè re intui t ive en supposan t que 
la surface possède deux droi tes (¡3) in f in iment voisines. 

Q u a n t à la démons t ra t ion analyt ique r igoureuse , elle 
peu t se faire de la maniè re suivante . Prenant , c o m m e 
plus hau t , la droi te pour axe des z, on t rouve sans 
pe ine que le plan tangent au point M ( a , co) n pour 
équat ion 

a 'X -h 6'tP = o. 

d ' au t re pa r t , la cote de M est 

z= J{a'b"—b'a")dz. 

Le lec teur établ ira a i sément que pou r que z soit 
b' 4 

fonct ion homograph ique de , il fau t et suffit q u ' o n 

ai t une ident i té de la fo rme . 
ma' -4- nb' — p ( m , n: p — c o n s t . ) . 

O n peut d 'a i l leurs , par une subs t i tu t ion telle que 
( 19), supposer n = o, c ' e s t -à -d i re égaler ar à une cons-
tan te , d 'a i l leurs non nulle à cause de ( 10). En po r t an t 
ce t t e hypothèse dans (18 ) (où l 'on suppose , bien 
e n t e n d u , v = o) , on t rouve immédia t emen t que la con-
di t ion cherchée est JJL = o. 

I I . 

Nous allons ma in tenan t passer en revue les consé -
quences diverses qui découlen t des formules ( D ) et ( E ) , 
d e s remarques précédentes et des propr ié tés générales 
d e la déformat ion inf in iment peti te des sur faces . 
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6 . Etude de {S). — V o y o n s , en p r e m i e r lieu > c o m m e n t 

les é q u a t i o n s ( D ) p e r m e t t e n t d ' é t u d i e r les p r inc ipa les 
p r o p r i é t é s de la su r f ace r ég l ée . 

R a p p e l o n s d ' a b o r d q u e les cos inus d i r e c t e u r s de la 

p e r p e n d i c u l a i r e au p lan a s y m p t o t e s o n t p r o p o r t i o n n e l s 

à a , b, c) n o u s les d é s i g n e r o n s p a r - , —, -» en p o s a n t , 

p a r su i t e , 

( 2 2 ) p 2 = 

de la g é n é r a t r i c e s o n t , de m ê m e , 

cb'—bc' ad — ca' ba!—ab' , , , 
p i P i p i 

( 2 4 ) p 2 = S (cV— bc')*=z p 2 ( < j 2 _ p ' * ) , 

en p o s a n t 

(25) a2 = a ' 2 -+- b'2 -+- c'2. 

E n f i n , c eux de la n o r m a l e en M s o n t 

6, 6, 63 
P l p 2 p 2 

en p o s a n t 

( 2 6 ) Pl - 0 2 + 0 1 + G 2 = a 2 - p ' 2 _ 9 * y . 

O n sait d ' a i l l eu r s q u e p * = — R R ' (n° 1) . O n sai t 
auss i , d ' a p r è s la f o r m u l e d ' E n n e p e r , q u e pi; es t égal , 
au s igne p r è s , au rayon de to r s ion T de la l igne (¡3) q u i 
passe p a r M. C ' e s t ce qu ' i l es t aisé de vérif ier pa r u n e 
m é t h o d e d i r ec t e , q u i vous d o n n e r a , du m ê m e c o u p , le 
s igne de t . 

D ' a p r è s ce qui a é té vu au n° 3 , n o u s p o u v o n s n o u s 
b o r n e r à c o n s i d é r e r la l igne ¡3 = 00. La c o u r b e é t a n t 
s u p p o s é e o r i e n t é e d ' u n e m a n i è r e q u e l c o n q u e e t s d é s i -

C e u x 

(23) 

avec 
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g n a n t son a rc , les c o s i n u s d i r e c t e u r s de sa t a n g e n t e e t 
d e sa b i n o r m a l e son t r e s p e c t i v e m e n t 

(Vc'-Cb')^, ( S a r - a ' S ) * , 

h . - ^ . h-Èl 
p 2 <7 p j (T p 2 <7 

O n en d é d u i t c e u x de la n o r m a l e p r i n c i p a l e , q u i d o i t 
f o r m e r un t r i èd re t r i r e c t a n g l e posi t i f avec les d e u x 
au t r e s d r o i t e s ; le cos inus relat i f à O.T es t , par e x e m p l e , 

[ ^ — b' a") — c'( c' a"— a' c' 

i d* ( , , „ „ \ da / , , 

E n a p p l i q u a n t u n e des f o r m u l e s de F r e n e t , on a a lors 

a a a a a — a <r 

T or- T
 3 

d ' o ù T = — a-2. D o n c , dans le cas g é n é r a l , on a 

( 2 7 ) T = n — p | . 

C h e r c h o n s m a i n t e n a n t le point central M 0 . La 
n o r m a l e en ce p o i n t do i t ê t re dans le plan a s y m p t o t e ; 
d ' o ù la c o n d i t i o n 

a6i -+- b02-h C63 = o, 
d o n t on t ire 

P 

E n p o r t a n t ce t t e .valeur d a n s ( D ) , on a u r a les é q u a -
t ions de la l igne de s t r i c t i on . 

C a l c u l o n s le paramètre de distributions. La g é n é -
r a t r i c e é t a n t o r i e n t é e par les cos inus d i r e c t e u r s ( a 3 ) , 
la m e s u r e a l g é b r i q u e h du vec t eu r ( M 0 M ) est 
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D ' a u t r e p a r t , soi t V l ' ang le d u plan c e n t r a l avec le 

p l an t angen t en M, ang le m e s u r é a u t o u r de la g é n é -
r a t r i c e o r i e n t é e . O n a, p a r dé f in i t i on , 

_ h 
W ~ TG V ' 

O r , p o u r ca l cu l e r t a n g V , il n o u s suff i t d ' avo i r les cos i -
n u s d i r ec t eu r s de la demi -d ro i t e qu i f o r m e avec la g é n é -
r a t r i c e e t la n o r m a l e au plan a s y m p t o t e un t r i è d r e t r i -
r e c t a n g l e pos i t i f . C o m m e n o u s c o n n a i s s o n s les c o s i n u s 
d e ces d e u x d e r n i è r e s d r o i t e s , n o u s p o u v o n s en d é d u i r e 
ceux de la p r e m i è r e ; le cos inus relat i f à O i , p a r 
e x e m p l e , est 

— b (ba —ab') — ciac'—ca ) 
ppi L .1 

i r t „ , i a> P — a ? ' = — a p2 — apz =—î-
ppi L J pi 

O n a a lors 

t angY == 

I s « e , ? 1 ( V — 
* V « p / h 

— S(a'p-ap')Ql p(7*—p'*) 
pi 

P a r c o n s é q u e n t , 

( 3 o ) w = <T» ( > ) . 

La c o m p a r a i s o n des é q u a t i o n s ( 2 \ ) , ( 2 6 ) , ( 2 7 ) , ( 2 9 

(1 ) On peut remarquer que ce paramètre de distribution est essen-
tiellement négatif, tant que a, b, c sont réels. II en esl de même du 
rayon de torsion T calculé plus haut. Mais, ceçi ne doit pas nous 
étonner, car nous savons (n°l) qu'en ne donnant que des valeurs 
réelles à a, 6, c on n'obtient pas toutes les surfaces réelles. Pour 
les avoir toutes, il faut admettre les valeurs imaginaires pures, ce 
qui donne alors un paramètre de distribution et un rayon de torsion 
positifs. 
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et ( 3 o ) nous condu i t à la suivante 

P 2 
O2/*2 

4- - = — 1 /¿2 

d 'où la fo rmule très é légante 

(3i) tu2 — -m, 

qui peu t se t raduire par la cons t ruc t ion suivante : 

Etant donnée une surface réglée, soit M un de 

ses points et M 0 le point central de la génératrice 

qui passe par M. Elevons en M 0 une perpendi-

culaire A à M 0 M et portons-y une longueur M 0 K 
égale au paramètre de distribution. Le plan mené 

par M perpendiculairement à K M rencontre A en-

un point Iv' tel que KK' est égal au rayon de torsion 

en M de la ligne asymptotique qui passe par M. De 

plus, ce rayon de torsion a même signe que le para-

mètre de distribution. 

Bien e n t e n d u , on peu t d i re aussi que la courbure 

totale en M est égale ci— 1
 2 « En par t icu l ie r , la 

KK' 
courbure totale au point central est — — • 1 Tïï* 

La fo rmule ( 2 8 ) nous d o n n e imméd ia t emen t la 
solut ion du p rob lème suivant : Trouver les surfaces 

réglées dont la ligne de striction est en même temps 

ligne asymptotique. E n effet , nous p o u v o n s s u p p o s e r 
(n° 3) que cet te l igne a sympto t ique cor respond à 
¡ 3 = o c , ce qui nous d o n n e la condi t ion nécessa i re e t 
su (fisanté p' = o. On aura toutes les solu tions die 

problème en prenant pour a7 ¿>, c trois fonctions 

quelconques vérifiant Videntité 
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D a n s ce cas le paramètre de distribution est égal, 

en grandeur et en signe, au rayon de torsion de la 

ligne de striction. I l se r é d u i t d ' a i l l eu r s à — <r2, d e 
so r t e q u ' i l sera c o n s t a n t si l ' on p r e n d 

a'2-h ¿/2-+- c'2=; const. 

7 . Etude de ( S 4 ) . — Les seules p r o p r i é t é s de c e t t e 
su r f ace qui s e m b l e n t i n t é r e s s a n t e s son t re la t ives a u x 
l ignes ( a ) . A priori, ce l l e s -c i d o i v e n t ê t r e p l a n e s , le 
p lan de c h a c u n e d 'e l les é t a n t p e r p e n d i c u l a i r e à la géné-
r a t r i c e c o r r e s p o n d a n t e de ( S ) . C ' e s t ce qu ' i l est aisé d e 
vér i f ie r s u r les é q u a t i o n s ( E ) . P o s o n s , p o u r a b r é g e r , 
n o u s avons 

u ^ j ( Â V - À V ) é , V==f ( A'6"— k!'b') dz, 

iv=J{X'c"—M'c)di\ 
(32) (xi — u)(cb'—6c') 

-+- (yt — P ) ( a c ' — ca') -4- (zi — w) (ba'— ab') — o. 

T e l l e est l ' é q u a t i o n du p l an de la l i gne ( a ) , si l 'on 
r e g a r d e xK, y{, zt, c o m m e les c o o r d o n n é e s c o u r a n t e s . 
Ce p l a n e n v e l o p p e une d é v e l o p p a b l e A d o n t le c ô n e 
d i r e c t e u r est s u p p l é m e n t a i r e de celui de ( S ) . E l l e 
d é p e n d de la f o n c t i o n a r b i t r a i r e À , ce qui inc i t e à 
p e n s e r qu ' e l l e c o n s t i t u e la d é v e l o p p a b l e la p l u s g é n é -
ra le a d m e t t a n t le c ô n e d i r e c t e u r p r é c é d e n t . E f f e c -
t i v e m e n t , si l 'on se d o n n e ce t te d é v e l o p p a b l e , il f a u t 
d é t e r m i n e r la f o n c t i o n A de façon q u ' o n ai t 

( 3 3 ) u (cb' — bc') H- v (ac' — ca') H- w (ba'— ab') = 

p d é s i g n a n t une fonc t ion d o n n é e de a . 
S i l ' on r e m a r q u e q u e 

u = A 'a' — 2 A "a -h ïJ^K'" a d%9 
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l ' é qua t ion p r é c é d e n t e s ' éc r i t 

(cb' — bc') f*\"'ad%-r-(ac'—ca') j A'"bdx 

-f-(ba'—ab') J k'"cdoL=^. 

Si on la dé r ive t rois fois de su i te , en r e m p l a ç a n t , au 
f u r et à m e s u r e qu 'e l l es appa ra i s sen t , les dér ivées 
t ro is ièmes de rt, b, c pa r leurs valeurs t i rées de (18) , 
on ob t i en t , tous calculs fa i t s , 

i A"' 8 = — X ( \p — \p"—Wp' — (Xp'— ¡x'p — p"r. 

D o n c , se donner la développable A équivaut à se 

donner Àw et même A , p u i s q u ' o n peu t , sans change r 
( S , ) , a j o u t e r à cet te f onc t i on un t r i nôme du second 
degré q u e l c o n q u e en a , qu i t t e à modi f ie r B ( n ° 4 ) . 

En par t icu l ie r , si la développable A est un cône de 

sommet O , o n a j o = o ; on peut donc prendre A = o . 
Alor s v, w sont des cons t an te s nécessa i r emen t 
tou tes nul les , car , si el les ne l ' é ta ien t pas , l ' équat ion 
( 3 3 ) e x p r i m e r a i t que ( S ) adme t un plan d i r e c t e u r . 

O n voit que l est le rôle de la fonc t ion a rb i t r a i r e A. 
Celui de B est , au con t r a i r e , de f ixer la na tu r e des 
l ignes planes ( a ) . Mais , on ne peu t i n d i q u e r , d ' u n e 
m a n i è r e g é o m é t r i q u e s imple , que l est le degré de 
généra l i t é qu i subs is te dans le choix de ces l ignes 
q u a n d on s 'est d o n n é la déve loppable enve loppe de 
leurs p lans , c ' e s t - à -d i r e la fonc t ion A . T o u t ce q u ' o n 
peu t a f f i rmer , c 'es t qu ' i l est pe rmis de cho is i r a r b i -
t r a i r e m e n t l ' une d ' e l l e s ; la fonc t ion B est alors d é t e r -
m i n é e pa r une équa t ion d i f fé ren t ie l le du p r e m i e r o r d r e , 
de so r t e qu ' i l s emble exis ter enco re une cons tan te 
a r b i t r a i r e dans la so lu t ion . Sans vouloir a p p r o f o n d i r 
cet te ques t ion , qu i ne p résen te d 'a i l leurs pas un b ien 
g rand in té rê t , nous fe rons s e u l e m e n t l 'observat ion su i -
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van t e : Si une ligne ( a ) p a r t i c u l i è r e est une droite, 

les autres sont aussi des droites et la surface ( S , ) . 
est développable. 

E n effe t , si l 'on écr i t q u e zK s a t i s fon t aux 
é q u a t i o n s des p ro j ec t ions de la d ro i t e su r les p lans de 
c o o r d o n n é e s , on ob t i en t des re la t ions d e l à fo rme 

/ o /\ (T>, 2B \ B' m3 

où les m¿ son t des cons tan tes , les d e u x p r e m i è r e s 
n ' é t a n t pas nul les p o u r l ' une au moins des p r o j e c t i o n s . 
C e t t e équa t ion l inéaire s ' in tègre a i sément et d o n n e 
p o u r B un t r i nôme du second degré en jî, l eque l p e u t 
ê t re r é d u i t à zéro, qu i t t e à change r A ( n ° 4 ) . O r , si* 
V on fait B = o dans les équa t ions ( E ) , on r econna î t 
sans pe ine qu 'on o b t i e n t u n e sur face déve loppab l e d o n t 
l ' a rê te de r e b r o u s s e m e n t a pour é q u a t i o n s 

A' A' x = il -h — (a A '—a ' A), y = v-+-—(bh!—b1 A), 
A' 

z = w H — - ( c / V — c' A A 

O n pour ra i t dédu i re de là u n e solut ion du p r o b l è m e 
de la dé fo rma t ion in f in imen t pe t i t e des sur faces déve-
loppab les , p o u r lesquel les la m é t h o d e des fo rmu le s de 
M. Le l i euvre est en dé f au t . Mais, nous ne p o u v o n s le 
fa i re ici, d ' a u t a n t plus qu ' on p e u t r é s o u d r e d i rec te-
m e n t la ques t ion en pa r t an t de la d é f o r m a t i o n f inie . 

(A suivre.) 

c o r r e s p o n d a n c e . 

M. E.-N. Barisien. — Propriété des podaires. — Je vous 
signale la propriété suivante, qui est peut-être nouvelle. On 
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sait qu'une courbe fermée ou une courbe avec asymptoles àr 
distance finie a la propriété d'avoir comme podaires des 
courbes fermées. 

Le lieu des points dont les podaires par rapport à une" 
de ces courbes ont une aire donnée, est une ellipse. 

Dans le cas de la courbe à centre, le lieu devient un cercle 
concentrique à la courbe. Ce cas particulier découle d'un 
théorème connu, dû à Steiner. 

Soit O le centre d'une courbe et P un point de son plan. Si 
S est faire de la podaire relative au centre O, et U l'aire de 
la podaire relative au point P, on a 

u Q OP U = S -f- 71 2 

La condition U = constante, entraîne OP = constante. 

s o l u t i o n s d e q u e s t i o n s p r o p o s é e s . 

2162. 
(1910, p. 432.) 

Soient A B C D un tétraèdre régulier, E le milieu de B G R 

F le milieu de DA ; on mène dans le plan EDA deux droites 
EH et EK, faisant avec EF des angles de 3o°. 

Si l'on projette en P, Q, R, S, un point M de l'une de 
ces droites sur les plans des faces du tétraèdre, la 
sphère P Q R S est tangente à la sphère inscrite. 

Si M est sur EH, le point inverse M' (qui a même sphère 
pédale) est sur EK. L'enveloppe de la droite MM' est une 
ellipse tangente aux droites EH et EK aux points H et K 
et dont le cercle principal est tangent aux droites ED et EA 
en D et A, le point F est foyer. 

Le lieu du centre de la sphère pédale est une hyperbole 
ayant même axe focal que l'ellipse précédente et dont les 
asymptotes sont parallèles aux droites EH et EK; le 
milieu O de E F est un foyer. SONDÂT. 
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SOLUTION 

P a r M . R . BOUVAIST. 

Soit a la longueur de l'arête du tétraèdre donné, nous 
avons 

EA = ED = DA = a ; 
2 

-si l'on pose 

FEA = 0, 
on a 

i y2 
sin6 r= — , cosO = — 

/ 3 y/3 
posons 

EM = E M ' = / ' , 

les deux droites EM, EM' devant être évidemment deux 
droites inverses du triangle DEA. On a 

PM = l sin(0 — 3o°) = — ~ (y/3 — / ï ) , 
2 / 3 

M Q = ¿sin(6 -h 3o°) = ( y/3 -4- / 5 ) ; 
2 y/3 

de même 

P ' M ' = - i - ( v / 3 + v ^ ) , 

Q'M' = J - i f î - f i ) - , 

d'où 
PM 4- QM = /, P 'M'-b Q'M' = /' ; 

or 

PM H- QM -h RM -h SM = P ' M ' - h Q ' M' + R'M' + S'M' = 
y/3 

comme 
RM = SM, R'M' = S'Mr, 

« - K f - ' ) ' " " " K t M -
on a aussi 

R M . R ' M ' = P M . P ' M ' , 
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d'où' 

(f) ill'— (/-h l')ay/6 -4- 2a2 = o. 

On a, d'autre part, en désignant par I le centre de la sphère 

inscrite au tétraèdre, El = e t 
4 

—2 a2 al s/6 r—2 a2 al'y/l 
IM = /2 —j— - IM' = JL., 

O 4 c5 4 

le centre u> de la sphère pédale est le milieu de MM' et 

M F ' = /2 _4_ / ' 2 _ 
comme 

, ~ 2 MM7' t t : 2 77772  

9 L W H — I IVI 4 - I M , 
2 

T~ 2 2(/2-f- /'*) — «2 
lui = 5 , 

ou, en tenant compte de la relation (1), 

-2 a*—-ill' 
h 

2« y/6 

soit p le rayon de la sphère pédale 

p . = M Û f + p m . P < M ' = 
4 

ou 
a-— 

p = -rr-y 
a y/6 

comme le rayon r de la sphère inscrite est égal à > on 
2 y/6 

voit que 
. I (O = p — r, 

la sphère pédale est donc tangente à la sphère inscrite. 
La relation (1) montre que les points M et M' se corres-

pondent nomographiquement sur EH et EK et que lorsque M 
vient en E, 
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M M ' e n v e l o p p e d o n c u n e c o n i q u e t a n g e n t e à E H e t E K e n H 
e t K , s o n c e n t r e s e r a l e p o i n t O j t e l q u e 

E O j — Î i ± - ^ c o s 3 o ° , 

l \ e t é t a n t r a c i n e s d e l ' é q u a t i o n 

/ * - f l / / 6 + fl*=o, E 0 1 = l l Î l , 
4 

l a l o n g u e u r d e l ' a x e s i t u é s u r E F s e r a 

/ , T O aJ§ (¿1 — ¿2 ) c o s 3o° = • 

L a p e r p e n d i c u l a i r e e n D à D E p a s s e p a r 0 , e t l ' o n a 

4 

c e q u i m o n t r e q u e l e s d r o i t e s D E , A E s o n t t a n g e n t e s a u c e r c l e 
p r i n c i p a l d e la c o n i q u e c o n s i d é r é e e n D e t A . L a p e r p e n d i c u -
l a i r e e n H à E H c o u p e E F e n H ' e t l ' o n a 

d ' o ù 

0 , H ' . 0 , E = £ = 0 , F \ 

le p o i n t F e s t u n f o y e r d e la c o n i q u e . 
L e c e n t r e d e l a s p h è r e p é d a l e e s t l e m i l i e u d e M M ' , i l e s t à 

l ' i n t e r s e c t i o n d e s p a r a l l è l e s à E H e t E K m e n é e s p a r l e s m i l i e u x 
jjL e t [x d e E M e t E M ' , c e s d r o i t e s se c o r r e s p o n d e n t h o m o g r a -
p h i q u e m e n t e t l e c e n t r e d e la s p h è r e p é d a l e d é c r i t u n e h y p e r -
b o l e a y a n t s e s a s y m p t o t e s p a r a l l è l e s à E H e t E K e t a y a n t 
v i s i b l e m e n t m ê m e s s o m m e t s s i t u é s s u r E F q u e l ' e l l i p s e e n v e -
l o p p e d e M M ' . 

L e s f o y e r s F t e t F 2 s e r o n t t e l s q u e 

0 , ¥ l = 0 , F 2 = D O , 
c o s 3 o ° r > 
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d'où 

E F T = E O I 0 T F T = 4 
F j e s t d o n c l e m i l i e u d e E F . 

Remarque. — U n e é t u d e p l u s c o m p l è t e d e l a q u e s t i o n 

m o n t r e q u e l e s c e r c l e s s e c t i o n s d e l a s p h è r e p é d a l e p a r l e p l a n 

E D A s o n t o r t h o g o n a u x à u n c e r c l e f i x e b i t a n g e n t à l ' h y p e r -

b o l e , l i e u d u c e n t r e d e l a s p h è r e p é d a l e , i l s e n v e l o p p e n t p a r 

c o n s é q u e n t d e u x c e r c l e s d o n t l ' u n e s t Ja s e c t i o n p a r l e p l a n 

E D A d e l a s p h è r e i n s c r i t e . 

Autre solution par M. K L U G . 

q u e s t i o n s 

2 1 9 2 . D é t e r m i n e r u n c ô n e d o n t u n p l a n c y c l i q u e e s t p e r -

p e n d i c u l a i r e à u n e g é n é r a t r i c e e t à l a f o i s u n e l i g n e f o c a l e 

p e r p e n d i c u l a i r e à u n p l a n t a n g e n t . ( K l u g . ) 

2 1 9 3 . S i l e s t r o i s d r o i t e s c\ a! e t b' s o n t p a r t a g é e s p a r l e s 

d r o i t e s c , b; b, a, c e t c, b, a d e l ' e s p a c e d a n s l e s r a p -

p o r t s a ; ¡3, ; y e t y ; a : l e s t r o i s d r o i t e s c, a cl b s o n t d e 

m ê m e p a r t a g é e s p a r l e s d r o i t e s a \ c\ b'; b\ a', c e t c\ b', a 

d a n s l e s m ê m e s r a p p o r t s . ( L . K l u g . ) 

2 1 9 4 . O n c o n s i d è r e l e s h y p e r b o l e s é q u i l a t è r e s q u i p a s s e n t 

p a r l e s s o m m e t s d e g r a n d a x e d ' u n e e l l i p s e d o n n é e , e t q u i 

s o n t t a n g e n t s e n u n p o i n t v a r i a b l e d e c e t t e e l l i p s e . L e l i e u d u 

c e n t r e d e c e s h y p e r b o l e s e s t u n e q u a r t i q u e , p o d a i r e d e c e n t r e 

d ' e l l i p s e . ( D r ' W . G a e d e c k e . ) 

2 1 9 5 . L a t a n g e n t e e n u n p o i n t v a r i a b l e d e l ' e l l i p s e d e 

F r é g i e r d ' u n e e l l i p s e d o n n é e , r e n c o n t r e c e t t e e l l i p s e e n A 

e t B . L ' a i r e d e s s e g m e n t s e l l i p t i q u e s l i m i t é s p a r l a c o r d e A B 

e s t c o n s t a n t e . ( D R W . G a e d e c k e . ) 
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s d k l a d é f o r m a t i o n i n f i n i m e n t p e t i t e 
d e s s u r f a c e s r é g l é e s ; 

P a r M . J . H A A G , à C l e r m o n t - F e r r a n d . 

( Suite et fin.) 

8 . Étude des douze surfaces. — N o u s a l lons 
c h e r c h e r m a i n t e n a n t si Ton p e u t o b t e n i r des r é s u l t a t s 
i n t é r e s s a n t s en a p p l i q u a n t au cas ac tue l la t h é o r i e des 
d o u z e s u r f a c e s , q u e M . D a r b o u x a r a t t a c h é e au p r o -
b l è m e géné ra l de la d é f o r m a t i o n i n f i n i m e n t p e t i t e 
( Théorie des surfaces, t . I V , p . 4 8 et su iv . ) . 

N o u s a v o n s d ' a b o r d la s u r f a c e ( A ) dé f in ie p a r les 
é q u a t i o n s 

I __ — a'(oc-hfi) 
co ( A ' - I - B ' ) ( a - f - P ) — a ( A + B ) 

(35) J / = ® 1 = 
w ( A ' + B ' ) ( a + ( à ) — a ( A - f - B ) 

I / = 03 ^ ac -c'{ «•+• P) 
1 3 u> ( . V + B ' ) ( a + P ) - 2 ( A + ' B ) ' 

Les lignes ( a ) de cette surface sont planes e t d a n s 
les p l ans (TT) m e n é s pa r o p e r p e n d i c u l a i r e m e n t a u x 
g é n é r a t r i c e s ( a ) de ( S ) . Si une d'elles est rectiligne, 

il en est de même de toutes les autres et la sur-

face (A) est développable. E n e f f e t , si Ton écr i t q u e 
xf, y*, z' vé r i f i en t les é q u a t i o n s de s p r o j e c t i o n s d ' u n e 
d r o i t e s u r les p l a n s de c o o r d o n n é e s , on o b t i e n t des 
r e l a t i o n s d e la f o r m e 

B'(at -+- P ) — %B m p -+• n = o (my n = c o n s t . ) . 
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O r , ce t t e é q u a t i o n , i n t é g r é e |>ar r a p p o r t à B, d o n n e un 
t r i n ô m e du second d e g r é en [3, qui peu l ê t re r é d u i t à 
zé ro ( n° 4 ) . Mais a lo r s , il est aisé de vér i f ie r q u e ( A ) 
est u n e su r f ace d é v e l o p p a b l e d o n t l ' a rê t e de r e b r o u s -
s e m e n t a p o u r é q u a l i o n s 

a b c 
y = * = ~ T 

Passons m a i n t e n a n t à la s u r f a c e ( S ) , d o n t le po in t P 
h o m o l o g u e du p o i n t M de ( S ) a p o u r c o o r d o n n é e s 

X = x -f- y'zt — z'yi, Y = y -+- z' xx — x' zt, 
Z = z-hx'yi — y'xi. 

Si l ' on pose , p o u r a b r é g e r l ' é c r i t u r e , 

= J {b'c" — c'b")d<x, T) = J {c'a" — a'c")d-jL, 

(a'b" — b'a")da, 

on a , pa r e x e m p l e , 

y > iB'icb'— 6 c ' ) H - >:(bw — cv) -+- ( a - h P ) ( c V — b'w) 
( A ' + B ' ) ( a + P ) - a ( A + B) ' 

Y et Z s 'en d é d u i s a n t pa r p e r m u t a t i o n s c i rcu la i res . 
O n sai t q u e la s u r f a c e ( S ) es t r a p p o r t é e à ses l ignes 

a s j m p t o t i q u e s e t q u ' e l l e c o r r e s p o n d à ( A ) avec o r t h o -
gona l i t é des é l é m e n t s . Pour B = o , elle est visible-

ment réglée. 

Si la développable A ( n° 7 ) est un cône de som-

met O , on p e u t p r e n d r e A = u = v = w = o . Alors X 
se r é d u i t à 

v „ i(cb'—bc') 
X = - J ' 

B' 
ft 

D o n c le p o i n t P co ïnc ide avec le p o i n t M' de ( S ) 



( 339 ) 
d o n t les coordonnées ( a ' , ¡3') sont a' = a , p! = -¡5 —- ^ • 
Par suite, ( 2 ) coïncide avec ( S ) . Voilà deux cas oà la 

surface (S) est réglée ; montrons qu'il n'y en a pas 

d'autres, en supposan t du moins que ses généra t r ices 
rect i l ignes sont les l ignes ( a ) . 

En effet , supposons d ' abord qu'une ligne a parti-

culière soit une droite non parallèle à D . La l igne 
homologue de ( A ) se t rouve alors dans un plan p e r -
pendicu la i re à cet te d r o i t e ; c o m m e elle est déjà dans le 
plan 7r, perpendicu la i re à D , elle est f o r cémen t rec t i -
l igne et , par sui te , on peut prendre B = o et la sur-

face (S) est réglée. 

Ce r a i sonnemen t est en défau t si la droite ( a ) 
de ( S ) est parallèle à D . Mais, s'il en est ainsi , les 
deux quan t i t é s S ( X — et S ( X — \ ) a ' do ivent se 
r édu i r e à des fonct ions de a . O r , elles sont égales 
r e spec t ivemen t à 

S u(cb'-bc') 
( A ' + B ' ) ( » + p ) - 2 ( A + B) 

et 
S u{cb'— bc') 

( A ' + B ' ) ( a + p ) - 2 ( A + B) 

Si elles ne sont pas nul les , leur r a p p o r t a jî ne 
peu t être i n d é p e n d a n t de [3. O n doi t donc avoir 

S u(cb'— bc') — o. 

O n r e tombe sur l ' équa t ion ( 3 3 ) . El le es t , en général , 
vérifiée pour cer ta ines valeurs par t icu l iè res de a . Si 
l 'on veut qu 'e l le le soi t , quel que soit a , on est r a m e n é 
à l ' hypo thèse où la déve loppab le A est un cône de 
sommet O , auque l cas ( S ) coïncide avec (S ) . 

9 . Congruences ( G ) . — Nous ne pousserons pas 
plus loin l ' é tude des douze surfaces , car elle ne nous a 
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pas s e m b l é devo i r d o n n e r de r é s u l t a t s b i en in t é re s -
san t s . Par c o n t r e , n o u s a l lons n o u s o c c u p e r s p é c i a -
l e m e n t de la s u r f a c e ( S ) d a n s le cas où elle est r é g l é e , 
B é t a n t n u l . 

O n sait q u e la d ro i t e M P est t a n g e n t e en M à ( S ) 
et en P à ( S ) ; e l le e n g e n d r e une congruenee dont les 

deux nappes de la surface focale sont des surfaces 

réglées, sur lesquelles les génératrices rectilignes se 

correspondent. N o u s a p p e l l e r o n s congruence ( G ) 
t o u t e c o n g r u e n c e j o u i s s a n t de ce t t e p r o p r i é t é . 

J e dis q u e toute congruence (G) peut être obtenue 

de la manière précédente. En effe t , s o i e n t ( S ) e t ( S ' ) 
les deux n a p p e s de la su r f ace foca le d ' u n e tel le c o n -
g r u e n c e , et M et M' d e u x p o i n t s h o m o l o g u e s q u e l -
c o n q u e s . O n sait q u e l o r s q u e MM' e n g e n d r e success i -
v e m e n t les d e u x fami l les de d é v e l o p p a b l e s de la 
c o n g r u e n c e , les p o i n t s M et M ' d é c r i v e n t r e s p e c t i -
v e m e n t su r (S) e t (S') d e u x r é s e a u x c o n j u g u é s . D ' a u t r e 
p a r t , p a r h y p o t h è s e , l o r s q u e M d é c r i t u n e d r o i t e D su r 
( S ) , M' d éc r i t une d r o i t e D ' su r ( S ' ) . C o m m e ces 
d ro i t e s son t des l i gnes a s y m p t o t i q u e s s u r les s u r f a c e s 
qui les p o r t e n t , on en c o n c l u t q u e les l ignes a s y m p t o -
t iques de la s e c o n d e f ami l l e s o n t auss i des l ignes h o m o -
logues s u r les d e u x su r f aces ( * ) . D è s lo rs , on p e u t 

( ' ) Cela résulte de la propriété générale suivante : Si l'on établit 
entre deux surfaces quelconques (S) et (S ) une correspondance 
ponctuelle transformant deux réseaux particuliers de (S) en 
deux réseaux conjugués de (S'), les lignes asymptotiques se 
correspondent sur les deux surfaces. En effet, on sait qu'en deux 
points homologues M et M', les tangentes homologues se corres-
pondent homographiquement. Par suite les tangentes asymptotiques 
de (S), qui divisent harmoniquement les deux couples de tangentes 
(Mi, M6), (Mi,, M8,) aux deux réseaux proposés, ont pour homo-
logues en M' les deux tangentes asymptotiques de (S'), qui divisent 
harmoniquement les couples ( M'i , M'0'), (M'i^, M'6^ ), homologues 
des précédents par hypothèse. 
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app l ique r le théorème de M. Gu icha rd (*) et af f i rmer 
q u e la surface ( S ' ) p e u t ê t re dédu i t e c o m m e surface (2) 
de la sur face ( S ) . O r , nous avons r econnu tous les cas 
où (S ) est une surface réglée d o n t les droi tes sont les 
l ignes ( a ) . Le cas de A = o ne donne r i en , car (S) se 
con fond avec ( S ) ; la cong ruence se r édu i t aux géné ra -
tr ices de ( S ) . Il ne n o u s res te donc que le cas o ù B = o, 
ce que nous voul ions d é m o n t r e r . 

F i n a l e m e n t , nous aurons la congruence ( G ) la 

plus générale en joignant les points M et P dont les 

coordonnées sont données par les formules ( D ) 
et ( 3 6 ) , où Von suppose B = o. O n pour ra m ê m e 
l ' ob ten i r sans aucune q u a d r a t u r e , pu i squ 'on peu t se 
débar rasse r de celles qui f igurent dans -rç, Ç, u , v, w 
( n ° 2 ). 

10. P o s o n s m a i n t e n a n t le p r o b l è m e d ' u n e maniè re 
un p e u d i f férente et p lus s y m é t r i q u e . Donnons-nous 

deux surfaces réglées sous la forme (13). Nous 
aurons , par exemple , la sur face ( S ) définie pa r les 
fonc t ions a , 6, c de a ; puis la sur face ( S 4 ) ( 2 ) définie 
par t rois fonc t ions atJ ct de a4 au moyen des fo r -
mules telles que la suivante : 

/n \ i{cxb\ — bxc\ 

où l 'on a posé 
5i=y (b\c\ — c\b\)d*u 

et où les accents i nd iquen t des dér ivées prises par 
r a p p o r t à a 4 . 

(») C f . G . D A R B O U X , toc. cit., n ° 8 8 8 . 

(2) Bien entendu, cette surface n'a rien à voir avec la surface 
(Sj) des numéros précédents. l ien est de même de toutes les nota-
tions qui vont suivre. 
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Ceci é t an t , c h e r c h o n s quelles relations il faut 

établir entre a et a , , d'une part, et entre ¡3 et ¡34, 
d'autre part, et quelles conditions doivent remplir 

les fonctions ayb,c,aiybi, c < pour que la droite MM, 
engendre une congruence (G) de surfaces 

focales ( S ) et ( S , ) . 
O n pour ra i t r é p o n d r e à cet te ques t ion en s ' appuyan t 

sur le n u m é r o p récéden t et iden t i f ian t la surface ( S ^ 
avec la sur face ( S ) . Nous p ré fé rons emp loye r la 
m é t h o d e d i rec te suivante . Écr ivons que MM, est t an -
gente en M à (S ) et en M, à ( S i ) ; nous avons, en 
nous r appe lan t les cos inus d i rec teurs de la normale 
en M à ( S ) ( n ° 6 ) , 

( 3 7 ) s ( « ' - + ) = 0 , 
\ A + P / \ AI H- PI A -}- B / 

(38) S / « ' . - - l ^ f t - f c - * -
\ P I / S P «I-+- P I / 

où l 'on a [>osé, p o u r abréger l ' éc r i tu re , 

A = cb' — bc\ Ai = Ci b\ — b\ c\ . 

L'équa t ion ( 3 7 ) , par exemple , est de la f o r m e 

m n P 

avec 
!m = — 4 S a A, n = — 2 — £), 

p = aSa'Aj, q = S a ' ( 5 , - { ) . 

Si l 'on y donne à a u n e valeur n u m é r i q u e q u e l c o n q u e , 
on ob t ien t e n t r e [3 et ¡3, une rela t ion h o m o g r a p h i q u e . 
En négl igeant les t r ans fo rma t ions (14)7 ( ' 5 ) , (16) 
ef fectuées , par exemple , sur ( S ) , on p e u t suppose r 
[3, = ¡3. Por tan t ce t te hypothèse dans ( 39 ) , on a 

( 4 0 q— o, n -h p = o, m + n ï | + /)a = o. 
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E n p o r t a n t d a n s . ( 3 $ ) , on au ra i t d e m ê m e 

(42) qx = o, nt -h pt = O, nii-h nia-hpi7.i=o, 

en a p p e l a n t m{, nK, pK, les q u a n t i t é s d é d u i t e s de m , 
/i, q p a r l ' é change des l e t t r e s a , è , c e t a , , 6 , , c t . 

Les é q u a t i o n s q = o, qiz=zo nous d o n n e n t d ' a b o r d 

i l i - l = 9(c'b\-b'cr
l), 

(43) | 7)! — Y) = p ( a V t — c'a\), 

( Ci— c = p(6' 

en a p p e l a n t p un ce r t a in f ac t eu r de p r o p o r t i o n n a l i t é (*). 
En p o r t a n t ces va leurs d a n s n e t n{, on o b t i e n t 

n — — ?P\i nx-— op. 

La d e u x i è m e é q u a t i o n ( 4 ? 0 s ' éc r i t a lors 

p2/> -+- n = o ; 

en la c o m p a r a n t avec la d e r n i è r e é q u a t i o n ( 4 0 e t 
r e m a r q u a n t q u e n et p n e p e u v e n t ê t r e tous d e u x n u l s , 
sans quo i m le se ra i t aussi e t D e t D4 s e r a i en t p a r a l -
lèles , on o b t i e n t p2 = 1. N é g l i g e a n t un c h a n g e m e n t de 
s igne sur a , c, p r e n o n s p = r . N o u s n ' a v o n s plus 
m a i n t e n a n t q u e les t ro i s é q u a t i o n s su ivan tes à vér i f ier : 

(44) P —Pu m+p(<x. — a t ) = o, mx-+-px(>xx — a) = o. 

La d e u x i è m e s ' é c r i t 

S[a'(a — a,) — 7 a] At = o, 

a' b' c' (x) Ceci suppose toutefois qu'on n'a pas ~ = y- = • Mais s'il 

en était ainsi, on aurait manifesteme/itp — o ; d'où n = o, m = o. Or, 
A B C de p = m = o, on déduirait = = les génératrices D et Dt 

seraient parallèles et, par suite, confondues (n° 8), ce qui donnerait 
une solution absurde. 
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c o m m e on a, en o u t r e , i d e n t i q u e m e n t 

S [ a ' ( a — ai) — î a ] A = o 

et q u e les m i n e u r s u == B C | — C B | , v = CA4 — A C 4 , 
w = A B 4 — BA4 n e sont pas tous nu l s , on en 
c o n c l u t 

a ' ( a — a , ) — 2 a = Xw, b' (a — a t ) — 2& = Xt>, 
c'( CL — a t ) — I c = X w. 

De m ê m e 

a\(a.x — a) — 2ai = Xj«, b\(oL{ — a) — ib\ = \\V, 
c\ (ai — a ) — 2C| = Xt c*\ 

O n t i re de là 

i A = X ( c' v — b' w), 2 At = Xt ( c\ v — b\w) \ 
p = X i S a ' (c\v — b\ w) = Xt S u ( c ' b\ — b' c7,), 

px = X S a \ ( c ' v — b' w) — X S u(c\ b' — b\c'). 

La c o n d i t i o n p = p i n o u s d o n n e alors — — X, 
car n o u s avons vu q u e p et p{ ne pouva i en t ê t r e nu ls . 
N o u s avons d o n c 

a'(a — OLy) — ia = a\( a — AF ) H - 2 A T 

et les d e u x é q u a t i o n s ana logues . Ces t rois égal i tés 
e n t r a î n e n t d ' a i l l eurs v i s ib l emen t les t rois é q u a -
t ions (44)« 

E n r é s u m é , les conditions cherchées sont 

(45) (a — a,) ( a ' — a\) = i(a -+- a , ), 
(46) U - i = c ' b \ - b ' c \ , 

et celles qui s'en déduisent par permutations circu-

laires. Les équations telles que (46) ne servent 

d'ailleurs qu'à fixer les constantes d" intégration 

relatives à ¡*4, t\{y Ç» q u a n d on a cho i s i celles q>t*i s ' i n -
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t rodu isen t dans Ç. J e dis, en effet , q u e si l 'on dif-
f é r e n c e (46), on ob t i en t une conséquence des équa t ions 
telles que ( 4 5 ) . Ef fec t ivement , l ' équat ion ( 4 ^ ) diffé-
ren t iée peu t s 'écr i re 

(47) (c\ dzx — c V a ) ( 6 ' + b\) — (b\ daLX — b"da.) (c'-h c\)= o. 

O r , en d i f fé ren t ian t ( 4 5 ) , on ob t i en t 

(48) (a — a1)(a"1 doLt — a" d<x) = — (da -4- ¿/a,) (a'-h a\ ); 

et l 'on voit bien que ( 4 7 ) e s t u n e conséquence des 
équa t ions telles q u e ( 4 8 ) . 

O n aperçoi t fac i lement quel est le degré de géné -
rali té de la so lu t ion . O n peut chois i r a rb i t ra i rement 
a , b, c, c 'es t -à-dire ( S ) , puis la relat ion en t re a, et a . 
La fonct ion aK est alors d o n n é e par l ' équat ion dif féren-
tielle l inéa i re ( 4 5 ) , et les fonc t ions bK et cK par les 
équa t ions analogues . Q u a n t à la co r r e spondance en t r e 
M et M , , elle est fixée sur deux généra t r ices h o m o -
logues pa r l 'égal i té ¡3 = [3|. 

Rappe lons , à ce propos , que pour avoir les con-

ditions demandées sous leur forme la plus générale, 

il aura i t fallu identif ier les équa t ions ( 3 7 ) et ( 3 8 ) avec 
une relation homographique quelconque entre [3 
et {3,., soit 

( 4 9 ) m p p , - + - n ¡ 3 - f - P t - w y = o . 

On aura i t eu des calculs beaucoup plus compl iqués , 
qu 'on peut évi ter en fa i sant , après coup , sur la su r -
face ( S ) , par exemple , les c h a n g e m e n t s de var iables 
( n « 3 ) 

P 9 \ na. — q I a(mq — np) 
— m.p — p' I m à — p ' I ( m a — p)^ 
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L e s é q u a t i o n s ( 4 5 ) et ( 4 6 ) d e v i e n n e n t a lors ( ' ) 

(5o) (moLQLi—noL—q) (a'—a\) 
— 'i[m(aax—a,\a) pax — naJ, 

4m(bcx — cbx ) ( 5 0 = + maat— na — q 

O n p e u t enf in , dans ces équa t ions , c h a n g e r les s ignes 
de a , è , c, ou de a , , b{, cK. 

11. Enveloppes de quadriques. — Les sur faces 
( S ) et ( S , ) é t an t supposées sat isfaire aux cond i -
t ions ( 4 5 ) et ( 4 6 ) , c h e r c h o n s le lieu de la d ro i te MM, 
q u a n d ¡3 seul var ie . La co r r e spondance en t r e M et M, 
é tan t h o m o g r a p h i q u e , ce lieu est une q u a d r i q u e . C'est 
ce q u e vérifie un calcul é l émen ta i r e . Pour avoir les 
équa t i ons de la d ro i te M M , , il suffi t de p r e n d r e celles 
des p lans t angen t s en M à ( S ) et en M, à ( S , ) , ce qui 
d o n n e de su i te 

(5i) s P - Q ( « + p ) = o, 2P 1 — Q 1 (a 1 -+-p) = o, 

en p o s a n t , p o u r s impl i f ier l ' é c r i t u r e , 

P , = Sa, Q l = S a \ ( x - ^ ) . 
P = S a (x — t, ), Q = S a ' (x — £). 

Pour faire rapidement le calcul de (5i), il convient de remar-
quer que, si l'on affecte de l'indice zéro les anciennes variables, on a 
identiquement 

c , 2ÎCq6'b — frtfC'o) _ t: , 2(cb'—bc')  
W . «o^Po = * « + P ' 

puisque la surface (S) ne change pas. Dès lors, on aura en faisant 

p0 = oo, donc p = — Kn portant dans (46), c'est-à-dire 

et tenant compte de (5o), on obtient (5i). 
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Él iminant [3, nous avons l 'équat ion du lieu 

(53) a ( P Q i - Q P i ) 4 - ( a i - « ) Q Q t = o, 

ce qui représente bien une q u a d r i q u e ( Q ) . 
Lorsque a varie, cette quadrique touche constam-

ment son enveloppe suivant les quatre côtés d'un 

quadrilatère gauche. En effet , la c o u r b e de con tac t 
c o m p r e n d déjà les deux droi tes D et D , , qui sont des 
généra t r ices de m ê m e système de la q u a d r i q u e . G o m m e 
cet te c o u r b e est l ' in tersect ion de ( Q ) avec une au t re 
sur face du second degré [ p a r exemple la surface ( Q ) 
in f in imen t vois ine] , elle est nécessa i rement cons t i tuée 
par les qua t re côtés d ' u n quadr i l a tè re gauche (Q) , 
d o n t D et D< sont deux côtés opposés . 

& équation ( 5 3 ) définit la famille de quadriques 

la plus générale jouissant de la propriété précé-

dente ; car si l 'on possède une telle famil le , les géné-
ra t r ices de chaque sys tème de la q u a d r i q u e variable 
e n g e n d r e n t une cong ruence ( G ) , laquel le peut ê t re 
o b t e n u e par le p rocédé ci-dessus (n° 9 ) . 

Nous connaissons deux côtés D et D , du q u a d r i -
latère (Q) . Je dis que les deux autres côtés sont des 

tangentes asymptotiques communes à ( S ) et à ( S i ) . 
On pourra i t d é m o n t r e r cet te p ropr i é t é ana ly t iquemen t , 
en d i f fé ren t ian t l ' équat ion ( 5 3 ) , de maniè re à avoir la 
ca rac té r i s t ique de la q u a d r i q u e ( Q ) . Mais les calculs 
sont assez longs et nous nous b o r n e r o n s à i n d i q u e r la 
démons t r a t ion géomét r ique su ivante . 

Soi t ( H ) l ' hype rbo lo ïde osci l la teur à ( S ) le long 
de ( D ) ; il est engendré , c o m m e on sait , pa r les tan-
gen tes asympto t iques de ( S ) aux dif férents po in t s 
de ( D ) . Les quad r iques ( Q ) et ( H ) se r accorden t le 
long de ( D ) ; elles on t donc en c o m m u n deux géné ra -
lr ices ( d ) et (dt) du système auque l n ' a p p a r t i e n t pas 
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( D). Soi t (s) la surface engendrée par (rf) , par exemple . 
Nous allons mont re r que ( Q ) se raccorde à (5) le 
long de ( d ) . En effet, tout plan (II) passant par (d ) 
touche ( Q ) , (s ) , ( H ) en trois points m, m ' , m", qui se 
co r re sponden t deux à deux homograph iquement . Les 
points doubles de l 'homographie (m ' , mff) sont con -
fondus en M, car ce sont les points focaux de la 
droite ( d ) , considérée comme appar tenant à la con-
gruence des tangentes asymptot iques de ( S ) , puisque 
les surfaces (5) et ( H ) sont engendrées toutes deux 
par des droites de cet te congruence (*). Les points 
doubles de l 'homographie (m,m") sont également 
confondus en M, parce que les points de raccorde-
ment de ( Q ) et ( H ) relatifs à ( d ) sont eux-mêmes 
confondus en M. Il suit de là qu 'on a deux re la-
tions de la forme 

1 — 1 = X, 1 T = k' (A-, k' = const.), 
M m' Mm" M m M m" 

d'où 

M m M m' 

. O r , la droi te ( d ) appar t ient cons tamment à la con-
gruence ( G ) et, par suite, ( s ) est tangente en M, à (S4). 
Comme il en est de même de ( Q ) , on voit que M, est à 
lu i -même son homologue dans l 'homographie (m, m'). 
Ceci prouve que k" est nul et, par conséquent , que m! 
coïncide toujours avec m. Au t r emen t di t , ( Q ) et (s) se 
raccordent le long de (d). 

On prouverai t de même que Q se raccorde le long 

( ') Rappelons au lecteur que lorsque deux surfaces réglées ayant 
une génératrice (d) commune sont engendrées par des droites 
appartenant à une même congruence, leurs points de raccordement 
sur (d) sont les points focaux de cette droite. 
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de (d{) à la s u r f a c e ( s , ) e n g e n d r é e p a r cet te d r o i t e . 
F i n a l e m e n t , le quadrilatère ( Q ) est bien constitué 

par les droites ( D ) , ( D , ) , (d) et (d{) e t l 'on p e u t d i re 
q u e la surface réglée engendrée par chaque coté 

admet pour tangentes asymptotiques les deux côtés 

qui le rencontrent, ca r les q u a t r e cô tés j o u e n t évi -
d e m m e n t le m ê m e rôle d a n s la q u e s t i o n . 

R é c i p r o q u e m e n t , tout quadrilatère variable jouis-

sant de cette propriété peut être obtenu de la 

manière précédente. 

E n ef fe t , i m a g i n o n s q u e ( Q ) soit un tel q u a d r i l a t è r e 
et c o n s i d é r o n s la q u a d r i q u e ( O ) t a n g e n t e à ( S ) le long 
de ( D ) et pa s san t pa r ( D { ) . E l le c o n t i e n t év idem-
m e n t ( d ) e t (d{). D e p lus , le r a i s o n n e m e n t fa i t p lus 
h a u t s ' app l i que sans a u c u n e mod i f i ca t ion , ca r les s u r -
faces ( Q ) et (s) a d m e t t e n t m ê m e plan t a n g e n t e n M , , à 
savoir le plan dM.{ D , . D o n c , elles se r a c c o r d e n t le l ong 
de ( d ) . D e m ê m e ( Q ) est t a n g e n t e à (s{) le l o n g 
de (dh ). Si m a i n t e n a n t l ' on fa i t j o u e r à [d) e t (rff ) les 
rô les de ( D ) et ( D , ) e t vice versa, on p e u t a f f i rmer 
auss i q u e ( Q ) se r a c c o r d e à ( S 4 ) su ivan t ( D , ) . F i n a -
l e m e n t , le quadrilatère (Q) est, à chaque instant, 

la courbe de contact de la quadrique ( G ) avec son 

enveloppe e t n o t r e r é c i p r o q u e es t d é m o n t r é e (*) . 

12 . Les c o n s i d é r a t i o n s g é o m é t r i q u e s q u i p r é c è d e n t 

(1 ) On peut supposer seulement que les côtés opposés ( d ) et 
(d,) sont tangentes asymptotiques de (S) et (S!). Il en résulte 
nécessairement que (D) et (D,) sont tangentes asymptotiques de 
(s) et (s,). En effet, ( S ) et (s) se raccordent tout le long de la courbe 
(T) lieu de M. Donc, la tangente en M à (T) a même conjuguée 
relativement à ces deux surfaces. En outre, (d) est tangente asyrnp-
totique à la fois pour (S) et (s) . La deuxième tangente asymptotique 
est donc aussi la même pour les deux surfaces. Or, c'est (D) pour 
( S ) ; donc aussi pour (s). On prouverait de même que (D) est 
tangente asymptotique de (*,) et que (D,) l'est pour (*) et ($,). 
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nous p e r m e t t e n t d ' exposer ma in t enan t une nouvelle 

méthode de détermination des congruences ( G ) , ou , 
ce qui rev ient au même, des familles de q u a d r i q u e s ( Q ) . 
Par tan t de la sur face ( S ) donnée par les équa t ions (D), 
nous al lons f o r m e r une quad r ique ( Q ) se r acco rdan t 
à ( S ) le long de ( D ) et c o n t e n a n t deux tangentes 
a sympto t i ques ( d ) et { d s ) . Pu is , nous écr i rons que 
cet te q u a d r i q u e touche son enve loppe su ivan t ces deux 
dro i tes . 

Les équa t ions de ( D ) sont 

(54) P = o, Q = o. 

C h e r c h o n s les équa t ions de la t angen te asympto-
t ique ( d ) au point M de pa ramèt re [3. Nous avons 
d ' a b o r d l ' équat ion ( 5 a ) du plan t angen t . Nous r e m a r -
q u o n s ensu i te que les cosinus d i rec teurs de (d) son t 
p ropo r t i onne l s aux quan t i t é s telles que 

'x(cb"~ bc") <1(cb'-bc') 

Il est dès lors facile de vérifier que (d) est p e r p e n -
diculai re à la direct ion don t les cos inus d i rec teurs son t 
p r o p o r t i o n n e l s à 

a ' - ( a + P ) a ' , b'—( an- ¡3)6", c ' - ( « + P)cff. 

De là résu l te l ' équa t ion d ' u n second plan c o n -
tenant ( d ) , à savoir 

Q —«20— R ( a + P) = o, 
en posan t 

R = S d'(x — \). 

Les équa t ions de ( d ) son t donc 

F -

Q-

i P - m Q = o / a (s5) { „ ( m = )• 
> Q _ 28 — 2/ttR = O \ 2 / 
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D e m ê m e , cel les d e (dK ) s o n t de la f o r m e 

P — n Q = o, 
( 5 6 ) i n £ 

P o u r f o r m e r la q u a d r i q u e ( Q ) , n o u s r e m a r q u o n s 
q u ' e l l e fai t pa r t i e du fa isceau p o n c t u e l d é t e r m i n é pa r 
l ' h y p e r b o l o ï d e o s c u l a t e u r ( H ) et pa r le c o u p l e de p lans 
P — m Q = o , P — A I Q = O. O r , l ' équa t ion de ( H ) 
s ' o b t i e n t en é l i m i n a n t m e n t r e les é q u a t i o n s ( 5 5 ) , ce 
q u i d o n n e 

(57) H s s a P R — Q ( Q — 28) = o. 

L ' é q u a t i o n de ( Q ) est d o n c de la f o r m e 

(58) S s s 2 P f t — Q ( Q - 2 8 ) - b * ( P — #wQ)(P — nQ) = o. 

Il f a u t à p r é s e n t s u p p o s e r q u e m , n son t t ro is f o n c -
t i ons de a et c h e r c h e r la c a r a c t é r i s t i q u e de ( Q ) . 
D é r i v o n s d o n c ( 5 8 ) p a r r a p p o r t à a ; il v ien t , en 
r e m a r q u a n t les i den t i t é s 

_ = _ = R , — = XR fxQ vP, — = — X8, 

d o n t les d e u x d e r n i è r e s s o n t o b t e n u e s en t e n a n t 
c o m p t e de (18 ) , 

(59) T = — 2 P ( X R - h f x Q n - v P ) 

— 2QX8-+- t'( P — mQ) (P — nQ) 
+ i ( P - ^ Q K Q — nR — n' Q) 
+ / ( P - / i Q ) ( Q - o - m R - m ' Q ) = o. 

Il n o u s f a u t e x p r i m e r q u e la q u a d r i q u e r e p r é s e n t é e 
p a r ce t t e é q u a t i o n c o u p e ( Q ) su ivan t q u a t r e d ro i t e s , 
d o n t ( D ) , (d) e t (d{ ) . El le passe dé j à p a r ( D ) . Si (d) 

e t ( d i ) son t d i s t i nc t e s , il suff i t d ' e x p r i m e r q u ' e l l e s 
vér i f i en t i d e n t i q u e m e n t ( 5 9 ) . ; on est a lors c o n d u i t t rès 
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r a p i d e m e n t aux r e l a t ions qu i d o i v e n t ex i s t e r e n t r e t, 
m , n. Mais ce l t e m é t h o d e es t en d é f a u t l o r s q u e ( d ) 
et (df ) v i e n n e n t se c o n f o n d r e e t , en o u t r e , elle o f f re 
l ' i n c o n v é n i e n t de n e pas d o n n e r le q u a t r i è m e c ô t é ( D | ) 
du q u a d r i l a t è r e ( Q ) . Auss i a l l o n s - n o u s su iv re u n e a u t r e 
m a r c h e . 

E x p r i m o n s q u e la q u a d r i q u e (5g) fai t p a r t i e du 
fa i sceau d é t e r m i n é pa r ( Q ) e t les d e u x p l ans ( D , d), 

( D | , l e sque l s o n t p o u r é q u a t i o n s r e s p e c t i v e s 

P _ m Q = o, ¿"(P — nQ)-h h(Q —28 — inR) = o, 

g e t h d é s i g n a n t d e u x coe f f i c i en t s n o n d é t e r m i n é s . 
N o u s d e v o n s avoi r u n e i d e n t i t é de la f o r m e 

T = /- S -f- ( P — m Q ) [ ( P — nQ) -h h(Q — >.nR)] 

ou 

T = A H + ( P - M Q ) [ / ( P - / I Q ) - f - A ( Q — 2 8 — M H ) ] , 

en p o s a n t / = g + tk. Ceci do i t avoi r l ieu que l s q u e 
s o i e n t P , Q , R . Le calcul d ' i den t i f i ca t ion n ' o f f r e a u c u n e 
d i f f i cu l t é et d o n n e les r é su l t a t s su ivan t s : 

(60) i = t'-av, h = t, k = — X -t- t ( n ~ m \ 

/a • * ( ' , m -h n\ ^ (61; t ymn nm — I = À — 2vm/i, 

( 62 ) t ( 1 — m' - / i ' ) - * 2 [ j i + 2v(w + n) . 

Les équations (61) et ( 6 2 ) sont les deux conditions 

nécessaires et suffisantes pour que la quadrique (Q) 

touche son enveloppe suivant un quadrilatère 

gauche. O n p e u t les m e t t r e sous u n e a u t r e f o r m e , en 
é l i m i n a n t s u c c e s s i v e m e n t e n t r e el les m' e t nh7 ce qu i 
se fai t par les c o m b i n a i s o n s l inéa i res ( 6 1 ) n ( 6 2 ) 
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et ( 6 r ) -f- m(Ç>i) ; on o b t i e n t ainsi 

( 63 ) / ( m— n ) ( i — 2 m' ) = 2 (X -h 2 (jl /?i -+- 2 v /?i2 ), 

( 04 ) t ( n — m ) ( i — 2 n! ) = i (X -+- 2 p n H- 2 v rc2 ). 

Ce s o n t ces é q u a t i o n s q u ' o n au ra i t o b t e n u e s p a r la 
m é t h o d e à l aque l l e il a é té fa i t a l lus ion t o u t à l ' h e u r e . 
Mais elles ne forment un système équivalent à celui 

des équations (61), (62) que si m n. 

Les cô tés ( D ) , ( d ) e t (dK) du q u a d r i l a t è r e ( O ) o n t 
r e s p e c t i v e m e n t p o u r é q u a t i o n s les é q u a t i o n s ( 5 4 ) , ( 5 5 ) , 
( 5 6 ) . Q u a n t au cô té ( D , ) , il sera o b t e n u en c o u p a n t la 
q u a d r i q u e ( Q ) par le p lan 

- Ï I Q ) + A(Q — 2 8 — 2/iR) = o; 

on t rouve f a c i l e m e n t q u ' o n p e u t p r e n d r e p o u r é q u a -
t ions de ( D , ) 

p |V— 2VH-îà-+- — -b iQi i — Imn) — r±to= o, 

P £2 4- Q |Y — 2 v -4- lX — ( m -+- a )j -t- 2t R = o. 

E n é l i m i n a n t t e n t r e les é q u a t i o n s ( 6 3 ) et (64) on 
voi t qu 'o / i peut choisir arbitrairement la famille 

des droites (d), pourvu qu'elles soient tangentes 

asymptotiques de (s), les droites (d{) étant alors 

déterminées par une équation de Riccati. 

13. Nous t e r m i n e r o n s en e x a m i n a n t q u e l q u e s cas 
pa r t i cu l i e r s i n t é r e s s a n t s o b t e n u s en a s s u j e t t i s s a n t le 
q u a d r i l a t è r e (Q) à c e r t a i n e s c o n d i t i o n s d é t e r m i n é e s . 

E x i g e o n s , p a r e x e m p l e , que (Ci) ait deux côtés 

confondus. Ces cô tés n e p e u v e n t é v i d e m m e n t ê t r e q u e 
des côtés o p p o s é s . 

Si ces côtés sont ( D ) et ( D , ) , les é q u a t i o n s ( 6 5 ) 
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d o i v e n t ê t r e é q u i v a l e n t e s aux é q u a t i o n s ( 5 4 ) ; ce qu i se 
t r a d u i t pa r la c o n d i t i o n néces sa i r e e t su f f i san te t = o . 
D a n s ce cas , la quadrique ( Q ) est donc Vhyperbo-

loïde osculateur à (S) . Les é q u a t i o n s ( 6 3 ) , ( 6 4 ) n o u s 
m o n t r e n t q u e m e t n son t a lo r s les r a c i n e s d e l ' é q u a t i o n 
d u second d e g r é 

(66) 1 H-'a m H- v/?i2 = o. 

O n p e u t d i r e aussi q u e les (3 des d e u x s o m m e t s d o u b l e s 
de ( Q ) son t d o n n é s p a r 

'il H- p ) -+- v ( a -F- ¡ 3 ) 2 = o . 

D a n s le cas où ce t t e é q u a t i o n a d m e t u n e r ac ine 
c o n s t a n t e , on r e t r o u v e la c o n d i t i o n (21 ) p o u r q u e (S) 
a d m e t t e u n e d i r ec t r i ce r e c t i l i g n e . P o u r q u e les d e u x 
a u t r e s cô tés ( d ) et (dt) s o i e n t aussi c o n f o n d u s , c ' e s t -
à - d i r e pour que V hyper bo loi de osculateur à ( S ) soit 

en même temps osculateur à une autre surface 

réglée (s), il faut et suffit qu'on ait 

¡ J L 2 — ? . H I = O . 

Si les d e u x cô tés ( d ) e t ( d , ) son t seuls c o n f o n d u s , 
011 a m = n . Les é q u a t i o n s ( 6 3 ) , (64) se r é d u i s e n t 
a lors à ( 6 6 ) . Q u a n t à il es t d o n n é p a r e x e m p l e 
par ( 6 2 ) . R é c i p r o q u e m e n t , si m sa t i s fa i t à ( 6 6 ) , on a, 
soi t ¿ = 0 , so i t m~n, en l a i s san t de cô té le cas où 

m — — > qu i d o n n e r a i t 3 = c o n s t . e t c o n d u i r a i t à u n e 

d ro i t e ( d ) f ixe et s i tuée su r ( S ) . 
Les tangentes asymptotiques (d') et (d\ ) qui véri-

fient t équation ( 66 ) sont caractérisées par la pro-

priété d'avoir avec la surface un contact du troi-

sième ordre. O n p e u t , en ef fe t , les c o n s i d é r e r c o m m e 
s i tuées s u r deux h y p e r b o l o ï d e s osc i l l a t eurs consécu t i f s 
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( H ) et ( H 7 ) . O r ( H ) c o n t i e n t t ro i s g é n é r a t r i c e s c o n s é -
cu t ives i , 2, 3 de ( S ) ; ( H ' ) c o n t i e n t de m ê m e t rois 
g é n é r a t r i c e s c o n s é c u t i v e s 2, 3 , 4- D o n c ( d ' ) e t (d\) 
r e n c o n t r e n t les q u a t r e g é n é r a t r i c e s consécu t ive s i , 2, 

3, 4 et p o s s è d e n t b i e n u n c o n t a c t du t ro i s i ème o r d r e 
avec ( S ) ( 4 ) . A p p e l o n s - l e s tangentes hyperasympto-
tiques e t a p p e l o n s surfaces hyperasymptotiques de 
( S ) les d e u x su r f aces r ég lées (s') e t (s\) qu ' e l l e s e n -
g e n d r e n t . L e s r e m a r q u e s fa i tes p lus h a u t n o u s p e r -
m e t t e n t a lors d ' é n o n c e r la p r o p o s i t i o n su ivan te : 

Si une surface réglée (sf) est hyperasympto tique 
pour une autre surface réglée ( S ) , inversement ( S ) 
est hyperasymptotique pour (sf). 

O n p e u t a f f i r m e r é g a l e m e n t q u e si une quadrique 
variable ( Q ) touche constamment son enveloppe 
suivant un quadrilatère gauche dont deux côtés 
consécutifs sont Vun pour Vautre des tangentes 
hyperasymptotiques, un troisième côté se confond 
nécessairement avec Vun des précédents. 

P e n d a n t qu ' i l es t q u e s t i o n de I ' h i p e r b o l o i d e osci l -
la teur , n o u s f e r o n s o b s e r v e r q u e l ' é q u a t i o n ( 5 7 ) se 

( ' ) Analytiquement, on peut raisonner comme il suit. Soient xu 
a?2, x6y les coordonnées de Klein delà droite (D) qui engendre 
(S) ; ce sont des fonctions du paramètre a. La demi-quadrique (H) 
formée par les tangentes asymptotiques est définie par les trois 
équations 
(I) 2X^=0, ZX¿x"¿~ o, 

où Xp X2, . . . , X6 sont les coordonnées kleinéennes courantes. Les 
deux droites ( d') et (d\) de ( H ) qui font partie de la caractéristique 
sont déterminées par les équations (1) et celles qu'on en déduit en 
dérivant par rapport à a, ce qui donne seulement la nouvelle équation 
ZX¿x'¿ = o. Or, ces quatre équations expriment précisément que 
l'équation aux a des points d'intersection de (S) avec la droite (X,) 
admet une racine quadruple, c'est-à-dire qu'il y a contact du 
troisième ordre. 
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prête t rès b ien à son é tude . C 'es t ainsi que le cen t re to 
est d o n n é p a r 

F = o, Q = 8, R = o; 

d 'où l 'on t i re 

x — £ = cb"— b e " y — Y] = ac"— ca!\ z — Ç = ba"— ab". 

C h e r c h o n s les surfaces réglées dont V hyperbo-

loïde oscillateur relatif à chaque génératrice a un 

sommet sur cette génératrice. 

11 suffit d ' éc r i re que la d ro i t e Mto est p e r p e n d i c u -
la i re au plan t angen t en M. O r , si l 'on r e m a r q u e que , 

p o u r le po in t M, on a P = o, Q = o, R = — 

on voit de sui te que deux plans passant par Meo sont 
les su ivants : 

P = o , a Q — R ( « H - P ) — 2 8 = 0 . 

Ecr ivons qu ' i l s son t pe rpend icu la i r e s au plan t a n -
gent ( 5 a ) ; nous avons, en conservan t les no ta t ions du 
n° 6 , et r e m a r q u a n t q u e 

S flfl"= pp"-t- p'2—c2} 

o 2P 
P 

4 po' — 2(a -f- p > ( p p" —i~ p'2— a2) 
— 2 ( a -h' p ) cr2 -I- ( a H- ¡3 )'2 ara' = o. 

La p remiè re équa t ion nous m o n t r e que le sommet en 

question doit être au point central, ce qui est d'ai 1— 
ieurs év ident g é o m é t r i q u e m e n t , car ( S ) et ( H ) ont 
même poin t cen t ra l . La seconde dev ien t , en t enan t 
•compte de la p r emiè re , 

p' p" = es' 
ou 

p'i — (j2 = const. 
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Donc les surfaces cherchées sont celles dont le 

paramètre de distribution est constant. 

E n par t icul ier , si V hyperboloïde osculateur est 

constamment de révolution, on se t rouve nécessa i -
r emen t clans le cas p récéden t . Mais il y a u n e condi t ion 
supp lémen ta i r e qwi est 

On peu t le voir a i sément en f o r m a n t l ' équa t ion en S de 
l 'hyperbolo ïde ; mais n o u s la isserons au l ec teur le soin 
de le fa i re et nous ne nous é t e n d r o n s pas davantage 
sur ce su j e t . 

14. Revenons au quadr i l a tè re (Q) p o u r signaler 
d ' au t res cas par t i cu l ie r s . 

Ex igeons par exemple que deux côtés soient paral-

lèles. Ce se ron t nécessa i rement d e u x côtés consécu t i f s 
q u ' o n peu t t ou jou r s suppose r ê t re ( D ) et (d)~ 
Alors (d) sera la t angente a s y m p t o t i q u e au po in t à 
l ' infini de ( D ) . Elle est ob t enue en fa isant m = o 
dans ( 5 5 ) . O n a ensu i te 

(67) In = — '¿A. 

(68) / i ' = n - ^rc-H ^n~. 

P o u r que ( d ) soit t angente h y p e r a s y m p t o t i q u e , il 

faut et suffi t que X soit nu l . P o u r que (D< ) se c o n f o n d e 
avec ( D ) et (d{) avec ( d ) , les dro i tes ( d ) et ( D ) 
d e m e u r a n t t ou jou r s paral lèles , il fau t et suffi t q u ' o n ait 
X = [A = o. Ceci nous d o n n e é v i d e m m e n t la solut ion 
du p rob lème suivant : Trouver deux surfaces réglées 

( S ) et {s) dont les génératrices soient deux à deux 

parallèles et telles que Vhyperboloïde osculateur 

à ( S ) le long d'une génératrice quelconque soit 
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oscillateur à (s) le long de la génératrice parallèle. 

Les droites ( D ) et (d) étant toujours supposées 

parallèles, cherchons la condition pour que les deu r 

autres côtés (D,) et (dx) le soient également. E n se 
s e rvan t des é q u a t i o n s ( 5 6 ) e t ( 6 5 ) , on t r o u v e l ' u n i q u e 
cond i t i on 

/lit — '1 V -f- t À — — J -h t — o 

qu i d e v i e n t , en t e n a n t c o m p t e de ( 6 7 ) , 

V V O n = 1 -f- — n -h T ft2-à À 

En c o m p a r a n t avec ( 6 8 ) , on voit q u e la condition 

nécessaire et suffisante cherchée est 7/ — IJ.. Si elle 
est r e m p l i e , tou tes les q u a d r i q u e s t o u c h a n t leur enve-
l o p p e su ivan t ( D ) et une d r o i t e para l lè le ne p e u v e n t la 
t o u c h e r s u i v a n t d e u x a u t r e s d r o i t e s sans q u e cel les-c i 
so ien t é g a l e m e n t para l lè les . 

[ B l c ] 
Sl!R IM DETERMINANT CIRCULAIRE; 

PAR M. G. S T O Y A N O V . 

Cata l an a é t u d i é ( ' ) un d é t e r m i n a n t c i r cu l a i r e de 
d e g r é c o m p o s é de d e u x é l é m e n t s , — 1 et 1, le 
p r e m i e r p r i s p fo i s . C o m m e va leu r de ce d é t e r m i n a n t , 
il t r o u v e l ' e x p r e s s i o n 

1 _ 
l ( n - i p ) (*), 

(1 ) Recherches sur les déterminants (Bulletin de VAcadémie de 
Belgique, t. XIII. ire Partie, 1846, p. 534-555). 

(2) Cette formule est imprimée avec une erreur dans Die Deter-



( 359 ) 

sous la c o n d i t i o n p << - * N o u s v e r r o n s q u e ce t t e c o n -

d i t i on s u p p o s é e pa r F a u t e u r c o m m e nécessa i r e n e l ' es t 

pas , e t q u ' u n e a u t r e c o n d i t i o n essent ie l le , sans 

l aque l l e la r é s o l u t i o n du p r o b l è m e n ' e s t pas c o m p l è t e , 

a é c h a p p é à C a t a l a n . 
N o u s n o u s p r o p o s o n s de géné ra l i s e r le d é t e r m i n a n t 

en q u e s t i o n , e n c o n s i d é r a n t le d é t e r m i n a n t c i r cu l a i r e 
su ivan t : 

p. m. 

a a a . . a a b b . . . b b b 
a a a . . a b b b . . . b b a 
a a a, . . b b b b . . . b a a 

a a b . . b b b b . . . a a a 
a b b . . b b b b . . . a a a 
b b b . . b b b a . . . a a a 
b b b . . b b a a . . . a a b 

b b b . . a a a a . . . b b b 
b b a . . a a a a . . . b b b 
b a a . . a a a b . . . b b b 

où a et b s o n t des n o m b r e s rée l s ou imag ina i r e s , et 
p m = n. 

N o u s t r o u v e r o n s la va l eu r de A™ de d e u x m a n i è r e s : 

1. Par les propriétés générales des déter-

minanten von E.Pascal. II y a ( — i f n ' n 3}2"-1(n—2p) au lieu de 
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minants. — A u x é léments de la p remiè re co lonne , 
nous add i t ionnons les é l émen t s de tou tes les aut res 
colonnes , et m e t t o n s devant le d é t e r m i n a n t le f ac teu r 
c o m m u n pa - h mb des é léments de la p r emiè re 
co lonne . Après cela, nous sous t rayons les é léments de 
chaque l igne hor izonta le des é léments respect i fs de la 
l igne si tuée i m m é d i a t e m e n t au-dessous, en c o m m e n ç a n t 
par l ' avan t -de rn i è r e l igne . D e cet te man iè re , nous 
r édu i sons le d é t e r m i n a n t A™ en u n au t r e , celui du 
degré p -f- m — i . Dans chaque l igne hor izonta le , 
n o u s p r enons le f a c t e u r a — b e t enf in , en pe rmutan t 
c i r cu la i r emen t les co lonnes , nous recevons 

- i n — 1 ) ( n — 2 ) 
: (— 1 )2 (a — h)n~A ( pa -f- m b ) D J' 

I 4 

I o o 
O I o 
O O I 

o o o 
o o o 
o o o 

- I o o 
O 1 o 

O Ü D — I O 
O O O O 1 
o o o o o 

I o o 
O I o 
O O I 

o o 
o o 
o o 

O O O I o 
o o o O 1 

o o 
o o 

o 

I < 
s 1 o o o 

o o o 
o o o 

o o o o o 
-I o o o o 
O —I o o o 

I o 
O *1 o 
O O I 

Le d é t e r m i n a n t j o u e un rôle i m p o r t a n t dans 
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l ' évaluat ion du d é t e r m i n a n t À™; c 'est p o u r q u o i nous le 
n o m m e r o n s le déterminant caractéristique de A™. 

La s t ruc tu re du d é t e r m i n a n t ca rac té r i s t ique D™ est 
bien év idente ; nous r e m a r q u e r o n s c e p e n d a n t que c 'est 
u n i q u e m e n t la pième l igne hor izonta le , qu i ne cont ien t 
pas l ' é l émen t — i ; ensu i te , c 'est dans la (¿>-f-i)ér® ligne 
que cet é l émen t r éappa ra î t et cet te fois-c i sous la d ia -
gonale p r inc ipa le . 

O n t rouve la» valeur de D™ par r é d u c t i o n de son 
degré . Nous s u p p o s e r o n s d ' abord que les n o m b r e s p 
et m ne sont pas égaux en t r e eux . 

i° p <C. m. Nous a jou tons la p r e m i è r e l igne hor i -
zontale à la (/?-+- i) è r c , la seconde à la (p H- 2) i ème et 
ainsi de sui te p fois . Par ce p rocédé , les p p remiè res 
co lonnes de D ^ ne con t i ennen t q u ' u n e fois l ' é l ément 1, 
tandis que tous les aut res é léments sont o ; l ' é l ément 1 
se t rouve dans la diagonale pr inc ipa le . 11 s 'ensui t que 
le d é t e r m i n a n t est r édu i t au degré m — 1 ; pa r sa c o n -
s t ruc t ion , ce d é t e r m i n a n t n ' e s t au t re chose q u e le dé te r -
minan t carac tér i s t ique du d é t e r m i n a n t c i rcula i re A™_/>. 

2° p >> m. En suivant le m ê m e procédé que p lus 
hau t , mais avec les m — 1 p remiè re s et m — 1 d e r n i è r e s 
l ignes hor izonta les , nous ob tenons le d é t e r m i n a n t 
carac té r i s t ique du d é t e r m i n a n t c i rcula i re À 

O n voit que , dans les deux cas, le degré du d é t e r -
minan t se r édu i t du p lus pe t i t des d e u x n o m b r e s p 
et m . 

Si les n o m b r e s p et m sont p remie r s en t re eux , u n e 
p remière r éduc t ion du degré du d é t e r m i n a n t D™ par /? 
ou m d o n n e un dé t e rminan t de la m ê m e f o r m e , 
o ù p ^ m — p ou b ien p — m^m. Nous c o n t i n u o n s la 
m ê m e réduc t ion avec le dé t e rminan t o b t e n u , et , c o m m e 
p et m sont des nombres en t ie rs qui n ' o n t a u c u n 
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d i v i s e u r c o m m u n , n o u s a r r i v o n s au cas o ù l ' u n des 
n o m b r e s p ou m e s t i . Ma i s ici n o u s avons le d é t e r -
m i n a n t ou D f , d o n t la v a l e u r es t i . 

Si , au c o n t r a i r e , p e t m o n t un d i v i s e u r c o m m u n , p a r 
la r é d u c t i o n success ive de d e g r é d u d é t e r m i n a n t p r o -
posé , n o u s a r r i v o n s au cas où le d é t e r m i n a n t n e 
c o n t i e n t q u ' u n e seu le des l e t t r e s a ou è , e t d o n t la 
va leur es t n u l l e . P a r c o n s é q u e n t , si p e t m o n t u n 
d i v i s e u r c o m m u n d i f f é r en t de i , la v a l e u r d u d é t e r -
m i n a n t À™ es t n u l l e . 

D e ce q u e n o u s v e n o n s d ' e x p o s e r il r é s u l t e q u e la 

valeur du déterminant en question est 

i [n — 1 ) (n —2) 
(—i)2 (a — b)n~l(pa -h mb) ou zéro, 

suivant que p et m sont des nombres premiers 

entre eux ou non. 

Par les propriétés des déterminants circu-

laires. — P ro f i t ons m a i n t e n a n t de la f o r m u l e e x p r i m a n t 
la va leu r du d é t e r m i n a n t c i r cu l a i r e , f o r m é de « é l é m e n t s 
d i f f é r en t s . C o m m e on sait ( ' ) , ce t t e 
f o r m u l e est 

- t n — 1 ) ( n ~ 2 ) 
(— I)2 <?(«l) ?(««)•• •?(«/»)> 

O Ù 
ç ( a) = aj a2 oc M- a 3 a2 -+-... -h an an~l 

et les a son t les r a c i n e s d e l ' é q u a t i o n b i n ô m e xn — i = o . 
D a n s n o t r e cas 

m ~ a2 = ... = ap= a, — = . .. — an~ b, 

( 1 ) S T E R N , Einige Bemerkungen über eine Determinante (Journ. 
f . MathBd. 73, 1 8 7 1 , p. 3 7 4 - 0 8 0 ) . — E. P A S C A L , Die Determi-
nanten, 1900, p. 73). 
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de so r t e q u e 

çp(a)= a (i + a + a2 + ,..+ a/'-i) 
H- bocP(i H- a -I- a2-b...-+- a'n_1). 

11 e n r é s u l t e 

i < - n 

- ( n — 1 i ( n — 2 ) •— 
= ( - ' ) 2 « ( ! + <«, + . . . + « ? - ' ) 

! i = n — 1 
- ( n — 1 ) ( n — 2 I —m- , , n -1 

= (—i) s ( / > a H - m £ ) J j L a (H-«*-T-. . .-}-a? » 
t = i 

E l , c o m m e 

1 + «» + . . , + af" 1 = - a f ( i + a/ + . . . + a;.""1), 

n o u s r e c e v o n s 

•1 ( n — 1 ) 1 n - 2 ) 
A;' / = ( — I ) 2 ( P A - + - M B ) 

X J J ( n _ a / 4 - a 2 -H . . . + «/ '-!). 

D e s f a c t e u r s sous le s igne II, n o u s c o n c l u o n s q u e si 
les n o m b r e s p e t m , e t p a r équ iva l ence si p e t /i o n t 
u n d i v i s e u r c o m m u n , le p r o d u i t d e v i e n t n u l . D o n c 
y; = 0 . 

A u c o n t r a i r e , si les n o m b r e s p e t m n ' o n t pas de 
d iv i s eu r c o m m u n , le d é t e r m i n a n t a la va leur 

(— ( p a mb)(a — 

E n ef fe t , si n o u s f a i sons les m u l t i p l i c a t i o n s sous le 
s igne II, a y a n t en v u e les p r o p r i é t é s des f o n c t i o n s 
s y m é t r i q u e s des rac ines de l ' é q u a t i o n b i n ô m e xn— i == o , 
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n o u s t r o u v o n s 

issn — 1 

( i a ? - f - . . . - + - a f - 1 ) = i . 
/ = 1 

Cas particuliers. — P o u r a = i , b = o , la va l eu r d u 
d é t e r m i n a n t A™ es t 

o, —/>, />, 

su ivan t q u e /> e t /n o n t r e s p e c t i v e m e n t u n d i v i s e u r 
c o m m u n ou b i e n q u e p -f- m = n es t u n n o m b r e de la 
f o r m e l \ k — i ou 4 k o u b i e n e n c o r e q u ' i l a la f o r m e 
4 k• -f- i ou 4 A- -4 -2 . 

P o u r a = — i , 6 >> i , n o u s a v o n s le d é t e r m i n a n t de 
C a t a l a n . N o u s a r r i v o n s d o n c au r é su l t a t q u e la c o n d i -
t ion /? << ~ y posée p a r C a t a l a n , lo in d ' ê t r e n é c e s s a i r e , 
est tou t à fa i t i n u t i l e . A u c o n t r a i r e , il es t i n d i s p e n s a b l e 
de c o n s i d é r e r si les n o m b r e s p e t /i, ou ce q u i es t la 
m ê m e c h o s e , / ; et m o n t o u n ' o n t pas de d iv i s eu r 
c o m m u n , ca r , dans le p r e m i e r cas, le d é t e r m i n a n t de 
Ca ta l an a la v a l e u r nu l l e , ce q u e l ' a u t e u r n ' a pas p r é v u . 

P o u r a — — I , b = I , / ? = I , n o u s avons le d é t e r -
m i n a n t c i r cu l a i r e , é t u d i é pa r C a t a l a n et M. F o u r e t ( ' ) . 

[ 0 5 k ] 

s u r l e s r é s e a u x c o n j u g u é s o r t h o g o n a u x 
e n p r o j e c t i o n s u r u n p l a n ; 

PAU M . EMILE T U R R I È R E , 

Professeur au Lycée de Poitiers. 

1. D a n s les Nouvelles Annales de 1869 ( p . 563 e t 

(') Remarque sur certains déterminants numériques {Bull. Soc. 
math, de France, t. XV, 1887). 
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sous le n° 975) , R i b a u c o u r p roposa la ques t ion sui-
vante : Etant donnée une surface du second ordre 

et un plan quelconque, trouver, sur cette surface, 

un réseau conjugué se projetant, sur le plan donné, 

suivant un réseau orthogonal. 

U n e so lu t ion de cet te ques t ion fu t pub l iée dans les 
Nouvelles Annales de 1872 ( p . 177 et suiv.) . Le 
plan d o n n é é tan t pr is p o u r p lan hor izonta l O x y , soit 

l ' équa t ion , par r a p p o r t à des axes rec tangula i res O x y z 

(Oz é tan t vert ical) , de la sur face donnée ( S ) ; so ient /?, 
<7, r , s, t les dér ivées part ie l les des deux p r emie r s 
o rd res de la cote s , par r a p p o r t à x et à y; le réseau 
d e m a n d é ( C ) a p o u r équa t ion 

il se p ro je t te , pa r sui te , ho r i zon ta l emen t , suivant les 
cou rbes in tégra les de l ' équa t ion différent ie l le du 
p r e m i e r o rd re 

P o u r une q u a d r i q u e à cen t re , ce t te équa t ion diffé-
rent ie l le n ' e s t au t re q u e celle des con iques homofoca les ; 
de même, p o u r u n parabo lo ide , l ' équa t ion est celle des 
paraboles homofoca les ; p o u r le cône , on ob t i en t des 
cercles concen t r iques et les r ayons émanan t de l eu r 
c e n t r e c o m m u n . L ' A u t e u r de la solut ion pub l i ée est 
a m e n é à envisager le cas d ' i n d é t e r m i n a t i o n de l ' é q u a -
t ion d i f fé ren t ie l l e : les deux équat ions aux dér ivées 
par t ie l les du second o r d r e 

dx dy 
dp ~ dqJ 
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sont alors s imu l t anémen t vér if iées; l eur in tégra le c o m -
m u n e est u n parabolo ïde de révolu t ion d 'axe vert ical . 

T o u t ceci est pa r f a i t emen t exact . Mais il n ' e n est pas 
de m ê m e de l ' a f f i rmat ion suivante conce rnan t le cas du 
paraboloïde de révolu t ion p récéden t : « le sys tème 
c o n j u g u é d e m a n d é se compose des paral lèles et des 
mér id i ens (ou des l ignes c o u r b u r e ) et se p ro je t t e 
su r le p lan donné suivant un sys tème de cercles c o n c e n -
t r iques et de droi tes passant par l e cen t re c o m m u n » 
(p . 180). Le réseau c o n j u g u é , f o r m é pa r les l ignes de 
c o u r b u r e , est b i e n u n réseau r é p o n d a n t à la ques t ion , 
p u i s q u e le pa rabo lo ïde de révolu t ion est u n e surface 
mou lu re t rès pa r t i cu l i è r e ; mais il n 'es t pas le seul : 
tout réseau conjugué du paraboloïde de révolution 

se projette suivant un réseau orthogonal sur un plan 

perpendiculaire à Vaxe de révolution, a insi que j e 
vais l 'é tabl i r . 

2 . Dans u n ar t icle in t i tu lé Etude des réseaux con-

jugués orthogonaux en projection sur un plan, 

inséré dans le Bulletin de la Société mathématique, 

j ' a i fai t u n e é tude généra le de ces réseaux , sur u n e 
surface q u e l c o n q u e ; j e me suis p r i nc ipa l emen t placé 
au po in t de vue de la théor ie de cer ta ines équa t ions 
l inéaires , a u x dér ivées par t ie l les du second o rd re , 
don t la p ropr ié té carac tér i s t ique est d ' a d m e t t r e trois 
solut ions telles que la t ro i s ième soit la s o m m e des 
car rés des d e u x premières ; j e me proposais s u r t o u t de 
me t t r e en évidence l 'analogie avec la théor ie des 
lignes de c o u r b u r e et de d é t e r m i n e r tou tes les surfaces 
qui son t ainsi associées à u n réseau o r thogona l , d o n n é 
dans le plan hor izonta l Oxy. J e vais m a i n t e n a n t déve-
lopper des cons idéra t ions d ' u n o rd re plus é lémenta i re 
et plus géomé t r i que . 
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Il s ' ag i t d o n c de r é s o u d r e , p o u r u n e su r f ace q u e l -

c o n q u e ( S ) , le p r o b l è m e q u e R i b a u c o u r p r o p o s a p o u r 
les q u a d r i q u e s ; j e d é s i g n e r a i p a r ( C ) les c o u r b e s du 
réseau d e m a n d é . 

L e s d e u x c o u r b e s ( G ) , p r o j e t é e s h o r i z o n t a l e m e n t , 
qu i se c r o i s e n t en u n p o i n t m d u p l a n Oxy o n t néce s -
s a i r e m e n t p o u r t a n g e n t e s les axes d e s y m é t r i e d e la 
c o n i q u e qu i est la p r o j e c t i o n h o r i z o n t a l e d e l ' i n d i -
ca t r i ce de la su r f ace ( S ) au p o i n t M d o n t m est la p r o j e c -
t ion . E n d ' a u t r e s t e r m e s , les c o u r b e s ( C ) p r o j e t é e s 
b i s sec ten t les l ignes a s y m p t o t i q u e s p r o j e t é e s . Ces 
p r o p r i é t é s son t a n a l o g u e s à cel les des l ignes de 
c o u r b u r e . E l les p e r m e t t e n t de f o r m e r de n o u v e a u 
l ' é q u a t i o n d i f f é ren t i e l l e des c o u r b e s ( C ) p r o j e t é e s : 
l ' i nd i ca t r i c e , e n p r o j e c t i o n h o r i z o n t a l e , a y a n t p o u r 
é q u a t i o n 

l ' é q u a t i o n q u a d r a t i q u e de ses axes de s y m é t r i e est 

¿ (Y— — x ) ( Y - y ) = o ; 

de ce t t e é q u a t i o n , décou l e i m m é d i a t e m e n t l ' é q u a t i o n 
d i f f é ren t i e l l e p r é c é d e m m e n t i n d i q u é e des p r o j e c t i o n s 
des c o u r b e s ( C ) . 

C o n s i d é r o n s u n e q u a d r i q u e g é n é r a l e 5 soi t (F ) la 
c o n i q u e q u i es t le c o n t o u r a p p a r e n t de ce t t e q u a d r i q u e 
sur le p l a n h o r i z o n t a l Oxy ; les p r o j e c t i o n s des a s y m p -
to t i ques son t a lors les d e u x t a n g e n t e s m e n é e s de m à 
la c o n i q u e ( T ) : les c o u r b e s ( C ) son t , p a r c o n s é q u e n t , 
les c o n i q u e s h o m o f o c a l e s à la c o n i q u e ( T ) . 

Cec i a l ieu l o r s q u e le c o n t o u r a p p a r e n t est u n e 
vé r i t ab le c o n i q u e ; cel le-ci p e u t d é g é n é r e r t a n g e n -
t i e l l e m e n t e n d e u x p o i n t s autres que les points cycli-

ques du p l a n Oxy ; el le p e u t m ê m e d é g é n é r e r e n u n 
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po in t doub le : c 'est alors le cas du cône du second 
degré et. p lus géné ra l emen t d 'a i l leurs , d ' u n cône 
q u e l c o n q u e ; p o u r un cône, le réseau p ro je t é se compose 
de cercles concen t r i ques et de dro i tes é m a n a n t de l eu r 
cen t r e c o m m u n . 

Mais, dans le cas s ingul ier où le con tou r appa ren t se 
compose des deux points cycl iques , il y a é v i d e m m e n t 
i n d é t e r m i n a t i o n ; la q u a d r i q u e est alors un parabolo ïde 
de révolu t ion d 'axe vert ical . T o u t e sect ion p lane se 
p ro je t t e suivant u n cercle ; l ' ind ica t r ice se p ro je t t e 
donc suivant un cercle et tout réseau c o n j u g u é de ce 
parabolo ïde se p ro j e t t e suivant un réseau or thogona l . 

3 . J 'a i écr i t plus h a u t que , dans le cas où la 
surface ( S ) e s t une surface m o u l u r e , a t t achée à un 
cyl indre vert ical , le réseau ( C ) , c o n j u g u é sur elle et 
qu i se p ro je t t e ho r i zon ta l emen t su ivant un réseau 
or thogonal , est celui des l ignes de c o u r b u r e de la 
surface m o u l u r e . 

La p ropr ié té r éc ip roque est p resque évidente : pour 
que le réseau ( G ) soit p r éc i s émen t le réseau des l ignes 
de c o u r b u r e de la sur face ( S ) , il fau t que cel le-ci soit 
une mou lu re que l conque associée à un cy l indre 
vert ical . 

De m ê m e , p o u r que le réseau c o n j u g u é ( C ) con t i enne , 
soit les l ignes de n iveau, soit les l ignes de plus g rande 
pen te de ( S ) , il f au t et il suffit q u ' o n se t rouve dans 
le cas, qu i p récède , d une surface m o u l u r e . 

Ces cons idéra t ions s ' app l iquen t au cas par t icu l ie r où 
la surface mou lu re est une su r face de révolu t ion 
a u t o u r d ' u n axe ver t ica l ; le cas du parabolo ïde de 
révolu t ion é tant excepté , le réseau c o n j u g u é ( C ) est 
alors fo rmé par les paral lèles et les mér id i ens de la 
surface de révolu t ion . 
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L a n o t i o n d e para l lè les e t de m é r i d i e n s d ' u n e -

s u r f a c e de r é v o l u t i o n f u t géné ra l i s ée p a r M i n d i n g e t 
é t e n d u e à u n e s u r f a c e q u e l c o n q u e : les pa ra l l è l e s sont? 
les c o u r b e s le l o n g d e s q u e l l e s les n o r m a l e s à la su r f ace 
l o n t u n ang le c o n s t a n t avec la d i r e c t i o n O z ) les m é r i -
d i e n s s o n t de m ê m e lés l ignes le l o n g d e s q u e l l e s les 
n o r m a l e s à la su r f ace se p r o j e t t e n t su r O x y s u i v a n t les 
d ro i t e s pa ra l l è l e s . E n d ' a u t r e s t e r m e s , les para l l è les d e 
la su r f ace se p r o j e t t e n t su ivan t les c o u r b e s d ' é q u a -
t ions 

p2 -+- q2 == const., 

e t les m é r i d i e n s , su ivan t les c o u r b e s d ' é q u a t i o n s 
P — = const. 
q 

Si l ' on impose a u x para l lè les e t aux m é r i d i e n s la 
c o n d i t i o n d ' ê t r e c o n j u g u é s , la su r f ace ( S ) est n é c e s -
s a i r e m e n t u n e m o u l u r e . M o n t r o n s q u ' i l e n es t é g a -
l e m e n t a insi l o r s q u ' o n i m p o s e la c o n d i t i o n , q u e l e 
r é seau (C) c o n t i e n n e soi t les para l lè les de la su r f ace ( S ) r 

soi t les m é r i d i e n s de ce t t e m ê m e s u r f a c e . 
D a n s le p r e m i e r cas , on d é d u i t des d e u x é q u a t i o n s 

p dp -+- q dq = o, 
dp dq 
dx dy 

la c o n d i t i o n 
p dx -+- q dy = dz = o ; 

ce l le -c i e x p r i m e q u e les pa ra l l è les s o n t c o n f o n d u s avee 
les l ignes d e n iveau de la s u r f a c e ( S ) . D a n s le s econd 
cas , de m ê m e , on d é d u i t de l ' é q u a t i o n d i f fé ren t i e l l e des-
m é r i d i e n s 

p dq — q dp = o, 
la r e l a t i o n 

p dy — q dx — o, 
Ann. de Mathémat., 4* série, t. XII. (Août 1912.) 24 
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q u i e x p r i m e l ' i d e n t i t é de ces m é r i d i e n s e t des l ignes de 
p l u s g r a n d e p e n t e de la s u r f a c e . D a n s l ' u n ou l ' a u t r e 
cas, la su r f ace est d o n c u n e s u r f a c e m o u l u r e . 

4 . D a n s le cas d ' u n e s u r f a c e ( S ) i n t ég ra l e de l ' é q u a -
t ion de Lap lace 

— L- — = ' J - -
~dx* ~ ~ Zyi = 1 ~ 

les l ignes a s y m p t o t i q u e s de ce t t e s u r f a c e ( S ) se p ro -
j e t t e n t s u r le p l a n h o r i z o n t a l Oxy su ivan t u n réseau 
o r t h o g o n a l . La d é t e r m i n a t i o n des l ignes c o n j u g u é e s (C) 
d ' u n e telle s u r f a c e est d o n c i d e n t i q u e à la r é v o l u t i o n 
d ' u n p r o b l è m e de t r a j e c t o i r e s o b l i q u e s , sous l ' ang le de 
45°, dans le p l an Oxy. E n se r e p o r t a n t a lors à la 
page 92 des Nouvelles Annales de f é v r i e r 1909, o n 
voit que , l ' é q u a t i o n des a s y m p t o t i q u e s p o u v a n t ê t r e 
r a m e n é e à la f o r m e 

J /V77 dv = const., 

cel le des c o u r b e s ( C ) es t a lors 

J" v/Ir duzhij/V" dv = const. ; 

les q u a d r a t u r e s à e f f e c t u e r son t les m ê m e s d a n s les 
d e u x cas . 

P l u s p a r t i c u l i è r e m e n t , d a n s le cas des s u r f a c e s 
d ' é q u a t i o n s 

x = /* cos (Oj ^ = r s i n w , 5 = /*KsinK(to — to0), 

c o n s i d é r é e s a u x pages 90 et 3 9 6 du T o m e ci té , les 
p r o j e c t i o n s des c o u r b e s ( G ) son t des sp i ra les s i n u -
soïdes . 
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5. Le cas par t i cu l ie r où la sur face in tégra le de 

l ' équa t ion de Lap lace est de révolu t ion , c ' es t -à -d i re 
celui de la surface engendrée par la cou rbe loga-
r i t h m i q u e 

* = L°g'*> 

est à s ignaler : les a sympto t iques son t alors , en p r o j e c -
t ion, les spirales l oga r i t hmiques 

r du) = zh dr, 

t ra jec to i res , sous l ' angle de 4^°? des dro i tes qui 
é m a n e n t de l 'o r ig ine O ou des cercles de cen t r e O ; les 
courbes ( C ) sont ces droi tes et ces cercles pu i sque 
la sur face est de révo lu t ion . 

Cons idé rons de m ê m e le cas où la sur face est u n 
hél ieoïde gauche à p lan d i r e c t e u r hor izonta l ; soit 

y z — arc tane — x 

l ' équa t ion de cet hé l ieoïde ( S ) ; c 'es t u n e sur face 
in tégrale de l ' équa t ion de L a p l a c e ; ses a sympto t iques 
se p r o j e t t e n t sur O x y suivant les droi tes é m a n a n t de O 
et su ivant les cercles de cen t r e O . Les cou rbes ( C ) 
pro je tées ho r i zon ta l emen t sont néces sa i r emen t les 
spirales l oga r i thmiques 

r du) — zh dr. 

Il y a donc u n ce r ta in r a p p r o c h e m e n t à fa i re en t re 
la sur face de révo lu t ion p r é c é d e n t e et l 'hé l icoïde 
gauche à p lan d i r e c t e u r . P lus géné ra l emen t , il y a l ieu 
d 'associer deux à deux les sur faces intégrales de l ' é q u a -
t ion de Lap lace . P o u r la sur face ( S 4 ) d ' équa t ion 

z = U - V , 

u-h V . P — u r*. . 1/ —- ï * 
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les a sympto t iques et les courbes ( C ) on t , en p ro j ec t i on 
hor izonta le , p o u r équa t ions d i f fé ren t ie l les respec t ives , 

\)'du*—\'dv*=: o, 

si l 'on associe donc à ( S < ) la sur face ( S 2 ) d ' é q u a -
t ion 

• ^ U + V, 

les projections des asymptotiques de l'une des 

surfaces ( S , ) et ( S 2 ) sont les projections des 

courbes ( C ) de Vautre surface, et inversement. 

0. Au pa rag raphe 5 , j ' a i été amené à cons idé re r le 
réseau fo rmé par les cercles c o n s e n t r i q u e s et l eurs 
rayons , et le réseau f o r m é par les spi ra les loga-
r i t h m i q u e s 

r du> = ± dr. 

D a n s m o n ar t ic le inséré dans le Bulletin de la 

Société mathématique, j ' a i dé t e rminé et défini 
géomé t r i quemen t , c o m m e surface d iamét ra le d ' u n cône 
e t d ' u n e sur face de révo lu t ion , la su r face la p lu s 
généra le qui p e u t ê t re associée au p r e m i e r de ces 
réseaux (§ VI I de l 'ar t ic le c i té ) . Je vais consacre r la 
fin du présen t ar t ic le à la dé t e rmina t i on de la surface (S) 
la plus généra le , d o n t le réseau p ro je t é ( C ) est celui 
des spirales loga r i thmiques 

r dm — dt dr. 

E n coo rdonnées o rd ina i res , cet te sur face ( S ) est 
l ' in tégrale d ' u n e équa t ion aux dér ivées part iel les du 
second ordre q u ' o n ob t i en t en posan t 

dy x y 
dx x—y' 
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dans l ' équa t ion d i f férent ie l le des courbes ( C ) pro je tées ; 
cet te équa t ion p rend la f o r m e 

r — t 4 xv 
H , " t = o. s x2 — y1 

Il f au t d o n c in t ég re r ou t r a n s f o r m e r cet te équa t ion . 
11 est p ré fé rab le de p r o c é d e r de la façon suivante : 

P a r t o n s des équa t ions 

re~<»= e2", 
r em — e2i>y 

des deux famil les de spirales l oga r i t hmiques ; ce réseau 
or thogonal et i so the rmique d o n n e à l ' é l émen t l inéaire 
du p lan la fo rme 

ds* = le^'^idut-hdv*); 

l ' équa t ion l inéaire qu' i l convien t de lui associer est 
donc 

àu àv àu àç ' 

c 'est u n e équa t ion à invar iants égaux, pu i sque le 
réseau de spirales est i s o t h e r m i q u e ; on a 

h = k = i ; 

l ' équa t ion est donc réduc t ib le à la f o r m e canon ique 

àu àv = 0,. 

O n r e c o n n a î t l ' une des fo rmes qu ' i l est possible de 
d o n n e r à Véquation des télégraphistes. Ainsi donc 
la détermination des surfaces telles que leréseau(G) 

projeté soit celui de Vhélicoïde gauche à plan direc-

teur est réductible à Vintégration de Véquation des 

télégraphistes. 
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En c h e r c h a n t u n e so lu t ion par t icu l iè re de la f o r m e 

0 = U + V , 

on ob t ien t l 'hé l icoïde l u i - m ê m e . E n c h e r c h a n t u n e 
solu t ion pa r t i cu l i è re de la f o r m e 

0 = L x V, 
on t rouve 

0 = c o n s t . ; 

A et B sont d e u x cons tan tes liées pa r la re la t ion 

1 i __ 
Â + B 

on posera donc 

C é tan t u n e cons tan te a rb i t r a i re . 
Les sur faces ( S ) , qu i co r r e sponden t à la solut ion 

par t icu l iè re ainsi d é t e r m i n é e , on t pour équa t ion g é n é -
rale 

i — G2 
— - — Logz = Log r -h G to ; 

elles r e n t r e n t dans la famil le des surfaces spirales qu i 
on t été s ignalées pa r M. A. Buh l dans son Mémoi re 
Sur les surfaces dont les lignes asymptotiques se 

déterminent par quadratures (Nouvelles Annales, 

oc tobre 1908, § 7 ) ; en a p p l i q u a n t les fo rmules de 
M. Buh l , on t rouve p o u r p ro j ec t i ons des a sympto t iques 
d e u x famil les de spirales loga r i thmiques 

dr2 ^ , dr —— H- 2 G au) h «a>2 = o r2 r 

( e n écar tan t le cas s ingul ier C = i , p o u r l eque l la 
surface dégéné re ra i t en u n p l an imag ina i r e ) . 
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[ D 5 c ] 

p r i n c i p e d e d i r i c h l e t . l a f o r m i l e d e p o i s s o n ; 

L o r s q u e se p r o d u i t u n e p u i s s a n t e s y n t h è s e , c o m m e 
cel le de M M . F r e d h o l m , H i l b e r t , e t c . , p o u r les p r o -
b lèmes de la P h y s i q u e m a t h é m a t i q u e (à c a r a c t é r i s -
t i ques i m a g i n a i r e s ) , il es t i n t é r e s s a n t de retrouver, 

par la m é t h o d e n o u v e l l e , les so lu t ions a n c i e n n e s r e l a -
tives a u x cas les p lu s s imp les . 

N o u s a l lons voi r q u e , p a r la t héo r i e des po ten t i e l s , 
et sans fa i re u sage des t r a n s c e n d a n t e s de M. F r e d h o l m , 
on r e t r o u v e f a c i l e m e n t la f o r m u l e de Po i s son . 

11 s 'ag i t , on le sai t , d e t r o u v e r la s o l u t i o n de l ' é q u a -
t ion de L a p l a c e : 

la f o n c t i o n u é t a n t d o n n é e s u r une circonférence. 

C'es t le p r o b l è m e de D i r i c h l e t . 
N o u s r a p p e l o n s (*) q u e l ' o n r é s o u t le p r o b l è m e de 

D i r i ch l e t intérieur, d a n s le p l a n , p a r un p o t e n t i e l de 

double couche. So i t W ^ ce po ten t i e l , au p o i n t p ; on 
a u r a 

L é t a n t la l o n g u e u r d u c o n t o u r d o n n é ; r p la d i s t ance 

0 ) Leçons sur les Principes de l'Analyse, par l'auteur 
(Gauthier-Villars), t. I, Chap. Vili et Chap. IX. Voir aussi : 
O . D. K E L L O G G , Theorie der Integralgleichungen und der 
Dirichlet'sehen Princips, Göttingen, 1902. 

P a r M . R . D ' A D H É M A R . 

ô2 u à'2 u 
dx% Oy2 
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du p o i n t p au p o i n t s s u r le c o n t o u r ; o é t a n t l ' ang le d e 
î a d ro i t e r p avec la n o r m a l e au c o n t o u r au p o i n t s ; 
•V é t a n t la d e n s i t é ; ds é t a n t l ' é l é m e n t d ' a r c du c o n t o u r . 

La dens i t é vs est d o n n é e pa r l ' é q u a t i o n de F r e d h o l m 

^ \ 1 r L coscp w , , 
< 'X ) VS H / L = = 

W / est la f o n c t i o n d o n n é e su r la f r o n t i è r e et /• est la 
d i s t ance du point fixe 0 , su r le c o n t o u r , au point 

mobile s , su r ce m ê m e c o n t o u r . 
Si le c o n t o u r est u n cerc le d e r a y o n R , on a 

coso R L = — = const. 
/* 'X 

D a n s ce cas, on a immédiatement 

A est u n e cons t an t e , q u e n o u s d é t e r m i n o n s p a r i d e n -
t i f i ca t ion , ce q u i d o n n e 

R F 2 7 R R 

< 3 ) AH / (^ - f -A)r fc r = o; 

\ est d o n c c o n n u , donc v.f es t c o n n u , et n o u s avons à 
c a l c u l e r W ^ , p a r la f o r m u l e ( i ) . 
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Le t r iangle O p s donne , en posan t Op = longueur 

d o n n é e , p u i s q u e le po in t p est donné 

/2 = R* -f- rf} — 2 R/> cos 
coscp __ I / 

O n aura d o n c 

R*—/* 
n s— 

R2— 
(4) ^ - + - A > ( i + 5 7 r ! ) 

T e n o n s compte de la re la t ion ( 3 ) ; d 'où 

/ r N C / I A x "S TZ A 

Main tenan t , p o u r u n e densi té constante et égale à A, 
nous aur ions u n potent ie l doub le constant, dans le 
doma ine in t é r i eu r ( ! ) , ce qu i donne 

JA dto = i tt A.. 

App l iquan t la f o r m u l e ( 4 ) , cela donne ra 

q u e l q u e soit le po in t intérieur p. 

De là résul te , en posan t W / = F J , fonct ion donnée (-) : 

W P = rr / 5 d s• 

(') Leçons sur les Principes de VAnalyse, par l'auteur, t. I, 
p. 218 (W est l'angle solide). 

(2) Il suffit d'écrire : 

A.) ^ P R - / — (<K"+" A ) -+- 41, -pi H A ^ I H — J — A 

et d'utiliser les formules (5) et (6). 
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C ' e s t la formule de Poisson. O n p o u r r a p o s e r 

ds = R ¿ 6 , 

H é t a n t l ' a r c de ce rc le , e t 

rj,= ¿2 — 2 R / cos(0 — a), 

/ e t a é t a n t les c o o r d o n n é e s po la i r e s d u p o i n t p. 

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES. 

2172. 
( 1911, p. <M.) 

Dans le plan ABC on mène les droites AD, BE, CF, qui 
se coupent en un point P. Soit Q la conique circonscrite 
à ABC et tangente en A, B, C aux parallèles ci EF, FD, DE. 

I. Les parallèles à PA, PB, PC, menées par un point O 
de Q, coupent BC, CA, AB en X, JJL, V, et Von a la droite 
A(X, ¡x, v). 

II. En permutant les points O et P, on a une seconde 
droite A'(X', JJL', v'). 

HI. Les droites A et A' se coupent au milieu to de OP. 
Cas où P est Vorthocentre de A B C . P . S o n d â t . 

s o l u t i o n 

P a r M . PARROD. 

Le cas où P est l 'orthocentre de ABC a été proposé par 
M. Sondât et résolu dans les Nouvelles Annales, 1907, 
p. 332; dans ce cas la conique Q est le cercle circonscrit. 

Le cas général s'en déduit par projection oblique sur un 
plan. 

On peut aussi considérer le cylindre droit qui a pour base 
la figure donnée. Une section circulaire du cylindre ayant 
pour base la conique Q donne la figure particulière précédente, 
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car le triangle D t E j F ! dont la projection est DEF a ses côtés 
antiparallèles à ceux du triangle A i B l G i ; dans ce triangle, les 
droites AiDj , B t E j et C i F t sont les hauteurs. 

Autre solution par M . B . BOUVAIST. 

2174. 
(1911, p. <).>.) 

Si un point O décrit le cercle ABC, on sait que les 
parallèles à OA, OB, OC, menées par Vorthocentre P du 
triangle ABC, coupent BG, GA, AB en trois points en ligne 
droite. 

Démontrer que cette droite A enveloppe la conique Q 
inscrite à ABG et concentrique au cercle d'Euler. 

Si At est la droite correspondant au point Oj diamétra-
lement opposé à O, le point O'(AAi) décrit la direc-
trice A ' ( X ' , ¡x, v') de Q, relative à son foyer P , et qu'on 
obtient en menant les parallèles PX', PP.', PV', aux tan-
gentes en A, B, G. 

La corde IIi des contacts tourne autour de P en restant 
perpendiculaire à P O ' . P . S O N D Â T . 

S O L U T I O N 

P a r M . P A R R O D . 

Soit XJJLV la droite A . L'angle JJLPV est constant, donc cette 
droite enveloppe une conique inscrite dans le triangle ABC] ; 
Tun de ses foyers est P, l 'autre foyer est le point inverse de P, 
c'est-à-dire le centre du cercle ABC; son cercle principal est 
le cercle pédal commun à ces deux points, c'est le cercle 
d'Euler; les symétriques du point P par rapport aux trois 
cotés du triangle ABC étant sur le cercle circonscrit, le cercle 
directeur du foyer P est le cercle ABC. 

Soit X ^ v ! la droite A. L'angle XPXj est constant, donc 
la corde des contacts I l t des tangentes A, At passe par P et le 
point 0 ' (AA t ) est sur la directrice du foyer P et de plus cette 
corde est perpendiculaire sur PO'. 

La droite PX' est perpendiculaire sur le diamètre du point A 
et le point de contact de Q avec BC est un point D tel que 
PD est parallèle à ce diamètre; la droite PX' étant perpendi-
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culaire sur PD, le point X' appartient à cette directrice. On 
démontrerait de même que (i/ et v' sont situés sur elle. 

Autres solutions par MM. B O U V A I S T et G I S O L F . 

2175. 
Î i o n , p. <>:».) 

Soient A', B\ G' trois points pris sur les côtés d'un 
triangle ABC de telles manières que les droites A A', BB', CC' 
soient concourantes ; soient a, p, y trois points pris sur les 
côtés du triangle A'B'C tels que les droites A'a, B'fS, C'y 
soient concourantes. Démontrer que les droites Aa, B p, Cy 
sont concourantes. G I R A U D O N . 

S O L U T I O N 

P a r M . K . B O U V A I S T . 

Projetons Y axe d'homologie des triangles ABC. A'B'G'sui-
vant la droite de l'infini, nous obtenons deux triangles Ai Bt Gi 
et A'B'G' ayant leurs côtés parallèles; si [jj, yi sont les 
projections de a, ¡3, y, nous avons 

Q . C ' , FTI B ' , YI A T = 

% L B \ P I A ' , YI C ' T 

les droites Ai ai, Bi 3i, Ciyi rencontrent BiGi, AiCi, AiBj en 
a'1? pi , y\ et l'on a 

«î Ci __ Ci . 
ai B'j ~ CL\ Bi ' 

de cette relation et des deux autres analogues on déduit la 
suivante 

* i C i M i iiAi = l 
«i f i i Pi a , r ; c , 

qui montre que les droites Aia j , Bi Giyi sont concou-
rantes. 

Autres solutions par M M . A B R A M E S C U , G I S O L F , K L U G , L E M A I R E et 
P A R R O D . 
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2176. 
(1911, p. 0").) 

On considère une parabole P et une droite D perpendi-
culaire ci l'axe de P. Soient A, B, G les pieds des normales 
à P abaissées d'un point quelconque M de G; A1? Bj, GT les 
points de Frégier et A2, B2, C2 les centres de courbure 
relatifs ci A, B. G. On a entre les aires des trois triangles 
A B C , A J B J C I et A 2 B 2 C 5 les relations A B G ^ A J B I G J et 

A B C 

AoBoC, = const. E . - N . B A R I S I E N . 

s o l u t i o n 

P a r M . R . BOUVAIST. 

Si A' est le symétrique du point A par rapport à l'axe de la 
parabole, le point de Frégier AJ relatif à A est sur le dia-
mètre A'A, et la longueur A'AT = ip (p étant le paramètre 
de la parabole donnée). Le lieu du point Ai est, par suite, la 
parabole coaxiale et égale à la parabole donnée obtenue en 
faisant subir à cette dernière une translation, telle que la 
distance des deux sommets soit égale à ip. Ceci posé, il est 
évident que les triangles A', B', G' sont équivalents, et comme 
A'B'C = ABC, AI BI GT = ABC et cette relation a lieu quels 
que soient les points A, B, C pris sur la parabole. 

t% 

Si la parabole donnée est y2 — ipx = o, si x = y = ti 

3) sont les coordonnées des points ABC, l'aire du 

triangle ABC est ~ } h } h ] , les coordonnées •ip 3 ¿ 3 
des points A* B* C* sont x = p -h —- > y— — -i-, l'aire r " " r ip ^ p% 

À2B2C2 est égale à 

A B C ~~ P * 

L'équation aux t des points d'intersection .de l'hyperbole 
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d'Apollonius d'un point ¿r0, y 0 avec la parabole étant 

tz 

i p 

A2B,C2 on voit que = const. si est constant. 

Remarque. — Étant donnée une conique quelconque, les 
points de Frégier de ces différents points sont sur une co-
nique homothétique et concentrique à cette conique, le rap-
port des aires des triangles A B C , A J B T C I est donc constant. 

Autres solutions par MM. K L U G et L E M A I R E . 

2177. 
I 1911, |>. ;>6.) 

On donne deux cercles concentriques G et G' et un 
point A. Une droite quelconque passant par A rencontre G' 
en P et Q. Le lieu des sommets du quadrilatère formé par 
les quatre tangentes à G issues de P et Q se compose d'une 
conique et de deux droites. E . - N . B a r i s i e n . 

s o l u t i o n 

P a r M . P A R R O D . 

Les tangentes PB', QD' du même côté que le centre O de 
la droite PQ se rencontrent en E', les deux autres se ren-

contrent en E ; désignons par F et F' les deux autres points 
d'intersection. 
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HLa droite EE' est un diamètre perpendiculaire sur PQ en H 

et les droites DB', BDf passant par H; les bi&s^etjrit&s des 
angles de ces deux cordes sont les diagonales EE', PQ et leur 
angle BHB' est constant, car l'arc BB' est constant. Le point H 
décrit la circonférence de diamètre AO, en désignant par O 
le centre du cercle G, donc les cordes DB' et BD' rencontrent 
le cercle OA en deux points fixes K et K'. Les points F, F' 
décrivent les polaires, dans le cercle G, des points K', K. 

La corde B'D' est parallèle à PQ, abaissons K T perpendi-
culaire sur B'D', cette droite est aussi perpendiculaire sur DB 
en I; les angles K 'BT, K'DI sont égaux et constants, ï et I' 
décrivent un cercle déduit du cercle G par une homothétie et 
une rotation amenant le point O au milieu de KK', les cordes 
DB, D'B' enveloppent une conique de foyers K, K' et les 
points E, E' décrivent sa polaire réciproque dans le cercle G. 

Autre solution par M . KLUC. 

2178. 
( 1911, p. o<">.) 

On donne une ellipse E et un point P sur le grand axe, 
et Von considère une corde variable PAB. Le lieu des 
centres de similitude des cercles décrits sur PA et PB 
comme diamètres se compose du grand axe et d'une droite 
perpendiculaire au grand axe, E.-N. B A R I S I E N . 

SOLUTION 

P a r M . PARROD. 

Plus généralement, supposons le point P quelconque. Le 
deuxième centre de similitude étant S, on a 

SP2= SA SB. 

S étant le milieu du segment PP', le point P' décrit la polaire 
du point P, d'où le lieu du point S. 

(Le diamètre du point P ne fait pas partie du lieu.) 

Autre solution par M M . ABRAMESCU et BOUVAIST. 
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QUESTIONS. 

2196. Une sécante quelconque d'une ellipse donnée ren-
contre l'ellipse de Frégier en deux points de Frégier JJ. et ¡x' 
et l'ellipse donnée en b et c. Le cercle de diamètre bc ren-
contre l'ellipse donnée en deux points a et a qui corres-
pondent aux points p et jx'. (D r W. G A E D E C K E . ) 

2197. Trouver la relation qui doit exister entre les coeffi-
cients de l'équation 

z6 -h az5--h bz'+ -t- cz2 -f- dz2 + « + / = o 

pour que le produit de trois des racines soit égal au produit 
des trois autres. (D r W. G A E D E C K E . ) 

2198. On considère le quadrilatère ABGD inscriptible dans 
un cercle. 

Le triangle ABC est équilatéral, le côté CD est le côté du 
carré inscrit, et le côté AD est celui du dodécagone régulier 
inscrit. 

Montrer que l'aire du triangle formé par les trois diagonales 
de ce quadrilatère est les *~§ du carré qui a pour côté la 
distance des milieux des deux diagonales intérieures. 

( E . - N . B A R I S I E N . ) 

2199. On considère un point M du plan d'une parabole P, 
tel que l'une des trois normales abaissée de M sur P soit 
bissectrice extérieure de l'angle des deux autres (*). Montrer 
que le lieu des sommets du triangle formé par les tangentes 
aux pieds des normales se compose d'une parabole et d'une 
quartique. ( E . - N . B A R I S I E N . ) 
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[ C l a ] 
s u r l a n o t i o n d e d i f f é r e n t i e l l e t o t a l e ; 

P a r M . M A U R I C E F R É C H E T , 

Professeur à la Faculté des Sciences de Poitiers. 

I N T R O D U C T I O N . 

1. E n c h e r c h a n t à p r é c i s e r dans le Calcul f o n c t i o n -
nel la n o t i o n de d i f fé ren t i e l l e , j 'ai é té a m e n é à e x a m i -
n e r d e près la dé f in i t ion de la d i f f é ren t i e l l e to ta le d ' u n e 
f o n c t i o n de p lu s i eu r s var iab les . J e m e suis a lors a p e r ç u 
q u e n o n s e u l e m e n t la dé f in i t i on o r d i n a i r e m e n t a d o p -
tée ( ' ) n ' e s t pas p r o p r e à la généra l i sa t ion q u e j 'avais 
en vue, mais e n c o r e qu ' e l l e n ' e s t pa s en soi sa t i s fa i -
s a n t e . 

O n dit g é n é r a l e m e n t ( 2 ) q u ' u n e f o n c t i o n de p l u -
s i eu r s var iab les i n d é p e n d a n t e s f ( x , y , . . . , u.) possède 

_ 
(1) Dans la suite, je renverrai par des chiffres romains aux 

ouvrages suivants: 

I . B A I R E , Leçons sur les théories générales de l'Analyse, t. 1, 

Paris, 1907. 
II. G O U R S A T , Cours d'Analyse, t. I, Paris, 1 9 1 0 , 2E édition. 
III. H U M B E R T , Cours d'Analyse, t. I, Paris, njo3. 
I V . D E LA V A L L É E P O U S S I N , Cours d'Analyse, 2® édition, Paris, 

r9°9-
V. J. P I E R I ' O N T , Theory of functions of real variables, t. I, 

Boston, 1905. 
VI. STOLZ, Grundzûge der Differential und Integral-fiechnung, 

t. I, Leipzig, 1893. 
V I I . W . - H . YOUNG, The fondamental theorems of Differential 

Calculus, Cambridge, 1910. 
V I I I . T A N N E R Y , Introduction à la théorie des fonctions d'une 

variable, 2* édition, Paris, 1904. 
(2) I. p. 71 ; IV, p. 117. 
Ann. de Mathémat. 4e série, t. XII. (Septembre 1912.) 25 
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une di f férent ie l le totale au po in t x0, j0, . . . , it0, si 

ce t te fonc t ion adme t des dér ivées part iel les , 

— » par r a p p o r t à chacune de ses var iab les : ày0 àu0
 r r r 

et alors cet te di f férent ie l le est par déf in i t ion 

àf àf àf df — \x -f- - f - A Y H- . . . -h - f - A M , J àx0 dy0 ^ duo 

où A.r, A) ' , Au sont des accro issements a rb i -
t ra i res des variables y, . . ., u. 

2. Si m a i n t e n a n t on examine les théorèmes où in te r -
vient l ' exis tence de la di f férent ie l le , on observe q u e 
les énoncés géné ra l emen t adop tés p o u r le cas de p l u -
s ieurs variables c o n t i e n n e n t des hypo thèses res t r ic t ives 
qui ne figurent pas dans les énoncés relat ifs aux cas 
d ' u n e variable . D o n n o n s les exemples suivants : 

Une fonction / (x) qui 
est diiférentiable pour 
x — x{), est nécessairement 
continue pour x = x0. 

Si une fonction u (x) 
admet une différentielle 
pour x = x0 et si une 
fonction j (u) admet une 
différentielle en u pour 
u = tt(a?o), la fonction 
f{u,(x)] admet une diffé-
renlielle en x pour x = x0 

Si une f o n c t i o n / ( x , y) est deri-
vable par rapport à x et à y au 
point .r0, y0 et^n son voisinage 
et si de plus ses dérivées partielles 
sont bornées dans ce voisinage, la 
fonction f (x, y) est nécessaire-
ment continue au point x0y y0 

(et en son voisinage) par rapport à 
l'ensemble des variables (x, y) 
(I, p. 69; VJI1, p. 364). 

Si des fonctions u (.x, y), v(x, y), 
w(a\ y) sont differentiates au 
point (x0, y(>) et si une fonction 
f (u, y, w) est diiférentiable au 
point u(x0,y0), v (xo,y0), w(x0,yo), 
en u, v, w ; si en outre les dérivées 
partielles par rapport à M, v et w 
existent au voisinage de ce même 



et cette différentielle s'ob-
tieut en remplaçant, dans 
la différentielle de f(x), 
l'accroissement de u par 
sa différentielle. 

Si une fonction f (x) 
admet une différentielle au 
pointée la courbe^ = f (x) 
a en ce point une tangente 
non parallèle à oy dont le 
coefficient angulaire est le 
coefficient de à x dans la 
différentielle de f . 
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point et sont continues en ce point, 
la fonction 

est différentiable par rapport à x et 
à y au point a?0, y0 et sa différen-
tielle s'obtient en remplaçant dans 
la différentielle de f(u, v,w), les 
accroissements de u, v, w par leurs 
différentielles (VIII, p. 369). 

Si une fonction f ( x , y) est 
continue et admet une différen-
tielle continue au point rr0, y0 
et en son voisinage, la surface 
s — fix, y) admet au point [¿r0î 

[f{x0, u n plan tangent non 
parallèle à oz, dont les coefficients 
angulaires sont les coefficients de 
lx, A y, dans la différentielle de s 
au point (a?o, yo)-

3. O r on ne peu t se servir de la no t ion de d i f fé ren-
tielle sans avoir à ut i l iser l ' une des propr ié tés p récé -
den tes . De sorte que pratiquement la définition que 

V on emploie véritablement, ce ri est pas la définition 

théorique précédemment rappelée, mais celle-ci : 

u n e fonc t ion / ( r , . . w) admet u n e dif férent ie l le 
au poin t (,2?0, y0, . . u0) si elle est con t inue , si elle 

âf • ) ~ au po in t a d m e t des dér ivées par t ie l les r ox oy 
( x 0 , y0, . . . , u0) et au voisinage de ce point , et si ces 
dérivées part iel les sont con t inues au po in t x0, . . . , uit; 

et alors cet te différent ie l le est 

+ + A M . J àx0 ày0
 J àu0 

Ainsi la s implici té de la défini t ion t héo r ique r a p p e -
lée p lus hau t n 'es t q u ' u n t rompe- l 'œi l . Mieux vaudrai t 
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a d o p t e r f r a n c h e m e n t la dé f in i t ion p r a t i q u e q u e n o u s 
v e n o n s de f o r m u l e r ( 1 ) ; m o y e n n a n t u n e tel le dé f in i t i on , 
on r é t ab l i r a i t l ' ana log ie e n t r e les é n o n c é s re la t i f s au 
cas d ' u n e va r iab le et c e u x qu i c o n c e r n e n t le cas de 
p l u s i e u r s va r i ab le s . 

Mais a p r è s avo i r r e c o n n u q u e la déf in i t ion t h é o r i q u e 
est t r op l a rge , n o u s d e v o n s o b s e r v e r q u e la dé f in i t i on 
p r a t i q u e , tel le qu ' e l l e r é su l t e des O u v r a g e s c lass iques , 
es t t r op é t ro i t e e t i n u t i l e m e n t c o m p l i q u é e c o m m e n o u s 
le m o n t r e r o n s clans la su i t e . 

O n est d o n c a m e n é à c h e r c h e r u n e déf in i t ion de la 
d i f f é ren t i e l l e q u i se p lace p o u r ainsi d i r e e n t r e les d e u x 
p r é c é d e n t e s . J ' é t a i s a insi a r r ivé à f o r m u l e r u n e dé f in i -
t ion q u e j e c roya is n o u v e l l e ( 2 ) . Mais j e me suis a p e r ç u 
q u ' o n t r o u v e dé jà ce t t e dé f in i t i on d a n s S t o l z , Grund-

ziïge der Differential und Integral-Rechnung, t . 1, 
j). i 3 3 , et J a m e s P i e k p o j n t , The theoiy of fitnriions 

of rcal variables, t. 1, p . 2 6 8 . Mais c ' e s t W . - H . 
Y o u n g qui en a v é r i t a b l e m e n t m o n t r é le p r e m i e r tous 
les a v a n t a g e s dans son pe t i t L i v r e : The fundaniental 

tkeorems of Differential Calculas e t dans q u e l q u e s 
M é m o i r e s . A p r è s lu i , le t ravai l a c tue l p o u r r a i t pa r a î t r e 
s u p e r f l u . J ' a i c ru c e p e n d a n t u t i l e de le p u b l i e r p a r c e 
q u e la s imp l i f i ca t ion a p p o r t é e dans les p r i n c i p e s fonda -
m e n t a u x d u Ca lcu l d i f f é ren t i e l m e pa r a î t assez g r a n d e 
p o u r q u ' u n pu i s se dé s i r e r au po in t de vue p é d a g o g i q u e 
q u e les c o n s é q u e n c e s de la nouve l l e dé f in i t i on f u s s e n t 
exposées en f r a n ç a i s . J ' a i d o n n é en o u t r e à la dé f in i t ion 
de S to lz une f o r m e a n a l y t i q u e équivalente à la s i enne 
et d ' a i l l eu r s à p e i n e d i f f é r en t e , ma i s q u i a l ' avan tage 

(1) En fait, c'est peut-être ce qui convient le mieux à une expo-
sition élémentaire; voir IV, p. 28, III, p. 56. 

(2) Comptes vendus de l'Académie des Sciences, t. CLlt, 1911, 
p. 843, io5o. 
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d 'ê t re plus rapprochée de la définition historique par 
les inf in iment petits et de se prêter en outre immédia-
tement à l 'extension au Calcul fonct ionnel qui était 
mon but pr incipal . De plus, j ' a i indiqué une propo-
sition sur les relat ions entre la différentielle seconde 
et la différence seconde qui n'avait pas été, je crois, 
ob tenue jusqu ' ic i r igoureusement . 

J ' a jou te , et ce sera avec le précédent le seul point 
vér i tablement nouveau de ce travail, qu 'on serait con-
dui t à la même définition de la différentielle première 
que celle de Stolz, si l 'on partai t d 'une définit ion des-
criptive basée sur l ' in terpré ta t ion géométr ique de la 
différentiel le. Ce n'est pas celle que je prendrai comme 
point de dépar t . Néanmoins , il me semble que si l ' ex-
posé de W . - H . Y o u n g a déjà fait ressort i r la commo-
dité de la définit ion de Stolz, la définit ion géométr ique 
à laquelle j e fais allusion lui confère en out re en 
que lque sorte un caractère de nécessité. C'est la sui-
vante. 

Définition. — U n e fonc t ion f{x,y) admet une dif-
férent iel le à mon sens au point (x Q , y0) si la sur-
face z—J\x, y) admet au poin t ( . r0 , y0) un plan 
tangent non parallèle à O s 

z — z0 = p(x — x0)-+- qiy—yo). 

La différentielle de f ( x , y) en (x0, y0) est alors 

= + G A J , 

où A#, A y sont des accroissements arbitraires de x, y. 

N O U V E L L E D É F I N I T I O N A N A L Y T I Q U E D E LA D I F F É R E N T I E L L E . 

4. O n a abandonné depuis longtemps la déf ini t ion 
de la différentiel le au moyen des inf iniment petits, telle 
qu 'e l le paraî t résul ter na ture l lement de ce théorème : 
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La différentielle d^une fonction f{x) au point x0 

est la partie principale de Vaccroissement de f\x) 

à partir du point x0. Cette définition est évidem-

ment insuffisante [on sait par exemple que sif#o — o 
et si f'^< o, la partie principale de V accroissement 

de f est la différentielle seconde). 

Il y a l ieu de le r eg re t t e r , parce q u e c 'est la déf in i -
t ion qui s'est t rouvée h i s to r iquemen t et p r a t i q u e m e n t 
la plus in tui t ive et la p lus u t i le . 

O r on peut , en re s t an t r igoureux , r e t rouve r u n e 
par t ie des avantages de la déf ini t ion p r é c é d e n t e en la 
modif ian t ainsi : 

U n e fonct ion f ( x ) est d i f fé ren t iab le au poin t . r 0 , s'il 
existe une fonc t ion l inéa i re A A J de l ' acc ro i ssement de 
la variable qui ne diffère de l ' accro issement de la fonc-
t ion f à pa r t i r de x0 que d ' u n e quan t i t é i n f in imen t 
pet i te par r appor t à l ' accro issement Ax de la var iable . 
E t AAx est appelée la d i f férent ie l le de f(x) en x0. 

La cond i t ion imposée à AAx signifie que la quan t i t é 

[f(xQ-+- to) — / O o ) ] — A Ax 
Ax 

t end vers zéro en m ê m e temps que Ax. E t Ton voit ainsi 
que cet te déf in i t ion est exac tement équivalente à la 
défini t ion r igoureuse o rd ina i r e . 

Il p o u r r a i t y avoir des avantages pédagogiques à 
adop te r cet te f o r m e de déf in i t ion qu i m e t b ien en évi -
dence le fait que la différent ie l le est u n e fonc t ion l inéaire 
a p p r o c h é e de l ' accro i ssement de la fonc t ion . Mais 
c 'es t p o u r le cas de p lus ieu r s variables qu 'e l le possède 
une supér io r i t é m a r q u é e su r la déf in i t ion o rd ina i re à 
laquel le elle ne reste p lus équ iva len te . 

5 . Définition. — U n e fonc t ion de p lus ieurs 
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va r iab les /(x, y, . . . , u) a d m e t u n e d i f fé ren t i e l l e à 
m o n sens au p o i n t ( x 0 , y{). . . . , / / 0 ) s'il ex is te u n e 
f o n c t i o n l inéa i re des acc ro i s semen t s des var iables , soit 

df = A Ax -+- B Ay - H . . . - H L Au 

qu i n e d i f fè re de l ' a c c r o i s s e m e n t de la f o n c t i o n / à 
pa r t i r du p o i n t (x0, r 0 , • • . ^ o ) q u e d ' u n e q u a n t i t é 
i n f i n i m e n t pe t i t e pa r r a p p o r t à l ' e n s e m b l e des acc ro i s -
s e m e n t Ax, ..., Au des var iables . E t l ' e x p r e s s i o n 
AAx - f - . . . -f- L A u est a p p e l é e la d i f f é ren t i e l l e de 
f { x , . . . , u ) au p o i n t cons idé ré . 

J ' a i laissé, dans ce t ex te , l ' exp re s s ion u n peu vague 
infiniment petite par rapport à Vensemble des 

accroissements, pa rce q u ' o n p e u t la p r éc i s e r de p l u -
s ieurs f açons é q u i v a l e n t e s . Dans le cas de trois var iab les , 
par e x e m p l e , 011 a u r a i t p u d i re infiniment petite par 

rapport au vecteur ( A x , A r , A5) , c ' e s t - à - d i r e p a r 
r a p p o r t à 

V/Aip2_4_ A / - + AZ*. 

D ' u n e façon g é n é r a l e , la c o n d i t i o n i m p o s é e à ¿ [ / s ign i f i e 
q u e 

[ /(gyi-A.r ,yo-h AXi u0)] -(XAx-h B A / + . . . + LAu) 
A 

t end vers zéro avec A, A d é s i g n a n t Vécart des 
p o i n t s ( x 0 - i - A x , y 0 - \ - A y , . . . , £ 0 - t - A s ) el(x0,y0j ..., u0). 

O n p e u t p r e n d r e p o u r A l ' u n e des exp re s s ions 

S / A X * HH A y 2 - h . . . - + - A M 2 , 

ou | Ax I - h I Ay | . . -f- | Au 15 ou e n c o r e , o n p e u t 
p r e n d r e p o u r A la p lus g r a n d e , 3, des q u a n t i t é s | Ax\, 

[ A ^ | , | A Î / | . Ces t ro is c h o i x sont é q u i v a l e n t s à 
n o t r e p o i n t de v u e ac tue l , c o m m e on le voi t i m m é d i a -
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t e m e n t d ' après les inégali tés 

ô | \J A#2 -f-. . .-h A a2 ^ \ fn ô, 
8 < | A 3 ? | - 4 - . . . + . | A K | < N 8 , 

qu i m o n t r e n t que les t rois express ions cons idérées son t 
des in f in iment pet i ts du m ê m e o rd re . 

Dans une exposi t ion simplifiée il y aura i t l ieu de se 
b o r n e r à p r e n d r e A == | A . r | - 4 - . . . - | - | A w | , c o m m e 
nous le f e rons dans la su i te ; mais j ' a i i nd iqué cet a rb i -
t raire parce qu ' i l cor respond à des déf in i t ions di f fé-
ren tes dans le Calcul fonct ionnel . 

11 est i m p o r t a n t de r e m a r q u e r que si tous les accrois-
sements sont nuls sauf , pa r exemple , A:z, les trois 
express ions se r édu i sen t à | 

O n p e u t faire m a i n t e n a n t une r e m a r q u e essent iel le : 

Si une fonction f ( x , y, . . ., u) admet une diffé-

rentielle à mon sens, elle a aussi une différentielle 

au sens ordinaire (et c'est la même). 

En effet , si l 'on app l ique la défini t ion en faisant 

A y = . . . = A u = o, 

on voit que la quan t i t é 

f/(gp-+- y«, ¿¿o) —/( ro>ro> "o)l a 
Air 

tend vers zéro avec \x. Donc existe et est égal à A; ox o ° 7 

de m ê m e pour qui sera égal à B, etc. Mais la réci-

proque ri est pas vraie. 

Par exemple, la fonction f ( x , y ) = y/| xy | est partout conti-
nue et elle est dérivable en x et en y à l'origine où ses déri-
vées sont nulles [puisque / ( . r , o) == / ( o , y ) == o]. Si elle avait 
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une différentielle à mon sens à l'origine, on aurait donc 

.. \J\AxAy\ l«m - r - p - f - i— = o, | Ax | H- | Ay | 

quand | Ax | -+- | Ay | tend vers zéro, ce qui n'a pas lieu comme 
on le voit en prenant, par exemple, A y = Ax. 

6. O n voit m a i n t e n a n t que la déf ini t ion p r é c é d e m -
m e n t i nd iquée peu t s ' énoncer ainsi : 

Une fonction f(x,y, • • ., u) est différentiable au 

point yoi • • • ? No) die admet en ce point des 

dérivées partielles finies • —y et si ces r J àxQ dy$ du 0 

dérivées partielles sont telles que l'on ait 

(i) f{x0+Ax, y0-h Ay, . . u0-+-Au0) 
àf df df 

= . . . . «•) + H- Ay^- + -^Au« 

-h e. | | Ax | -t- | Ay [ -t-...-+- | A* | j, 

où e est une quantité qui tend vers zéro q u a n d 

| Ax | -+• | Ay | -+-. . .-h | Au | 

tend vers zéro. 

C'est la définition même de Stolz, Pierpont et 

Young, à cela près que ces au teurs r emplacen t le d e r -
n ie r t e r m e par 

£j Ax -h e2 xy + . . . + E,» Au 

(où e, , e2 , . . . , t enden t vers zéro quand AJ\ A y , . . . , A u 
t e n d e n t s imul t anément vers zéro) ce qu i revient au 
même . Je dirai donc , à par t i r de ma in tenan t , différen-

tielle au sens de Stolz au lieu de différentielle à 

mon sens. 

O n observera que la défini t ion de Stolz a jou te à la 
déf in i t ion ord ina i re l ' hypo thèse que la f o r m u l e ( i ) est 
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vérif iée. U n cas t rès général où il en est ainsi est le 
su ivant : 

Si une fonct ion f(x, y) e s t d é r i v a b l e par r a p p o r t kx 

et par r a p p o r t h y au po in t ( x 0 j y 0 ) e t p a r r a p p o r t à 
l ' une des variables en son voisinage et si la fonc t ion et 
cet te dér ivée son t con t inues au poin t (xQ, y0) pa r r a p -
por t à l ' ensemble des deux variables , la fonc t ion f(x,y) 

admet u n e di f férent ie l le au sens de Stolz au po in t 
( V I , i 3 4 ) . Mais la r é c i p r o q u e n ' es t pas vraie. Non seu-

lement pour qu'une fonction ait une différentielle 

au sens de Stolz au point ( x 0 , y*)y il n'est pas 

nécessaire que ses dérivées partielles soient conti-

nues en ce point, mais il n'est même pas nécessaire 

qu elles existent au voisinage de ce point. 

Si l 'on cons idère d ' abord la fonct ion 

y 2 ) sin _ pour x i - J r y 2 ^ o 
/a?2 -+- y* 

avec / ( o , o ) = o ; on voit que cet te fonc t ion est p a r -
tou t dér ivable . 

Mais on a, par exemple , 

/{x, o) = ar« sin , / ( o, o) = o. 

De sor te que 

/ i ( o , o ) = o et f'x{ x, o) = ix sin — — cos— 

pour x > o ; et par sui te 

l im/ i ( a - , o ) = — i d = / i ( o , o ) 

q u a n d on p r e n d x — et q u e n croît i ndé f in imen t . 

Ainsi les dér ivées ex is ten t , mais ne sont pas con t i -
nues . Pou r t an t on a 

( A# 2H- A ^ 2 ) sin -
t / W A y * 

| A* I - H Ar I 
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q u a n d | Ax | -f-1 A y | t end vers zéro, c ' es t -à -d i re que 
cet le fonc t ion admet à l 'or ig ine une différentiel le au 
sens de Stolz (ce t te différentiel le é tant d 'a i l leurs 
nu l l e ) . 

Soi t ensui te ®(x) la fonc t ion de Weie r s t r a s s qui est 
pa r tou t con t inue et qui n ' es t nul le par t dér ivable . 
Envisageons la fonc t ion 

f(*,y) = — ?(<>)]. 

Elle est dér ivable pa r r a p p o r t à x et à y, à l 'or igine 
(et ses dér ivées y sont nu l les ) . Au cont ra i re , il est facile 
de voir q u ' e n un po in t q u e l c o n q u e n o n si tué sur les 
axes, la fonc t ion n ' e s t dér ivable ni pa r r appor t à x ni 
pa r r a p p o r t à y. En sorte qu ' i l est impossible de déter-
mine r a u t o u r de l 'o r ig ine , une rég ion si pet i te qu 'e l le 
soit, dans laquel le f ( x , y ) soit pa r tou t dér ivable . 

Cependan t la fonc t ion admet une dif férent ie l le au 
sens de Stolz à l 'o r ig ine . O n a é v i d e m m e n t 

H i n v / + Ar2 [ ? ( A * ' h- ajk2) - cp(o)] = o 
j Ax J -+- | AjK j 

q u a n d | Ax j -}- | A y | t end vers zéro. 
Si une fonc t ion est d i f f e r e n t i a t e au sens de Stolz en 

tou t po in t d ' u n d o m a i n e D , elle a nécessa i rement des 
dér ivées part iel les en tout po in t de ce domaine . Mais 
ces dér ivées ne sont pas nécessa i rement con t inues en 
tou t po in t i n t é r i eu r à D . 

Te l est le cas de la fonc t ion ci tée p r é c é d e m m e n t 

(x2~\-y2) sin 
\J x2 y2 

E n ré sumé , on voit b ien que la défini t ion de la diffé-
rent ie l le au sens de Stolz se place en t re la déf ini t ion 
t h é o r i q u e et la déf ini t ion p ra t ique men t ionnées plus 
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h a u t . E l le est m o i n s l a rge q u e la p r e m i è r e , m o i n s 
r e s t r i c t i ve q u e la s e c o n d e . 

T H É O R È M E S F O N D A M E N T A U X DU CALCUL D I F F É R E N T I E L . 

7 . N o u s a l lons m o n t r e r m a i n t e n a n t q u ' a u m o y e n de 
ce t t e nouve l l e dé f i n i t i on , on p e u t s impl i f i e r les é n o n c é s 
c lass iques d o n n é s p lus h a u t de façon à les m o d e l e r 
e x a c t e m e n t su r c e u x q u ' o n o b t i e n t dans le cas d ' u n e 
va r i ab l e . N o u s n o u s b o r n e r o n s g é n é r a l e m e n t au cas de 
deux va r i ab les . 

T h é o r è m e . — Si une fonction f\x,y) admet une 

différentielle au sens de Stolz au point y0), elle 

est en ce />oint continue par rapport à /'ensemble 

des deux variables x,y. 

E n effe t , d ' a p r è s l ' h y p o t h è s e , o n a e n a p p e l a n t Af 
l ' a c c r o i s s e m e n t de / 

A f = A Ax -h B Ay -h £ | Ax | -h s | Ay |, 

s t e n d a n t vers zéro avec | Ax | -f- | A y |. 

Ce théorème n'est pas vrai si l'on définit la différentielle au 
sens ordinaire, sans ajouter une hypothèse supplémentaire. Il 
suffit pour le voir de prendre par exemple (*) pour f(oc, y) la 

xv 

fonction égale à ^ —- quand x*-{-y2zbo et à zéro quand 

x2-hy2 = o. Elle a une différentielle, évidemment nulle à 

l'origine, et pourtant sa valeur - pour y = x ^ o ne tend pas 
vers / ( o , o) quand x2-hy2 tend vers zéro. Ce seul fait suffit 
à prouver que si une fonction a une différentielle au sens 
ordinaire, elle n'en a pas nécessairement au sens de Stolz. 

8 . T h é o r è m e . — Si des fonctions u(x, y), v{x,y), 

( l ) l, F-
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w(x, y) admettent une différentielle au sens de Stolz 

au point x0, y0, et si une fonction f(u, w) admet 

une différentielle au sens de Stolz au point 

u0 = u(x0,y0), v0 = v(x0,y0), w0 = w(xù} y0), la 

fonction F(x, y) E=f[u(x, y), y), w(x9 y)] 

admet une différentielle au sens de Stolz au point 

(x0, y0) et sa différentielle s'obtient en remplaçant 

dans la différentielle de f(u, w) les accroissements 

de M, w par leurs différentielles ( V I , p. 138) . 

Il s ' ag i t de p r o u v e r q u e dF ex i s te e t es t égal à 

fHo{u[ro Ax 4- u!y9 Ay) -h/; ( Ax -f- ^ Ay) 

-H/w o ( ^ "H Wfo ty )» 
c ' e s t - à - d i r e q u e 

dF = / / , , du -+-//,, -+- /¿,0 ¿w. 

P o u r cela , il f a u t m o n t r e r q u e la q u a n t i t é 

P= ¥(x° + -+- Ay ) — F(a?o,^o) — (f'„,du -4-//>0 dv dw) 
A 

t end vers zéro avec A == | Ax | -f- | A y |. 

O r p a r h y p o t h è s e l ' a c c r o i s s e m e n t de F p e u t s ' é c r i r e 

AF = A/ = /,',„ Au -*rfln Av -hf„0 AW -H £ | Au | H- £ | Av \ H- £ | Aw |, 

où £ t e n d vers zé ro avec ( |A u | + | A v | + | A w |) . Donc 

p - a ( ^ î ) - a ( ^ ) - a ( ^ f ^ ) 
| Am | -h | A^ | -4- | Aw | 

Les coef f ic ien ts de f u ^ f l ^ f i 0 t e n d e n t vers zéro par 
h y p o t h è s e . Il suff i t de m o n t r e r q u e le coef f ic ien t de £ 
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r e s t e b o r n é . Ce la r é s u l t e d e l ' i n éga l i t é . 

Au A u — du 
A 

A u — du 

U.Vq AX -h uïn A y 
| Ax ) -h | Ay | 

M-r. 

Le théorème actuel n'est plus exact si l'on emploie la défi-
nition ordinaire de la différentielle sans ajouter d'hypothèses 
supplémentaires comme au n" Prenons, par exemple, la fonc-
tion / ( w, v) = yj | a , v | L(a2-j-t>2) pour et 
/ ( o , o ) = o. Elle a des dérivées partielles en u, t> même à 
l'origine où elles sont nulles. En appliquant le théorème pré-
cédent à la fonction F(x) = f ( x , x), on aurait F'x (o) = o. 
Or F(x) = x L 2a?2 pour x > o, F ( o ) = o et alors F^. n'existe 
pas pour x = o. 

O n r e m a r q u e r a en o u t r e c o m b i e n la d é m o n s t r a t i o n 
du t h é o r è m e es t p lus n a t u r e l l e q u e la d é m o n s t r a t i o n 
c lass ique ( *) q u i u t i l i se u n ar t i f ice de ca l cu l . 

9 . L e t h é o r è m e ac tue l m e t en év idence u n a u t r e 
avan tage de la nouve l l e d é f i n i t i o n p a r r a p p o r t a la déf i -
n i t i o n o r d i n a i r e . C ' e s t q u e Vexistence de La différen-

tielle au sens de Stolz de la fonction f{x,y, z) est 

indépendante des axes choisis pour Ox, OJK, O S , 
tandis quelle ne V est pas pour la définition ordi-

naire. Si l ' o n o p è r e en ef fe t u n e s u b t i t u t i o n l inéa i re 
s u r x, yy z, e t si la f o n c t i o n avai t p r i m i t i v e m e n t u n e 
d i f f é r en t i e l l e p a r r a p p o r t à x,y, z en u n p o i n t x0jy0, 

z0l la f o n c t i o n o b t e n u e a u r a u n e d i f f é r en t i e l l e pa r r ap -
p o r t a u x nouve l l e s var iab les au p o i n t c o r r e s p o n d a n t . 

Gela n'a pas lieu pour la définition classique. Si, par exemple, 

on envisage la fonction f ( x , y) = ^ pour x2-\~y2 § o 

(*) Voir par exemple I, p. 69-70. 
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avec f(o, o) = o, cette fonction est partout continue et deri-
vable ; elle a donc partout la différentielle classique. Prenons 

¿p'2 y'2 
pour axes les bissectrices, elle devient f(x',y') = J 

i sJx'2-\-y2 

et elle n'est plus dérivable à l'origine. 

1 0 . T h é o r è m e . — Si une fonction f(x,y) est uni-

formément continue dans le rectangle limité par 

les abscisses a, a -h h et les ordonnées 6, b k et si 

elle admet une différentielle au sens de Stolz en 

tout point intérieur au sens strict à ce rectangle, il 

existe au moins un nombre 9 tel que l'on ait 

( 2 ) f ( a + h,b + k ) - f ( a , b ) 

= h f a ( a - + - b h , b b + Qk) 

avec 
o < 0 < i. 

La d é m o n s t r a t i o n c lass ique s ' app l ique ici grâce au 
t h é o r è m e p r é c é d e n t . 

Mais si, en utilisant la définition ordinaire delà différentielle, 
on n'ajoute pas d'hypothèse supplémentaire à l'énoncé précédent, 
on n'a plus, comme nous l'avons vu au ne 9, le droit d'appliquer 
le théorème précédent. Nous donnerons aussi un exemple prou-
vant que non seulement la démonstration, mais aussi l'énoncé 

ne seraient plus exacts. Soit la fonction f ( x , y ) — -
\Jxx-^-y2 

pour x2-hy2^o avec / (o , o) = o. Elle est partout continue et 
dérivable en x et y. Cependant si on lui appliquait la formule(2) 
avec, par exemple, a = b = — i, h = k — 3 on obtiendrait : 

/ ( « + A , 6 + * ) - / ( « , 6) = "7= 7= = "7= ' 
y/2 \Ji y/2 

D'autre part a -4- 0 h = — i -+- 3 0 = b -+- 0k . Si l'on avait 
0 = 1 , c'est-à-dire a -h 0 h = b -+- 0£ = o, les deux dérivées 

seraient nulles, on obtiendrait ~ r = o. Si 0 £ i ? alors les 
yji 6 
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3 deux dérivées seraient égales à — — o n obtiendrait 

* / a 

— = J L . 
y/â 

1 1 . T H É O R È M E . — ( # 0 , z0) système de 

solutions de Véquation F ( x , y , z) — o. *Sï / a fonc-

tion F ( # , y, z) est continue par rapport à V ensemble 

des variables x, y, z au point (x{)y y0, et son 

voisinage et si elle admet au point ^O une 

dérivée partielle par rapport à z différente de 

zéro, il existe une fonction z = f(oc^y) bien déter-

minée dans le voisinage de x0,y0 qui prend la 

valeur z0 au point x0, y0, qui est continue en ce 

point et qui constitue dans le voisinage de ce poin t 

une solution de Véquation implicite F y, z) = o. 
De plus, si F (x, t r , z) admet une différentielle totale 

au sens de Stolz au point x0, y0, z0 la solution pré-

cédente admet elle-même une différentielle totale 

au sens de Stolz au point x0j y0, cette différentielle 

étant donnée par la formule. 

Nous su ivrons , pour la p remiè re par t ie de la d é m o n s -
s t ra t ion , le r a i s o n n e m e n t de Y o u n g ( I , p . 38) . 

Par hypo thèse F i o . S u p p o s o n s , par exemple , 
F i o > o . Pu i sque F ( ^ 0 , y0l z0) = o, F ( x 0 i y0, z) sera 
positif pour z z0, et négatif p o u r z < z0, si j ̂  — z0 j 
est in fé r i eu r à un n o m b r e 7) assez pe t i t . C o m m e 
F ( x ^ y , z) es t con t i nue au voisinage de x0, y0, z0, nous 
pouvons chois i r ce n o m b r e ^ de sor te q u e F ( x , y , z) 

soit en ou t re con t inue d a n s t o u t le domaine D défini par 

\x — I - H y — r o I - H * — «o | = v 
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Mais so i en t x0j y0, e t x0,y0, z2 d e u x poin ts de 

ce d o m a i n e . E n s u p p o s a n t zK > z0, z2 < o n au ra 
F ( x 0 l JKo, * i ) > o , F ( x 0 , j K o , * 2 ) < O e l l 'on p o u r r a 
t r o u v e r u n c y l i n d r e C a y a n t p o u r axe la d ro i t e x = x0, 

y—y0 t e U e q u e F ( # , y, z) soit d ' u n s igne c o n s t a n t 
s u r Jes sec t ions de ce cy l ind re pa r les p lans z =z{ e t 
z = z2. O n voit a lors q u e , su r t ou te paral lè le à O s c o n -
t e n u e dans le c y l i n d r e G, F ( x ^ y , z) est u n e f o n c t i o n 
c o n t i n u e de z q u i est posi t ive p o u r z = z^ néga t ive 
p o u r z = z2, d o n c q u i s ' a n n u l e au m o i n s u n e fois 
e n t r e e t z2. P o u r c h a q u e p o i n t x,y de la base a- de 
ce c y l i n d r e dans le p lan des x,y, il y a d o n c au p o i n t v ^ 
une r a c i n e de l ' é q u a t i o n F ( # , y, z) = o e n t r e zK et z2; 

d é s i g n o n s - l a p a r / ( x , y). P o u r x = x0>, y=y^ 

F(57, y, z) ne s ' a n n u l e e n t r e zt et z2 q u e p o u r z = z0. 

D o n c fÇx0j yo)~ zo> D e p lu s si le p o i n t s , y t end vers 
le p o i n t x0y y0, /(x, y) r e s t a n t c o m p r i s e n t r e zK et z2 

a u n e l imi te s u p é r i e u r e z'0 et u n e l imi te i n f é r i e u r e s j , 
c o m p r i s e s e n t r e ces l i m i t e s ; e t , p u i s q u e F ( x , y , z) est 
c o n t i n u e d a n s le c y l i n d r e C , o n do i t avoi r 

F(x0, 70, z'0 ) = F(ar0î yo, ) = o, 

ce q u i n ' e s t poss ib le q u e si = z"Q = zQ. N o u s avons 
d o n c b i e n u n e f o n c t i o n s = f(x, y) vér i f ian t l ' é q u a t i o n 

F (a?, y,z) = o 

dans le c y l i n d r e p r é c é d e n t , tel le q u e z0 = /(x0, y0) e t 
c o n t i n u e p o u r x = x0, y =y0. 

S u p p o s o n s en o u t r e q u e F ( x , y , z) ai t une d i i f é r e n -
t ie l le to ta le au sens de Stolz au p o i n t x 0 , y0, z0. O n 
au ra 

F(x, y, z) = F(x0, y0, z0) 
-+- ( a? — a?0 ) F't.0 -4- (y — y a ) F >0 + (z — z0) F'Zo 

+ t\\x — xo\-+-\y—yQ\+-\z-z0\\, 
Ann. de Mathémat., 4' série, t. XII. (Septembre 1912.) 26 
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où £ tend vers zéro q u a n d le po in t x,y,.z tend vers x0, 

O n pour ra choisir le n o m b r e Y) de façon que | £ | soit plus 
pet i t q u ' u n n o m b r e fixe w in fé r ieur à j y'oi 
quand z res te dans le doma ine D défini p lus hau t . 
Alors on au ra , pour z = /(#, y), 

o = {x — x0) f.;, + (y - y 0) f; 0 - h [ / ( * , y ) - j f;0 

e| — a?0| -+- l . /O , 7 ) — «o | ! ; 
d ' o ù 

(.r - ) ( F,;.0 àz e ) •+- (y - y 0) ( ¥y0 ±L e) | 
(4) «o| = 

et 

( 5 ) 

F' F' I 
A*,y ) — *<>•+• — yo)\ 

r 3„ r 3„ I 

l^-.^oi | y — JKol 

| s | j 1 + \ A . r y ) - z « \ l 
( | x — | -+-\y — y«\ ) 

D'après ( 4 ) , le second m e m b r e de la de rn iè re égalité 
est au plus égal à 

( — w ) 

Q u a n d \x — xo\^r-\y—./o| tend vers zéro, nous 
avons vu que | f ( x , y ) — - z0\ tend aussi vers zéro, 
donc £ tend vers zéro et pa r sui te le p remie r m e m b r e 
de (5) tend vers zéro. C 'es t d i re p réc i sément que J(x,y) 

a d m e t au po in t y0 une d i f férent ie l le au sens de 
Stolz, et q u e cet te d i f fé ren t ie l le est b i en celle que nous 
avions a n n o n c é e . 

12. Remarque. — Si F(x,y,z) est d i f ïe ren t iab le 
au sens de Stolz, n o n seu l emen t au po in t Xq, y0, £0? 



( 4o3 ) 
mais dans le voisinage de ce po in t , la solut ion p récé-
d e n t e sera u n i q u e dans le voisinage de y o , ¿o et 
elle y sera con t inue et d i f fé ren t iab le au sens de Stolz . 

Il suff î t é v i d e m m e n t de m o n t r e r que la so lu t ion est 
u n i q u e . O r on p o u r r a chois i r r̂  assez pet i t pou r que , 
dans tou t le domaine D, exis te et soit d ' u n s igne 
cons tan t . Alors z) ne pou r r a i t s ' annu le r dans 
le domaine D p o u r les mêmes valeurs de xy y, mais 
p o u r d e u x valeurs dis t inctes de z , sans quoi F*z s ' a n n u -
lerai t dans D . 

La démonstration classique ( I, p. 99 ; II, p. 81 -85; IV, p. 141; 
VIII, p. 371) suppose l'existence des dérivées de F au voi-
sinage du point x0, y0l z0 et la continuité de l'une d'elles 
dans ce même voisinage. Elle est donc moins générale que la 
précédente. 

(A suivre.) 

[M31 a] 
c o u r b e s g a u c h e s . s u r l e s f o r m u l e s d e c a y l e y 

a n a l o g u e s a u x f o r m u l e s d e p l u c k e r ; 
PAR M. G. FONTENÉ. 

1. So ien t D le genre d ' u n e cou rbe plane , m son o rdre 
et n sa classe ; on peut exp r imer en fonc t ion de ces 
trois n o m b r e s les n o m b r e s de P lucker [Revue de Mathé-

matiques spéciales, août 1 8 9 8 ) , et l 'on a en par t icu l ie r 

n -h x = 2(771 -h D — 1), 

m -4- 1 = i{n -+- 1) — 1 ). 

O n peut de même in t rodu i re le genre dans les 
fo rmules de Cayley p o u r les courbes gauches . 

So i t r le rang d ' u n e courbe gauche, c ' e s t -à -d i re le 
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n o m b r e de t a n g e n t e s q u i r e n c o n t r e n t u n e d r o i t e d o n n é e 
( n o m b r e de p lans t a n g e n t s à la c o u r b e qu i pa s sen t pa r 
la d r o i t e ) ; soit m l ' o r d r e de la c o u r b e ; soi t n sa classe, 
c ' e s t - à -d i r e le n o m b r e de p lans o scu l a t eu r s p a s s a n t p a r 
u n p o i n t d o n n é (K ). Les singularités essentielles de 
la c o u r b e , cel les q u i ex i s t en t g é n é r a l e m e n t su r la 
c o u r b e ou su r sa po la i re r é c i p r o q u e , c o m p r e n n e n t les 
s ingu la r i t é s t angen t i e l l e s q u i ex i s t en t l o r s q u ' o n p a r t 
d ' u n e é q u a t i o n p o n c t u e l l e g é n é r a l e , à savoir des p l ans 
s u r o s c u l a t e u r s ( o u s t a t i o n n a i r e s ) en n o m b r e a , e t les 
s ingu la r i t é s p o n c t u e l l e s co r ré l a t ives de ce l l es - l à , à 
savoir des p o i n t s c u s p i d a u x ( o u s t a t i o n n a i r e s ) en 
n o m b r e ¡3. O n a les f o r m u l e s 

(i ) / ! + / n = ?.(r + D — l), 
( 2) r oc — ¿(n U — i), 

( 3 ) / • - + - £ = 2 ( M - H D — I ) . 

O n o b t i e n t les f o r m u l e s ( i ) et ( 2 ) e n c o n s i d é r a n t 
l ' e n v e l o p p e des t races des p lans oscu la t eu r s su r un 

plan q u e l c o n q u e , e t en a p p l i q u a n t les f o r m u l e s 
r appe l ée s c i - d e s s u s ; D dés igne le g e n r e de la c o u r b e 
p lane . Si Ton c o n s i d è r e Je cône dont le s o m m e t est un 
po in t q u e l c o n q u e et q u i s ' a p p u i e su r la c o u r b e , la 
s e c o n d e des f o r m u l e s r a p p e l é e s c i -de s sus d o n n e la 
f o r m u l e (1), D d é s i g n a n t a lors le g e n r e du c ô n e qu i 
est par su i te égal à ce lui de la c o u r b e p l a n e , et la 
p r e m i è r e de ces f o r m u l e s d o n n e la f o r m u l e ( 3 ) . On dit 

que D est le genre de la courbe gauche. 

Si l ' on p r e n d c o m m e d o n n é e s D , a , ¡J, on au ra m , /i, r 

( ' ) Lorsque la courbe est créée par des plans osculateurs, on 
préfère ordinairement parler de la développable formée par les 
tangentes; cette façon de faire a l'inconvénient de masquer la cor-
rélation qui existe entre les points de la courbe et ses plans oscu-
lateurs (Cf. Nouvelles Annales, 1907, p. 4^6). 
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p a r les f o r m u l e s 

( a H- 3(3 = km -h i s ( D — i), 
(F) | £ -t- Sa = 4/1 -Hi2(D — i), 

( a -+- p = 2 r -f- 8(D — i) ; 

ou e n c o r e 

i a -» -3p = 4 ( w — 3 ) - h i 2 D , 
( F ) ] ¡3 H-3 a = 4(/i — 3) + I Î D , 

( a p = 2 ( r - 4 ) - + - 8 D ; 

ces f o r m u l e s m o n t r e n t q u e , à l ' e x c e p t i o n de la c u b i q u e 
g a u c h e , t o u t e c o u r b e g a u c h e a l g é b r i q u e , si elle ri a 

pas d'autres singularités que celles considérées ici, 

possède des p lans s u r o s c u l a t e u r s ou des p o i n t s c u s p i -
d a u x . O n verra au n° 2 qu ' i l n ' e n es t p lu s n é c e s s a i r e -
m e n t ainsi l o r sque la c o u r b e a des t a n g e n t e s d ' i n f l e x i o n . 

D a n s le cas d ' u n e c o u r b e un i cu r sa l e , D = o, les 
f o r m u l e s d e v i e n n e n t 

( i ' ) m h- n = ( r — i), 
(a') r -+- a = i(n — i), 
( 3 ' ) R - H (3 = 2 ( / N - I ) ; 

, a -+-3p = 4 ( m - 3 ) î 

( F ' j ) p-+-3a = 4(/ i - 3 ) , 
! a - h p = 2 ( r — 4). 

( D = o. ) 

il e s t fac i le d ' avo i r d i r e c t e m e n t les f o r m u l e s ( a ' ) e t (3 ' ) ; 
la p r e m i è r e , p a r e x e m p l e , e n r e p r é s e n t a n t les p lans 
o s c u l a t e u r s par une é q u a t i o n de la f o r m e 

atn-h btn-i-h.. . = o, 

où a , 6, . . . s o n t des f o n c t i o n s l inéa i res des c o o r d o n n é e s 
(SALMON, t . I I , p . 8 2 , a v e c a = 0 ) . 
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P o u r D = i , on a 

(i") m -f- n = ir, 
( 2 " ) r - h a = 2 

( 3 " ) r -+- ¡3 = 2 m ; 
( D = i . ) 

1 a - h 3 p = 4 / w , 

( F " ) ! P + 3 A = 

I a - f - p = 2 r . 

2. Sous une cond i t ion u n i q u e , la courbe peut avoir 
une tangente d ' inf lex ion , s ingular i té qui est sa p rop re 
corrélat ive. Le n o m b r e de ces tangentes é tant cp, il 
f au t r emplace r m par m -f- cp dans la f o r m u l e (1) si on 
l ' ob t ien t par la p remière mé thode , ou n par n fp... ; 
on a ainsi 

( 1 ) m H - / H - © = ' 2 ( r - i - D — 1 ) , 

et les p remie r s m e m b r e s des fo rmules ( F ) dev i ennen t 

a - h 3 ¡3 - + - ' 2 ® , [ i - h 3 a - h 2 <p, a - b ( 3 - f - 2 cp. 

Pour la q u a r t i q u e de Sa lmon, on a 

D — o , m — 4 , /• = 6 ; 

les fo rmules (1), ( 2 ) et ( 3 ) d o n n e n t 

n = 6 — cp, a = 4 — <P' ? ~ 0 ' 

or on p e u t avoir cp = o, cp = 1, cp = 2, c o m m e l'a 
r e m a r q u é Cayley ; par cp = 2, on a donc 

D = o , r = 6 , m — 4 , n = 4 , a = o , ¡3 = o , 

de sorte que la courbe n 'a alors ni p lans suroscu la tcurs , 
ni po in t cusp idaux . 

3. Une courbe gauche de genre o ou 1, qui a 
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seulement des singularités essentielles, dépend de 

paramètres en nombre 4 m — 2 ou /\n — 2 a , ou 

encore 
2/- — 4( t> — i) 

a . D a n s la r e p r é s e n t a t i o n pa r po in t s d ' u n e c o u r b e 
u n i c u r s a l e qu i est géné ra l e de son o r d r e , le n o m b r e 
des p a r a m è t r e s est 

4 ( m -f- i) — i — 3 ou 4 m, 

en t e n a n t c o m p t e de la s u b s t i t u t i o n possible t = ? *^ 

q u i s u p p r i m e t rois p a r a m è t r e s a p p a r e n t s . Si la c o u r b e 
a des po in t s c u s p i d a u x en n o m b r e ¡3, le n o m b r e des 
p a r a m è t r e s es t 4 m — 2 ¡3, ou ir - h 4- C 'es t ainsi q u e 
la q u e s t i o n de S a l m o n d é p e n d de 1 6 p a r a m è t r e s ; la 
b i q u a d r a t i q u e noda le d é p e n d s e u l e m e n t de i5 p a r a -
m è t r e s , à cause du po in t d o u b l e . 

b. Les c o o r d o n n é e s d ' u n p o i n t d ' u n e c o u r b e de 
g e n r e 1 sont les va leur s q u e p r e n n e n t , p o u r u n e m ê m e 
va leur de l ' a r g u m e n t , t rois f o n c t i o n s e l l i p t i ques a u x 
m ê m e s pé r iodes 2 (0 , , 2(o2 , ayan t les m ê m e s pôles en 
n o m b r e s m. ( Voir H a l p h e n , Traité des fonctions 

elliptiques, t . IL p. 4 4 9 - ) O n p e u t éc r i r e 

x = y- = _ * 

A cr( m — a,\)... B ct( ¿/. — bs)... '*' <J(U — ci\)... 

avec y,ai=j:bi= Se, = S dx. 

L e s d e u x p a r a m è t r e s to, e t to2 s o n t p u r e m e n t f ic t i f s ; 
la poss ib i l i té de r e m p l a c e r u p a r mu -h n p e r m e t en 
e f fe t de d o n n e r à to, et to2 des va leurs d é t e r m i n é e s . 

Le n o m b r e des p a r a m è t r e s est d o n c p o u r u n e 
c o u r b e d ' o r d r e 1 qu i est géné ra l e de son o r d r e , e t 
4 m — 2 ¡3 ou ir l o r sque la c o u r b e a des po in t s 
c u s p i d a u x . 
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Si la courbe a © tangentes d'inflexion, le nombre 

des paramètres est 
/ 

¿ r — <p — 4(D — i), 
ou encore 

m -h n — 6(D — i ). 

[ I 5 a ] 
e n t i e r s i m a g i n a i r e s ; 

P A R M . P A U L L A M B E R T , 

Élève à l'École Normale supérieure. 

G a u s s (* ) a eu l ' idée d ' é t e n d r e a u x imag ina i r e s la 
no t ion de n o m b r e e n t i e r . U n n o m b r e c o m p l e x e a -f- bi 

sera e n t i e r si a et b son t tous d e u x en t i e r s ( p o s i t i f s ou 
n é g a t i f s ) . D a n s ce t te t h é o r i e , le m o d u l e j o u e u n rô le 
b e a u c o u p m o i n s i m p o r t a n t q u e son ca r r é a2 -+- b'2 qui 
es t u n e n t i e r réel et q u e G a u s s a p p e l l e norme. 

D a n s la r e p r é s e n t a t i o n g é o m é t r i q u e c l a s s ique , a u x 
e n t i e r s imag ina i r e s c o r r e s p o n d r o n t les s o m m e t s d ' u n 
quadr i l l age f o r m é p a r les para l lè les a u x axes , d o n t les 
absc isses ( o u les o r d o n n é e s ) sont des e n t i e r s . 

La s o m m e , le p r o d u i t de d e u x e n t i e r s i m a g i n a i r e s 
est aussi u n e n t i e r . Il i m p o r t e d ' a i l l eu r s de r e m a r q u e r 
q u ' e n g é n é r a l u n e p u i s s a n c e e n t i è r e c o m p l e x e d ' u n 
n o m b r e e n t i e r n e sera pas e n t i è r e . P a r e x e m p l e , si a est 
un n o m b r e rée l , on a 

ai— eii.o%a = cos (Loga) -f- isin ( L o g a ) 

et c o s ( l o g a ) et s i n ( l o g ^ ) n e son t pas e n t i e r s en gé -
né ra l . 

P o u r o b t e n i r les p o i n t s c o r r e s p o n d a n t s aux m u l -

( L ) G A U S S , Theoria residuorum biquadratico rum. 
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t ip les ( en t i e r s e t c o m p l e x e s ) d ' u n e imag ina i r e z, il suff i t 
é v i d e m m e n t de p r e n d r e l ' h o m o t h é t i q u e d u quad r i l l age 
p r imi t i f p a r r a p p o r t à l ' o r ig ine dans le r a p p o r t ] z | pu is 
de le f a i re t o u r n e r a u t o u r de O d ' u n ang le égal à 
l ' a r g u m e n t d e z. 

Le p o i n t ( i , o ) v iendra au p o i n t s . Les é q u a t i o n s 
c a r t é s i e n n e s des d ro i t e s o b t e n u e s , e n posan t z — a - h bi, 

s e r o n t 
ax -h by — k | s | et bx — ay — k'\z\ 

k et k' é t an t des en t i e r s r ée l s de s igne q u e l c o n q u e . 
O n généra l i se de m ê m e la t héo r i e de la d iv i s ion . Ici 

Fis. i. 

i—i—i— 

il f a u t dé f in i r un r e s t e . So i t a -f- bi à d iv i se r par c - h di 

et x - h y i le q u o t i e n t en t i e r . O n devra avoir 

bi ac - bd bc — ad . i 
di c2-+-d2 c 2 - f -d 2 

f ac -f- bd 
= O - f / 0 

P o s o n s 

ac -+- bd _ 

c2+- d* 
\ / bc—ad \ 

et 
bc — ad 

-y = v. 
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Nous pouvons t o u j o u r s d é t e r m i n e r les en t ie rs 

réels x et y tels q u e | « | ^ ~ et 1 | £ O r le res te de la 

division est ( a - h vi) pu i sque l ' iden t i té qui 
expr ime la divis ion p e u t s 'écr i re 

a^r-bi— -h yi)(c -h di) ( u -h vi) (c -h di). 

Le modu le du res te sera égal au modu le du divi-

seur c-\-di mul t ip l ié par \J u- -+- quan t i t é au plus 
1 

égale à Donc le module? du res te ainsi défini est 

i n fé r i eu r au modu le du d iv i seur . Cet te condi t ion p e u t 
d 'a i l leurs être réalisée pour deux ou m ê m e qua t r e 
valeurs du système ( x } y ) , au cas où les inégal i tés qui 
d é t e r m i n e n t u et s? se t r ans fo rmera i en t en égalités. 
G é o m é t r i q u e m e n t , si la division ne se fait pas exac-
t emen t , le point A (<7, b) tombe à l ' i n t é r i eu r d ' u n 
carré du grand quadr i l lage fo rmé par les mul t ip les 
de c + di. Not re cond i t ion revient à p r e n d r e p o u r 
poin t représenta t i f du quo t i en t le s o m m e t de ce carré 
le plus r app roché de A. Il y aura i ndé t e rmina t i on si le 
poin t A est équ id i s tan t de d e u x ou m ê m e qua t r e 
sommets . Dans ce cas, il faudra faire une c o n v e n t i o n : 
p r e n d r e , par exemple , parmi les sommets possibles le 
plus r a p p r o c h é de l 'or igine. Cela se peu t t o u j o u r s : 
deux sommets consécut i fs ne peuven t être équ i -
dis tants de O sans q u e la pe rpend icu la i re au mil ieu du 
coté qu ' i ls d é t e r m i n e n t soit un axe ox' ou oy\ ce qui 
est absurde; si deux sommets opposés sont é q u i -
dis tanls de O , des deux sommet s res tan t s , l ' u n en est 
év idemmen t plus r a p p r o c h é , et c 'es t celui-là qu ' on 
p r end ra . 

O n peu t achever c o m m e p o u r les n o m b r e s réels la 
théor ie é l émenta i re des ent ie rs imaginai res , théor ie 
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qu 'esqu i sse M. Cahen dans une Note à la fin de son 
Ouvrage sur la Théorie des Nombres; et c 'es t de cet te 
théor ie que je vais essayer de t i rer que lques consé -
q u e n c e s . Un fait i m p o r t a n t p o u r la divisibil i té est que 
nous devrons cons idére r qua t re un i tés d i f férentes : -j- i , 
— i , - h Î, — 1. À ce po in t de vue nous cons idé re rons 
c o m m e iden t iques qua t r e nombres tels que a H- bi, 

a — bi, — ai, b — ai. Nous pour r ions d é m o n t r e r 
ainsi sur les ent iers complexes tous les théorèmes q u ' o n 
d é m o n t r e pou r les en t ie r s réels , en par t icu l ie r le théo-
rème suivant , don t nous aurons à nous servir : un 

entier complexe n'est décomposable que d'une seule 

manière en facteurs premiers. 

R e m a r q u e s . — I ° Q u a n d une imaginai re adme t 
cer ta ins diviseurs , sa con juguée a d m e t les diviseurs 
con jugués . Si elle est p r emiè re , sa c o n j u g u é e l 'es t 
aussi . 

2° Q u a n d u n e imaginai re a -f- bi n ' a d m e t pas de 
d iv iseur réel , a et b sont p remie r s en t re eux, et réci-
p r o q u e m e n t . 

3° U n n o m b r e p remie r réel peu t ne pas ê t re p remier 
au sens imaginai re . Dans ce cas, il est Ja somme de deux 
carrés , donc de la fo rme l\h t . Exemple : 

4° La divisibi l i té la plus f r é q u e n t e est la divisibili té 
pa r i - f - i. Si a -f- bi est divisible pa r i - f - a et b sont 
de m ê m e par i té . E n effet, soit c -f- di ie quot ien t 
de a -f- bi par i i• O n a a — c — d et b = c - h d, et 
l 'on voit que a — b est un mul t ip le de 2. Nous 
pouvons c o m m e Gauss appeler de tels n o m b r e s semi-

pairs en réservant le n o m de pairs pour ceux ou a 

et b sont pairs séparément . 
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Système de restes incongrus. — La congruence 
é tan t définie c o m m e p o u r les n o m b r e s réels , j e reviens 
au quadr i l lage dont les sommets r ep ré sen ten t les 
mul t ip les d ' u n en t i e r complexe a -f- bi; j ' e n cons idère 
un carré q u e l c o n q u e G que j e déplace par une t r ans -
lat ion a rb i t ra i re . Parmi les po in t s r ep résen tan t tous les 
ent iers imaginai res , j ' i so le l ' ensemble de ceux qui 
t o m b e n t soit à l ' i n té r i eur de C soit su r u n cer ta in de 
ses qua t re sommets ( j e me suis fixé a rb i t r a i r emen t l ' un 
des q u a t r e ) , soit sur les deux côtés qui y about i ssen t 
( ex t rémi tés opposées n o n compr i se s ) . Je dis que ces 
points c o r r e s p o n d e n t à u n sys tème de restes i ncon -
grus par r a p p o r t à a -f- bi. En effet , d e u x des n o m b r e s 
ob tenus ne peuven t ê t re congrus sans ê t re , soit deux 
sommets du car ré , et j e n ' e n ai pris q u ' u n , soit sur 
deux côtés opposés , et j e n 'ai pris que deux sommets 
consécut i fs . D ' a u t r e par t , à tout ent ier complexe z est 
congru un n o m b r e de ce système, car si j e fais subir à 
tout le quadri l lage des mul t ip les de a H- bi la m ê m e 
t ranslat ion qu 'à C, le po in t co r r e spondan t à z t ombe 
dans un aut re car ré C et j e n 'aura i qu 'à p r e n d r e dans 
m o n système le point semblab lement placé dans C. En 
par t icu l ie r , dans ce système de restes incongrus se 
t rouve un et un seul mul t ip le de a - f - bi. 

Fi g . 9. 

Cela posé, j e d i s .que ce système c o m p r e n d a2-\- b2 

n o m b r e s . En effet , à chacun de ces points j ' a d j o i n s le 
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ca r ré de coté i qu i se t r ouve par e x e m p l e e n h a u t e t à 
d ro i t e . (Ce son t les ca r rés couver t s de h a c h u r e s sur la 
f igure . Le s o m m e t pa r t i cu l i e r de C q u e j ' a i choisi est 
ce lui du bas.) L ' a i re de l ' e n s e m b l e de ces pet i ts car rés 
est égale à l ' a i re du g rand , car ce qu ' i l j a en t rop au 
b o r d en A, pa r e x e m p l e , m a n q u e au b o r d opposé en A' : 
il suff i t p o u r le voir d ' a m e n e r par t rans la t ion l ' un des 
côtés su r le côté opposé . L ' a i r e du grand ca r ré 
é t an t a 1 b 2 , il y aura a2 -f- b1 pe t i t s ca r rés , 
d o n c a 2 b 2 res tes i n c o n g r u s . 

R E L A T I O N S E N T R E L E S E N T I E R S I M A G I N A I R E S E T L E U R S N O R M E S . 

Je d i ra i , p o u r ab rége r , q u ' u n e n o r m e est p r e m i è r e 
q u a n d elle l 'es t en tant q u e n o m b r e rée l , c o m m e i 3, p a r 
e x e m p l e . C o m m e une n o r m e n ' e s t j ama i s p r e m i è r e en 
t an t q u ' i m a g i n a i r e , il n e saura i t y avoir de c o n f u s i o n . 

T h é o r è m e 1 . — Quand un entier imaginaire 

/Î'est pas premier, sa norme n'est pas première. Ce 
fa i t est é v i d e n t . 

T h é o r è m e I I . — Quand un entier imaginaire est 

premier, sa norme est première. D a n s ce t te h y p o -
thèse , en effet , l 'égal i té 

a2+è2=(a + bi)(a — bi) 

r e p r é s e n t e la d é c o m p o s i t i o n de a2 -f- b2 en f ac teu r s 
p r e m i e r s . Ce t te d é c o m p o s i t i o n n ' é t a n t poss ib le q u e 
d ' u n e seule m a n i è r e , a2 H- b2 n ' a d m e t pas d ' a u t r e 
d iv i seur , en p a r t i c u l i e r pas de d iv i seu r r ée l . 

Cela suppose e s sen t i e l l emen t a et b tous d e u x d i f -
f é r en t s de zéro . 

D e ces d e u x t h é o r è m e s j e p e u x c o n c l u r e a u x r é c i -
p r o q u e s . 
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Si les deux te rmes d ' u n en t ie r complexe son t d i f -

fé ren t s de zé ro : 

I. Il est premier si sa norme est première; 

II .11 ri est pas premier si sa norme ne l'est pas. 

Q u a n d l ' u n des deux te rmes est nu l , l ' imaginaire se 
c o n f o n d , à u n e de nos qua t r e un i t é s près , avec son 
modu le , d 'où les trois cas suivants : 

a. Le module n'est pas prer 

Cet te co r re spondance r éc ip roque en t re les ent iers 
complexes et leurs no rmes peu t servir , pa r exemple , 
dans la r eche rche du p lus grand c o m m u n diviseur ou 
du plus peti t c o m m u n mul t ip le p u i s q u ' o n peu t r a m e n e r 
ce p rob l ème au p rob lème c o r r e s p o n d a n t sur des n o m b r e s 
réels . 

La théor ie p r écéden te p e r m e t de s implif ier cer ta ines 
démons t ra t ions d ' A r i t h m é t i q u e c o n c e r n a n t les nombres 
réels. O n d é m o n t r e fac i lement , par exemple , que le 
p rodu i t de d e u x sommes de deux carrés est aussi u n e 
somme de d e u x carrés ; mais la r éc ip roque offre plus 
de diff icul té . 

M. Borel (*) a d é m o n t r é que : 

Si un nombre premier divise la somme de deux 

b. Le module est premier 

nombre réel) 

letn'estpassomme ) l'imaginaire 
de deux carrés (est première. 

A P P L I C A T I O N S D E LA T H E O R I E E L E M E N T A I R E 

D E S E N T I E R S I M A G I N A I R E S . 

( ' ) B O R E L et D R A C H , Introduction à la Théorie des Nombres et 
à l'Algèbre supérieure, p. io5. 
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carrés sans les diviser tous deux, il est lui-même 

la somme de deux carrés, ou , ce qu i revient au m ê m e , 
si un nombre divise la somme de deux carrés 

premiers entre eux, il est lui-même la somme de 

deux carrés. 

La m ê m e démons t r a t i on s ' appl ique d 'a i l leurs au cas 
de q u a t r e carrés . La voici en que lques mots : 

p divise a1-h b'1. Je suppose p > 2. Soient a' et bf 

les rés idus m i n i m a absolus de a et b par r appor t à /?, 

c ' e s t - à -d i r e deux n o m b r e s compr i s en t re — ^ et ~ et 

congrus r e spec t ivemen t à a et à b ( m o d p ) . J 'a i 

(1) a'*-h ou a'2 -+- b'1 = pp\ 

p' é tan t un ent ie r in fé r i eu r à p. Si p = 1, le t héo rème 
est d é m o n t r é . S inon , soient a'—- a / / et b'—fip' les 
rés idus minima absolus de a' et p ' par r a p p o r t à p'. 

J 'aura i de la m ê m e façon 

(2) {a'— aLP')*-t-(b'— $p'y- = p'p" avec p"<p'<p. 

E n mul t ip l ian t (1) et ( 2 ) m e m b r e à m e m b r e , il v ient 

À2 + B2 = PP'2p"-> 

A et B c o n t e n a n t p' en f ac t eu r , j e pose A = p] a', 

B = / > ' / / , donc 

(3) a"2-+- b"2 = pp". 

Si p" 1 j e r e c o m m e n c e . Les mul t ip l i ca teurs suc -
cessifs de p sont des en t ie rs qui décro issent cons tam-
men t . L ' u n d ' e u x finira par ê t re égal à 1 et l 'égali té 
co r r e spondan te expr imera p c o m m e somme de deux 
car rés . 

O n p e u t d é m o n t r e r ce théorème plus s imp lemen t 
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par l ' i n t e rméd ia i re des en t ie rs imaginai res . Je suppose 
q u ' u n en t ie r /? divise a2-\-b2, et q u e p, a, b son t 
p remie r s en t r e e u x dans leur ensemble . D a n s ces 
condi t ions p e s t u n e s o m m e de deux carrés . E n effet, j e 
décompose a -+- bi en fac teurs p r emie r s imaginai res : 

( i ) a -h bi — ( c - h di)... ( e -\-fi). g... h. ki.. li, 

g, A, /:, L sont les diviseurs c o m m u n s à a et à b. 

L'égal i té c o r r e s p o n d a n t e en t re les no rmes est 

(2 ) b*= (C«H- d*)... (ee>~-+-fl)g'i ... .. . 

et, elle exp r ime la décompos i t ion de a2-f- en fac teurs 
p remie r s réels, d ' ap rès la c o r r e s p o n d a n c e établie p lus 
hau t . O r c o m m e p ne con t i en t par hypo thèse a u c u n 
des fac teurs g . . . h , k . . . L il se r édu i t à un p r o d u i t de 
sommes du genre de (c- -f- rf2), donc à u n e somme de 
d e u x car rés . 

L 'égal i té ( 2 ) m o n t r e en même temps que les divi-

seurs premiers d'une somme de deux carrés sont soit 

des sommes de deux carrés, soit des nombres quel-

conquesmais affectés alors d'un exposant pair. 

Remarque. — Le produi t de deux sommes de deux 
carrés c'1 •4-flîF et e'1 f2 é tan t une somme de deux 
carrés a2-h ¿>2, si c e t d sont p remie r s e n t r e eux ainsi 
que e et / , on peut af f i rmer que a et b sont aussi 
p remie rs en t re e u x ; car l ' une des qua t r e égalités 
suivantes 

( 3 ) a -1- bi = ( c ±: di) ( e ± f ï ) 

est vraie et m o n t r e que si c z t diet e ± f i n ' adme t t eu t 
pas de d iviseur réel (ce qui équ ivau t à avoir ses t e rmes 
p remie r s en t re eux) , a H- bi ne peut en adme t t r e . 

R é c i p r o q u e m e n t , si a et b sont p remie r s en t re eux , 
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les fac teurs p r e m i e r s que j ' a i appelés g... h, k...l 

n 'ex i s t en t pas ; les imagina i res (c -f- di)... (e -f- fi) de 
l 'égali té ( i ) n ' a d m e t t e n t pas de diviseur r ée l ; donc p , 
qui est le p rodu i t de cer ta ines de ces imaginai res , est , 
d ' après la p remiè re par t ie de cet te r e m a r q u e , la somme 
de deux car rés p remiers en t re eux. 

Application à la détermination des systèmes 

dyentiers réels x, y, z tels quon ait 

x 2-hy2 = z2. 

O n peu t t ou jou r s supposer x et y p remiers en t re 
eux . Donc z qui divise x2-j-y2 est aussi une somme de 
deux carrés p remie r s en t re eux . R é c i p r o q u e m e n t , dans 
ce cas, z2 est b ien de la fo rme x2-\-y2. Cela posé , 
connaissant s , on dé t e rmine ra tous les systèmes cor res -
pondan t s de x et de y en se basant sur l 'égalité 

(x -hyi)(x — y i) = z2. 

O r x -f- yi: est u n carré parfa i t , car si un fac teur 
p r e m i e r u - h vi y figurait avec u n exposan t impa i r m, 

—|— v- serai t u n fac teur de z 2 , p remier en tant que 
n o m b r e réel , et y figurerait avec un exposan t impai r , ce 
qui est imposs ible {x—yi ne p e u t con ten i r de son 
coté le f a c t e u r u + vi, s inon x -h yi serai t divisible par 
u — vi et admet t r a i t pa r suite un d iv iseur réel u2-\-v2). 

D o n c 
x -h yi = (5 -+- ti)2 et z — (s-hti)(s—ti). 

O n aura donc tous les systèmes de nombres s et t en 
décomposan t ^ en ses i t i fac teurs p remie r s imaginaires 
c o n j u g u é s deux à deux et en combinan t de tou tes les 
façons possibles n de ces fac teurs , en ayant soin q u e 
les n fac teurs res tants soient bien les con jugués de ceux 
q u ' o n aura pr i s . 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. XII. (Septembre 1912.) 27 
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Exemples. — Cherchons à retrouver quelques systèmes 

de nombres x, y, z. Prenons d'abord z = 5 = 2 2 - b i2. Ici 
S + /I = 2 + Î; x -hyi = (s -h ti)~ = 3 -+- 4 d ' o ù le sys-
tème 32 + 4«= 52. 

Soient encore : z = i3 = 3 2 -h 2 2 ; 5 - f - ti = 3 -h 21 ; 
x y i •=• (3 -f- 2 £)2 = 5 -h 12 i : 

i32 — 122-f- 52. 
Continuons: 

* = i7 = 4*-f-|2; i + = 4 H- = = 

i7* = i5»-t-8®, 

et ainsi de suite. Pour compléter, il faut multiplier tous ces 
systèmes par des carrés parfails. 

Les théo rèmes de F e r m â t , d ' E u l e r et de W i l s o n 
s ' é t enden t aussi au cas des ent iers complexes . O n 
trouve l ' ind ica teur ( c ' e s t - à -d i r e le n o m b r e des restes 
d ' un sys tème incongru qu i sont premiers avec le 
module ) en employan t le procédé dont j e me suis servi 
p o u r compte r le n o m b r e de restes incongrus . L ' indi-
ca teur d ' u n n o m b r e a -h bi don t les diviseurs sont de 
la fo rme p -f- qi, sera 

T h é o r è m e dm F e r m â t . — Soien t a -+- bi et q ri 

deux ent iers complexes , q -h ri é tan t p remie r et ne 
divisant pas a -f- bi. Le n o m b r e des restes d ' u n système 
incongru par r appor t à q -h ri, le mul t ip le du modu le 
mis à par t , est q-~\-r-—i. Le théorème de F e r m â t 
s ' expr imera donc par la congruence 

( a -h bi)<7,+-/'1~1 — i == o ( mod q -h ri). 

Si q — ri ne divise pas n o n plus a 4 - bi, le p remie r 
m e m b r e de la congruence se t rouve aussi divisible 
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par q — donc pa r q2 + / 2 : 

( a -h bi i = o ( mod q*1 •+• r 2 ) . 

Le t h é o r è m e de F e r m â t est donc vrai, n o n pas 
s e u l e m e n t d ' u n m o d u l e p p remie r c o m m e n o m b r e 
complexe , mais encore q u a n d p n 'es t p r e m i e r que 
c o m m e n o m b r e réel ( c ' e s t - à -d i r e a d m e t deux d iv iseurs 
c o n j u g u é s p r e m i e r s ) . 

Application — 1. P r e n o n s 

et p o u r q + ri un en t i e r imagina i re p r e m i e r ne d iv isant 
pas i -f- ii donc tel q u ' o n n 'a i t pas à la fois q = ± i , 
/• = ± i . O n d é m o n t r e dans la Théorie des nombres 

q u e p = q2-{-r-, n o m b r e réel impa i r , doi t ê t re de la 
f o r m e \ h - h i . Le théorème dev ien t 

h é tant le q u o t i e n t de la divis ion de/? par 4-

II . P r e n o n s t o u j o u r s a -f- bi = i -f- et p o u r 
modu le un n o m b r e réel p p r e m i e r en tant qu ' ima -
g ina i re . p n ' e s t pas u n e s o m m e de deux car rés : alors il 
est de la f o r m e 4 h - h 3. Le théorème sera a lors 

4 m é tan t le q u o t i e n t de la division de /?2 pa r 2 . 

Si/? est de la f o r m e 4 A -f- 1, on pose 16h2-\- 8h = 8m, 

le résu l ta t est le m ê m e . 

>J/l(cos Air -+- i sin/i7r) — 1 == o (mod/?) 
ou 

(I -f- iy6/*M-24/m-8_ ! _ o ( m o t | P y 

Posons 16 h2 -f- 24 h - h 8 = 8 m : 

il*m ( COS^/WTT -h i sin2/rc7r) = 24/w== I ( mod p), 
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N o u s a u r o n s f i n a l e m e n t ce t h é o r è m e p o u r les 

n o m b r e s rée ls : 

Soit p un nombre premier. Si p est une somme de 

deux carrés et si f appelle h le quotient de la 

division de p par 4 e s t congru à (— i)^ , ( m o d p ) . 

Si p ri est pas une somme de deux carrés et si 

f appelle k le quotient de la division de p'1 par 2, ik 

est congru à 1 ( m o d / ? ) . 

Exemples. — I. Prenons par exemple p = 42-+- i 2 = 17-
Ici h = 4 '> ou '¿56 doit être congru à 1 (mod 17). Or 
255 = 17 x i5. 

Soit encore 
p — 52 -f- 22 — 29. 

Ici h = 7 ; 214 ou i6.384 (Joit être congru à —1 (mod 29). 
Or 

16 385 = 29 x 565. 

II. Soit p = 7 ; on a 

k — 24 et 2 / f = 224 = 16777216. 

On a bien 
16777215= 7 x 239674 ). 

T H K O K È M K DIS W I L S O J N . — Il s ' é n o n c e a ins i : le 
p r o d u i t de tous les n o m b r e s d ' u n sy s t ème i n c o n g r u pa r 
r a p p o r t à u n m o d u l e p r e m i e r p ( l es m u l t i p l e s d u 
m o d u l e mis à p a r t ) est c o n g r u à — 1 ( m o d / ? ) . 

Application. — Je cons idè re un e n t i e r réel posi t i f /? , 
p r e m i e r en t an t q u ' i m a g i n a i r e , e t j e c h e r c h e le 
sy s t ème de res tes i n c o n g r u s c o n t e n u s d a n s un ca r r é de 
co tés para l lè les aux axes et d o n t l ' o r ig ine et le po in t 
r ep ré sen t a t i f de p o c c u p e n t les m i l i e u x de d e u x côtés 
o p p o s é s . U n tel sy s t ème est f o r m é : 

i° D e s p — 1 po in t s s i tués s u r o x ; 
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2° De tous les po in ts s i tués à l ' i n t é r i eu r du car ré et 
sur oy, à part le poin t o. Ces points sont deux à deux 

Fig. 3. -

y 

0 p 

symét r iques par r a p p o r t à ox. Les p rodu i t s des ima-
ginaires co r re spondan tes sont des sommes de deux 
car rés . D'où le t héo rème : 

Soit p un nombre premier non somme de deux 

carrés. Le produit par (p — i)! de toutes les sommes 

obtenues en ajoutant le carré d'un nombre inférieur 

à p au carré d'un nombre inférieur à ^ est congru 

à — i ( m o d p ) . 

Dans ce p rodu i t , il faut é v i d e m m e n t laisser de côté 
la somme o'14- o'2. 

[C2b] 
s u r l ï n t é g k a t i o n d e s d i f f é r e n t i e l l e s t o t a l e s ; 

PAR M. HKNRI DUBOIS . 

Soit à t rouver une fonct ion y) telle que l 'on ai t 

d¥ = P dx + Q dy, 



( ) 
P et Q étant deux fonct ions données des deux varia-
bles x et y s eu lement . 

Le p rob lème ne diffère pas de ce lu i -c i : 
T r o u v e r F (x, y) Ielle que 

àF 

( i ) 

a = P> ôx 

ôr 

Je rappel le d ' abord q u e : 

( a ) . D e u x fonc t ions qui on t même; dér ivée partiel le 
par r appor t à u n e même variable ne sauraient di f férer 
que d ' u n e fonction ne d é p e n d a n t pas de cel le variable. 

En par t icul ier , deux fonct ions r é p o n d a n t à la q u e s -
tion ne d i f fèrent nécessa i rement que d ' u n e cons tan te . 

Pour que les condi t ions ( i ) soient rempl ies il fau t 
d ' abord que 

c o ^ = v } ôy ôx 

Je dis que cette condi t ion est suff isante d ' une par t 
pour que F existe et , d ' au t r e par t , pour que sa recherche 
se r amène à celle de deux quad ra tu r e s . 

En effet, supposons- la sat isfai te . Soi t F , une fonct ion 
telle que 

Une telle fonct ion s 'ob t iendra en p renan t une pr imi-
tive que lconque de la fonct ion P où y sera regardé 
comme une cons tan te . Si F existe, d ' après la p ro -
pr ié té ( a ) , 

F = F î - n c p ^ ) . 

Je dis qu'il est possible de d é t e r m i n e r cp ( y ) de façon 
que les deux condi t ions (1) soient rempl ies . 
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C o m m e la p remiè re l 'est , ¡1 suffit d 'avoir 

O r la dérivat ion par r a p p o r t à y de (3) donne , eu 
égard à (2), 

± d J l = ±Q 
dx ôy âx | y^ ' 

W " * 
Alors, t o u j o u r s d ' ap rès la p rop r i é t é (a), 

et la condi t ion (4), qui reste à sat isfaire , s 'écr i t 

<p = J ty(y)dy-

La démons t r a t ion s 'é tend a isément au cas d 'un 
n o m b r e que lconque de variables. 

R E M A R Q U E . — (.jette démons t r a t ion j ou i t , me semble-
t-il, de deux avantages : 

i° Elle n ' i n t rodu i t dans la recherche de F que des 
intégrales indéfinies , tandis que la mé thode clas-
s ique exige que l 'on place, avec soin, les l imites de 

chaque in tégra t ion , et sur le signe j * , et dans les 

fonct ions à in tégrer ; 
20 Elle n 'u t i l i se nu l l ement la dérivat ion sous le 

signe J " et, à cause de cela, pour ra i t en t r e r a i sément 

dans le p rogramme de Mathémat iques spéciales où elle 
met t ra i t de l ' un i t é dans les mé thodes d ' in tégra t ion des 
équa t ions dif férent ie l les du p remier o rd re . 
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c o r r e s p o n d a n c e . 

M. M. -F . E g a n . — M. Haag a donné récemment dans les 
Nouvelles Annales la formule sommatoire suivante 

v p ( » ) 

n — 1 
( n -h ax ) ( n -h a2 ). . . ( n -h ap ) 

i — 1 

les aï étant des entiers positifs, tous différents, et P(w) un 
polynome en n dont le degré ne dépasse pas p — i. Les A/ 
sont les coefficients de décomposition en fractions partielles; 
ainsi 

n ( x ) = = y 
(x . .{x ap) x -h ai 

La démonstration de M. Haag s'appuie sur le théorème 
d'Abel. Voici une démonstration plus élémentaire, qui donne 
en même temps la somme d'un nombre fini de termes de la 
série. Rappelons que 

i 

Si Ton retranche du second membre de l'identité 

m 

ÀU Jmd \ al + 1 ai+t 1 
n — \ i 

la quantité nulle 

( ' ) Numéro d'uvril 1912. 
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on trouve 

m 

n = 1 i 

i 

Voilà la somme des m premiers termes de la série S R ( r i ) . 
En faisant tendre m vers l'infini, on trouve la formule de 
M. Haag. 

c e r t i f i c a t d e c a l c u l d i f f é r e n t i e l e t i n t é g r a l . 

Montpellier. 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — Les axes de coordonnées étant rec-
tangulaires, on considère les surfaces définies par l'équa-
tion aux dérivées partielles 

dz âz 

i° Démontrer que parmi les surfaces intégrales il y a 
une infinité de surfaces, dépendant d'une constante arbi-
traire, qui sont de révolution autour de Oz ; 

2° Intégrer l'équation. Déterminer une surface intégrale 
par la condition qu'elle contienne la parabole qui a pour 
équations 

y = o, z = x2. 

3° Par un point M de coordonnées x, y, z, autre que 
l'origine, passe une courbe caractéristique G de l'équa-
tion (i) et une seule. Déterminer, en fonction de x,y, z, 
les cosinus directeurs de la tangente à cette courbe au 
point M, l'équation du plan osculaleur en M à la même 
courbe et le rayon de courbure de la courbe au point M; 

4° Démontrer que les caractéristiques sont des hélices. 
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EPREUVK PRATIQUE. — Intégrer l'équation différentielle 

dx1 v dx J x -f-1 

sachant que l'équation sans second membre admet une 
solution particulière de la forme Ax -h B, où A et B sont 
des constantes qu'on déterminera. (Juillet 1910.) 

EPREUVE T H É O R I Q U E . — Qu' appelle-t-on intégrale complète 
d'une équation aux dérivées partielles du premier ordre 
non linéaire 

f{x,y, z, p, q) = o. 

Montrer comment on peut déterminer une pareille inté-
grale. 

Comment obtient-on Vintégrale générale de Véquation 
lorsqu'on connaît une intégrale complète? 

•¿9 Application : Intégrer l'équation 

g2) — Z*= o, 

où k désigne une constante donnée. 
3" Les axes de coordonnées étant sup/>osés rectangulaires, 

démontrer que parmi les surfaces intégrales de cette 
dernière équation il y a une infinité de surfaces de révo-
lution autour de O 2, et déterminer ces surfaces. 

E P R E U V E PRATIQUE. — Intégrer le système d'équations 
différentielles 

où a et fl désignent deux constantes données. 
(Novembre 1910.) 

E P R E U V E THÉORIQUE. — Résoudre Véquation aux différen-
tielles totales 

(y* — x*) dz h- (3x*yz*— zx** — y2 ) dx 
— (x 3z*-+-y*z — 2xy)dy = o, 
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On cherchera une solution particulière de la forme 

z = <p (y)x,n, 

où cp est une fonction de y seulement. 

E P R E U V E PRATIQUE. — Calculer Vintégrale 

J C cot 7t z f dz, 

le contour G du plan des z = x -+- yi étant formé : 

i° De la droite y — i, x \ ~ parcourue depuis x = -H QO 

jusqu'à x — i ; 

•Î" Du segment de droite AB, A et B —i^ ; 

3° De la droite y = — i, x parcourue de B à x = oc. 
(Juillet (911.) 

Nancy. 

I. Etablir l'existence des deux périodes de l'intégrale 

Î
r dx 

u s/(x — a)(x — b)(x—c) 
II. On considère la fonction de x 

jf 0 0 cosaa? 

i° Démontrer que l'on a 

\ sin <xx xy = i(n-4-1) / ——-7.doL. 
7 K v 0 ( 1 - + - « * ) " • * • * 

En déduire que y(x) satisfait à une équation diffé-
rentielle linéaire du second ordre indépendante de a et 
former cette équation; 

3° Dans l'hypothèse n = i, montrer que l'équation admet 
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deux intégrales particulières de la forme P ef>, Pet p étant 
des polynômes en x. Former Vintégrale générale et 
calculer la valeur de l'intégrale définie 

J f * cosa.r [ 
4° Extension des résultats obtenus au cas où n est un 

entier positif quelconque. (Juin 1910.) 

I. On considère l'équation différentielle 

i° Former l'intégrale générale de cette équation; 
7° Montrer qu'il existe deux familles d'intégrales par-

ticulières qui s'expriment au moyen de fonctions trigono-
métriques. Ecrire explicitement ces intégrales ; 

3° Appelant x0 une valeur quelconque de x, on déve-
loppera en série de Laurent les intégrales de l'équation (Ï) 
qui admettent x0 comme pôle et l'on montrera que le 
développement contient un coefficient arbitraire ; on appel-
ter a X ce coefficient ; 

4° Laissant xl} fixe, on fera varier X. A toute valeur de X 
correspond une intégrale de Véquation ( f ) dont les pé-
riodes 10 et to' se trouvent être par conséquent fonctions 
de X; quelles sont les valeurs de X pour lesquelles les 
fonctions to(X) ou co'(X) deviennent infinies? 

II. Équation des lignes asymptotiques et des lignes de 
courbure en coordonnées curvilignes. 

(Octobre 1910.) 

Poitiers. 

E P R E U Y K T H É O R I Q U E . — On considère l'équation diffé-
rentielle 

d^u du (1) -7— = zt — = mu. v dt2 dt 

i° Donner une expression de l'intégrale générale de 
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cette équation. Montrer que pour m = i l'intégration se 
ramène à une quadrature. 

2° Quelle relation peut-on établir entre les intégrales 
de deux équations (i) où m prend deux valeurs différentes 
ayant pour somme 2? 

3" Appelons (F) une courbe dont les coordonnées carté-
siennes, exprimées en fonction de t, x — f ( t ) . y = g(t), 
sont deux intégrales de (1), réelles et positives pour t réel 
et positif. Quelle est l'aire balayée par le rayon vecteur 
( issu de l'origine) entre deux quelconques de ses positions ? 

4° Construire et discuter les courbes réelles ( Y)pour m — 2. 
Quel est le genre des fonctions u(t) correspondantes? (On 
déterminera d'abord le genre de leurs dérivées logarith-
miques. ) 

É P R E U V E PRATIQUE. — S o i t y = P (x) la fonction elliptique 
de périodes to = 1, w'= u' qui est infinie à Vorigine. 
Soient, d'autre part, 

deux fonctions de x infinies à l'origine. 
i° Pour x réel et supérieur à 100, calculer à —J- près les 

différences u(x -h 1) — u(cr), v(x +1) — v(x). 
2° Appelant <0 un nombre quelconque de module i, 

montrer que la différence u(u)x)—u(x) reste finie 
lorsque x augmente indéfiniment par valeurs réelles 
positives. (Juin 1911. ) 

Rennes. 

É p r e u v e t h é o r i q u e . — i . Etant donnée une fonction F (x,y), 
déterminer une fonction ~k(x, y) qui satisfasse aux 
deux équations aux dérivées partielles 

d( l P) 

à(XP) 
dx 

(1) t)x 

ày 
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i° Montrer que le problème n'est possible que si 

l'expression 

ày d X ~~ dx** 
I-H P2 

est différentielle exacte et que, si cette condition est satis-
faite, on peut obtenir log^ par des quadratures ; 

2° Effectuer les calculs en supposant P = — ; 

3° Montrer que si \\(x, y ) vérifie les équations (\) et ( 2), 

l'expression 
li(dy +-P)dx 

est la différentielle totale d'une fonction U(x,y) qui est 
une solution de l'équation 

d2U (i2 U _ 
¿ta?2 oy1 ~~ 

II. Soient (G) uue courbe, (C j ) / a développée de (G), 
(G2) la développée de (Ci ), ainsi de suite, (C,*) désignant 
la développée de (G,j_i). Soient M un point quelconque 
de (G) et M2, . . ., M„ les points correspondants sur les 
courbes {Gj), (C2), . (C„). 

i° (C) étant définie comme enveloppe des droites (en 
coordonnées rectangulaires xOy) 

¿ r s i n 8 — ^ c o s ô = f( 0), 

trouver en fonction de 0 les coordonnées des points M, 
M,, . . . , M„; 

2° Déterminer la fonction f (O) de sorte que V angle MOMt 

soit droit. 
rr. , , , OM Verijier qu alors le rapport ^ reste constant. En 

déduire que (C) et (Gj) sont semblables. 
Vérifier que les courbes dont les indices ont la même 

parité sont homothétiques par rapport à l'origine. 

E P R E U V E PRATIQUE. — I ° Intégrer Véquation aux dérivées 
partielles 

àz âz 
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•2° Vérifier que Von a une intégrale particulière de 

l'équation ( I ) en considérant la surface ( S ) qui, rapportée 
à des axes rectangulaires, est représentée par l'équation 

où a, b, c, h désignent des constantes ; 
3° Soit (T) le solide homogène limité par la surface (S) 

et par les plans z = o et z = c. 
Calculer, le solide (T) : 
i° L'aire de l'ellipse, section par un plan z = const. ; 
2° Le volume; 
3° Le moment d'inertie par rapport ci Oz; 

en se limitant, pour ce moment d'inertie, «m cas parti-
culier où Von a à la fois 

h — o, b — a. 
(Juin 1910.) 

EPREUVE THÉORIQUE. — I . z,y, z désignant les coordonnées 
d'un point M rapporté à trois axes rectangulaires, 
et k désignant une constante, on pose : 

u — x(x -+- y -+- z ), 

i° Le système d%équations différentielles 

. dx 
k T t = u ' 

/ dr 
k -T- = v, dt . dz k — = w dt 

définit la position au temps t du point M(x, y, z) qui 
pour t = o avait comme coordonnées a , 6, c. 

Exprimer x, y, 5 e/i fonction de a , b, c, i, ei inverse-
ment a , 6, c e/i fonction de x, j ' , 

Vérifier que les points qui à l'instant t == o se trouvent 
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dans un plan 

(P 0 ) a -h b H- c = const. 

se trouvent, à l'instant t, dans wn plan 

( P ) ,r + j + 2 = const. 

que, à une ligne (L0) située dans le plan (Pu) corres-
pond de cette façon une ligne (L ) située dans le plan(P), 
homothétique de la ligne (L0). 

Intégrer Véquation linéaire aux dérivées partielles 

l àv àw\ / dw du \ du ôv 
\Tz~ ôl) 9 = ôy ~ te' 

Vérifier que les points qui, à l'instant t — o, se trouvaient 
sur une surface intégrale de cette équation sont, à l'ins-
tant t, sur une autre surface intégrale de la même équation. 

II. i° Déterminer une courbe satisfaisant à la condition 
suivante : 

En un point quelconque M on mène la normale jusqu'il 

sa rencontre en N avec Qx, la parallèle NP à Oy coupe 
la tangente en M au point T; la longueur NT doit être 
égale à une longueur constante x R; 

•À" Pour intégrer l'équation différentielle obtenue, on 
pourra exprimer Vy du point M, c'est-à-dire NQ, au 
moyen de l'angle w de la tangente MP avec O y. 

Vérifier que la courbe C est une cycloïde engendrée par 
un cercle de rayon R roulant sans glissement sur Ox. 

( Novembre 1910 . ) 
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s u r l a n o t i o n d e d i f f é r e n t i e l l e t o t a l e ; 
P a r M . MAURICE F R É C H E T , 

Professeur à la Facullé des Sciences de Poitiers. 

(Suite et fin.) 

1 3 . D i f f e r e n t i a t i o n d e s i n t é g r a l e s d é p e n d a n t d e 

p l u s i e u r s p a r a m è t r e s . — Soit f ( x , a , (3) une fonc-

tion intégrable par rapport à x dans le domaine d 

a < x ^ b , a ' < a < a " , p' < 3 < ¡3". 

S i f ( x , a , ¡3) admet une différentielle au sens de 

Stolzpar rapport à cf. et fi en tout point du domaine D 

et si cette différentielle reste bornée dans ce do-

maine (quand les accroissements Aa, A[3 restent 

bornés), /'intégrale 

F(a , f f{x,*,$)dx ' 
Jn 

a une différentielle au sens de Stolz en tout point 

du domaine S 

a ' < a < a " , ¡3'< 

et cette différentielle est donnée par 

J a J a 

Nous ne ferons que généraliser l 'énoncé donné par 

par MM. Arzela ( 4 ) et Tonell i ( 2 ) pour le cas d ' u n 

(*) Sulle serie di funzioni (Accademia di Bologna, 1900, p. 45)» 
(2) Su la continuità e la derivabilita d'un integrale (Rendi-

conti dei Liviat 1910, p. 87). 
Ann. de Mathémat4® sèrie, t. XII. (Octobre 1912.) 28 
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seul paramètre, cas ou les deux définitions de la diffé-

rentielle coïncident. 

Nous supposons que les intégrales soient prises au 

sens de M. Lebesgue (*). O n a 

donc a, [3) est une fonction bornée limite de 

fonctions mesurables. Elle est donc aussi intégrable ( 2 ) . 

Ains i les intégrales 

j a J a 

existent. Il reste à montrer que la quantité 

s ( a , p, Aa, Ag») 
_ F ( g - h Aa, p-f- A¡3) — F(a , ¡3) — Aa A(g, P) — Ap B(a, ft) 

j Aa ¡ -+- | A[> I 

est infiniment petite avec | Aa | - f - | A¡3 |. O r on peut 

l 'écrire 

rb 

e(a, p,Aa, A?) = / <p(:r, a, p, Aa, A¡3) ¿¿z? 
a 

a v e c 
tpO, a, p, Aa, AS) 

f ( x , a 4- Aa, p+- A § ) - f ( x , «,?) - A a / a ( ^ a,¡3) - Ap/g(g, a,ft) 
| Aa | -+- | Ap | 

Pour toute valeur déterminée de x , cette quantité 

«st infiniment petite quand | Aa | -f- ] Aj3 | tend vers zéro. 

S ' i l n'en était pas de même de e, on pourrait trouver 

une suite de nombres Aa„, tels que | Aaw \ -f-1 | 

tende vers zéro et que | s (a, [â, Aa w ,A^„) | reste supérieur 

à un nombre positif fixe. 

( ' ) L E B E S Q U E , Leçons sur l'intégration, Paris, 1904, p. 98. 
( 2 ) L E B E S G C E , loc. cit.y p. I II . 
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O r c'est impossible. On sait en effet que si une suite 

de fonctions de x , a> Aa„, Aj3,*) convergent vers 

zéro en tout point de a , b et sont bornées dans leur 

-ensemble, leur intégrale dans (a , b) tend vers zéro (*). 

C 'est ici précisément le cas, car on peut écrire d'après 

le théorème ( 10) 

a, p, Aa, *p) | 

si P est la borne supérieure finie des dérivées f ' ^ 

dans D. 

Il résulte du théorème précédent que, si a et ¡3 sont 

<les fonctions dérivables d'un même paramètre \ on 

aura 

(/}. dl 

Cette conséquence ne serait plus exacte si l'on supprimait 
dans Ténoncé les mots, « au sens de Stolz ». En effet, supposons 
par exemple 

a8 
f ( x , a, P) =s - — h = z X pour a2 H- p2 S o, 

V̂ a2 -H 3* 
/ ( f l f , o , o ) s a f , 

on aurait 
o | 62 — a 2 

F ( a , P ) = 
i/a^-t-P2 » 

pour a2 -h p2 § o et 

F(o, o) = o. 

La fonction/(îp, a, P) a bien des dérivées partielles en a, p 
quels que soient a, ¡¡}; ¿1 est facile de voir que ces dérivées 

{ * ) LEBESGUE, loe. cit., p . i f 4 -
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partielles restent en valeur absolue inférieures à 2 quels que 
soient a, ¡3. On devrait donc avoir 

* r b 

/ à O , X, X ) dx -+- I K dx. 
J a 

Or 

qui n'est pas derivable pour \ — o. 

1 4 . T h é o r è m e . — une fonction f ( x , y) admet 
une différentielle au sens de Stolz au point (x0yo)j 
la surface z = f ( x , y ) admet en ce point un plan tan-
gent unique non parallèle à O z et dont l'équation 
est 

( T ) * - * 0 = ( * - ) A + (y -70 )/;, 

et réciproquement. 

i° Considérons une courbe l du plan des y qui 

passe par le point (^o^J'o) e t y admet une tangente 

dont j'appelle les cosinus directeurs cos <p, sin 

Cette courbe est la projection d'une courbe L de la 

surface, qui passe au point M0(#oîJKo^o)- Je vais 

démontrer : 1° que L a une tangente au point consi-

déré; 11° que cette tangente est dans le plan T. 

Soient en elfet x0 -4- y0 -h k, f (x0~{-h. yQ-\-k) les 

coordonnées d'un point M de L. Les cosinus directeurs 

de la droite MM0 sont proportionnels aux quantités 

h n k OL — , P = > 
s/h* h- k2 \Jh2 -H k2 

= -+- yo+k) —/( ¿r0, y0 ) 
T . s/h2-^-k2 

D'après l'hypothèse, cette dernière quantité peut 
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s'écrire 

z tendant vers zéro avec y//»2 —j— /r-. Lorsque h 2 k 2 

tend vers zéro, les trois quantités a, ¡3, y tendent 

vers 

ce qui démontre à la fois les deux propriétés annon-

cées. 

Il en résulte, d'une part : que si une courbe L tracée 

sur la surface passe en M0 et y admet une tangente, 

cetle tangente est dans le plan T ; d'autre part que 

toute droite D du plan T passant par M0 peut être con-

sidérée comme la tangente en M0 à une courbe tracée 

sur la surface, par exemple, d'une courbe quelconque 

dont la projection s u r , r O y est tangente à la projection 

de D au point correspondant. 

Ce sont ces propriétés qu'on exprime en disant que T 

est le plan tangent à la surface en M0, c'est-

à-dire le lieu géométrique des tangentes en M0 des 

courbes tracées sur la surface, et passant par M0 . 

Le théorème actuel, lui aussi, est inexact quand on y com-
prend la différentielle au sens ordinaire, sans ajouter d'hypo-
thèses supplémentaires comme au n° 2. On le voit par exemple 

A l'origine les dérivées partielles sont nulles, il devrait donc 
y avoir à l'origine un plan tangent unique qui serait xOy. Or 
cette surface est évidemment un cone de sommet o. Les géné-
ratrices sont des tangentes qui ne sont pas toutes dans xOy. 

2° Réciproquement, si la surface 5 = i f (oc, y ) admet 

un plan tangent non parallèle à O s au point (x0¡y0, 
la fonction admet une différentielle au sens de 

c o s e p , s i n cp, c o s t p / r 0 - l - s i n c p / y ( 
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Slolz pour x = y = y 0 . Et en écrivant l 'équation 

du plan tangent sous la forme 

z — z0 = p(x — x0) -h q(y—yo) 

l'expression de la différentielle sera 

df = p àx-^q Ay. 

Il s'agit de démontrer que la quantité 

V — df = / (^O y* — /(*»> r o ) — — ^ Ajr 

est un infiniment petit par rapport à | | -f- | ou r 

ce qui sera plus commode ici, à 1 y 

En effet, dans le cas contraire, il existerait 1111 

nombre s > o, tel que, quel que soit on puisse trou-

ver des accroissements /¿„, kn, vérifiant à la fois 

l 
' et 

(«) , 
I l/(- ro-+ hns .Xo-t- kn)—f(x(), y ft )—phn — qk„ [ g 

\ s/h\ k\ 

Soient cosa„ , cos fi«, c o s y n , les cosinus directeurs 

de la droite M0M,* joignant le point M0(.r0 , z0) au 

point M,t de la surface correspondant à x0-\- h,ly 

kn* On peut considérer c o s a n , cos cosy,, 

comme les coordonnées d'un point 4u/2 d'une sphère de 

rayon 1, et l'on pourra toujours extraire de la suite des 

points jjlj 7 uu, . . . , ¡jl,2 . . . une suite de points qui tend 

vers un point déterminé JJI. 
Autrement dit, en supprimant au besoin de la suite 

des (hni kn) certains éléments, on pourra supposer 

que les suites des cos a d e s cos des cos y« tendent 

respectivement vers trois limites déterminées cos a, 

cos p, cosy , les inégalités (6) continuant à avoir lieu. 
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Ceci étant, considérons une courbe C du plan des xy 

passant par les projections des points Mw et de M^ 

(par exemple, la ligne polygonale qu'elles déterminent) 

dans l'ordre M 4 , M 2 Î . . M « , . . M 0 , Ce sera la pro-

jection d'une courbe S de la surface qui aura évidem-

ment en M0 une tangente, de coefficients directeurs 

cos a, cos ¡3, c o s y . Cette tangente sera donc dans te 

plan tangent donné, de sorte que 

cosy ^ P c o s a g cos p 

ou encore que l'expression 

P„ = cos y« — p cos a n — q cos 

tend vers zéro. Or la quantité 

O — / ( h n, y (y -f- k„ ) — / ( a?o, r 0 ) — phn — qkn 
' — — — 

s/h l -4- k 'h 

reste par hypothèse en valeur absolue supérieure à e» 
P 

D'autre part, elle est égale à qui tend vers zéra 

puisque sin y ne peut être nul. 

DIFFÉRENTIELLES D'ORDRE SUPÉRIEUR. 

l o . Différentielle seconde. — Nous dirons qu'une 

fonction f(x,y) admet une différentielle du second 

ordre au sens de Stolz au point370>.Xoi si : i° elle admet 

une différentielle au sens de Stolz en (x0,y0) et dans 

son voisinage; si cette différentielle f'x^x -+- f 'y Ajr 
admet, quels que soient A.r, Ay, une différentielle au 

même sens au point (x0,y0). 

Cette deuxième condition revient à dire que f'x et f'y 

ont chacune une différentielle au sens de Stolz ail 

point (x0,y0). Nous écrirons, en remarquant que les 

nouveaux accroissements de x, y sont indépendants 



( 44o ) 
des premiers, 

d'f'x =frl + / " e r o A > ; d'fy =fyo.r0 A'3? -4 - / ' . A> . 

De sorte que la différentielle seconde de f a pour 

expression 

d'df = d'fx t^x H- d'f'y AJK 

= /rii As- A'a? H- / i o r o As: A > H- /y0.r0 A' A j - f - / ^ AJ A > . 

C'est donc une fonction bilinéaire par rapport 

à ( A # , A y ) , (A' .r , A ' y ) . Je remarque tout de suite que 

cette fonction bilinéaire est symétrique ; autrement 

dit f"Xoroz=zf'yojV C'est ce que nous allons prouver. 

Mais la même méthode de démonstration nous donnera 

le moyen de calculer la différentielle seconde sans pas-

ser par l 'intermédiaire de la différentielle première. 

Nous emploierons le procédé classique qui consiste 

à calculer de deux manières la différence seconde 

de f(x^y). Mais la méthode de démonstration sera 

sensiblement différente de la méthode ordinaire. 

Nous supposons seulement que la différentielle 

seconde de f existe au sens de Stolz au point Xoi Jr0' 

C'est dire que si l 'on écrit pour simplifier cette diffé-

rentielle sous la forme 

d'df — ( A A ' + Bk')h -+- (BiA'-t- G k')k, 
on a 

(7) / i ( X , Y ) = / i : û ( ^ o , r o ) + A ( X - ^ 0 ) + B ( Y - r o ) 

-H X11 X — * 0 | H - | Y - r o | j , 

(8) /y(X, Y) =zfyo(x0, yo) Bi(X — -+- C(Y — y 0 ) 

les quantités A, P. tendant vers zéro avec 

|X — a?0| -+- |Y —jKol-
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£ étant un nombre > o arbitraire, nous pourrons 

choisir un nombre rj tel que pour 

| X — x0\ h- | Y —y 0 1 < Tj 

on ait 
| X | . < e , | f x | < e . 

Ceci étant, considérons la différence seconde de / , 

c 'est-à-dire l 'expression 

A'A/ = h', jr0-4- — <p(a?0, JKo) 
avec 

<p(x,y) —f(x-¥- h. y k) —f(x,y). 

Nous supposons que f { x , y ) est continue et déri-

vable en x et en j au voisinage de Si donc /¿, 

k sont assez petits, il en sera de même de o(x,y). 
O n pourra écrire 

(9) <?(xQ-h h',y0+- k') — 
= u(x0-}-h', yQ-jfk') — o(x0-h h', y0) 

-+- y(x0-+-h',y0) — cpOo, Jo) 
= k' y'y(x0-ï- h', y0-+- 0k') H- h' cpiOo-h 67*',y0) 

avec 
o < 6 < i , o < 6 ' < 1. 

O r on a 

y) = f'x(v + h, y -+- k) - /¿(a?, y ) 
= + ^ 7 + k)—f'x(x 0, jKo)] 

d'où, d'après (7) et (8), 

(10) = AA-t-BA: /1 —X2/2-

où A,, A2 sont des valeurs de \ correspondant à 

/ j = \x-h h — ÎF0 | -4- \y k —y0 I, 
\ x — XQ \ H- \y— y0\, 

et de m ê m e pour 
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D o n c , d'après (9) , 

A'A/ = /*'[A A + B k - h l t / t — 
- 4 - K ' [ B , A - K C * X ; / ; - X ; ] 

= B t ^ ' J - f - C * * ' 
-f- h ' l x - X5 /2 ) -4- (X; l\ - X'2 ) ; 

(11) | A' A/— (A AA'-f- -f- Bihk*Qtkk!)\ 

si l 'on prend 

car alors 

= | A ' -4- A | < 7 ] , / 2 = | / I ' | 

\l\ + \l\\ + \lt\ + \l't\<ï\\h\ + \h'\ + \k\ + \krr 

Considérons maintenant le cas particulier où 

h ' = k = o et 

On aura 
| A'A/— Bi/i2| 

D ' o ù 
A' A f A ' ^ H 

pour Autrement dit, lorsque h tend vers 

zéro, on a 

= lim Z ^ 0 " 1 - h' y ^ hi yp)— f(*o>yo+ h)-*-f(xo,jKo) 
/i2 

O r si l 'on avait calculé d'abord A A ' / en permutant hy 

k avec k! puis faisant hf = /r = o, on aurait trouvé 
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que le second membre tend vers B. Donc 

b = b „ ft%rt=/;.,. o 
ou encore 

dd'f^d'df. 

Revenons maintenant au cas général où k, kf 

sont quelconques. On aura, d'après (IT), 

_ . / m + l * ' l \ 
( | A | - H * | ) ( | / i ' | - H * ' l ) IM ) 

pour | h | M- | k | -+- | h'\ -f- | k'\ «< T;. Or en permutant h, 

k avec h1, il est évident que A A ' / garde la même 

valeur A'A/, et nous venons de démontrer que 

dd'f= d'df. 

Donc Je premier membre est aussi au plus égal à 

Comme l'un des deux nombres 

\h\ + \*\ \h\ + \A\ 

est au plus égal à i , on a donc 

|A' \ f - d d ' f \ 
( | Ä | - H * I ) ( | Ä ' I - H * ' I ) 

<8e 

pour | h | -f- | k'I -f- | h'\ + | k'\< T|. Nous avons donc 

démontré la proposition suivante : 

T h é o r è m e . — Si une fonction f(x,y) admet au sens 

de Stolz une différentielle première au point xQ, y0 

(*) Cette première partie de la .démonstration se retrouve dans 
Young, VII, p. 22 ; la seeomJe partie me semble nouvelle. 

Le résultat de Young est plus étendu qu'une proposition analogue die 
Schwarz, laquelle suppose l'existence <ie f%y au voisinage de(#0,y0). 
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et à son voisinage et une différentielle seconde au 

même sens au point x0, y0j la différentielle seconde 

ne diffère de la différence seconde correspondante 

de f q ue dhine quantité infinimentpetite par rapport 

au produit des écarts correspondants \ \k\, 

[A' | -h | k' |, quand on prend pour infiniment petit 

principal la somme de ces écarts (1 ). 

Il est remarquable que ce théorème permet de calculer 

la différentielle seconde quand elle existe sans passer 

par l'intermédiaire de la différentielle première. Bien 

mieux, sa réciproque permet même d'assurer dans les 

mêmes conditions l'existence de la différentielle 

seconde. 

1 6 . R é c i p r o q u e . — Si une fonction f ( x , y) admet 

une différentielle première au sens de Stolz au point 

(•^OÎJKO) ^t en son voisinage, et s'il existe une 

fonction bilinéaire et symétrique par rapport à 

deux systèmes dy accroissements des variables 

[soit A h Ï Ï -h B ( hk! -f- tik) -H Ckk'] qui ne diffère 

de la différence seconde correspondante de f que 

d'une quantité infiniment petite par rapport à 

(]A| + |À~|)(|A'|-f| k,\)quand\h\ + \k\+\h<\ + \k,\ 

tend vers zéro, la différentielle seconde de f existe 

au sens de Stolz au point (x^y^) et elle est repré-

sentée par cette fonction bilinéaire. 

En effet, par hypothèse, on a 

A' If — | A hh' -f- B ( kh' -4- h' k ) -f- G kk' ] _ 
(\h\ + \k\)(\h'\^\k'\) 

(1 ) On pourra remarquer que notre démonstration subsiste quand 
on ne suppose pas que df existe au voisinage de x0, y^ mais seule-
ment q u e / a des dérivées partielles dans ce voisinage. 
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avec 

' | p ] < £ pour I A | | 1 -4- 1 | -H 1 < -JQ. 

Prenons en particulier kr — o, on aura 

yfoo-h h\ y0) — o(x0, jKo) _ 

Si donc, laissant /¿, k fixes et tels que | h | + | k* | < 

on fait tendre h' vers zéro, le premier membre conver-

gera vers 

/j-o+/<(a?0 -f- A, ro-hk) — / r 0 ( ^o , y0) — ( A A h- B£) _ 
\h\ + \k\ - po 

avec | p0| < s . 

D'après la définition de Stolz, ceci prouve que d/'r 

(et de même d f ' y ) existent au point j^o) e t sont 

respectivement égaux à AA-J-BA", B A - j - C / c . A u t r e -

ment dit, la différentielle seconde existe au sens de 

Stolz et est identique à la forme bilinéaire donnée. 

17 . Remarque. — Si l 'on énonce la réciproque 

en entendant les différentielles première et seconde au 

sens ordinaire, la démonstration subsiste ( 1 ) . 

C'est le contraire pour le théorème direct. E n effet, 

Schwartz a donné depuis longtemps un exemple d'une 

fonction ' 
y x f ( x , y) = x2 arc tan g y~ arc tang —, x y 

pour laquelle 

/ x > (°> ° ) = !> f y x ( o , o ) = — I . 

(!) Le cas particulier où k' — o, k — o et où la différentielle est 
prise au sens ordinaire a déjà été obtenu par B E T A Z Z I , Giornale di 
Matematiche, t. XXI-XXII, ' i883-i884, p. i/»6. Voir aussi Young, 
VII, p. 22. 
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La première conséquence de la démonstration se 

trouve donc inexacte quand on suppose seulement 

que f 'v et f'y sont dérivables. Il est alors facile de voir 

qu'il en est de même du théorème. En eifet, avec la 

définition ordinaire, il faudrait prouver que les deux 

quantités 
A ' ï f - d ' d f 

(\h\ + \k\){\h'\ + \k'\)' 
\ ï f - d d \ f 

{\h\ + \k\)(\K\ + \k'\) 

tendent vers zéro quand | h | + | k | + | h'\ -+- | tend 

vers zéro. Or 
P - Q = ( U - B , ) R 

avec 

_ k'h — kh! 

et i° | R | < i ; 2° on peut faire tendre 

vers zéro de telle manière que R converge vers n'im-

porte quelle valeur Q donnée à l'avance entre — i 

et Il est donc impossible, si B ^ B, , non seule-

ment que P et Q tendent vers zéro, mais encore que P 

et Q aient des limites déterminées. 

1 8 . F o r m u l e d e T a y l o r . — S i f ( x ^ y ) est une 

fonction admettant une différence seconde au point 

Xo, y0, on a 

f(x0-+-h, yo+k) = / (a?o, y0) •+• h f ^ kfy0 

où a) tend vers zéro avec h2-\-k2. Procédons comme 

Young (VII, p. 2 j ) , 
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D'après le théorème du n° 15 , la quantité 

f(xo+h,y0-+-k)-f(x0, yp-+-k) —/{XQ-4-h, y p ) , yQ) — hkj%0r 
M -

tend vers zéro en même temps que h ^ - ^ k 2 . O r on a 

d'autre part 

f(xo -+- h, y0 ) « f(xo, ya) -h h y0) -+- ~ (/¿g -H 26, ), 

k2 

/ O o , yo-hk) =f(xo, ^o) -4- hfyQ{x^ yQ) 4- -- ( / ¡ W a ^ ) , 

où s, et s2 tendent vers zéro avec h2-\- k2. E n portant 

ces expressions dans (12), on a 

f(x0 H- h, y0 -h k) = /(¿Co, JKo) -+- ¿ / ¿ 0 - f -

•et l'on peut, si l'on veut, écrire la dernière parenthèse 

sous la forme o)(A2 -f- A*2), to étant infiniment petit 

avec h2 -f- A*2. 

19. Différentielles d'ordre supérieur. — O n peut 

généraliser ce qui précède et définir de même les diffé-

rentielles d'un ordre quelconque. 

Une fonction y, . . u) admet une différen-

tielle d 'ordre n au s e n s d e S l o l z an point «o) 

si : elle admet des différentielles au sens de Stol* 

d 'ordre 1, 2 , . . . , n — 1 au point (x0, . u0)et 

dans son voisinage ; 2°«i sa différentielle d'ordre n— 1 

admet, quelles que soient les valeurs des accroissements 

des variables qui y f igurent, une différentielle pre-

mière au sens de Sxolz au point (x^ y0.j . , . ^ z/̂  ). 

Moyennant cette définition, les théorèmes précédents 

s 'étendent immédiatement au cas général actuel. 
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e x t e n s i o n a u c a l c u l f o n c t i o n n e l . 

20. O n dit qu'un nombre Uf { X ) est une fonct ion-

nelle définie dans le champ C des fonctions continues 

dans a , 6, si à toute fonction continue dans ( a , b)y 

f{x) correspond une valeur bien déterminée de 

Tel le sont, par exemple, les fonctionnelles 

maximum de f { x ) dans (« , b) 

O n dit qu'une fonctionnelle U / e s t continue dans C , 

si U/n(.r) tend vers U/(<r) quand fn{x) converge vers f ( x ) 

uniformément dans a , b quelles que soient les fonctions 

c o n t i n u e s / ( # ) > / » ( # ) . Enfin une fonctionnelle U / est 

dite distributive dans C si 

quelles que soient les fonctions f\(x), f2(x) continues 

dans ( a , b). Une fonctionnelle linéaire est une fonc-

tionnelle distributive et continue. 

Il s'agit maintenant d'étendre la définition de Stolz. 

Pour cela, nous nous inspirerons de la condition impo-

sée par M. Hadamard ( ' ) : la variation d'une fonction-

nelle doit être une fonctionnelle linéaire. 

Si l 'on partait de la définition ordinaire de la diffé-

rentielle d'une fonction de plusieurs variables, on serait 

amené à généraliser d'abord la notion de dérivée par-

(') Leçons sur le Calcul des variations, p. 288. Hermano, 
Paris, 1910. 

a 

u / , IJI+. / ìw= U/t<•*•)-+- u/2(.>'> 
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tielle. Et il faudrait considérer une fonctionnelle comme 

une fonction d'une infinité de variables. Ce point de 

vue peut être utile dans certaines questions; mais il ne 

convient pas bien ici, d'autant que le choix de ces 

variables est très arbitraire. 

Il vaut donc mieux partir de la définition de Stolz, 

et c'est ici que la modification formelle que j'ai indi-

quée peut rendre des services [celle qui consiste à 

remplacer le terme h{ z2 h» P a r £ [| h | + | o u 

z\/ h \ -f- ht ou £ x (le plus grand des deux nombres |/h 

|A2|)]. On n'a plus alors aucune peine à formuler la 

généralisation indiquée. 

Nous dirons qu'une fonctionnelle U^ est différentiable 

pour la valeur f0 { x) de f{x)< s'il existe une fonction-

nelle linéaire A^/(.r) qui représente approximativement 

près de f{)(x). Ceci signifiera que l'expression 

U/o+A/— u./;— A A/ 

est infiniment petite par rapport à l'écart A de 

f0(x)-+-\f(x) ' 

et de f%x(x). Si le champ de définition de U^ est celui 

des fonctions continues dans («, b ) on prendra pour A 

le maximum de A/dans (a, b); si c'est celui des fonc-

tions de carré sommable, on prendra pour A l'expres-

rh 
sion f [\f(x)]2dx,elc. 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. XII. (Octobre 1912.) 29 
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[ R 6 b a ] 
LE CAS RÉGULIEIt D'INTÉGRATION PAR QUADRATURES 

DES ÉQUATIONS DE LAGRANGE D'UN SYSTÈME HOLONOME; 

Pour ne pas interrompre les raisonnements, nous 

commencerons par établir une propriété relative aux 

formes quadratiques. 

Soit <ï> une forme quadratique homogène ou non de 

variables que nous séparerons en deux groupes ¿/,, 

« 2 , . . . ; . . . . forme dont les coefficients peuvent 

contenir d'autres variables X|, X2, 

Considérons les équations linéaires 

où les ¡3 sont des constantes et qui permettent d'expri-
mer les v comme fonctions linéaires des M, les coeffi-
cients étant des fonctions des A. 

Enfin, soit^Fla forme quadratique des à coefficients 

fondions des X qu'on obtient en remplaçant les <>, par 

leurs valeurs tirées du système (î), dans la fonction 

PAR M. ET. DELA S SU S. 

ou, ce qui revient au même, dans la fonction 

de sorte qu'on a, en vertu dfs formules (i), 

i'i) w== <*> — y 
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La fonction W contient les u directement et par 

l'intermédiaire des v, et il en est de même relativement 

aux X. Par dérivation on aura donc 

E)4> ^ d<î> dv V* Q dv 
dui dui ¿Là dv dut JL* ^ dui 

d$> ^ \ dv __ d<ï> 
dui ¿Là \ dv ,/ di diif9 

puisque les ~ — ¡3 sont nuls en vertu des équations (i). 

Le même calcul s'applique aux variables À; donc : 

Les dérivées partielles de W par rapport aux 
variables u et \ sont les transformées des mêmes 
dérivées partielles de <ï>. 

De ce qui précède résulte immédiatement qu'on a 

y dW v ô<i> 

ce qu'on peut écrire 

jLd ~du ~ Y^U du J^ dv J Jmd dv * 

Appliquons alors le théorème d'Euler en décompo-

sant W et en groupes homogènes. L'égalité précé-

dente deviendra 

2 - t - l F i + 4»! — y 1 V — 

et, en en retranchant l'identité (2) de définition de W, 

- v t ^ - - 2 , ( - P) ". 

ou plus simplement, en vertu de la transformation, 
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Donc : 

La fonction XV>—lF0 est la transformée de la 
fonction — 4>0. 

De sorte (pie : 

La forme quadratique (ï>2 — <ï>0 aux variables u, r 
et qui ne contient pas de ternies du premier degré 
se transforme en une forme quadratique aux 
variables u qui ne contient pas de termes du premier 
degré. 

2. Supposons qu'un problème de mouvement de 

système holonome, étant mis en équation au moyen 

de paramètres convenablement choisis, possède des 

fonctions génératrices parmi lesquelles il y en a une 

G satisfaisant à la condition suivante : 

Les paramètres se répartissent en deux groupes 
[ai, a2i • • ' • • •)* l(JS paramètres secondaires b 
ne figurant dans G que par leurs dérivées b\ tandis 
que les paramètres principaux a y figurent eux-
mêmes. 

Les équations de Lagrange, qui correspondent aux 

paramètres donnent les intégrales immédiates 

qui permettent d'exprimer Jes b' en fonction linéaire 

des a' à coefficients fonctions des a et l'on en déduira 

les b" en fonction des a, des a' et des a". En portant 

ces valeurs des ¿/et des b" dans le groupe des équations 

de Lagrange relatives aux paramétres a on obtiendra 

des équations du second ordre déterminant ces para-

mètres. 
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Pour effectuer ce calcul, il faut transformer au 

moyen des formules (3) les expressions ^ et ^ - Pour 

cela, appliquons les propriétés du paragraphe précé-

dent; nous devons considérer la fonction 

et y faire la transformation, Y deviendra une fonction 

des a et des a', quadratique par rapport aux a' et ses 

dérivées par rapport aux a' et aux a seront les trans-

formées des mêmes dérivées de G, de sorte que les 

équations 
d_(àG\ àG _ 

dt \0a ) ôa 

se transformeront en 
d (àr\ dV 

Donc : 
dt \ ôa J ôa 

Le système de La grange réduit aux inconnues 
principales est encore un système de La grange et 
sa fonction génératrice est la transformée de 

G 

Pour compléter la démonstration, il faut montrer 

que r possède la propriété essentielle de la force 

vive. 

On voit immédiatement que V2 se déduit de G 2 en y 

substituant les valeurs des U réduites à leurs parties 

homogènes par rapport aux a', c'est-à-dire données 

par 
dG2 _ 
~ôb\ ~~ ' ôb[ ~ ' 

Une telle substitution dans une fonction essentielle-
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ment positive donne évidemment une fonction essen-

tiellement positive, de sorte que T possède bien toutes 

les propriétés caractéristiques d'une fonction généra-

trice. 

3. Supposons, en plus, que la fonction G considérée 

soit indépendante du temps; cette variable t ne ligure 

pas dans les calculs précédents, donc T est aussi indé-

pendante du temps, de sorte que le système total et le 

système restreint aux paramètres principaux pos-

sèdent simultanément Vintégrale des forces vives. 

xMais nous avons vu que 

r , - r 0 

était la transformée de 

G j - G o , 
Donc : 

IJintégrale des forces vives du problème restreint 

est la, transformée de ïintégrale des forces vives du 

problème total. 

Í. Nous conviendrons de dire qu'on est dans le cas 

régulier <Vintégration par quadratures si l'on a une 

fonction génératrice G indépendante du temps et 

dans laquelle il y a un seul paramètre principal. 

Soient a ce paramètre, bs, . . . tous les autres qui 

sont secondaires. Puisqu'on a autant d'intégrales que 

de paramètres, il est inutile d'écrire les équations de 

Lagrange; le problème se met immédiatement en 

équalions en écrivant les intégrales premières 

G 2 — G 0 = / I , 
D G - » 0 0 * 

Les dernières permettent d'exprimer les br en fonc-
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tion linéaire de a1 à coefficients fonctions de a ; por-

tant ces expressions dans l'intégrale des forces vives on 

obtient une équation du second degré en a! dont les 

coefficients sont fonctions de a et indépendants de 

puisque cette dernière variable, ne figurant pas dans G, 

ne s'introduit à aucun moment dans les calculs. 

Soit 
A a ' 2 + 2 B a ' + C = o, 

cette équation en o!, telle qu'elle est obtenue en faisant 

le calcul brutal, sans la multiplier ni la diviser par un 

facteur quelconque. 

Quand on rencontre un problème de celte nature, 

on constate chaque fois que le coefficient B est nul et 

le coefficient A essentiellement positif. En réalité il y 

a là une propriété générale qui résulte facilement de 

ce que nous avons démontré antérieurement. 

Reportons-nous aux équations de Lagrange. Le pro-

blème total admet l'intégrale des forces vives 

G 2 — G 0 = 

donc le problème restreint à l 'unique paramètre prin-

cipal a admet également l'intégrale des forces vives 

r 2— r0 = /c, 

laquelle est la transformée de la précédente. Donc, si 

dans l'intégrale des forces vives du problème proposé 

on remplace les b' par leurs valeurs tirées des intégrales 

immédiates on obtient un résultat qui est encore une 

intégrale des forces vives formée avec une fonction 

possédant la propriété essentielle de la force vive. 

Cette fonction étant indépendante de t et relative au 

seul paramètre est de la forme 

f(a)a'* + u c?(a)a'-f- [/(a) > o] ; 
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donc la transformée de l' intégrale des forces vives du 
problème proposé est 

Donc : 

Lorsqu'on se trouve dans le cas régulier d'inté-

gration par quadratures, le paramètre principal 

est toujours déterminé par une équation de la 

forme 
a 2 = F ( a ) , 

la fonction F étant obtenue comme quotient de deux 

fonctions 'l(a)-k et j\a) dont la seconde est essen-

tiellement positive, de sorte que la discussion du 

signe de F se réduit à celle du signe de <1 -+- k. O C t 

o. Les résultats que j'ai donnés dans un article pré-

cédent sur les intégrales de quantités de mouve-

ment ( ' ) permettent, dans bien des cas, de reconnaître 

a priori si un problème de mouvement de système 

bolonome est dans le cas régulier d'intégration par 

quadratures. 

Une intégrale de quantité de mouvement s'exprime 

d'une façon simple au moyen de la force vive vraie, de 

sorte que, si cette intégrale est obtenue sous forme 

immédiate, c'est forcément au moyen de cette force 

vive vraie ou, quand il y a une fonction génératrice, au 

moyen de la fonction génératrice primitive, celle qui a 

pour expression 
T U. 

Les intégrales de quantités de mouvement des caté-

(') Voir le numéro de niai nji:> des ¡Nouvelles Annales de Mathé-
matiques. 
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gories T , R, R7 , E, Er s'aperçoivent sans aucun calcul 

et c'est aussi sans calcul qu'on reconnaît si elles 

forment un groupe normal. 

Supposons alors qu'un problème de mouvement de 

système holonome à n paramètres remplisse les condi-

tions suivantes : 

i° Il admet Vintégrale ordinaire des forces vives; 

2 ° Il admet n — i intégrales de quantités de mou-

vement des catégories T , R, R , E, E' ; 

3° Ces n — i intégrales de quantités de mouvement 

forment un groupe normal, 

Qui, toutes, sont vérifiables sans calculs à la seule 

pection des liaisons et des forces données. 

Prenons les paramètres indiqués par les intégrales 

du groupe normal et employons la fonction généra-

trice primitive, elle sera indépendante du temps et 

donnera n — i intégrales immédiates qui seront préci-

sément celles du groupe normal, de sorte qu'on sera 

dans le cas régulier d'intégration par quadratures. 

Comme application, nous pourrons citer les problèmes 

classiques suivants : 

Solide homogène pesant de révolution fixé par 

un point de son axe n — 3 : on a l'intégrale ordinaire 

des forces vives, l'intégrale R pour la verticale et 

l'intégrale E pour l'axe de révolution ; or un groupe R, E 

est toujours normal, donc on est dans le cas régulier 

d'intégration par quadratures ; 

Solide homogène pesant de 'révolution glissant 

sur un plan horizontal n = 5 : on a l'intégrale ordi-

naire des forces vives, les intégrales T pour deux 

horizontales fixes, l'intégrale R pour une verticale fixe 

quelconque, l'intégrale R' pour la verticale du centre 
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de gravité et enfin l'intégrale E/ pour l'axe de révolu-

tion. L'intégrale R ne peut exister dans un groupe 

normal avec des intégrales T perpendiculaires. Si donc 

on employait l'intégrale R, elle ne pourrait fournir un 

groupe normal qu'avec R7 et E' et ce groupe n'aurait 

que trois intégrales. Supprimons cette intégrale R et 

considérons toutes les autres 

T, T, R\ E', 

elles forment un groupe normal de n — i == 4 inté-

grales 5 donc on est dans le cas régulier d'intégration. 

Dans cet exemple, on a plus d'intégrales de quan-

tités de mouvement qu'il n'est nécessaire et l'on voit 

celles qu'il faut choisir pour avoir l'intégration régu-

lière. 

6. Nous avons supposé que le problème admettait 

l'intégrale ordinaire des forces vives, parce que c'est, 

en général, la seule intégrale des forces vives qui soit 

visible a priori. Cependant, il arrive fréquemment, 

dans le cas de liaisons dépendant du temps, que, sans 

faire le calcul effectif de T et de U, on reconnaît que 

ce calcul conduit à des fonctions indépendantes de t ; 

si alors on possède un groupe normal d'ordre conve-

nable d'intégrales T , R, IV, E, E', on est sûr d'être 

dans le cas régulier d'intégration par quadratures. 

Voici une propriété bien simple qui donne des exemples 

de ce cas : 

Soit $ un problème de mouvement de système 

ho fono me, à liaisons indépendantes du temps, qui 

se trouve dans le cas régulier d'intégration par 

quadratures, et soit le problème qu'on déduit 

de en conservant les mêmes forces données, mais 

en ajoutant de nouvelles liaisons se traduisant par 
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des relations linéaires et à coefficients constants 

entre les paramètres secondaires et le temps. Le 

problème W est aussi dans le cas régulier d'inté-

gration par quadratures. 

Soient b{, b2,... les paramètres secondaires du pro-

blème effectuons, sur ces paramètres, un change-

ment linéaire à coefficients constants 

bl = X J cx -h X|c2 -h... -+- n1, 

bt = X ^ - h X|c2-+-. . . 4 - fl2, 

qui permettra d'exprimer les bf en fonction des c' 

sans que les c y figurent. Si l'on porte ces valeurs 

des bf dans la fonction génératrice primitive G indé-

pendante des b et de ty elle deviendra fonction de a, 

de a' (a paramètre principal), des c' et indépendante 

des c et de t, de sorte qu'avec les nouveaux para-

mètres c on aura encore l'intégration régulière par 

quadratures. 

Nous pouvons déterminer ce changement de para-

mètres secondaires de façon que les nouvelles liaisons 

se traduisent par 

c'est-à-dire par 

On obtiendra donc la fonction G/ du problème en 

partant de G et y remplaçant les c'r, c'r+h, . . . par des 

constantes données à l'avance. Cette fonction G' ne 

sera plus homogène, en général, par rapport aux 

dérivées des paramètres restants a , ci7 c2l cr_if 

mais elle sera évidemment indépendante de t et 

de c,, c 2 , • . . , cr_i, de sorte qu'on aura bien l'intégra-

tion régulière pour le problème 
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Reprenons le problème de Lagrange avec le para-

mètre principal 6 et les deux paramètres secondaires 6 

et nous aurons encore l'intégration régulière si nous 

introduisons Ja nouvelle liaison 

de sorte que le problème « mouvement d'un solide 

homogène pesant de révolution dont Taxe a un point 

fixe et est assujetti à tourner avec une vitesse constante 

donnée aulour de la verticale de ce point » est certai-

nement dans le cas régulier d'intégration par quadra-

tures, l'intégrale des forces vives étant l'intégrale de 

M. Painlevé et non l'intégrale ordinaire. 

Considérons, comme autre exemple, un point pesant 

mobile sur un hyperboloïde de révolution à une nappe 

dont l'axe est vertical. On a évidemment l'intégration 

régulière. Soient A une génératrice variable de l'un des 

deux systèmes, A le point où elle rencontre l'équateur. 

On peut définir la position du point M, au moyen de la 

génératrice variable A qui v passe, par la distance MA 

qui sera le paramètre principal et par l'angle au centre 

qui fixe la position de A sur le cercle équatorial, angle 

qui sera forcément le paramètre secondaire, puisque 

c'est sa variation qui donne la rotation autour de la 

verticale. Si donc on introduit la nouvelle liaison obli-

geant cet angle à varier d'une façon uniforme, on aura 

encore l'intégration régulière avec une intégrale de 

M. Painlevé. Ainsi le problème « mouvement d'un 

point pesant sur une droite tournant d'un mouvement 

uniforme donné autour d'une verticale fixe » est cer-

tainement dans le cas régulier d'intégration par qua-

dratures. 

7. Pour terminer, faisons quelques remarques rela-
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tives au nombre maximum de paramètres des problèmes 

dont on est assuré a priori de pouvoir faire l ' inté-

gration par quadratures. 

Nous avons vu qu'un groupe normal d'intégrales 

T , R, R', E, E' était d'ordre maximum 5. Il en résulte 

immédiatement : 

Le cas régulier d'intégration par quadratures 

ne peut être visible a priori que pour des systèmes 

ayant, au plus, six paramètres. 

Si l'on tient compte de ce que le groupe normal 

d'ordre 5 ne peut êlre obtenu que dans le cas du 

solide dont l'ellipsoïde central d'inertie est de révolu-

tion, on voit que : 

Le cas n = () d intégration régulière par quadra-

tures ne peut se présenter a priori que pour un solide 

entièrement libre dont Vellipsoïde central d'inertie 

est de révolution. 

Un système matériel ayant un point fixe et qui n'est 

pas un solide dont l'ellipsoïde de ce point serait de 

révolution ne peut fournir de groupe normal d'ordre 

supérieur à un. Si on laisse de côté les systèmes de ce 

genre ne dépendant que d'un paramètre, problèmes 

dont l'intégration est fournie par la seule intégrale des 

forces vives, on voit que c'est seulement dans le cas 

n = 2 qu'on peut reconnaître a priori si l'on a l'inté-

gration régulière. C'est le cas le plus défavorable. Par 

exemple, le mouvement d'un solide ayant un point iixe 

autour duquel il peut librement tourner (n — 3) n'est 

jamais dans le cas régulier, à moins que l'ellipsoïde du 

point fixe ne soit de révolution, car alors on peut avoir 

un groupe normal d'ordre i par suite de l'existence 

possible d'une intégrale E. 
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s u i l m p r o b l è m e d e c h o c ; 
PAR M. M.-L. ZORETTI. 

Une circulaire récente de M. Lépine, préfet de 

police, enjoignait aux agents de police, en cas de refus 

de la part des chauffeurs d'arrêter leurs autos, de ne 

pas hésiter à crever leurs pneus à coups de sabre. 

Quelques jours après, eut lieu une application de 

cette circulaire : un agent, pour immobiliser une aulo 

qui fuyait, tirait 1111 coup de revolver sur les pneus. La 

balle atteignait le but, mais sans pénétrer, ricochait et 

allait, je crois, blesser un passant. 

On peut être étonné de ce résultat : une balle qui à 

celte distance tue un homme, ne peut pénétrer dans 

une enveloppe de pneu. Il est pourtant facile d'expli-

quer pour quelles raisons purement mécaniques le 

fait n'a rien de particulièrement étonnant. 

De quoi dépend en ellet le phénomène? D'abord de 

la force de pénétration de la balle. Or cette force de 

pénétration dépend surtout de la composante normale 
de la vitesse; et de plus la vitesse dont il s'agit est la 

vitesse relative de la balle par rapport à la roue qui 

naturellement est supposée en mouv ement. 

En second lieu, les chances de percer le pneu aug-

mentent en même temps que diminue l'épaisseur de 

matière qui se trouve devant la balle, dans le sens de 

la vitesse relative. Si l'on appelle e l'épaisseur de l'en-

veloppe et i Fangle & incidence, angle de la vitesse 

relative avec la normale, la balle rencontre devant elle 

une épaisseur de matière égale à — 1 b cos L 
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On voit donc que le phénomène dépend surtout de 

la vitesse relative et de son inclinaison sur la normale. 

Proposons-nous donc de construire le vecteur vitesse 

relative. 

Nous supposons qu'on tire de derrière sur le pneu 

dans la direction V qui fait avec l'horizon l'angle ¡3. 

Plus exactement, nous appelons V et ¡3 la vitesse de la 

balle et son inclinaison au moment où elle atteint la 

roue. En réalité V est inférieur à la vitesse initiale de 

la balle et [3 est supérieur à l'inclinaison de l'axe du 

canon. 

La roue roule sans glisser sur le sol, elle est animée 

des deux vitesses : vitesse de translation du châssis et 

vitesse de rotation autour de son axe. Ces deux vitesses 

sont respectivement : to pour la vitesse angulaire 

et cor pour la translation. Naturellement, on suppose 

V cos ¡3 >> tor, sans cela le projectile n'atteint pas le 

pneu. 

Sur la figure i à gauche, on a construit la vitesse 

relative O B en ajoutant à la vitesse absolue O A = V 

Fig. î. 

W////7//Î//////////// 
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la vitesse AI horizontale et égale à — cor et la vitesse IB 

égale aussi à <o/* et parallèle (avec le sens contraire) à 

la vitesse linéaire de rotation du point M. Nous déter-

minons ce point M par l 'angle a = A1B compris 

entre O et T. 
Comme 1B donne la direction de la tangente, il est 

facile de construire la composante tangentielle H B 

et la composante normale O H de la vitesse relative. 

Nous avons également en H O B l'angle d'incidence de 

la vitesse relative. 

Rien n'est plus facile que d'appliquer à cette figure 

le calcul et d'en déduire les expressions de O B , O H , i 
en fonctions des données V , w/*, a et rp. Sur ces for-

mules, on étudiera sans peine l ' inlluence des angles a 

et rp. Par exemple, en projetant sur O H le vecteur O B 

et le contour O A 1 B 011 obtient 

O H = V sin (a — f i) — cor sin a . 

Mais il est encore plus facile de continuer géomé-

triquement l 'étude. Le lieu du point H quand a varie 

seul est le cercle de diamètre 0 1 . Le maximum de O H 

pour une valeur donnée de p correspond donc à la posi-

tion Ol de O H , c'est-à-dire au cas où le point atteint 

est l 'extrémité du rayon parallèle à 0 1 . Faire varier ¡3, 

c'est maintenant, dans le triangle O I A , laisser fixes les 

deux cotés O A e t l A et faire varier leur angle. Le maxi-

mum de 01 correspond donc au cas où ^ = 0 1 est 

alors égal à V — (o r . 

11 y a encore à tenir compte de l'épaisseur ——.• O n 
r 1 c o s i 

peut, par exemple, supposer que le maximum d'efiet 
.. . , OH cos / , . | • 

utile correspond au maximum de ? c est-a-chre 

de O H cos i ou mieux de O H - c o s i. 11 est très facile de 

mettre en évidence sur la figure ces expressions. La 
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première est la projection de O H sur O B . Son étude 

revient au problème suivant : On donne deux cercles, 

l 'un de diamètre 0 1 , l 'autre de centre 1. O n fait pivoter 

une droite autour de I. Elle coupe les deux cercles aux 

points H et B.; étudier les variations de la projection 

de O H sur O B . Pour le deuxième problème, il faut 

étudier les variations du produit de O H par sa projec-

tion sur O B . 

Je n'insiste pas sur ces calculs ou constructions, qui 

sont bien élémentaires, et je me borne à tirer les consé-

quences pratiques de l 'étude de la force de pénétration 

proprement dite. Nous avons reconnu que le cas le 

plus avantageux correspond à ¡3 = o, a étant égal à 

Pour être dans ce cas, il faudrait donc se placer très 

bas, viser légèrement au-dessus de l 'horizon de façon à 

atteindre horizontalement le point de l 'enveloppe à 

tangente verticale. Dans ce cas, on aurait une vitesse 

normale égale à V — o)/', mais la vitesse relative serait 

inclinée d'un angle dont la tangente est r r — o o Y _ w r 

Voyons quelles peuvent être les données numé-

riques : pour une vitesse de l 'automobile de 3okm à 6okm 

à l 'heure, tor sera compris entre iom et i5m à la seconde 

environ. Quant à V , je n'ai pas de renseignements sur 

la valeur à lui attribuer. Elle est évidemment bien plus 

considérable, ioom peut-être, au moins pour le tir à 

très faible distance, mais il faut remarquer qu'à une 

demi-portée de distance, la vitesse n'est plus qu'environ 

la moitié de la vitesse initiale (au moins si l 'on admet 

que les choses se passent pour le revolver comme pour 

les armes à grande vitesse). De plus, l 'auto avance pen-

dant le trajet de la balle, ce qui augmente la distance à 

franchir. Enfin et surtout, la trajectoire s'incurve assez 

vite et, comme on le voit sur la figure i , pour peu que 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. XII. (Octobre 1912.) 3o 
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le point atteint soit voisin du point à tangente verticale 

ou même au-dessous (a aigu), la composante G H 

devient vite faible et son obliquité est grande. 11 ne faut 

donc nullement s'étonner de voir la composante utile 

devenir insuffisante pour la pénétration. C'est surtout 

ce résultat qualitatif que j'avais en vue. 

Ricochet. — Une question intéressante est celle du 

ricochet de la balle dans le cas où elle ne pénètre pas 

suffisamment. Une construction géométrique nous 

donnera sans peine la vitesse absolue du ricochet ; nous 

partons de l'hypothèse de Newton : conservation de la 

composante tangentielle de la vitesse relative ; multi-

plication par k (inférieur à i) de la composante nor-

male, avec changement de sens. De plus, nous négli-

geons le frottement pendant le choc. La figure i montre 

Fig. 2. 

la construction. Soit O B la vitesse relative de compo-

santes tangentielle HB et normale O H . La composante 

normale de la vitesse relative après le choc est 

E B ' = k. EB. 

D'où en OB' la vitesse relative V r , , après le choc. En 
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lui ajoutant la vitesse B T de la rotation et celle F A ' de 

la translation, on a en O A ' la vitesse absolue V ' après 

le choc. 

Remarquons que la figure B ' I 'A ' dérive de B1A par 

la translation 1 1 ' = BB' = (k -f- i) HO. O n peut donc 

réduire la construction du point A', seul intéressant, à 

la suivante : mener A A ' parallèle à H O et égal à k -f- i 

fois ce vecteur H O . Le calcul de O A ' est dès lors très 

simple : il se ramène au calcul du triangle O A A ' où l'on 

connaît deux côtés et un angle. Mieux vaut encore que 

ce calcul une construction géométrique. En voici deux 

qui permettent très simplement l'étude de la question : 

Remarquons que les droites HA et O A ' se coupent 

en un point C dont le rapport des distances à OH et A A ' 

est égal à -jr~~ï' Pour chaque position donnée du point H 

sur le cercle 0 1 on pourra construire ce point C qui 

donne la direction GO A'. 

Mieux encore, portons sur O H le vecteur 0 W = A'A ; 

nous aurons en A W un vecteur opposé à la vitesse cher-

chée ; celle-ci est W A . Or quand, ¡3 restant fixe, a varie, 

W décrit le cercle homothétique du cercle 0 1 par rap-

port à O, le rapport d'homothétie étant k -H I . On tra-

cera ce cercle Ol ' {jig. 3). l ' W donne la direction de 

la tangente au point choqué et W A donne la vitesse 

correspondante du ricochet. 

On voit, par exemple, que la balle ricochera vers le 

haut quand W sera sur l'arc de cercle inférieur a 

c'est-à-dire quand la tangente aura une direction com-

prise entre l ' a et Y b : c'est ce qui a lieu, par exemple, 

quand la tangente est perpendiculaire à 0 1 : la vitesse 

est alors l ' A . On peut admettre que le ricochet est 

surtout dangereux quand il a lieu vers le haut et en 

arrière; car si la balle ricoche en avant, elle court 
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après l'auto et tombe dans l'espace laissé vide derrière 

l'auto à moins qu'elle ne la dépasse. Au contraire, les 

ricochets en arrière ont plus de chance d'être dangereux, 

surtout s'ils sont presque horizontaux. Ce dernier cas a 

lieu quand W est voisin de a (ricochet en arrière) ou 

de b ( en avant). D'ailleurs le véritable danger vient du 

ricochet sur les côtés qui tient à ce que le plan de 

symétrie dont nous avons supposé l'existence n'existe 

pas en réalité. Mais si cela modifie la trajectoire, cela 

n'empêche pas nos calculs de s'appliquer. La figure 

permet d'étudier toutes les particularités de la question ; 

je me borne à remarquer que les vitesses de ricochet en 

arrière sont en général plus faibles que les ricochets en 

avant. Je laisse au lecteur le soin d'étudier l'influence 

des variations de ¡3 ainsi que du coefficient élastique k 

(voisin de 1 dans le problème étudié). 

On peut appliquer des constructions analogues à 

l'étude du choc contre un obstacle en translation. 

Voici quelques applications de ces calculs : chasse, 

choc contre une courroie de transmission, etc. Des 
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vérifications expérimentales sont faciles au moyen, par 
exemple, d'un petit volant à axe horizontal, sur la jante 
duquel on fait tomber un corps pesant. 

AGRÉGATION DES SCIENCES MATHÉMATIQUES 
(CONCOURS DE 1 9 1 2 ) . 

Composition de Mathématiques élémentaires. 

I. Un contour quadrangulaire gauche A B C D A 

étant circonscrit à une sphère ( S ) de centre S, aux 

points M, N, P, Q , on a, en orientant les tan-

gentes m, q de h. vers B, de B vers C, .. 

a Â M = Â Q , ¡3 B N = B M , T C P = C N , O D Q = D P , 

cela conduit à prévoir deux cas distincts : dans 

V un des cas, le contour A B C D A n'est pas quelconque, 

et Von a 
a -h $. b -+- pY • c -+- - d = o, 

ay ¿>, c, d étant les longueurs des côtés; dans l'autre 

cas, on indiquera une propriété des deux plans MPN 

et M P Q , par exemple. 

II. On suppose donnée la sphère S. Soient m et p 

deux droites fixes tangentes à cette sphère aux 

points M et P. On considère les droites m qui s'ap-

puient sur les droites m et p (points d'appui B et C) 

et qui sont tangentes à la sphère {point de contact N). 

Ces droites forment deux systèmes {n) et {nr); on 

déterminera les suif aces (S) et (2') dont elles sont 
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les génératrices, les courbes (T) et (F) qui sont les 

lieux des points N et N7; on introduira, si Von 

veut, Venveloppe des plans ( S , n) et celle des 

plans ( S , n'). Que peut-on dire des tangentes en M 

et P aux deux courbes (T) et ( T ' ) ? — Application 

aux contours du paragraphe ]. 

III. On suppose maintenant donné le contour 

A B C D A , et Von cherche les sphères ( S ) tangentes 

aux quatre côtés. 

On examinera d'abord le cas où Von veut avoir 

une sphère (S) avec points de contact dans un même 

plan; on montrera a priori que, si une telle sphère 

existe, il doit en exister une infinité. On établira 

rigoureusement ce fait en projetant, par exemple, 

la figure sur un plan convenable ; on fera connaître 

le lieu des centres des sphères en question; on indi-

quera la sphère de plus petit rayon. Quelle est 

Venveloppe des sphères (S)? 

On examinera en second lieu le cas où Von 

demande une sphère ( S) avec points de contact non 

dans un même plan. On traitera la question par le 
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calcul, en posant 

ÂM = j , B N = r , GP = z, DQ = 

on fera voir que, chaque système de valeurs 

des inconnues, o/i a bien une sphère (S). 0// classera 

les solutions en quatre groupes (i 2'), 

Dans le cas ou il existe une série continue de 

sphères ( S ) , avec points de contact dans un même 

plan, que deviennent les solutions isolées, avec 

points de contact non assujettis à être dans un 

même plan? Certaines de ces solutions isolées font-

elles partie de la série continue de solutions? 

Remarque. — Soient a> c, d les plans perpen-

diculaires aux plans des angles A , B, C, D, menés 

par les bissectrices de ces angles, et a1, b', c', d[ les 

plans analogues menés par les bissectrices des 

angles extérieurs; on pourra indiquer rapidement 

le rôle de ces plans au paragraphe III, d'abord 

dans chacune des deux hypothèses a — b-\-c — d = o, 

a-h b — c — d =z o, puis, dans le cas d1 un contour 

quelconque, en considérant, par exemple, les solu-

tions (1 et 1 '); on reviendra sur le résultat obtenu à 

la fin du paragraphe III. Dans les figures qui 

accompagneront le texte on représentera le plan a 

par la bissectrice de Van g le A, 

Composition de Mathématiques spéciales. 

I. Si, dans une équation du troisième degré 

(1) z* — pxz*-*- PîZ—pz-=o, 

le coefficient p, est nul, la fonction 
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non symétrique par rapport aux lettres est équiva-

lente à une fonction symétrique des racines de 

l'équation. Le cas oii p{ == o est-il le seul où il 

existe un polynome homogène du second degré à 

trois variables qui jouisse de la même- propriété? 

Le coefficient pK n'étant pas nul, former Véqua-

tion ( 2 ) qui a pour racines les valeurs que prend la 

fonction x2-{- xy -i-y- quand on y remplace x et y 

par deux racines quelconques de Véquation (1). 

Véquation («) peut-elle être équivalente à Véqua-

t ¿0 n (1) dont o n Va cléd uite? 

II. Les médianes dUin triangle A B C se coupant 

en un point O, on fait tourner ce triangle de 6o° 
autour de O dans un sens et dans Vautre ; on obtient 

ainsi deux nouvelles positions A ' I V C , A^B^C du 

triangle (A- et A" étant les nouvelles positions du 

point A ) . Soient A\, A{ les milieux de BA', BA ; 

B't, Bj les milieux de CB7, CBv ; C 1 ? C',' les milieux 

de A C , AC"; A^, A ; les milieux de CA' , CA"; 

B2 , B'2 les milieux de VI)', VBy ; C 2 , C'2 les milieux 

de BCT/, BC". Montrer que les angle's V4Ô A/, \ ; 0 V2, 

B ; 0 B ; , B ; O B 2 , G,OC' ; , C ; O C 2 ont même biss'ectrice 

et qu il existe sur cette bissectrice deux points a/, g/ 

symétriques par rapport à O, tels que les quadri-

latères (o'o/A', A", w V A ' 0 A ' 2 ' , co'o/B^B'/, . . . soient 

inscriptibles. 

Démontrer qu'il existe un triangle A , B, C, homo-

thé tique du triangle A B C par rapport à O et tel 

que, si Von prend les inverses A 2 , B2 , C2 des som-

mets A , , B , , G , , le pôle dyinversion étant soit to', 

soit to'', le centre des moyennes distances des points 

A o, B2 , C 2 est soit soit a/ . " 

(On pourra représenter les différents points par 
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leurs affixes, rapportées à un système d'axes rec-

tangulaires ayarit O pour origine, et utiliser la 

propriété indiquée au n° I.) 

III. On considèjc les triangles A B C variables, 

tels que les points co\ co" qui leur correspondent 

soient fixes et pour lesquels le produit des longueurs 

des médianes est donné. Trouver le lieu des sommets 

de ces triangles. ( On pourra se borner ci construire 

ce lieu dans le cas ou les données sont telles que 

Vun des triangles ABC ait deux sommets confondus.) 

Etant donné un point A du lieu, construire le 

triangle A B C qui lui correspond. 

Composition sur le Calcul différentiel et intégral. 

Les axes de coordonnées Ox, Oj', Oz étant rec-

tangulairesr, on donne un cercle (y), d'axe Oz de 

rayon r et de cote z == h. 

Par un point arbitraire M. du cercle'.(y) on mène 

un plan, tangent à ce cercle et dont la position 

dépend uniquement de la position du point M sur ce 

cercle. Lorsque le point M décrit le cercle (y) , ce 

plan enveloppe une surface développable (S) dépen-

dant d'une fonction arbitraire d'une variable, 

50CL). 

i° Déterminer la surface ( S ) et la courbe ( C ) 

section de celte surface par le plan xOy. 

2° Comment doit-on choisir la fonction co pour 

que la courbe ( C ) coïncide avec une courbe donnée 

(C, ) définie par son équation cartésienne? 

Montrer que la représentation est possible d'un 

nombre limité de manières et indiquer à quelles 

surfaces'{S) correspondent les autres solutions de 

l'équation différentielle déterminant co. 
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Y a-t-il des courbes (C,) exceptionnelles pour 

lesquelles la représentation par une courbe (C) est 

impossible? 

3° Comment appliquer a-t-on la représentation 

précédente d''une courbe plane à Vintégration d1 une 

équation différentielle ordinaire? 

Y a-t-il des équations différentielles exception-

nelles? 
Intégrer Véquation du second ordre : 

Comment peut-on découper, dans le plan xOy, 

les courbes intégrales, par déplacement et défor-

mation d1 une surface développable (S)? 

Indiquer : des équations du premier ou du second 

ordre dont Vintégration se ramène aux quadra-

tures, des équations du second ordre dont /'intégrale 

générale peut être découpée dans le plan xOy en 

utilisant le procédé mis en évidence pour Véquation 

précédente. 

4° On considère une famille de développables ( S ) 
dépendant d'un paramètre et sur chacune de ces 

développables on choisit une courbe déterminée (<r). 

Les courbes (c) engendrent une surface (S) qu'on 

peut représenter par les coordonnées de Vun de 

ses points exprimées à l'aide de deux para-

mètres. 

Inversement, étant donnée une surface (2,) par 

son équation cartésienne, peut-on la représenter de 

la façon précédente? 

5° Former Véquation aux dérivées partielles ( E ) 
déterminant les surfaces orthogonales à une famille 

donnée et à un paramètre de développables ( S ) . 
6° Déterminer les développables ( S ) et intégrer 
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Véquation (E) , lorsque cette équation (E) admet 

comme solution particulière la surf ace (S2), lieu des 

arêtes de rebroussement des développables (S). 

La surface (S 2 ) appartient-elle à Vintégrale 

générale? 

E xiste-t-il des surfaces normales aux généra-

trices des développables ( S ) ? Le calcul met-il en 

évidence la génération de ces surfaces en partant de 

Vune d'entre elles? 

Composition sur la Mécanique. 

ÉQUILIBRE ET MOUVEMENT I^UN CABLE A CHEVAL 

Un câble pesant flexible et inextensible est à 

cheval sur une poutre cylindrique horizontale fixe, 

le long d'une section droite S supposée convexe. 

Notations. — On appellera H le point le plus haut 

H 

de S , A , , B, les deux points de S à tangente verti-

cale, B| étant au moins aussi haut que A<. 

On choisira pour origine des abscisses curvilignes 

s sur S le point A , , le sens positif étant le sens 

de A 4 H B , . On prendra une verticale ascendante 

SUR UNE POUTRE. 

h 

A 

B 
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comme axe des y et une horizontale orientée dans 

le sens de la demi-normale extérieure en comme 

axe des x. L'angle que fait la demi-normale exté-

rieure à S en un point M de Varc kK H B M avec Ox, 

sera désigné par © et le rayon de courbure corres-

pondant par r. La relation entre o et l'abscisse 

Curviligne s — A, \1 sera représentée par l'équa-

tion s = «(©).' On appellera T la valeur absolue de 

la tension en un point du câble et N celle de Ici 

réaction de la poutre sur Vunité de longueur du 

câble, au même point. 

Données. — On connaît la longueur l de Varck.K HB, , 

la longueur L du câble, son poids p par unité de 

longueur, enfin la hauteur A(=o) ele B, au-dessus 

de A , . On suppose la hauteur de Ai au-dessus du 

sol supérieure à L, de sorte qu'on n ctura pas à 

s'inquiéter du choc sur le sol dans le problème dont 

l'énoncé suit. 
P R O B L È M E . 

1. On négligera d'abord le frottement du cable sur 
la poutre. 

i° On étudiera l'équilibre du câble et sa stabilité. 

2° En négligeant la résistance de l'air, en sup-

posant qu'à l'instant initial tous les points du câble 

et leurs vitesses sont dans un même plan vertical et 

que toute portion libre du câble est verticale et 

animée d'une vitesse verticale, on montrera que la 

loi du mouvement s'obtient par des quadratures. On 

indiquera les principales circonstances qui peuvent 

se présenter suivant les données initiales. 

En particulier, on déterminera la vitesse que 

possède le câble au moment où il quitte la poutre, 

en supposant la vitesse initiale nulle. 
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On calculera cette vitesse ci un décimètre près par 

seconde en supposant que S est une circonférence de 

périmètre égal à i m et qu'à l'instant initial le câble 

a deux portions libres A A , = Z, BB4 = 3/. 

IL On reprendra ensuite la question de l'équilibre 

en tenant compte du frottement du câble sur la 

poutre ( / = tangO étant le coefficient du frottement). 

On se contentera d'étudier Véquilibre limite du 

câble dans le cas ou L est supérieur à l et de 

rechercher, suivant les valeurs cle L, si dans une 

position ¿/'équilibre le câble a un ou deux brins 

libres. (On pourra simplifier en se bornant au cas 

où S est un cercle.) 

En particulier on indiquera si, dans l'application 

numérique proposée plus haut, le mouvement peut 

avoir lieu quand f , au lieu d'être négligeable, est 
t > 1 égal a 

c e r t i f i c a t s m m é c a n i q u e h a t i i i , w e l l e . 

Clermont-Ferrand. 
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tige rectiligne OB, homogène, de masse im et de lon-
gueur :¿a, est fixée en 0 , d'une part, et attachée en B, 
d'autre part, à un fil AB, de longueur 2a, cfoni Vautre 
extrémité est fixée en A, à la hauteur ia au-dessus de O. 

Une seconde tige IC, de masse m et de longueur a, est 
articulée perpendiculairement à la première au milieu I 
de OB. Elle peut tourner sans frottement autour de OB. 

On appelle 6 l'angle de Ox avec la projection horizon-
tale OB' de OB et o Vangle (mesuré autour de OB) que 
fait le prolongement de AI avec IG : 

i" Le système étant lancé dans des conditions initiales 
quelconques, trouver les équations du mouvement. Montrer 
qu'on peut avoir cp et ^ en fonction de t par des quadra-
tures; 

•2" Calculer la tension du fil AB; 
3° On abandonne le système sans vitesse initiale à partir 

d'une position quelconque. Etudier le mouvement dans ce 
cas; 

4° On suppose les conditions précédentes, mais o0 étant 
infiniment petit principal. Trouver les parties principales 
de o et Calculer la valeur de la tension, au troisième 
ordre près. 

É P R E U V E PRATIQUE. — Une sphère homogène, creuse, 
d'épaisseur négligeable, de masse 100% cle rayon iocm, est 
attachée à un fil de 90e"1 de long et de masse négligeable. 
Quand la sphère se déplace dans l'air, elle éprouve une 
résistance qu'on suppose réduite à une force unique 
appliquée en son centre, en sens inverse de la vitesse v de 

S^2 

celui-ci, et égale, en unités C.G.S., ci , en appe-10000 
lant S la sur/ace totale de la sphère : 

j° On écarte la sphère de sa position d'équilibre d'un 
angle 0o < - et on l'abandonne sans vitesse initiale. 
Former Véquation qui donne l'angle Oj dont remonte la 
sphère au bout de la première oscillation simple. Prouver 
que 6 , < 0 o ; 

-x° On suppose 0o infiniment petit principal. Calculer la 
partie principale de la différence 6 0 — E n supposant 
l'écart initial du point le plus bas de la sphère égal à iocm, 
calculer approximativement Vécart suivant. 

(Juillet 1911.) 
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ÉPREUVE THÉORIQUE. — Dans le système indiqué par la 

figure, D E O A B C est un ensemble de tiges rectilignes 
homogènes, d'épaisseur négligeable et de densité linéaire 
égale à i. Leurs dimensions sont indiquées ci-contre. Les 
tiges DE et EO sont solidaires l'une de Vautre; elles 
peuvent tourner autour de l'axe vertical z'Oz (O^ vers le 

bas), qui traverse la tige OE, supposée creuse; OA est 
articulée en O avec EO suivant un axe horizontal inva-
riablement lié à DEO. En A et B, on a des articulations 
parallèles à la précédente. Enfin, BE est assujettie à 
glisser le long de O z et peut, en outre, pivoter sur elle-
même : 

I° On amène B en O; on imprime à DE une vitesse 
angulaire W au moment précis où l'on abandonne BG. 
Trouver le mouvement du système. Valeurs de tu pour 
lesquelles A traverse Oz; 

2° On lance encore DE avec une vitesse angulaire TO infi-
niment petite; mais la position initiale de A est infiniment 
voisine de O z. Montrer que A reste voisin de O z. Equations 
des petits mouvements ; 

3° On introduit maintenant la lige coudée FGH, qui 
peut tourner autour de Oz, indépendamment du système (S) 

précédent ; FG est horizontale et GH verticale ; en outre, 
elles ont encore une densité linéaire égale à i. Ceci étant, 
on place FGH dans un azimut quelconque. Puis on 
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lance (S) comme dans {i°). Au bout d'un certain temps, 
ED rencontre GH. Il se produit une percussion, pendant 
laquelle on suppose que les deux tiges restent en contact. 
Calculer les vitesses après le choc; 

4° Etudier brièvement le mouvement après le choc. 
Quand les deux tiges se séparent-elles? Montrer que la 
vitesse angulaire, pour une valeur donnée de 6 et pour le 
mouvement actuel, est, avec la vitesse correspondante du 
mouvement de (i°), dans un rapport plus petit que \ et qui 
ne dépend que de 0. Prouver que B ne revient jamais en O. 

N.-B. — On fera abstraction des frottements. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Un fil élastique, dont la longueur 
naturelle est il, est coupé en deux parties égales. On fixe 
chacune de celles-ci. par une extrémité, à une petite 
sphère M, pesant iofi et assimilable à un point matériel. 
Les deux autres bouts sont attachés à deux clous A et B 
fixés dans une planche mobile et distants de im. Enfin, la 
tension de chaque fil est k.kr, \r désignant l'allongement 
du fil à partir de l : 

i" On place AB verticalement, À en haut; M prend une 
position d'équilibre située à 6oc,n au-dessous de A. En 
déduire le coefficient k\ 

On place AB horizontalement ; M prend une position 
d'équilibre située à '¿oc,n au-dessous de AB. En déduire l; 

3° On place AB comme dans (i°) et l'on abandonne M 
sans vitesse initiale à partir d'une position Mj située 
à 4ocm au-dessous de A. La sphère tombe jusqu'en M2. 
Calculer AMj.e/ la durée de la chute; 

4° On place AB horizontalement et l'on abandonne M 
sans vitesse initiale à partir du milieu de AB. Calculer la 
hauteur dont tombe la sphère. 

N.-B. — Les distances seront calculées à r m près et les 
tentps à près. (Novembre 1911.) 

e r r a t u m . 

Page 332, dernière ligne, au lieu de SONDÂT, lire G . F O N T E N É . 
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[ C 2 ] 
EXPOSITION D'UN MÉMOIRE » E M. W . CROFTON ( M ; 

P A R M . H E N R I L E B E S G U E . 

Je désire attirer l'attention des lecteurs des Nou-
velles Annales sur des énoncés élégants qui sont à 

peu près ignorés en France, bien qu'ils soient suscep-

tibles de suggérer un grand nombre d'exercices inté-

ressants. 

1. Soit 

( i ) ¿ r s i n O — J K C O S Ô — p = o ( O ^ 0 < T C ) 

l 'équation d'une droite D en coordonnées rectangu-

laires. 

(!) Philosophical Transactions, 1868; Comptes rendus, t . LXV, 
et LWIII. 

J.-A. Serre t a vérifié les deux principaux énoncés de Crofton 
(Comptes rendus, t LXVIII; Annales de VÉcole Normale supé-
rieure, i86g\ 

On trouvera un exposé des raisonnements de Croflon dans un 
Ouvrage de E. Czuber dont une traduction belge, intitulée : Pro~ 
habilités et moyennes géométriques, a été publiée chez Hermann. 
CroflOM obtient ses résultats en utilisant les théorèmes généraux 
sur les probabilités pour le calcul de certaines probabilités géo-
métriques; cela le conduit en somme tout simplement à évaluer 
des intégrales multiples par des changements de variables. Ici, je 
suis exactement les raisonnements de Crofton, en supprimant 
seulement les allusions aux probabilités, ce qni ne diminue en rien 
leur caractère suggestif ; on pourrait s'écarter moins encore des 
raisonnements de Crofton en remarquant que certaines de ses 
démonstrations sont en somme des considérations de géométrie 
infinitésimale susceptibles de remplacer les calculs de déterminants 
fonctionnels qne j'effectue directement. 

Ann.de Mathémat., 4" série, t. XII. (Novembre 1912.) 3i 
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L'intégrale 

(2) i Z = Z j f d p d ^ 

étendue à toutes les droites D remplissant une certaine 

condition, par exemple coupant une courbe C donnée, 

a un sens très clair : si l'on considère p , 6 comme deux 

coordonnées ordinaires d'un point d, c'est l 'intégrale 

étendue au domaine A du plan (/?, 8) dont tous les 

points d correspondent à des droites D coupant G. 

Si. l'on dit qu'on compte dans I chaque droite D 

autant de fois qu'elle a de points de rencontre avec G, 

cela veut dire qu'on décompose A en régions R , , R 2 , . . . , 

les points d de R* correspondant aux droites D coupant 

G en k points, et qu'on prend pour I la somme 2/rI*, 

étant l 'intégrale étendue à R*. Geci étant, nous 

démontrerons, avec Cauchy ( * ), le théorème suivant: 

La longueur L d1 une courbe G est la moitié de 

f fdp dans laquelle on compte chaque droite D 

du plan autant de fois qu'elle a de points com-

muns avec G ( 2 ) . 

Soit M, de coordonnées .r, y , l'un des points de ren-

contre de D et de G ; soit s l 'abscisse curviligne de IVI 

sur G et soit a l'angle de O x et de la tangente à C au 

(!) Comptes rendus, t . XIII . 
(a) Pour éviter des difficultés inutiles à considérer ici, j'introduis 

les restrictions suivantes : G a une longueur finie et est formée 
d'uQ nombre fini d'arcs le long de chacun desquels G a une tan-
gente variant d'une façon continue; le nombre maximum des points 
communs à C et à une droite D est fini. 

pTÎ 
L'intégration en dp étant effectuée, I s'écrit / P c?6, où P est 

d 0 
la longueur totale delà projection orthogonale de C sur une droite 
de direction 6. C'est sous cette forme que Cauchy énonce so.i résultat. 
On pourra transformer de même les énoncés suivants. 
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point M. Les paramètres p , 6 de la droite D vérifient 

l ' é q u a t i o n ( i ) qui, difïerentiée, donne 

s i n ( 8 — a ) ds = dp ; 

donc on a 

1 = j JdpdQ= J f { s i n ( 0 — a.)\ds dQ 

= j f ^ sin (0 — a) ds = 1 1J. 

Si l'on étendait l'intégrale l à toutes les droites cou-

pant C, mais chaque droite n'intervenant qu'une fois 

dans I, la valeur de celte intégrale serait évidemment 

la longueur de la plus petite courbe convexe fermée T, 

telle que tout point de C soit point de T ou soit point 

intérieur à F. Après avoir donné cette forme d'énoncé, 

Crofton en déduit de jolies conséquences : Soient C 

et G , deux contours convexes fermés, extérieurs l'un à 

Fis;, i. 

l'autre; menons les q ualre tangentes communes à C et C 

et désignons par I, F, a, ¡3, y, J n J2 les valeurs de l'in-

tégrale j* y^dpd§ élendue successivement aux droites 

coupant respectivement les contours convexes C, C7, 

A B T E F P , A N O G F P , B H O K E T , aux droites coupant 

à la fois C et C , aux droites passant entre C et G . 

Dans ces intégrales, ne faisons compler qu'une fois 
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chaque droite considérée; alors on a évidemment 

a = I -f- I' — J I -4— j 2 •» 
P -h Y = I -+- I' -4- J2. 

Mais I et V sont les longueurs L et U de C et G7 

a est la longueur Y du contour A B T E F P , c'est-à-dire 

<(la longueur d'un fil tendu entourant extérieurement 

C et G », ¡3 H- y est la longueur X. du « fil tendu croisé 

entourant C et C' » et l'on a 

(3) J, = X - Y (i) , 
(4) J2 = X — L — L'. 

Pour définir les droites qui donnent J.2, il suffit de 

connaître les arcs N Q G , H R K ; la valeur que nous 

trouvons pour J2 ne dépend évidemment que de ces 

arcs. En faisant grandir ces arcs on pourra supposer, 

par exemple, qu'ils deviennent les deux branches d'une 

hyperbole et N O K , G O H deviendront les asymptotes 

de cette hyperbole. Alors l'intégrale J2 nous fait con-

naître « la différence entre la longueur d'une hyper-

bole et la longueur de ses asymptotes Expression 

dont le lecteur précisera facilement le sens. 

2. Nous allons évaluer maintenant des produits 

d'intégrale. Un tel produit sera une intégrale qua-

druple 

J = J J j J dp dp' dO dO'. 

Les deux droites D, D' , qui déterminent les valeurs 

des variables dans celte intégrale, se coupent en un 

point M dont les coordonnées vérifient l'équation ( i ) 

( ' ) On prouvera facilement que, si les deux contours G et C' se 
coupent, on a 

J ^ L - f - L ' —Y. 
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et l'équation analogue relative à p' et 8'. En diiféren-

liant ces relations on a ¿fy) et dp!, donc le déterminant 

fonctionnel 

p(/>./>') sin 6 — cosO 

sin 6' — c o s G ' 
= s i n ( 6 ' — 0), 

et, par suite ; 

j j Çdp dp' dQ diS' 

= / I I f l s i n ( ° ' - " 0 ) l r f e dV dxdy. 

Supposons que D et D ; soient assujetties comme 

précédemment à rencontrer des courbes C, (7, com-

posées chacune d'un nombre fini d'arcs convexes ( ' ) , 

ou à rencontrer à la fois deux telles courbes ou à 

passer entre elles ; alors on connaît la valeur de J. Or, 

dans ces cas, 9 et 9' sont assujettis à varier entre des 

limites fonctions de x,y qui cor respondent aux diverses 

tangentes issues du point x y aux courbes G et C7. Donc 

on peut effectuer les intégrations en 9 et 9' et l'on 

exprime ainsi J sous forme d'une intégrale double en 

dx dy. 

Considérons une courbe fermée convexe. Soient ( C ) 

l'ensemble des droites qui la rencontrent, (T) l'en-

semble complémentaire. Nous allons considérer, avec 

Crol ton, le cas où 1) et D r font partie de ( C ) et (F). 

Supposons que le point M (x, y) soit extérieur à G7 

et que de ce point on voit C sous un angle a ; cal-

culons le coefficient de dx dy dans l'intégrale double. 

(*) Lorsque celte condition n'est pas remplie, l'interprétation géo-

métrique de f j j si n {6'—0)|dôd6'ne paraît guère possible si l'on 

ne veut utiliser que les éléments géométriques usuels. 
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Si D et D' font partie de ( G ) , on a 

(5) J f | s i n ( 6 — Ô ' ) | d 0 d 8 ' 

= j f j f s i n ( 0 — 6') H- j f s i n ( 0 ' — 6 ) r f 6 ' J 

= 'A(a — sin a) ; 

pour D appartenant à ( C ) et D' à (F) , on a 

( 6 ) J f | sin (0 — 0') | <70 

¿ o | Ç s i n ( 0 ' — = 2 s i n a ; 

pour D et D' faisant partie de ( T ) , on a 

( 7 ) f f 1 s i n ( Ô — W)\dbdtr 

= / " [ / s i n ( ô — 0')dQ'-h j T s i n ( 0 ' — 6 ) (iO'jj 

= i (T: — a — sin a ). 

Comme vérification remarquons que, pour a = o, ce 

dernier résultat se réduit à 2 ~ce qui est bien la somme, 

pour a quelconque, du premier, du troisième et du 

double du deuxième résultat, c'est-à-dire ce qu'on 

doit obtenir quand D et D ' sont absolument quelcon-

ques. De là résulte aussi que, pour M intérieur à C , 

le coefficient de dx dy est 2iz quand D et D ' f o n t partie 

de ( C ) et est nul dans les deux autres cas considérés. 

Pour ce premier cas où D et D ' font partie de ( C ) , 

l 'intégrale quadruple J est égale à L - et la contribution 

du domaine intérieur à C dans l'intégrale en dx dy 

est, on vient de le voir, 2iz fois l'aire de ce domaine. 

Concluons avec Crofton, que : 

Si V on désigne par xy y les coordonnées d'un point 

extérieur à un contour convexe fermé C de Ion-
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gueur L et limitant une aire S, et si CL est Vangle 

sous lequel on voit le contour C du point x,y, on a 

// (a — sin a) dx dy = L2 — TTS, 

Vintégrale étant étendue à toute la partie du plan 

extérieure à G. 

Pour le cas où D faisant partie de ( C ) el D' de (F), 

on a 

— i J Ç s i n a dxdy \ 

mais, comme cette intégrale étendue à tout le plan est 

infinie, Crofton ne l'étend qu'à un anneau limité par C 

et par une courbe convexe enveloppante C 4 , ce qui 

revient à calculer j J dp d§ j~ j* J* dp' dW j pourtoute 

droite de ( C ) associée à toute droite de (F) qui la coupe 

dans l'anneau. Pour des valeurs données de p et 9, 

l'intégrale JJdpj dW est étendue aux droites ne ren-

contrant pas G et rencontrant la droite D (/?, G) dans 

l'anneau limité par C et C 4 . Soient A , A ' ; A , , Ai les 

points de rencontre de D avec G et avec C, ; l'intégrale 

Fi g . 2 . 
F 

en dp1 d§' est étendue aux droites passant entre C et la 

courbe infiniment petite réduite à A| et aux droites 
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analogues passant entre C et A t . Donc, formule (4), 

cette intégrale est égale à 

x + X ' - 2L, 

en désignant par X la longueur du contour convexe 

formé par un arc de G et les deux tangentes à C issues 

de A , ; X ' est la quantité analogue relative à A ' r Donc 

on a 

J = j*J(X + X')dpd§ — 2 l . 2 = 2 JJs'mzdxdy. 

Le Cas intéressant est celui où X est constant, alors 

on a 

JJ'sinxdxdy = L(X — L) 

Dans tous les cas, comme X est fonction de l'abscisse 

curviligne de A , sur G j , par un changement de 

variable analogue à celui du début du n° 1, on a 

J — 2 J*J* si n ol dx dy — J" (cosX— cos (u) X dst — i L2, 

\ et p. étant les angles des tangentes à G issues de A , 

avec la tangente à C, en ce point; on suppose 

0 < À < JJL [JL — h == a. Au changement de varia-

bles ici employé est lié la formule 

2 L = J * ( C O S X — C O S F L ) * / ? , 

qui devient 

Y . a r . X -+- [X r . a 
L = sin - / sin dsi, L — I sin — as\, 2 J 2 J 1 

respectivement si, le long de C<, a est constant ou si 

X est constant, auquel cas, d'après le raisonnement 

bien connu qui conduit aux théorèmes de Grave et de 

Ghasles sur les arcs d'ellipse et d'hyperbole, on a 

\ -f-jx—7T. On pourra appliquer ces formules au cas 
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où, C étant une ellipse, C, est le cercle orthoptiqne 

de C ou est une ellipse homofocale à C. 

Crofton considère aussi le cas où 13 faisant partie 

de (C), D7 n'est assujettie qu'à rencontrer C| ; alors 

3 = 2j Jzdxdy, l'intégrale étant étendue à l'an-

neau [formules (5) et (6)]. 

Conservant les mêmes notations que ci-dessus, rai-

sonnons d'une façon analogue, j*J*dpr dH' sera mainte-

nant étendue à toutes les droites rencontrant A A , 

ou A7A', ; donc ce sera 2 ( A A , -4- A ' A i ), par suite 

f j* a dx dy — J^ d%[J*(A\l + \'A'i)dp^. 

L'intégration en dp donne comme résultat l'aire de 

la parlie de l'anneau limité par C et C j qui se trouve 

entre les tangentes d et dh qui sont parallèles à D. 

Appelons 0 l'aire de l'anneau, S l'aire du segment E F G 

extérieur à C et limité par d à l'intérieur de C, ; mar-

quons un sens de parcours sur C et soit o l'inclinaison 

de d] cp sera égal à 9 ou à 8 -f- TT ; S est une fonction 

de o et l'on a 

Ç f a dx dy = TT 6 — Ç S dt. 
«-'anneau 

formule particulièrement intéressante quand S est 

constant. On pourra en particulier l'appliquer à deux 

ellipses homothétiques et concentriques ( ' ) . 

J'ai déjà dit qu'il n'y aurait aucune difficulté théo-

rique nouvelle si l'on étendait l'inlégrale J à des droites 

D, D7 assujetties à occuper certaines situations vis-à-vis 

( ' ) Une formule analogue peut être établie pour deux hyperboles 
homothéiiques, concentriques et situées dans le même angle des 
asymptotes. 
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de courbes C, C' convexes ou non. Seulement il faudra 

se rappeler que l ' intégraleJ*J|sin(0 — 8') | qu'il 

faut calculer, pourra changer d'expression chaque fois 

que le point x, y traversera C, C7, une tangente singu-

lière de C ou G ou une tangente commune à ces courbes. 

Ces courbes et droites partagent le plan en régions et 

les énoncés ne peuvent être simples que si le nombre 

de ces régions est petit. Crofton examine entièrement 

le cas où D et D' rencontrent deux courbes convexes 

C et C' , G entourant C, auquel cas il n'y a que trois 

régions. 11 obtient aussi le résultat suivant pour le cas 

où D et D7 sont assujettis à passer entre les branches 

d'une hyperbole ou d'une courbe analogue. 

Soit a celui des angles des tangentes à une 

hyperbole, issues du point extérieur x, y, dans 

lequel ne se trouve aucun point de la courbe ; on a 

(a — sin a) dx dy = 

C intégration étant étendue à toute la partie du plan 

extérieure à Vhyperbole et A étant la différence 

entre la longueur de Vhyperbole et la longueur de 

ses asymptotes. 

Comme autre cas où il n'y a que deux régions, 011 

peut encore signaler celui où D et D' devraient ren-

contrer une même épi ou hypocycloïde fermée n'ayant 

pas d'autres points singuliers que ses points de re-

broussements. Le lecteur pourra faire le calcul pour 

une courbe ayant la forme d'une hypocycloïde à trois 

rebroussements. 

3. Considérons maintenant le produit K de k inté-

grales I, relatives à des droites D4 (/?4 ,9 f); 

D*(/>*, 8*). Dés ignons par x a , y<x les coordonnées du 
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point A a de rencontre de D a et de D a + , . A a dési-

gnera aussi l'angle compris entre o et TZ de ces deux 

droites. sera la distance de Aa_, et A a . Les indices i 

et A - f - i seront considérés comme identiques. On a 

K = T . . . fdpl...dpjtdbl...dQ/t 
J ...îk. d 

— ! ... I dxx dyx dpz.. .dptd^i.. .¿/O* sin A j . 
J . .2k... J 

De la dérivation des égalités 

x2 sinG2 — yi cosG2 = xt sinÔ2— yt cosô2, 
x2 sin 63 — y2 COSÔ3 = p3, 

faite en supposant y2, /?3, seuls variables, on 

tire 

D(02,/>3) sin (63 — 62) sin A2 

(a?! — a?2) cos02-+- ( y \ — y 2 ) sin62 a 2 

Donc 

(8) K = / . . . f dxi dyi dx2 dy2 dp4.. . dp 
J tk V 
X d^i d63. . sinA t 

sin A.2 

a 2 
= f - J dxi • • • dxA-i dyk-1 

sinA2 s i nA/^ 
X rfOj d§k sin At

 : 
a 2 «/,_ 1 

En supposant y s e u l s variables, dérivons 

les égalités 

Xk- sin Oj —y k cosO, = xx sin Ot — y l cosOj, 
Xk sin 6/f — y/c cos 6/,. = x^-x sin 6/t — yk cos ; 

on a 

D(6„0*) 
D O / , , ^ ) 

sin (0>t— 0| ) 
[{xt — XK) cosÔ, -H {yi — yk) sin (h] 

X [Oa._, — xh) c o s O ( y k - i — y k ) sinOA] 

sin A/ 
a , a A-
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K = r r s i " A , - s i n A t 

D'où des énoncés tels que celui-ci : L'intégrale pré-

cédente, étendue à tous les groupes de k points A M . . . , 

A* tels que chaque droite D a coupe un contour con-

vexe fermé C a de longueur L a , est égale au produit 

L , L 2 . . . L a des longueurs de ces contours. 

Un tel énoncé fait intervenir un domaine d ' inté- , 

gration fort compliqué et ne permet pas d'abaisser 

Tordre de l ' intégrale K dont on est parti. Ceci peut 

cependant se faire dans une certaine mesure; pour le 

cas de trois droites, par exemple, on a vu, formule (8), 

q u e 

K = / f f f f f ^ ^ dyt ¿0. sinA;;inAa; 

or les intégrations en dh{ et dQz peuvent être effec-

tuées de suite. Mais après le domaine d'intégration est 

encore formé de tous les couples de points tels que la 

droite qui les porte rencontre une courbe donnée. 

Laissons donc de côté ce mode de généralisation, 

qui fournit cependant des exercices précieux pour les 

professeurs, et essayons maintenant de généraliser en 

remplaçant l'intégrale 1 primitive par une autre inté-

grale. Gela est possible d'une infinité de manières ; 

choisissons les intégrales qu'étudie Crofton. 

4. Prenons pour 1 l'intégrale double j* ^dxdy, 

d'où J = I f f IdxKdyKdx2dy2 et introduisons les 

coordonnées p,6 de la droite joignant les deux points 

x t y , ; X x j ' 2 f ainsi que les distances p n p2 de ces 

points au pied de la perpendiculaire abaissée de l 'ori-
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gine sur la d ro i t e . O n a 

xx = — p sin6 -h- pj cosQ, x2 — —p sinO -h p2 cosO, 
jrt= p cosô -h pi sinO, jr2 = p cos6 -4- p2 sinO, 

d ' où , par un calcul facile et qu ' on pour ra i t d 'a i l leurs 
s u p p r i m e r en par t ie à l 'aide de ce qui p r é c è d e , 

J = ÇJ* j* j*| p2—pi I dp db dpx dp%. 

O r les in tégra t ions en d p s d p 2 peuvent ê t re e f fec tuées ; 
supposons que l ' in tégrale I soit é t endue à l ' i n té r i eur 
d ' un c o n t o u r convexe C, alors p, et p2 peuven t varier 
en t r e deux limites ¿7, b fonc t ions de 6 et 
telles que c = b—a soit la l ongueur de la corde 
découpée dans G par la d ro i te Et Ton a 

| dpx dp ss if 
= J ( P i - j (?2— = 

d 'où le résu l ta t de Grof ton : 

G étant un contour convexe limitant une aire S , 
et c étant la longueur de la corde de C qui est portée 

par la droite 
x sin 0 — y cos 0 — p = o, 

on a Végalité 

j f c3 dp <76 = 3S2; 

Vintégrale étant étendue à toutes les sécantes de C . 

Ge théorème est suscep t ib le des mêmes modes de 
général isat ion que celui p r é c é d e m m e n t é t u d i é . O n 
pour ra suppose r que les deux intégrales I , don t J est 
le p rodu i t , ne sont pas relat ives au m ê m e domaine . Si , 
pa r e x e m p l e , la dro i te (p, 9) cons idérée a dans un 
domaine convexe G, d 'a i re S, un segment c4 et si l est 
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la d is lance des mil ieux de c et on a 

J*J*cct l dp = SSj, 

q u a n d les cou rbes C et C, sont e n t i è r e m e n t ex té r i eu res 
l ' une à l ' au t re . 

O n p o u r r a aussi mul t ip l i e r plus de deux in tégra les I ; 
p o u r trois in tégra les nous au rons trois poin ts 
x>2, y ¿ ; >'3 don t il sera na tu re l d ' e x p r i m e r les coor-
données à l 'aide du rayon R de la c i rconfé rence passant 
pa r ces trois poin ts , des coordonnées r\ de son cen t re 
et des incl inaisons cp,, <p.2, <p3 des rayons des trois po in ts . 
O n verra que les in tégra t ions en d o { d ( f 2 d f f ' ¿ peuvent 
ê t re effectuées et l 'on expr imera ainsi le p r o d u i t de trois 
aires par une intégrale t r iple é t e n d u e à une famille de 
cercles . Pour ob ten i r nn énoncé s imple , il fau t , c o m m e 
p r é c é d e m m e n t , (pie le n o m b r e des rég ions soit pe t i t . 
U n cas où l 'on n ' au ra i t q u ' u n e région serai t celui où 
les cou rbes l imi tan t les doma ines seraient ex té r ieures 
les unes aux aut res et telles que toute c i rconférence 
qtii les coupe toutes trois ne c o u p e n t c h a c u n e d 'el les 
qu ' en deux poin ts . Je laisse au lec teur le soin de f o r -
muler le résul ta t qui est r e l a t ivement s imple . 

Cro f ton cons idère encore l ' in tégra le l = j * d o , o i i o 

représen le l ' incl inaison de la t angente dir igée à une 
courbe convexe C. P o u r avoir toutes les tangentes on 
p r end ra <p de oà 2TT et 1 = ITZ. P o u r calculer J = 12 = 4~2 , 
i n t rodu i sons les coordonnées x, y du po in t de r e n c o n t r e 
des deux tangentes d ' inc l ina ison o et o ' . Si Ç et t\ sont 
les coordonnées du poin t de con tac t de la p r emiè re 
on a : 

(10) oc sincp — y coscp = \ sincp — rt coscp. 

En dér ivant et en se r appe l an t que d\ et drk sont 
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p r o p o r t i o n n e l s à coscp e t s i n <p, on a 

(il) dx sino — dy cos<p = [(£ — x) coscp -h (rj — y ) sincp] c?cp 

et u n e égal i té ana logue en O r la quan t i t é en l r e 
c roche ts est la d i s tance des po in ts ^ ; x , y , c 'est-à-dire 
la l o n g u e u r T de l ' u n e des t angentes issues de x,y à C. 
T7 é tan t l ' au t re t angen te et a l ' angle de ces deux t an -
gentes , en r e m a r q u a n t que les deux combina i sons cp, cp' 
et ©', cp d o n n e n t le même p o i n t x , y , on a 

Cro f ton cons idère aussi l ' in tégra le j ds é t endue à la 

même c o u r b e . Pu i sque l 'on a 

ds = R do, 

D ' o ù ces deux résul ta ts de Cro f ton : 

x, y étant les coordonnées rectangulaires d'un 

point extérieur à une courbe convexeC de longueur 

L ; T , T' les longueurs des tangentes à C issues de 

x, y; a leur angle ; R et IV les rayons de courbure 

de C aux points de contact des tangentes consi-

dérées, on a 

les intégrales étant étendues et la partie du plan 

extérieure à C. 

Au lieu de faire le p r o d u i t de p lus ieurs intégrales I 
de m ê m e express ion , on peut aussi mul t ip l ie r des in té -
grales de fo rmes d i f fé rentes . La cons idéra t ion du p r o d u i t 

R é tant le rayon de c o u r b u r e en £,7, , -/j ; on aura aussi 
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des d e u x p r é c é d e n t e s i n t ég ra l e s I c o n d u i t à un r é su l t a t 
qu i , avec les n o t a t i o n s p r é c é d e n t e s , est e x p r i m é p a r 
l ' éga l i té 

2 t t L = j jsin a dxdy. 

C o m b i n o n s aussi la p r e m i è r e in tégra le I avec les d e u x 

d e r n i è r e s et c a l cu lons p a r e x e m p l efff 
x, y é t an t les c o o r d o n n é e s du p o i n t c o m m u n à la d r o i t e 
(/>,8) e t à la t a n g e n t e d ' i n c l i n a i s o n ©, p a s s o n s des 
va r iab les p, © a u x var iab les La d i f f é ren t i e l l e 
to ta le d o v ient d ' ê t r e ca lcu lée ( i i ) et la d i f l e r en t i a t i on 
de l ' é q u a t i o n ( i ) d o n n e dp, d 'où 

D(/p, Q, cp ) I = | sin(0 - cp) | 

L ' i n t é g r a t i o n en p e u t ê t r e e f f ec tuée elle d o n n e 

i — c o s a = 'i s in 2 i ; d o n c , en é t e n d a n t t o u j o u r s les 

in tégra les à la pa r t i e du plan e x t é r i e u r e à C, on a 

L* = 2 Ç * H- ) dr dy. 

o. L ' i n t é g r a l e J*Jdpd§ p r é s e n t e un i n t é r ê t qu ' i l 
f au t s igna le r . O n p e u t dé f in i r la m e s u r e d ' u n e n s e m b l e 
q u e l c o n q u e de po in t s en d i s an t q u e c ' es t un n o m b r e 
posi t i f ou nu l a t t aché a l ' e n s e m b l e et tels q u e d e u x 
e n s e m b l e s égaux , c ' es t -à -d i re s u p e r p o s a b l e s , a i en t m ê m e 
m e s u r e , et q u e l ' e n s e m b l e f o r m é pa r la r é u n i o n de 
p lu s i eu r s ( ' ) au t r e s , sans é l é m e n t s c o m m u n s deux à 

( l) Si par «plusieurs» on entend un nombre fini, la définition 
s'applique aux ensembles mesurables au sens de M.Jordan; si 
«plusieurs »> peut signifier une infinité dénombrable, la définition 
s'applique à tous les ensembles dits mesurables. 
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d e u x , a i t p o u r m e s u r e la s o m m e des m e s u r e s de s 
e n s e m b l e s c o m p o s a n t s . 

C e t t e dé f in i t ion suff i t p o u r dé f in i r la m e s u r e à u n 
f a c t e u r p r è s , d o n t l ' ex i s t ence c o r r e s p o n d à la poss ib i l i t é 
de cho i s i r à vo lon té l ' u n i t é de m e s u r e . O n p e u t p r e n d r e 
la m ê m e dé f in i t i on p o u r la m e s u r e d ' u n e n s e m b l e 
q u e l c o n q u e d o n t les é l é m e n t s s o n t , n o n p lus des p o i n t s , 
ma i s d ' a u t r e s ê l r e s g é o m é t r i q u e s . P o u r é t u d i e r le cas 
des e n s e m b l e s de d r o i t e , f a i sons c o r r e s p o n d r e c o m m e 
au d é b u t à c h a q u e d ro i t e D ( p , 9 ) de l ' e n s e m b l e un 
p o i n t é de c o o r d o n n é e s o r d i n a i r e s r e c t a n g u l a i r e s /?,9. 
U n d é p l a c e m e n t d a n s le p lan des D r e v i e n t au c h a n -
g e m e n t de va r iab les 

Í e , = 0 + a , 
( py = p -+- b cosQ -h c sinQ, 

où a , c son t des c o n s t a n t e s . N o u s avons d o n c à d é t e r -
m i n e r la m e s u r e des e n s e m b l e s de po in t s d en cons i -
d é r a n t c o m m e s u p e r p o s a b l e s d e u x e n s e m b l e s t r a n s f o r -
m a b l e s l ' u n dans l ' a u t r e p a r une des t r a n s f o r m a t i o n s ( i 2). 
O r ceci est t rès s i m p l e . D i v i s o n s le p lan en q u a d r i l a t è r e s 
cu rv i l ignes par les d ro i t e s x — nh e t les c o u r b e s 
y = nh H- cos x , h é t an t un n o m b r e pos i t i f fixes et n 

p r e n a n t t ou te s les va leurs e n t i è r e s pos i t ives , néga t ives 
ou nu l l e s . Ces q u a d r i l a t è r e s son t s u p e r p o s a b l e s au sens 
i n d i q u é , ils o n t d o n c m ê m e m e s u r e . Ils o n t , d ' a u t r e 
p a r t , é v i d e m m e n t m ê m e a i r e . 

S o i e n t a lors TT et d e u x d o m a i n e s s i m p l e s , deux 
d o m a i n e s p o l y g o n a u x p a r e x e m p l e , du p lan des d . 
S o i t m (ou mt) le n o m b r e des q u a d r i l a t è r e s q u i son t 
c o n t e n u s d a n s TZ ( o u T:, ) e t soi t M (011 M< ) le n o m b r e 
des q u a d r i l a t è r e s qui c o n t i e n n e n t des p o i n t s de TZ 
( o u TC 1 ) . O n a 

m < aire ir < M 
MÏ = aire H! = m 1

9 
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et l 'on sait que , quand h tend vers z é r o , les deux 
m e m b r e s ex t rêmes on t la m ê m e l imite . Mais on a 
aussi 

m < mesure ir < M 
Mj = mesure 7il = m, ' 

donc 
mesure 7r mesure TZ\ . ( l i ) : = : = A; aireir aire 7rt 

X est a rb i t r a i r e . On peut prend X = i . Pa r t an t de là on 
p e u t cons t ru i r e une théor ie de la mesure des ensembles 
de dro i tes qu 'on peut r é sumer en d isan t q u ' u n ensemble 
E de droi te D est dit mesurable lo r sque l ' ensemble e 

des points ¿ / c o r r e s p o n d a n t s est mesurab le ( ' ) et qu ' i l s 
on t même mesure j* f dpd§ (2). 

Ces conc lus ions supposen t toutefois qu 'on ait d o n n é 
une valeur finie à la cons tan te X de l ' équa t ion ( i 3 ) et 
il est obl igé qu ' i l en soit ainsi si l 'on dés i re q u ' u n 
ensemble E de droi tes , auque l c o r r e s p o n d un ensemble e 

de points d couvran t une par t ie du p l a n , ait u n e 
mesu re finie. Mais si e est une cou rbe ord ina i re , un 
arc ana ly t ique par exemple , et si l 'on ne s 'occupe du 
p rob lème d e l à mesure que pour les ensembles C formés 
de dro i tes a p p a r t e n a n t à E , on pour ra d o n n e r à X u n e 
valeur infinie. Il est facile de voir que le p rob l ème 
de la mesu re est alors i n d é t e r m i n é ; soi t , en effet , R le 
rayon de c o u r b u r e de la cou rbe A enve loppe des dro i tes 
D , fo rman t E , au poin t d 'abscisse curvi l igne s de cet te 
c o u r b e ; quel le que soit la fonct ion posit ive /*, l ' i n té -

( l ) Au sens ordinaire du mot, c 'est-à-dire la superposition étant 

définie par la considération des déplacements ordinaires dans le 

plan des d. 

(•) Le raisonnement précédent s'appuie uniquement sur le fait 

qu'une transformation quelconque du groupe ( 1 2 ) est biunivoque, 

continue, qu'elle conserve les aires el qu'elle dépend de trois p a r a -

mètres. 
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é t e n d u e à l ' ensemble des po in t s de con lac t des d ro i tes 
de C, d o n n e une solut ion du p rob l ème . Les deux in t é -
grales J d y , j * d s , cons idérées p a r C r o f t o n , sont des cas 
par t icul iers de celle-ci qui ne f o u r n i t c e p e n d a n t pas la 
solution la plus généra le du p rob lème ( 1 ) . 

L ' insuff isance des cond i t ions du p rob lème de la 
mesure que nous r e n c o n t r o n s ici est ana logue à l ' insuf -
f isance connue de ces mêmes cond i t ions p o u r ca rac té -
r iser la l ongueu r d ' u n e courbe p lane ou gauche ou 
l 'a ire d ' u n e sur face . 

( l ) Le problème est d'ail leurs fort imprécis. Si A est donnée et si 

Ton ne s'occupe de satisfaire aux conditions du problème de la mesure 

que pour des ensembles de tangentes à A, il se peut même que la 

seconde condition de ce problème perde tout sens; cela arrivera 

notamment si R ne reprend jamais deux fois la même valeur, 

auquel cas J*v{s) ds donnera une solution du problème, quelle 

que soit o(s) positive. 

Si l'on veut résoudre le problème pour tous les ensembles de 

droites qui enveloppent des courbes formées d'un nombre fini d'arcs 

analytiques, le problème se précise beaucoup plus et il se pourrait 

que l ' intégrale du texte en fournisse la solution la plus générale. 

Quand on ne s'occupe que d'ensembles dont les éléments, dépen-

dant des coordonnées pit p2, sont définis par des égalités a n a u -

tiques de la forme pi = / ¿ ( t n t 7 , . . . , £ « ) , il est naturel d'attacher 

une importance particulière aux solutions du problème de la 

mesure de la forme 

/ / - / ' ( ' f 
La théorie des groupes donne des procédés permettant la recherche 

de ces intégrales. Dans un article du Bulletin de la Société mathé-
matique, 1896, M. E. Curtan a étudié toutes celles de ces intégrales 

qui ne portent que sur des fonctions des paramètres, pour le cas 

des droites dans le plan et pour les cas des plans et des droites 

dans l'espace, en signalant leur importance au point de vue de la 

mesure. 
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6. Il est faci le ma in t enan t de faire c o m p r e n d r e c o m -
m e n t des ques t ions de probabi l i tés on t pu condu i r e 
Cro f ton à l ' é tude des in tégra les ind iquées . S u p p o s o n s 
qu 'on j e t t e au hasard une aiguil le sur le sol et que la 
pos i t ion de cet te aiguil le d é t e r m i n e la d ro i t e prise au 
hasard dans le p lan . O n pourra se d e m a n d e r que l le est 
la probabi l i té p o u r q u e cet te d ro i t e sat isfasse à ce r -
ta ines cond i t i ons . Ce t t e p robab i l i t é a un sens s ta t i s -
t ique assez n e t ; il s 'agit de la déf inir et de la ca lculer 
m a t h é m a t i q u e m e n t . C o m m e dans tout au t re essai de tra-
duct ion ma thémat ique d ' un p rob lème phys ique , il n o u s 
faut, ici i n t rodu i re des hypo thèses . Celles q u e l 'on 
adop te sont relat ives à ce que l 'on do i t appe le r des 
c i rcons tances éga lement probables , c o m m e dans le cas 
des probabi l i tés ord ina i res . Nous s u p p o s e r o n s que la 
façon de j e t e r l 'aiguille au hasard est telle qu' i l y a 
p robabi l i t é égale pour que la dro i te a p p a r t i e n n e à un 
ensemble E ou à un ensemble E , , pourvu q u e E et E , 
se dédu i sen t l 'un de i ' au t r e par un dép lacemen t du 
p l a n ( ' ) . 

O n est alors condu i t à adme t t r e q u e le r a p p o r t des 
probabi l i tés pour que la droi te lasse p a r t i e d ' u n e n s e m b l e 
e ou d ' un ensemble eK est le r appo r t des mesures de e 

et de e{. D 'où la déf ini t ion et la d é t e r m i n a t i o n ma thé -
mat ique des probabi l i t és . 

Les cons idé ra t ions du pa ragraphe 1 sont u t i l i sées 
par Crof ton pour des p rob lèmes de probabi l i tés r e l a -
tives à la d ro i t e . Les cons idéra t ions du pa rag raphe 2 

( ' ) H n'est raisonnable de supposer cette condition à peu près 

réalisée physiquement que si l'on ajoute que les droites composant 

E et E t doivent être à une distance inférieure à une longueur donnée 

d'un point donné. Toutes les positions que l 'aiguille peut effective-

ment prendre forment un ensemble dont la probabilité doit être 

prise égale à un. 



( ) 
s o n t re lat ives à des p rob lèmes oii Ton é tudie les angles 
d o n t , pa r e x e m p l e , les deux côlés r e n c o n t r e n t Une 
m ê m e c o u r b e convexe. La mesure des ensembles d ' angles 
p résen te cet te par t icular i té nouvel le q u e , tous les élé-
m e n t s des ensembles n 'é tan t plus nécessa i rement super-
posables , il est bien cer ta in a priori q u e les condi t ions 
du p rob lème de la mesu re se ron t insuff i santes pour 
la déf ini t ion d ' u n e mesure u n i q u e ( ' ) . 

Par e x e m p l e , / ( 0 — 6') é t an t une fonct ion positive 

j f f j f — V) dpdp'MdW, é l endue aux para-

mèt res p'7 6, 6' fixant la posit ion des deux côtés de 

l ' angle , sera une solut ion du p rob lème de la mesure . 
Crof ton suppose q u ' o n choisisse au hasard , i ndé -

p e n d a m m e n t l ' un d^ l ' au t re , les d e u x côtés de l 'angle 
et il app l ique le théorème des probabi l i t és composées , 
ce qui est t rès légi t ime si l 'on a égard à la déf ini t ion 
s ta t i s t ique de la probabi l i té . Il est donc condu i t à 
p r e n d r e f = i ( 2 ) . 

(*) Cette insuffisance n'est pas de nature différente de celle déjà 

rey. ontrée. Dans les deux cas il y a insuffisance, parce que le groupe 

de transformations, qui nous est donné comme conservant la mesure, 

ne contient pas assez de paramètres pour qu'il nous soit possible de 

décomposer tous les ensembles à mesurer en ensembles infiniment 

petits de mesures égales. 

( 7 ) On peut noter qu'il se présente ici une circonstance, qu'on 

rencontre fréquemment; il suffit d'admettre la partie qualitative du 

théorème pour que la partie quantitative en soit une conséquence 

nécessaire. Admettons, en effet, que la probabilité relative à une 

position d'un angle ne dépende que des probabil ités relatives aux 

positions de ses côtés. 11 faudra évaluer cette probabil ité avec une 

mesure des angles qui soit seulement fonction des mesures m et n 

des ensembles formés par les côtés de l 'angle. Or cette fonction, 

f(m,n) doit être croissante et par rapport à m et par rapport à n 
et l'on doit avoir 

f(m-hm'f /i-b n)=/[mf n) n' ) -+-/( m', n)-+-f{m', n')y 

d'où l'on déduit de suite f — C m n . D'où le théorème des probabi-

lités composées. 
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Les intégrale» d a pa rag raphe 4 sont considérées p a r 
Crof töf l à roe'estffftfii de ques t ions re la t ives à des coup les 
de points dans un d o m a i n e convexe e t à des coup le s 
de tangentes d ' u n e cou rbe d o n n é e . 

Le lec teur , qui s ' in téressera i t à ces ques t ions d e 
mesure et qui dés i rera i t conna î t r e ce qui a été fa i t 
re la t ivement aux mesures d ' ensembles de plans ou de 
dro i tes de l ' e space , devra i t se r e p o r t e r aux t ravaux 
déjà ci tés de Cauchy , de C r o f t o n , de M. Czube r et de 
M. Car tnn , ainsi q u ' a u x t ravaux de géomét r ie de M i n -
kowski ( 1 ). 

[ C 2 e ] 
SUR I/I\TÉGIMLE / 

PAR M . R E N É G A R N I E R . 

Je me propose d ' i n d i q u e r dans cet te Note c o m m e n t 
on peu t ob t en i r l ' in tégrale indéf in ie 

/ t H - f c o s O ^ K ' ) ' 

à l 'aide de cons idéra t ions géomé t r iques . 

1. S u p p o s o n s , c o m m e il est pe rmis , e > o, et con-
s idérons l 'el l ipse ( E ) définie en c o o r d o n n é e s polaires 
pa r l ' équat ion 

r = = t • 
i -+- e c o s 6 ' 

il s 'agit d ' e f fec luer la q u a d r a t u r e - / r d 6 . O r , so ient 

(') Gesammelle Abhandlungen von H. M I N K O W S K I , t . II . Voir, 
par e x e m p l e , les pages 215, 237, 278. 
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F le foye r de ( E ) s i tué au pôle des coordonnées , O le 
cen t re de ( E ) , M un po in t de ( E) , P le p o i n t d u cercle 
pr inc ipa l c o r r e s p o n d a n t à M dans la t ransformat ion 

Fi". 

h o m o g r a p h i q u e classique, N l ' in te rsec t ion de O P et 
FM, R et S les p ro jec t ions de M sur le grand axe OA. 
et le pet i t axe OB, Q l ' in tersec t ion de O P avec MS 
et I la p ro j ec t i on de F sur O P . J ' é tab l i ra i d ' abord la 
re la t ion 

ON-4-FN = OA 4-OB. 

O n a é v i d e m m e n t 

OQ ON = OF FR -h QS 
et FN = OF FM 

OR 
FR -h QS = OF - OR -+- OR = OF — OR 

2 
OF 

FR -h QS' 

OA — OB 
OA 

= OF — OR (OA-h OB) OA = OF — OF 01 
OA-t-OB 

Mais, d ' ap rè s la démons t r a t ion classique de C o u r -
celles, on a 

FM = PI, 



d 'où 

Il en 

2 . Q u a n d M décr i t ( E ) , le lieu du poin t N est donc 
une ell ipse (e) de foyers O et F ( ' ) . Soi t alors N ; un 

F i g . 2. 

N ' 

% 

poin t in f in iment voisin de iN sur (e) ; on a, à des infini-
men t pet i ts d ' o rd re supé r i eu r près : 

s i n O N ' N s i n F N ' N 

mais les angles O N ' N et F N ' N sont supp lémen ta i r e s 
(à un in f in iment pet i t près) en ver tu de la p ropr i é t é 
classique de la t a n g e n t e à l 'el l ipse ; il v ient d o n c : 

a.ON = p.FN, 

( 5o4 ) 

OQ -+- FM = OA -f- OB — 01. 

résul te i m m é d i a t e m e n t 

O N - H F N ^ O F = Q A -f- O B . 

O F - 0 K Q I 

O A -+- O B 
c. o. F. D. 

( 1 ) On d é m o n t r e r a i t de m ê m e que le l ieu de l ' in lersect ion de F M 

avec la s y m é t r i q u e de O P par r a p p o r t à O A est une h y p e r b o l e 

h o m o f o c a l e à ( e). 
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m u l t i p l i a n t p a r e t e m p l o y a n t les no ta t ions hab i -

tue l l e s , on o b t i e n t la re la t ion 

( 0 - b d y ^ r d b * 

La va leu r de l ' i n t ég ra l e i ndé f in i e c h e r c h é e est d o n c 

^ et la f o r m u l e c l a s s ique 
P ^ 

© / i — e 0 

l ' e x p r i m e i m m é d i a t e m e n t en f o n c t i o n de 9, si l 'on 
p r é f è r e ( 1 ) . 

3 . La G é o m é t r i e p e r m e t e n c o r e d ' é t a b l i r a u t r e m e n t 
la r e l a t ion ( r ) . So i en t M ' un po in t de ( E ) i n f i n i m e n t 
vois in de M et P ' le po in t c o r r e s p o n d a n t d u ce rc le 
p r i n c i p a l . O n a : 

. FM M' OB aire FPP ' O B P P ' x P I r dv — 2 aire „__ 2-r— —: = — 
FM OA FM OA FM 

PJ = FM, 

rdO = ^ P P ' = bdu. OA 4 

La p r e m i è r e m é t h o d e , q u o i q u e p lu s l o n g u e , a s u r 
la s e c o n d e l ' avan t age d ' ê t r e i n d é p e n d a n t e de l ' exp re s -
s ion de l ' a i r e d ' u n s ec t eu r i n f i n i m e n t pe t i t e t de sa 
p r o j e c t i o n su r un plan ; elle fai t c o n n a î t r e , en o u t r e , 
u n e p r o p r i é t é r e m a r q u a b l e du p o i n t N . 

(*) Rappelons qu'analytiquement ta relation ( i ) résulte du rap-

, , • , . . r rf® db 
procnement des équations b s ino = / • sin0 et -r-*— — —r» dont la 
r n T sin cp sino 
seconde provient de ( 2 ) par différendation logarithmique. 

Mais on a 

d 'où 
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a g r é g a t i o n d e s s c i e n c e s m a t h é m a t i q u e s 
( c o n c o u r s d e 1 9 1 2 ) . 

Mathématiques élémentaires (1) . 

SOLUTION PAR UN ANONYME. 

I . 
1. Les re la t ions 

A . X M ^ A Q , P . Ï Ï N = Ï Ï M , T . G P = G N , O . D Q = D F \ 

a = q p i , 

d o n n e n t lieu aux r e m a r q u e s suivantes , qui nous se ron t 
ut i les par la su i te . Si ( a ) , ( 6 ) , ( c ) , ( r f ) sont les plans 
pe rpend icu l a i r e s aux p lans des angles A, B, C , D , 
menés par les bissectr ices de ces angles , et (« ' ) , (6 ' ) , 
(c ') , {d') les plans analogues menés par les b issect r ices 
des angles ex t é r i eu r s , le cen t r e S de la sphère est 

dans le plan (a) pour a = — i, 
dans le plan (a ' ) pour a = H- i ; 

on doi t r e m a r q u e r q u e la bissectr ice de l 'angle A est la 
p seudo-b i s sec t r i ce de l 'angle des axes m, //, q défi-
nis dans l ' énoncé . 

O n a 

X M B N C P D Q S x X X = afSyS = ± i, 
A Q B M C N D P 

et le p rodu i t a ^ y S ne change pas de signe q u a n d on" 
change l ' o r i en ta t ion de la droite-/ / / , pa r exemple : a et 

( l ) Voir l ' énoncé p. 469 des*Nouvelles Annales de 1912 
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¡3 c h a n g e n t d e s igne . On petit écrire 

M a x m_ x F 2 x = ô = ± i 

MB X NC X ÏÏD X QA a 

et deux cas se présentent (1 ). 

a. Avec ajîyS = -f- r , les quatre points M, N , P , Q 
sont dans un même plan; i ls s o n t p a r s u i l e su r u n 
ce rc l e . S i l 'on écr i t 

a = A B = A M H - M B = Â M — (3. B N \ 

b = BC = . . = BN — y.CP, 
c = CD = = CÏÏ —ô.ÏÏQ, 
d — DÂ = = DQ — a . Â ¥ , 

en c o m b i n a n t ces r e l a t i o n s de m a n i è r e à fa i re d i spa -
r a î t r e BN, C P , D Q , on o b t i e n t 

+ + P ï û . ^ = ÂM(i — a ^ S ) = o; 

le contour A B C D A n'est pas quelconque. 

D e u x des t e r m e s devan t ê t re néga t i f s , on doi t 
avoi r 

¡3 x Py = 4-1, 
d o n c 

{tô = - h i, ay = - h i, * 

les s o m m e t s A et C ( a u x q u e l s se r a p p o r t e n t a e t y ) 
é t a n t t o u j o u r s assoc iés , a ins i q u e les s o m m e t s B et D , 
on p e u t avoir 

a = y = — i, a = y = — i, a — y = -H i , 
ou ou 

3 = 5 = — i, ¡3 = ô I, 3 = 3 = — I, 

. • _ ' . « • MA NB . , ( ' ) Le nombre des rapports . . . qui sont négatifs est Mt> NL 
. , , AM BN 

de même gravite que le nombre des rapports ••• °lul 

sont négatifs; mais on ne doit pas perdre de vue que a, ¡3, y, 8 sont 
les signes de ces derniers rapports et non les signes des rap-

MA p o r t s — , . . . 
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ce qu i d o n n e les trois cas r é s u m é s pa r P é e r i t u r e 

(a — b -h c — d) (a b — c — d) (a — b — c -b d) o ; 

on p e u t éc r i re 

a c — b d ou | a — c \ = \d — b \ ; 

cela f o r m e s e u l e m e n t d e u x cas d i s t i nc t s . 
Avec a — b -f- c— d = o, on a la figure i et des 

figures ana logues où i n t e r v i e n n e n t les p l ans ( a ) , ( b ) , 
( c ) , (d). 

Avec a -+- b — c — d = o , les côtés a e t b ayan t en 
c o m m u n i e s o m m e t B, les cô tés c e t P a y a n t en c o m m u n 
le s o m m e t D , on a la figure 2 e t des figures ana logues où 
i n t e r v i e n n e n t des p lans ( a ) , (b f ) , ( c ) , (d!)\ on a, en 
effe t 

P = 4- 1, 8=4 - 1 . 

O n p e u t r e m a r q u e r q u e les p lans a , b , c , d , ou a , 
c, rf' p e r p e n d i c u l a i r e s a u x co rdes Q M , MN, N P , P Q 
d u ce rc le M N P Q , o n t u n e d ro i t e c o m m u n e . 

S i l 'on veu t , par la su i t e , avoir d a n s tous les cas 

Â l i _ B G 4 - C D —ÏÏA = o, 



ce qui exige = — i , ¡3 =s= S = — i , M faudra c o n -
server , p o u r le p r emie r des trois cas p récéden t s , les 
axes AB, BC, C D , D A ; c h a n g e r p o u r le second cas le 

sens des axes n et p qui se c ro isen t en C, changer p o u r 
le t rois ième cas le sens des axes p et q qui se croisent 
en D . En m ê m e temps , on pour ra i t dés igner par a le 
plan pe rpend icu la i r e au plan de l 'angle A m e n é par la 
pseudo-b issec t r ice de l 'angle des axes qui se croisent 
en A, etc. ; on met t ra i t b et d, au lieu de b' et d', dans 
la f igure 2, où le sens d ' u n axe serai t changé en B et 
en D (axes passant en C ) . 

b. Avec a{3y8 = — 1 , le po in t Q , par exemple , est 

Kig. s. 

Fig. 3. 
M 

B D 

; C 

le c o n j u g u é h a r m o n i q u e , par r a p p o r t aux po in t s D 
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et A , diat pfeint où la d ro i te D A est r e n c o n t r é e pa r le 
plan M N P ; m %pcore les plans M N P et M P Q sont 

conjugués harnmmgnes par rapport aux plans 

A 

( M P , A B ) et ( M P , C D ) . O n a, par exemple , les f igures 
3 et 4> l a p r e m i è r e avec a seul posit if (p l an «'), la 
seconde avec a seul négatif ( p l a n a ) . 

La suite m o n t r e r a que les d e u x cas p r é c é d e n t s se 
p ré sen ten t e f fec t ivement . 

I I . 

2 . S u p p o s o n s d o n n é e la sphère ( S ) . So ien t ni et p 

{jig* 5) d e u x droi tes fixes t angen tes à ce t te sphère aux 
points M et P . Pou r ob t en i r u n e dro i te n qui s ' a p p u i e 
sur les droi tes m et p et qu i soit tangente à la sphère , 
p renons u n po in t B sur la d ro i te m , cons idé rons le 
pet i t cercle qui est la sect ion de la sphère pa r le p lan 
(B, p ) , cercle n o n r ep résen té sur la f igure, et m e n o n s 
du point B des t angen tes à ce cercle : nous ob tenons 
deux droi tes n et n1 r é p o n d a n t à la ques t ion . 

Soi t BNC une de ces d ro i t e s ; si l ' on r epo r t e la d ivi -
s ion de po in ts C, N, B sur la dro i te p en C, P, E, on 
a P E = NB = MB, et le po in t C est à l ' in te rsec t ion de 
la d ro i t e p avec le plan pe rpend icu la i r e à la dro i te BE 
en son mi l ieu . La droi te m étant o r ien tée dans un sens 
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bien d é t e r m i n é e , si l 'on . en te la d ro i te p dans un ce r -
ta in sens, et si l ' on p rend P E == MB, le p lan p e r p e n d i -
cula i re à la droi te BE en son mil ieu fait co r r e spondre 
au po in t B u n po in t u n i q u e C ; si l 'on o r i en te la dro i te p 

Fig. 5. 

p r e n a n t P E ' = MB, on fera co r r e spondre au poin t B 
u n poin t u n i q u e C ; la co r r e spondance en t re les points 
B et G sur les droi tes m et p , co r r e spondance doub le -
m e n t q u a d r a t i q u e au p remie r abo rd , se décompose en 
deux co r r e spondances h o m o g r a p h i q u e s (B , G) et 
(B' , G'), les droites n forment deux systèmes (n) et 
(n 1 ) . Gela t ien t à ce que les d i rec t r ices m et p sont t an -
gentes à la sphère ( S ) . 

Soi t B N C u n e posi t ion de la droi te n) le plan M P N , 
dé t e rminé par la droi te fixe M P et le po in t var iab le N, 
est éga lement incl iné sur les droi tes m et /i, sur les 



( 
droi tes n et donc sur les droi tes m et p qu i son t 
données . R é c i p r o q u e m e n t , si N est u n p o i n t de la 
sphère tel que le p lan M N P soit éga lement inc l iné su r 
les dro i tes m et py le plan t angen t en N r encon t r e ces 
droi tes en des poin ts B et G qui sont al ignés avec le 
poin t N : la dro i te BC est t angen te à la sphère , au 
poin t N. O r , il passe par M P d e u x plans , et deux seu -
l e m e n t , qu i sont éga lement incl inés sur les dro i tes m 

et p : ces p lans passent par l ' u n e ou l ' au t re des b issec-
t r ices des angles que fo rme , par exemple , la droi te m 
avec la paral lèle à la d ro i t e p menée pa r le po in t M ; 
le lieu des points N et N' se compose donc de deux 

cercles (T) et ( T ) passant en M et P . ( O n arr ive au 
m ê m e résul ta t , d ' u n e man iè re moins s imple , en p r o j e -
tan t la division de poin ts B, N, C para l lè lement à M P 
sur le plan m e n é pa r la d ro i t e m para l lè lement à la 
dro i te p.) Q u a n d on se donne le point B, ainsi q u ' o n a 
fai t au d é b u t de ce numéro , c o m m e le cercle d é t e r -
miné sur la sphère par le plan (B, p ) r e n c o n t r e chacun 
des deux cercles (T) et (T f ) en un seul po in t , IN ou N', 
d is t inct du po in t P , le point N par exemple est sur le 
cercle ( F ) , le po in t IV est sur le cercle (T ' ) . 

La droi te n est dans le p lan t angen t en N à la sphè re , 
et fai t avec le plan du cercle (T) un angle égal à celui 
q u e fait la d ro i te fixe m avec ce m ê m e plan ; de là cet te 
conséquence : Le lieu des droites n qui correspondent 

aux points N du cercle (T) est la surface de révolu-

tion (S) engendrée par la rotation de Vune des 

droites n autour de Vaxe (A) du cercle (T) ; cette sur-

face contient les droites m et p. Le lieu des droites n' 

qui correspondent aux points JVf du cercle ( r ; ) est 

de même la surface de révolution (S 7 ) . . . ; avec la 
d isposi t ion de la f igure 5, le cercle (Tf) es t à peu près 
de f r o n t , l 'axe (A') est à peu près de b o u t . 
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La dro i te A est Taxe de la ro ta t ion qui amène la 

d e m i - d r o i t e M/n sur la demi -d ro i t e Pp , en amenan t le 
po in t M au po in t P ; la d ro i t e A' est de m ê m e l 'axe de 
la ro ta t ion qui amène la demi -d ro i t e M m sur la d e m i -
dro i te opposée à la demi -d ro i t e P/?, en a m e n a n t le 
po in t M au po in t P . D e u x tels axes exis tent a priori : 

p o u r o b t e n i r le p r e m i e r , on por te sur les demi -d ro i t e s 
M m et P o deux vec teurs égaux MB et P E , et Ton 
p r e n d l ' i n te r sec t ion des d e u x plans ' pe rpend icu la i r e s 
aux dro i tes M P et BE en leurs m i l i e u x ; on ob t i en t le 
second d ' u n e man iè re analogue en r emplaçan t le seg-
m e n t P E par le segment opposé P E \ Si l 'on veut u t i -
liser le point S, c o m m e chacune des dro i tes A, A' doi t 
fa i re le m ê m e angle avec les d e u x droi tes m e t o n 
mènera par ce po in t S des parallèles aux droi tes m 
et p , on fera passer par les bissectr ices des angles obte-
nus des p lans pe rpend icu l a i r e s au plan des deux pa ra l -
lèles, et l 'on coupera ces deux plans par le p lan qui 
est pe rpend icu la i r e à la co rde M P en son milieu ( ' ) ; 
on aura ainsi les axes (A) et ( A ' ) . 

Le poin t M est à la fois un point N et un po in t N ' ; 
la droi te / i , , qui j o i n t le po in t M au po in t d ' in tersec-
tion C, de la dro i te p avec le plan t angen t en M à la 
sphère , est à la fois une dro i te n et une dro i te n!. Le 
po in t P est de même un poin t N et un po in t N' ; la 
dro i te n ,, qui j o i n t le po in t P au po in t d ' i n t e r sec t ion B2 

de la dro i te m avec le p lan langent en P , est à la fois une 
dro i te n et une droi te n'. Les deux surfaces (S) et (S') 
ont en commun les quatre droites m, p, /?,, n2. 

Les axes (A) et (A') sont, sur le paraboloïde hyperbolique 

équilatère qui est le lieu des points équidistants des droites m et p, 
les deux génératrices perpendiculaires à la corde M P ; les plans 

directeurs de ce paraboloïde, si on les mène par le point S, sont les 

deux plans dont on vient de parler. 

Ann. de Mathémat., 4" série, t. XII. (Novembre 1912. ) 33 
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La corde MN du cercle ( T ) fa isant c o n s t a m m e n t des 

angles égaux avec les droi tes m et n, la t angente en M 
à ce cercle est bissectr ice de l ' un d^s angles que for -
men t les dro i tes m et n , ; les tangentes en M et P aux 

deux cercles (F ) et (T ' ) sont les bissectrices des 

angles cjue forment les droites m et les droites n2 

et /?, droites qu'on peut regarder comme les 

traces des deux plans ( M P , m) et ( M P , p) sur les 

plans tangents M et P à la sphère. Les deux cercles 

(F) et (r;) sont orthogonaux. [Si l 'on p ro je t t e la divi-
sion de poin ts B, N , G, para l lè lement à MP , sur le 
plan (/n, n{) qui est le plan l angen t en M à la sphè re , 
en m e n a n t CC7 parallèle à PM j u s q u ' à MG, < t NN" 
paral lèle à P M j u s q u ' à BC , ;, on voit d i r ec t emen t que la 
dro i te MN'7, qui est la l angen te en M au cercle MNP, 
est bissectr ice de l 'un des angles que fo rmen t les 
droi tes /// et n { ; on a ainsi u n e nouvel le so lu t ion du 
p rob lème p roposé . ] 

3 . Les deux p lans (/??, n ) ei (/?, n ) d é t e r m i n e n t sur 
la sphè re deux petits cercles variables, tangents 

en M ci un grand cerc e JJL, tangents on P à 

un grand cercle TT, tangents entre eux au point N; 

soit v le g rand cercle variable qui leur t an-
gen t en N. O n voit sur la f igure ( e n imaginant le 
grand cercle qui est su r la sphè re le lieu <1 - .oints 
équ id i s tan t s de M et de P) , c o m m e n t on peu ob ten i r 
l ' enve loppe du grand cercle v, et le lieu du .o in i N. 
Les axes ( A ) et (A ' ) se p résen ten t ici comme ¡es inter-
sect ions par le plan pe rpend icu la i r e à la corde MP, en 
son mi l ieu , des plans bissecteurs des d èdr s que 
f o r m e n t les plans ( S , m) et ( S , />). 

Dans le m ê m e ordre d ' idées , un point N est le point 

de contact d'une sphère de centre B, tangente en M 
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à un plan fixe U perpendiculaire à la droite m au 

point M, et d'une sphère de centre C , tangente en P 
à un plan fixe W perpendiculaire à la droite p 

au point P . O n peu t ob ten i r le lieu du point N en 
c h e r c h a n t d ' a b o r d l ' enve loppe du plan V qui est t angen t 
en N aux deux sphères cons idérées . Les axes (A) et (A') 
se p r é s e n t e n t ici c o m m e les in t e r sec t ions par le p lan 
pe rpend icu la i r e à la corde MP, en son mil ieu, des plans 
b issec teurs des d ièdres que fo rmen t les plans U et W . 

O n pour ra i t , d 'a i l leurs , employer une invers ion de 
pôle M pour t ra i te r l 'un ou l ' aut re des deux p rob lèmes 
don t on vient de par ler . 

4 . Si l 'on prend deux dro i tes A D et BC du sys-
tème (/?), on a un c o n t o u r quadrangu la i r e A B C D A 
c i rconscr i t à la sphère , les points de contac t M, N, 
P, ( ) é lant dans un m ê m e p l an ; il en est de même si 
l 'on p rend deux dro i tes A ' D ' et B ' C du sys tème (n1) . 
Le con tou r est alors t racé sur un hyperbo lo ïde de révo-
lu t i on . Si, à par t i r du cercle de gorge , on or ien te m 
et p dans un cer tain sens , n et q dans le sens cont ra i re , 
il suffît de p ro j e t e r le c o n t o u r sur Taxe de l ' h y p e r b o -
loïde pour ob t en i r la re la t ion 

ÂB — BC CD — TyK = o ; 

i n \ e r s e m e n t , on pouvait t r adu i re ce t te re la t ion , ob t e -
n u e au pa ragraphe I, en d isant q u e , si m , /i, />, q sont 

les semi-dr ites qui y donnent lieu, les semi-droites 

déduites de celles-là, en changeant le sens de la 

seconde ef le sens de la quatrième, sont parallèles à 

quatre se mi-génératrices d'un semi-cône de révo-

lution. 

Si l 'on p rend une dro i te AD du système ( n ) et une 
dro i te B ' C du sys tème (n!), on a un c o n t o u r A B ' C ' DA, 
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pour lequel les points de con tac t M, N ' , P , Q ne sont 
pas dans un même p l a n ; les plans MPN' et M P Q 
f o r m e n t d 'a i l leurs un faisceau h a r m o n i q u e avec les p lans 
MP, AB ; et MP , C D , soit parce que ces plans passent 
par l ' une ou l ' au t re des bisseclr ices des angles q u e 
fo rme la dro i te m avec la paral lèle à la dro i te p menée 
par le po in t M, soit parce que les t races des q u a t r e 
p lans sur le p lan t angen t en M à la sphère sont le sys-
tème fo rmé par deux dro i tes m , n { et les bissectr ices 
de leurs angles . 

I n v e r s e m e n t , les fa i ts é tabl is au pa ragraphe I 
au ra ien t permis d 'é tab l i r que le lieu des points N et N' 
se compose de deux cercles : on aurai t cons idéré une 
dro i te fixe A Q D , tangente à la sphè re au poin t Q , et 
les tangentes mobi les BINC, B N ' C ; mais ce n 'est pas 
là, év idemment , ce que demanda i t l ' énoncé . 

I I I . 

5. S u p p o s o n s ma in t enan t donné le c o n t o u r A B C D A , 
et che rchons les sphères ( S ) t angen tes aux qua t r e 
côtés . Si Von veut d'abord une telle sphère avec 

points de contact dans un même plan, le contour 

doit vérifier une relation de la forme 

a -+- t3. b -h fiy. c -4- pfô. d = o ; 

ou encore les quatre droites m, n, />, q doivent être 

parallèles à quatre génératrices d'un cône de révo-

lution, ce qui donne le m o y e n de réal iser le con tou r . 
O r , d ' ap rès ce qui p récède , le sys tème f o r m é par un 
con tou r quad rangu la i r e et une sphère t angen te aux 
qua t re côtés, m ê m e pour le cas où les points de con -
tact do ivent ê t re dans un même plan, dépend de 
12 pa ramèt res , à savoir : 4 pa ramèt res p o u r la sphè re , 
(5 pa ramèt res p o u r les deux droi tes m et p, 2 pa ra -
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m è t r e s p o u r les d r o i t e s n et q . C o m m e le c o n t o u r 
A B C D A ne d é p e n d ici q u e d e 11 p a r a m è t r e s , la 
s p h è r e ( S ) do i t d é p e n d r e d ' u n p a r a m è t r e ( ' ) . Ce rai-
s o n n e m e n t s u p p o s e d ' a i l l eu r s q u e la p r o p r i é t é i n d i q u é e 
e s t la seu le q u e possède u n c o n t o u r q u a d r a n g u l a i r e c i r -
c o n s c r i t à u n e s p h è r e , avec p o i n l s de c o n t a c t d a n s un 
m ê m e p l a n ; on verra q u ' i l en es t b i e n a ins i . 

P r e n o n s le p o i n t M à v o l o n t é s u r la d r o i t e m ( f i g . i 
ou 2) , e t d é t e r m i n o n s les po in t s N , P , Q p a r les r e l a -
t ions néces sa i r e s 

¡3. "BN = 1 Î M , Y . C Ï Ï = C N , S . D Q = D F , 

les valeurs de ¡3, y , 0 étant celles qui figurent dans 

la* relation 

AÏÏ-f- 3.BC-+- Py.CD-4- PY8.DA = O 

vérifiée par le contour; u n ca lcu l i nve r se de ce lu i du 
p a r a g r a p h e I d o n n e 

a . Â M = Â Q 7 

avec a 3 y 8 = 1. L e s p o i n t s M, N , P , Q s o n t d a n s u n 
m ê m e p l a n II. 

11 f a u t m o n t r e r que ces p o i n t s a p p a r t i e n n e n t à u n 
ce r c l e . O n a vu c o m m e n t , pa r u n e o r i e n t a t i o n c o n v e -

( l ) Quand on crée un contour quadrangulaire circonsciiptible à 
une sphère, avec points de contact dans un même plan, en partant 
de la sphère {fîg. 5), il semble au premier abord que ce contour 
dépend de 12 paramètres, dont 4 pour la sphère; mais il se trouve 
que le même contour peut être obtenu à partir d'une infinité de 
sphères, de sorte que la sphère fournit seulement 3 paramètres 
pour le contour. 

J'observe en passant que les notions de paramètre et de condition 
devraient être introduites dans l'enseignement .tout au début de 
l'étude de la Géométrie, à propos du parallélogramme par exemple. 
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nable des d ro i tes m , /?, p , gr, on peu t avoir 

Â M = — Â Q , B N = — B M , 

Â B — B C H - C D —- D A = O ; 

s u p p o s o n s les droi tes ainsi o r ien tées . P r o j e t o n s la 
f igure su r le p lan II ( fig. 6 ) , et so ien t A', B', C/, Df les 

p ro jec t ions des points A, B, C, D ; p r e n o n s c o m m e 
axes M', AI', les pro jec t ions des axes M, n , 
Les dro i tes AB, BC, . . . é tan t éga lement incl inées sur 
le p lan M N P Q , on a 

A T = I Ï Ï x /c, 1FC7= "BG x k, 

et la re la t ion c i -dessus d o n n e 

il en résul te , c o m m e on sait, que les axes m ' , //', . . . , 
sont t angen ts à u n cycle, en des po in ts M , , 3N,, P , , Q , . 
O n a d 'a i l leurs 

WM= — Wn et aussi FlVÌ7== - FNT, 

B 'M, et B 'N, é tan t deux t angen tes m e n é e s d ' u n point 
à un c y c l e ; on e n d é d u i t la p remiè re des re la t ions 

A B — B ' C - F - C D ' — D ' A ' = O ; 

M , M = — N I N = L'T P = — Q I Q ; 
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les points M, N, P , Q appartiennent à un cercle 

concentrique au cercle M, N , P | Q , . 
Cons idé rons alors la sphère qui passe p a r le cercle 

MISPQ et qu i est t angen t e en M à la dro i te AB (le c o n -
tour A B C D é tan t supposé g a u c h e ) ; cet te sphère 
est t angente en N à la d ro i t e BC p u i s q u e l ' o n a 
BN = BM, . . . ; elle est b i en t angen te aux qua t r e côtés 
du c o n t o u r . 

O b s e r v o n s m a i n t e n a n t q u e les p lans n sont para l -

lèles e n t r e e u x : en effet , le r a p p o r t i ^ î é t an t cons tan t , BN 
les droi tes MN sont parallèles en t r e elles, el il en est 
de même des dro i tes N P , Imaginons que l 'on p r o -
j e t t e la f igure sur un p lan fixe (TZ) parallèle à la d i r ec -
t ion des plans ( I I ) , la pro jec t ion du poin t A é tan t 
dés ignée par a , celle du po in t M par m , celle du poin t 
M, par m 0 ( o n en verra plus loin la r a i s o n ) ; soit A la 
p e r p e n d i c u l a i r e au p lan ( n ) menée par le cen t re to du 
cycle t angen t aux qua t r e axes qu i po r t en t les côtés ab, 

6c, . . . . Les cercles M N P Q ayant leurs cen t res sur la 
dro i te A, cet te droi te est le l ieu des cen t res des 
sphères ( S ) ; c 'es t la d ro i te c o m m u n e aux qua t r e plans 
a, ¿>, c, d de la f igure i , ou aux qua t re p lans a , b', c, df 

de la f igure 2. Celle des sphères ( S ) qu i a le p lus pet i t 
r ayon s 'obt ien t en me t t an t les poin ts m , /i, p , q en 
m0, n0, p 0 , q0 ; les points M, N, P, Q occupen t alors 
cer ta ines posit ions x\I0, N 0 , P 0 , Q 0 . 

6 . Si l 'on imagine, p o u r p lus de c lar té , q u e l ' on a 
pr is c o m m e plan (T:) le plan ( I I 0 ) qu i con t i en t les points 
M 0 , N 0 , P 0 , Qo, o n voit le con tou r q u a d r a n -
gulaire ABCDA, avec l ' hypo thèse 

a ¡3. b -t- Py . c -h Py . d = o, 

relat ive au système d 'axes AB, BC ; . . . , appa r t i en t à 
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une surface (S) engendrée par une droi te t ou rnan t a u -
tour d 'un axe A ( c / . ci-dessus). Cet te surface est le 
lieu des cercles M N P Q , l ' enveloppe des sphères ( S ) . 
Réc ip roquemen t , si l 'on considère un con tou r q u a -
drangula i re A B C D A tracé sur une surface (S) , en 
or ientant les génératr ices de manière que leurs pro jec-
tions sur le pian ( t t 0 ) du cercle de gorge soient tan-
gentes à un cycle porté par ce cercle de gorge, on a en 
p ro jec t ion 

ab — bc -+- ed — da = o, 
et, par sui te , 

Âlî— ÏÏC-+-CL> — DÂ = o; 

on aurai t encore cette re lat ion en p ro je tan t sur l 'axe 
de révolut ion de la surface (S) . Il existe une série 
cont inue de sphères tangentes aux qua t re côtés du 
con tour , avec points de contact dans un même p l an ; 
ce sont les sphères qui sont t angentes à la surface (S) 
le long d ' une parallèle. Cette réciproque est intuitive. 

Une surface (S) , définie à pa r t i r d ' u n contour 
quadrangula i re qui doit vérifier la re la t ion c i -dessus , 
dépend de 11 — 4 o u 7 paramèt res , puisque chacune 
des qua t re droites m, /i, p , q a un degré de l iber té . 
C o m m e toute surface (S) peu t être ob tenue ainsi, 
une telle surface dépend de 7 paramèt res ; et, en 
effet, une surface (S) est définie par son axe (4 para-
mèt res ) et par une générat r ice ayant un degré de 
l iber té (3 pa ramèt res ) . 

7 . Dans ce qui précède, on s 'est un peu écarté de 
l 'énoncé dont la rédact ion laisse ici à désirer . Si l 'on 
voulait supposer l ' exis tence d ' une sphère tangente aux 
quat re côtés du con tour , avec points de contact 
dans un même plan, sous la condi t ion nécessaire 
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a - h . = ;o, on s a u r a i t , d ' a p r è s la s e c o n d e p a r -
t ie , q u e le c o n t o u r e s t t r acé s u r u n h y p e r b o l o ï d e de 
r é v o l u t i o n , e t les s p h è r e s i n sc r i t e s à ce t h y p e r b o l o ï d e 
s e r a i e n t des so lu t ions d u p r o b l è m e ; cela n e p r o u v e r a i t 
pas , d ' a i l l e u r s , q u ' i l n ' y e n ai t pa s d ' a u l r e s . S a n s 
r e c o u r i r à la s e c o n d e pa r t i e , o n s au ra i t q u e les q u a t r e 
p l a n s a ou a ' , b ou b', . . . q u i s o n t p e r p e n d i c u l a i r e s 
a u x c o r d e s Q M , M N , INP, P Q du cerc le M N P Q o n t 
u n e d ro i t e c o m m u n e (A) , et l ' on p o u r r a i t u t i l i se r ce fa i t 
p o u r r é s o u d r e la q u e s t i o n p o s é e . O n d o i t en 
réa l i t é , c o m m e n o u s l ' avons fa i t , s u p p o s e r s i m p l e m e n t 
q u e le c o n t o u r sat isfai t à la c o n d i t i o n néce s sa i r e 
a - h $b - f - . . . = o, e t c h e r c h e r à partir de Ici les 
s p h è r e s d e m a n d é e s . 

8. Proposons-nous maintenant d'obtenir une 

sphère ( S ) avec points de contact non situés dans un 

même plan, le contour A B C D étant d'ailleurs quel-

conque. Si l ' on pose 

AM = C P r = z , DQ = t, 

en o r i e n t a n t les d ro i t e s m, /i, p, q de A vers B , de B 
vers C, . . . , les c o n d i t i o n s néces sa i r e s a . A M = A Q , . . . , 
se t r a d u i s e n t , q u e l q u e soit le cas envisagé , p a r les r e l a -
t ions 

/ rtx = t — 
} Bv = x — a, 

(>) • . 
T Z = Y — T>, 
"> i at — z c; 

on en d é d u i t , en p o s a n t a ¡3 y S == e, 

( l — e-) x = a -+- ¡3. b ^y . c -+- ¡3. 
(i — t)y — b -h y-g -+- y -4- y Sa .-a, 

^ ' = c àoi.a H- oa^.ô, 
V (l — z)t z=z d -±- a . a -f- ctfi.b 4- ; 
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mais, p o u r f o r m e r un sys tème équ iva l en t au système ( i ) , 
n o u s écr i rons , par exemple 

I (i — aPyo)x = a-4-p.6-+-Py.c-f-pyo.</ , 

) S . Ï Ï N ^ B M , 
( 3 ) _ _ 

1 y . C P = G N , 
f o. DQ = DP. 

L ' h y p o t h è s e a j î y S = i ( p o i n t s M, N, P , Q dans un 
m ê m e p l an ) exige que le c o n t o u r vérifie une re la t ion 
de la fo rme 

a-4-p.6-f-Py.c-4- Pyo ,d = o, 

et co r re spond aux sphères é tud iées p r é c é d e m m e n t pour 
un tel c o n t o u r : les cond i t ions (3 ) , condi t ions néces -
saires, se r é d u i s e n t alors aux trois d e r n i è r e s ; nous 
devons laisser de côté cet te h y p o t h è s e , et p r e n d r e 
ici 

apyô = — [. 

P o u r chaque système de valeurs de a, y, ù véri-
fiant cet te re la t ion (il y en a h u i t ) , les fo rmules ( 3 ) 
f o u r n i s s e n t qua t r e po in t s M, N, P , Q n o n si tués dans 
un m ê m e p lan . Ces qua t r e points d é t e r m i n e n t u n e 
sphè re , et je dis que cette sphère est bien tangente 

aux quatre droites qui portent les côtés du contour ; 

en effe t , si l 'on dés igne par M' , N' , P' , Q ' les poin ts où 
elle coupe encore ces d ro i t e s , on a 

xx' — ( t — d) ( t' — d), %x' — t' — d, 
y y' = (x — a)(x'—a), d'où p y'= xr—a, 

de sor te que xr,y, s ' , tr sont égaux à x,y, z, t. 

D ' a p r è s la re la t ion a j î y 8 = — i , à c h a q u e sys tème 
de va leurs des quan t i t é s a , {ï, y, 8 co r r e spond le sys-
t ème de valeurs o b t e n u en changean t tous les s ignes ; 
on peu t ainsi classer les hu i t so lu t ions en qua t r e 



( ) 
g r o u p e s de deux solut ions : 

a seul positif, solution (i), 
a seul négatif, solution ( i ' ) , 

e t Ton a de m ê m e les so lu t ions ( 2 ) e t (2 ' ) , . . . . Les 
figures 3 et 4 r e p r é s e n t e n t une solution (1) et une solu-
tion ( i ' ) , avec indica t ion des plans (af,b,c,d) ou 

b', c\ d') qu i d é t e r m i n e n t le cen t re de la sphère . 
9 . E x a m i n o n s ce q u e d e v i e n n e n t ces solut ions isolées 

lo r sque le con tou r vérifie une re la t ion de la fo rme 

a -h p' b -+- ¡3'y'.c -H o, 

soit a' défini pour l 'égal i té 

a ' P ' y ' 8 ' = + i . 

Dans la série con t inue de solut ions qui co r respond 
aux valeurs a == a , ¡3 = ¡3' . . . , se t rouve u n e sphère 
t angen te en A au plan de l ' angle A ; on a alors x = o, 
t — d, . . . . Ces valeurs sa t i s fon t au système (1) p o u r 
¡3 = ¡3', y = y' , o = 8;, a = : ± a ' i nd i f f é r emmen t ; en 
p r enan t a = — a', ¡3 = ¡3', y == y', 0 = 3', on aura donc 
une solut ion isolée, avec x — o, t = d, . . . , c ' es t -à-d i re 
u n e sphère t angen te en A au plan de l 'angle A. O n 
aura de m ê m e , pa rmi les solut ions isolées, u n e sphè re 
t angen te B au plan de l 'angle B, . . . . Les q u a t r e au t res 
solut ions isolées ne p ré sen ten t r ien de r emarquab le , et 
sont d ' a i l l eu r s en dehors de la série con t inue de so lu-
t ions . 

E x a m i n o n s d ' u n peu près les trois cas signalés au 
n° 1 

a = y' = —1, a' = Y' = — 1, a' = Y' = -f-i , 
= 0' = — 1, = 8' = — I. 

Avec 
a — b -+- c — d = o, 
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qu i cor respond à 

les so lu t ions d o n t on vient de par ler s ' ob t i ennen t , 
c o m m e solut ions isolées , en d o n n a n t à a, ¡3, y , o les 
valeurs 

(1) i, —i , — i, - i , 
( 2 ) — t , i , — i , — i , 

ce sont les solut ions ( i , 2, 3, 4 ) . On obtient les centres 

des sphères considérées ici en coupant la droite A, 
intersection commune des plans ayb,c,d (fig- i), 

par les plans a', ¿/, c', d'. P o u r la solut ion ( i ) , les 
points M et Q des f igures i et 3 sont con fondus 
en A. 

Avec 
a b — c — d — o, 

qui co r re spond à 

les solut ions en ques t ion s ' o b t i e n n e n t , comme solut ions 
isolées, en d o n n a n t à a, ¡3, y , 3 les valeurs 

(:V) i, i, —i , i, 
(4) —i. —i, i, 
(»') — i v i, 
U ) —i , Î, —I, —i; 

ce sont les so lu t ions (3 ' , 4vV? 2). Ott obtient les cen-

tres des sphères'considérées ici en coupant la droite A, 
intersection commuhe des plans a, c, 2) 
p a r /es plans a ' , b, c , P o u r la so lu t ion ( i ' ) , les 
po in t s N et P des figures 2 et 4 sont c o n f o n d u s en C. 

Avec 
a — b — c -4- <tf = o, 



( 5a5 ) 

on auraitrles solut ions (3 , 4'? W2"')' P o u r la solut ion ( i ) , 
les poin ts N et P de la figure 3 se ra ien t con fondus 
en C. 

10. a . O n p e u t avoir à la fois 

a — b -f- c — d — o, 
a -f- h — c — d — o ; 

on doit avoir p o u r cela 

a = d, b = c. 

Le plan b issec teur a du d ièdre que f o r m e n t les d e m i -
p lans ACB et À C D est u n p lan de symétr ie p o u r Je 
c o n t o u r ; les d e u x plans b et b' ( f i g . i et 2) c o u p e n t 
ce plan a suivant deux dro i tes A, et A2 d o n t chacune est 
u n lieu de cen t re de sphères t angentes aux qua t re côtés 
du c o n t o u r , avec points de contac t dans un m ê m e p l an ; 
ces deux droi tes ont u n po in t c o m m u n O . 

Q u e dev iennen t les hu i t sphères qui sont les so lu-
t ions isolées du cas généra l? Les plans ( a , c, b, d, br, d') 
ayant en c o m m u n le po in t O ( f i g . 1 et 2), deux de ces 
sphères se c o n f o n d e n t avec la sphère de cent re O , c o m -
m u n e aux deux systèmes c o n t i n u s de solut ions , et qu i 
est t angente en B aux dro i tes BA et BC, en D aux 
dro i tes D A e t D C ; deux au t res ont leurs cen t res aux 
points d ' in te r sec t ion de la dro i te A, ou ( a , c, d) pa r 
les plans a 1 et c', et sont t angen tes en A aux droi tes AB 
et A D , ou en C aux droi tes CB et C D ; deux au t res on t 
de m ê m e leurs cen t r e s aux points d ' in t e r sec t ion de la 
droi te A2 ou ( a , c, b d ' ) par les plans a ' et c', et sont 
encore t angentes en A aux dro i tes AB et AD, ou en C 
aux dro i tes CB et C D ; les deux dernières , qu i sont 
v ra iment des solut ions isolées, on t leurs cen t res aux 
d e u x points ( d , b\ a!, c') et (b , d a c ) : l ' u n e cor -
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r e s p o n d aux valeurs AM = A Q — ¿>, CN = C P = — a , 
et l ' au t re aux valeurs opposées . 

¡3. O n p e u t de m ê m e avoir à la fois 

a b — c — d — a, 
a — b — c -+- d = o; 

on doi t avoir p o u r cela 

a = c, b = d, 

les côtés opposés é tan t é g a u x d e u x à d e u x . Les qua t r e 
plans a, b', c, d! {fig- 2 ) se c o u p e n t su ivan t u n e 
d ro i t e A2, les qua t r e p lans a', b,.c\ d se c o u p e n t su i -
vant une dro i te A3, et c h a c u n e de ces deux droi tes est 
un lieu de cen t res de sphè res t angen tes aux qua t r e 
côtés du con tou r , avec po in ts de contact dans un m ê m e 
p lan . 

Des hu i t sphères qui sont les solut ions isolées du 
cas généra l , qua t r e ont leurs cen t res aux poin ts d ' i n t e r -
sect ion de la dro i te A2 pa r les p lans qu i d é t e r m i n e n t la 
d ro i t e A3, et sont r e spec t ivement t angen t s en A aux 
droi tes AD et AB, en B aux droi tes BA et BC, . . . ; les 
qua t r e au t res on t de m ê m e leurs cen t re s aux points 
d ' in t e r sec t ion de la d ro i te A3 avec les p lans qu i dé te r -
m i n e n t la d ro i t e A2, e tc . 

y. E n f i n , on peu t avoir à la fois 

a — 6 + c — d = o, 
a -h b — c — d = o, 
a — b — c d — o ; 

on doit avoir p o u r cela 

a = b = c = d. 

C h a c u n e des t rois d ro i tes ( a , 6 ) , ( a , b ' , d ' ) , (b,a'yc!)y 

ou A,, A2, A3, est u n lieu de cen t res de sphères t a n -
gentes au qua t r e côtés du c o n t o u r , avec po in ts de c o n -
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tact dans u n m ê m e p l a n ; les deux dern iè res de ces 
d ro i tes r e n c o n t r e n t la p r e m i è r e en d e u x poin ts O et Q. 
Des h u i t sphères qu i son t les so lu t ions isolées d u cas 
généra l , deux se c o n f o n d e n t avec la sphè re de cen t r e O 
q u i est t a n g e n t e en B aux dro i tes BA et BC, en D aux 
dro i tes D A et D C ; deux au t res se c o n f o n d e n t de m ê m e 
avec la sphère de cen t re Q qu i est t angen te en A aux 
dro i tes AB et A D , en C aux dro i tes CB et C D ; deux 
o n t leurs cen t res sur la dro i te ( a , ¿/, d!) ou (c , b1 d ' ) , 
d ro i te A2, aux points où elle est coupée pa r les p lans a! 
et c', et sont t angen tes en A ou en C au plan de l 'angle A 
ou de l ' angle C ; deux on t de m ê m e leurs cen t res su r 
la droi te (6 , a ' , c1) ou (¿/, acf), d ro i te A3 

11. Re la t ivemen t à l ' hypo thèse a j3y8 = p o u r 
laquel le i l . y a impossibi l i té ou indé t e rmina t ion , la 

notion de correspondance donne naturellement la 

meilleure compréhension des choses par lyintroduc-

tion d'un invariant ; et ce t t e m ê m e no t ion présen te 
d ' u n e man iè re in t é re s san te la so lu t ion qui co r r e spond 
à un système de valeurs de a, ¡3, y, 8 vérif iant la re la-
tion a ¡3 y 8 = — i . 

Le con tou r A B C D A étant q u e l c o n q u e , p r e n o n s a r b i -
t r a i r emen t un poin t M sur la dro i te m , e t dé t e rminons 
sur les droi tes n , p , ç , m les points N, P, Q , M { , par 
les condi t ions 

L ' ensemble des poin ts M est symé t r ique de l 'en-
semble des poin ts N pa r r a p p o r t au plan b si ¡3 = — i , 
par r a p p o r t au plan b1 si [3 = -h i ; l ' ensemble des 
po in ts N est de même s y m é t r i q u e de l ' ensemble des 
po in t s P , et ainsi de su i t e ; dès lors la division formée 

par les points M| est égale à la division formée par 

les points M. 
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P o u r jî = — i , les d iv i s ions ( M ) e t ( N ) s o n t de sens 
c o n t r a i r e s u r les axes m et n \ de là d e u x cas : 

а. Avec a ^ y o = -+-1, les deux divisions ( M ) et (M f ) 
sont de même sens sur Vaxe m ; e l les s o n t g é n é r a -
l e m e n t d i s t i n c t e s , e t le p o i n t M< ne p e u t se c o n f o n d r e 
avec le p o i n t M ; si les d e u x d iv i s ions s o n t c o n f o n d u e s , 
o n a p o u r t o u t p o i n t M 

P . M ^ Ï Ï M , « . A M == A Q , 

et l ' o n achève c o m m e p r é c é d e m m e n t ; 
б. A v e c a j 3 y S = — 1 , les d e u x d iv i s ions ( M ) et ( M , ) 

son t de sens c o n t r a i r e s s u r l ' axe m, les p o i n t s M 
et M, son t s y m é t r i q u e s l ' un de l ' a u t r e p a r r a p p o r t à 
u n ce r t a in p o i n t de la d ro i t e m , et l ' o n do i t m e t t r e M 
en ce p o i n t ; on a c h è v e c o m m e p r é c é d e m m e n t . 

12 . P o u r p r é c i s e r ce qui p r é c è d e , o b s e r v o n s q u e les 
égal i tés 

a = XST — p.TT\, 
b = m— Y.CP, 
c = cïï — s.IJq, 
d= D Q — a. A M , 

d o n n e n t 

a-h ¡3.6-+- PY-C-+- Pyo.d = ÂM — af}yo.AMl. 

et. Avec a ^ v o = i , o n a 

MTM = a -+- 3 . 6 -h PY-C -+- PY-8-^ 

d ' o ù la c o n d i t i o n 
a -h Pb - + - . . . = o. 

6 . Avec a ¡3 y S = — i , on a p o u r l ' absc i sse du mi l ieu 
du s e g m e n t Mi\l , 

AM -F- Â"M7 _ a-hfib 4 - . . . 
2 2 
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[R8a] 
s u r l e c a l c u l 

d e l a f o r c e v i v e d ' u n s y s t è m e m a t é r i e l ; 
PAR M . É T . D E L À S S U S , 

1 . L a m é t h o d e c l a s s ique de G i l b e r t p o u r f o r m e r les 
é q u a t i o n s de L a g r a n g e , d a n s Je cas où le t r i è d r e de 
r é f é r e n c e es t m o b i l e , r e p o s e s u r la c o n s i d é r a t i o n de 
fo rces fictives e t , au l i eu de ca l cu le r la f o r c e vive du 
s y s t è m e , on ca lcu le u n e ce r t a ine f o r c e vive d ' e n t r a î -
n e m e n t et u n ce r t a in t rava i l d o n n a n t l i eu à u n e f o n c -
t ion de f o r c e géné ra l i s ée , c ' e s t - à - d i r e d é p e n d a n t de t . 
Si l ' on r e p r e n d les n o t a t i o n s a d o p t é e s pa r M . Appe l l , on 
a les é q u a t i o n s 

c ' e s t - à - d i r e les é q u a t i o n s de L a g r a n g e q u ' o n a u r a i t 
o b t e n u e s si l ' on avai t ca lcu lé la f o r c e vive a b s o l u e d u 
s y s t è m e . Il en r é su l t e q u e la fonction T -f- K est une 

force vive équivalente à la force vive vraie du sys-

tème matériel (1 ). 

2 . I l est faci le de voir q u e le calcul d i r ec t de la f o r c e 

( 1 ) Voir mon art ic le Sur les forces vives équivalentes ( Nouvelles 
Annales, 1 9 1 2 ) . 

Ann. de Mathémat., 4° série, t. XII. (Décembre 1912.) 34 

ou , p u i s q u e K n e d é p e n d pas des q \ 
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vive absolue condu i t i m m é d i a t e m e n t aux équa t ions de 
Gi lbe r t si l 'on util ise ce t te no t ion de forces vives é q u i -
valentes . 

So ien t T , un t r ièdre fixe, T un t r ièdre mobi le et T 2 un 
t r ièdre auxil iaire ayant la d i rec t ion fixe de T\ et l ' o r i -
gine mobi le de T . 

Soient (i) et V les é léments de r éduc t ion en O ( o r i -
gine de T ) de la vitesse du t r i èdre T . 

La vi tesse relat ive de T par r a p p o r t à ï 2 est la r o t a -
tion to et la vitesse absolue de T 2 est la t ransla t ion V . 

So ien t r , , r 2 , les vitesses d ' un po in t q u e l c o n q u e 
par r a p p o r t aux trois t r ièdres et vf sa vitesse par r a p -
por t à T 2 quand on le cons idère comme a t taché à T . 
O n a les deux égalités géomé t r i ques 

Pi — V -h 
V-2 — V' -h i>, 

d 'où l 'on dédu i t les d e u x égalités a lgébr iques 

v] = aVf>, cos( V, P2) -H V*, 
= P ' Â - F - ' ¿ V ' Ç COS -+- P 2 , 

et, par addi t ion , mul t ip l ica t ion par m, pu is sommat ion 
pou r tout le sys tème 

2 mv\ = M V2 -h S mv* -h S niv'2 

-+- l'Lmv'v C O S ( P ' , v) - 4 - 2 VS/tt(>2 cos(V, P2), 

T = T0 -h T,. Cf -+- K. 

3 . Les cinq te rmes p récéden t s ont des in t e rp ré ta t ions 
immédia tes : 

2 T 0 est la fo rce vive de l 'o r ig ine mobi le , 
2 T r est la force vive relat ive du sys tème, 
2 G est la force vive d ' e n t r a î n e m e n t p r o d u i t e par la 

ro ta t ion to. C 'es t d o n c 
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Io> é tan t le m o m e n t d ' ine r t i e par r appo r t à la droi te to, 

s ' i n t e rp rè te c o m m e il su i t . O n a 

on le p ro je t t e sur la quan t i t é de m o u v e m e n t relatif mv 
de ce po in t et l 'on mul t ip l ie pa r m v . O n a ainsi le 
m o m e n t de w et de m v et en fa isant la somme on a 

— a>, Q r) , 

Q r é tan t la quan t i t é de m o u v e m e n t relat i f . 
Pour ob ten i r l ' express ion de K , on r e m a r q u e que 

/ ? ic 2 cos (V, v2) est la p ro jec t ion sur V de la quan t i t é 
de m o u v e m e n t mv2 de sor te que la somme qui f igure 
d a n s K est la p ro jec t ion s u r V de la résu l tan te générale 
de la quan t i t é de m o u v e m e n t par r appor t à T 2 , c ' es t -
à -d i r e de la quan t i t é de mouvemen t ana logue du cent re 
de gravi té . Si donc nous dés ignons par V 2 la vitesse 
relative de ce cen t re de gravité dans le t r ièdre T 2 on 
aura 

K = MVV2 cos( V, V2). 

i . Soient a , ¿>, c, X, p., v les coordonnées du cen t re 
de gravi té et les composan tes de V dans le t r ièdre T 2 . 
O n a, d ' après l 'expression précédente de K, 

K = M (Xa'-h [x b' -f- vc' ) 
ci = [ M ( X a - h ¡xb -+- v c ) j — M ( V a - h \x b - h v ' c ) . 

Soien t L le vecteur O G et J l 'accélérat ion du po in t O . 
O n pour ra alors écr ire 

K = [MVL cos( V, L)] — MJL cos(J, L). 

5 . En généra l , les composantes À, ui, v de V d é p e n -



( 53« ) 
d e n t des q et des q'. P laçons-nous dans le cas p a r t i -
cul ier où s ' app l ique la m é t h o d e de Gi lbe r t , c ' es t -à-d i re : 
supposons que Vorigine des axes mobiles soit animée 

d'un mouvement donné à Vavance. Les composan te s 
A, fji, v sont aiors des fonc t ions données de et comme 
a , ¿>, c ne d é p e n d e n t q u e de la pos i t ion du système, 
c ' e s t - à -d i re des q e t de £, mais pas des q', on voit que 
l 'on a 

MVL cos( V, L)=f(qu ... 

le p r e m i e r t e rme de K é tan t alors la dér ivée totale 
d ' u n e fonc t ion des pa ramèt re s et du t emps , on p e u t le 
s u p p r i m e r ainsi q u e le t e rme T 0 qu i est ici une f o n c -
tion d o n n é e de t et l 'on ob t i en t ainsi la force vive : 

T = T P + g + t? + K', 
K' = — MJL cos(J, L) 

qui est équivalente à la force vive vraie e t qui n ' es t 
au t re que celle qu i figure en réal i té dans les équa t ions 
de G i l b e r t . 

6 . Il est à r e m a r q u e r que le calcul p r écéden t d o n n e , 
c o m m e cas par t icu l ie rs , les mé thodes ord ina i res de 
calcul de la fo rce vive. 

Si l 'on suppose q u e le I r ièdre T a p o u r or igine le 
cent re de gravité G et a une d i rec t ion fixe, a> et V 2 sont 
nul les , de sor te que Ç, t? et R sont nu ls et que la f o r -
mule se r édu i t à 

T = T0 -h T r , 

ce qu i cons t i tue le t héo rème class ique de Kön ig . 
Si le sys tème est u n solide et si le t r ièdre T lui est 

a t taché , T r et Q r sont nu l les , donc aussi et la for -
mule se r édu i t à 

T = T0-f-
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Si l 'or ig ine est le c en t r e de gravi té , V 2 , d o n c aussi K , 

est nu l le et l 'on r e t rouve le calcul de la force vive d ' un 
solide au moyen de l 'e l l ipsoïde cent ra l d ' ine r t i e . 

Si le solide a un po in t fixe, q u ' o n p r e n d comme or i -
gine du t r i èdre a t taché à ce sol ide, T 0 est nul le ainsi 
que K , pu i sque V est nul le , e t il res te 

T = I(o*Iw , 

ce qu i r a m è n e au calcul de la force vive au moyen de 
l 'e l l ipsoïde d ' i ne r t i e du poin t fixe. 

[R8aJ 
s u r l ' é q u i l i b r e p a r a m é t r i q u e d e s s y s t è m e s m a t é r i e l s ; 

PAR M. ÉT. DELASSUS. 

1. Nous d i rons q u ' u n sys tème aux pa ramèt res indé-
pendan t s ou non q{, q2J ..., qn et soumis à des forces 
données § est en équilibre paramétrique p o u r le sys-
tème q\, q\, . . . , q\ si les équa t ions du m o u v e m e n t 
in tégrées avec les condi t ions ini t iales 

sy'Q — n
!0 nt0 — n 9 l - Y2 Çn ° 

d o n n e n t p o u r les q des fonct ions de t qu i sont cons-
tan tes . 

Cet te défini t ion c o m p r e n d , comme cas par t icu l ie r s , 
l ' équi l ibre absolu et l ' équi l ibre relat i f . 

P o u r e x p r i m e r qu ' i l y a équi l ibre p a r a m é t r i q u e 
p o u r q°a q\, y®, il suffi t , dans les équa t ions du 
m o u v e m e n t , de r emplace r les q pa r les les qf e t 
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les qv pa r zéro et d ' éc r i r e cpic les égalités ainsi ob tenues 
sont vérifiées quel le que soit la variable t . Ces éga-
lités 

( 0 = f n i g l . . . , ? ? „ 0 = o 

sont eu nombre égal ou in fé r ieur à celui des pa ramèt res . 
En écr ivant q u e ce sont des ident i tés en t , on arr ive à 
des imposs ib i l i t és ou à des décompos i t ions et alors à un 
n o m b r e d ' é q u a t i o n s supé r i eu r à celui des i nconnues <7°, 
de sorte que ce n 'es t que p o u r des p rob lèmes choisis 
d ' u n e façon par t icul ière que l 'équi l ibre pa ramé t r ique 
peu t exis ter . 

S i , au cont ra i re , t ne f igure pas exp l ic i t ement dans 
les équa t ions du m o u v e m e n t , il ne figure pas dans les 
équa t ions ( i ) et l 'on a ainsi au plus n équa t ions pour 
d é t e r m i n e r les n i nconnues <7°, de sorte qu ' i l exis te nor-
malement des sys tèmes q° pour lesquels il y a équ i l ib re 
p a r a m é t r i q u e . 

Cons idé rons alors la classe très générale des p ro -
b lèmes de m o u v e m e n t de sys tèmes bo lonomes possé-
dant une fonct ion généra t r i ce . Les équa t ions du m o u -
vement c o n t i e n d r o n t 011 non exp l i c i t ement le t emps 
suivant que cet te variable figurera 011 ne figurera pas 
exp l ic i t ement dans la fonct ion généra t r i ce et , dans ce 
de rn i e r cas, le p rob l ème admet l ' in tégrale des forces 
vives de M. Painlevé, telle que nous l 'avons définie 
a n t é r i e u r e m e n t ; donc : 

Les seuls problèmes holonomes et à fonction géné-

ratrice possédant normalement des équilibres para-

métriques sont ceux qui possèdent l'intégrale des 

forces vives. 

Nous suppose rons donc , dans ce qui suivra, que le 
p rob lème adme t une fonc t ion de forces ( p o u v a n t 
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d é p e n d r e de c 'es t -à-di re des fonc t ions génératr ices , 
et que , parmi cel les-ci , il y en a qu i soient i n d é p e n -
dan tes de t ; nous dés ignerons par G l 'une d 'e l les . 

2 . Soi t Go - u Gi -4- G 0 la fonct ion G décomposée en 
groupes h o m o g è n e s . D e ce que t n 'y figure pas , 
résul te i m m é d i a t e m e n t que si, dans les équa t ions de 
La grange , 

d_ /¿G \ _àG _ 
dt \dq') àq ~~ 

on annule tous les q ' et les on ob t i en t les équa t ions 

¿Go OG0 -— = 0 , . . - — = o, àqi àqn 

c 'es t -à -d i re les équa t ions du m a x i m u m ou du m i n i m u m 
de G 0 . 

La démons t r a t ion class ique du théo rème de D i r i -
ch le t sur la stabil i té de l ' équ i l ib re absolu repose sur les 
p ropr ié tés suivantes : 

i° O n a l ' in tégra le des forces vives 

T = U-+-A; 

2° T est une fo rme q u a d r a t i q u e des*/ ' , homogène et 
posi t ive ; 

3° L ' équ i l i b re est fourn i par un système de valeurs 
des paramèt res p o u r l eque l la fonc t ion U a un maxi -
m u m isolé. 

Dans le cas général de l ' équ i l ib re pa ramé t r ique , 
nous r e t rouvons l ' in tégra le des forces vives 

G J = G 0 - F -

où G 2 et G 0 o n t respec t ivement les mêmes p ropr ié t é s 
q u e T e t U , de sor te que la démons t r a t i on du théorème 
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de Di r ich le t et les conséquences immédia tes q u e Ton 
en lire s ' app l i quen t sans a u c u n e modi f ica t ion . Ainsi : 

IJéquilibre paramétrique, fourni par un système 

de valeurs des paramètres, est certainement stable 

si ce système donne un maximum isolé de la fonc-

tion GQ. 

3. O n peu t t ou jou r s s u p p o s e r q u e cet équi l ib re 
s table soit fourn i par les valeurs nul les des paramèt res 
-et donne , p o u r G 0 , une valeur nul le . 

Si l 'on p rend des condi t ions in i t ia les q0 et q'° inf in i -
men t pe t i tes , les q e t les cf r e s t e ron t in f in iment pet i ts 
»pendant tout le m o u v e m e n t u l té r ieur et l 'on ob t i endra 
les équa t ions de ce mouvemen t en déve loppan t G et 
n e conservant que les termes du second o r d r e . 

Il est à r e m a r q u e r que G 2 et G 0 c o m m e n c e n t par d.e 
tels te rmes , mais que G< c o m m e n c e pa r des te rmes du 
p r e m i e r o r d r e ; ces te rmes f o r m e n t u n e fonc t ion des q', 

l inéaire et à coeff icients cons tan t s , donc dér ivée exacte 
d ' u n e fonct ion des q ; d ' ap rès la not ion d ' équ iva lence 
d e s forces vives, ils d ispara issent d ' eux-mêmes dans la 
fo rma t ion des équa t ions de L a g r a n g e ; on p e u t ne pas 
•en tenir c o m p t e et cons idé re r le déve loppemen t de G< 
comme c o m m e n ç a n t seu lement aux te rmes du second 
o r d r e . 

Si l 'on ne conserve alors, comme premiè re app rox i -
m a t i o n , que les t e rmes in f in imen t pet i ts du second 
o r d r e , G se r édu i t à u n e fonc t ion 

r = r2H-r,H-r0, 

r 2 é tan t une fo rme q u a d r a t i q u e aux q', homogène , à 
coeff ic ients cons tan t s et e s sen t i e l l ement posi t ive, T{ 

u n e f o r m e bi l inéai re aux q, q', h o m o g è n e e t à coeffi-
c ients cons tan ts e t T2 une f o r m e q u a d r a t i q u e aux q , 



( 537 ) 
h o m o g è n e à coeff ic ients cons tan ts et essent ie l lement 
néga t ive . 

A u moyen de ce l te fonc t ion généra t r ice r édu i t e , les 
équa t ions des pe t i t s m o u v e m e n t s dev iennen t 

et sont des équa t ions l inéaires et homogènes à coeff i -
c ients cons tan t s . 

4 . Les équa t ions précédentes des pet i ts mouvemen t s 
s ' app l iquen t , même si les condi t ions de Di r ich le t ne 
sont pas satisfai tes, et leur é tude p e r m e t de voir si 
l ' équ i l ib re pa ramé t r ique est s table ou ins table . La dis-
cussion générale est impra t icab le ; bo rnons -nous au cas 
d ' u n seul pa ramèt re . O n a alors 

et la por t ion 
Gi = 

é tant une dérivée exacte est à supp r imer , de sorte qu 'on 
doi t p r e n d r e seu lement 

Les équi l ibres pa ramét r iques se ron t donnés par 

g = / ( g f o 2 -+- Wqo+p), 
d 'où 

et l ' équa t ion de Lagrange des pet i t s mouvemen t s 
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ou 
V(9o) 

p = 

Si ^ e s l posi t i f , l ' in tégra t ion se fera par des 

exponen t i e l l e s , / ) con t i endra des te rmes croissant indé-
f iniment avec le temps et l ' équ i l ib re sera ins table . Si 
cet te quan t i t é est nul le , p sera fonct ion l inéaire du 
t emps et l 'on ar r ivera à la m ê m e conc lus ion . 

Enf in , si elle est négat ive , p ne con t i endra que des 
te rmes t r igonomét r iques et l ' équi l ib re sera s table . 

R e m a r q u o n s que f { q o ) é tan t fo rcémen t posi t i f , la 
discussion p récéden te est dé t e rminée par le s igne de 
W'f ( q 0 ) , de sorte que : 

L équilibre paramétrique est stable si ^{qa) est 

négatif et instable s'il est nul ou positif. 

Et c o m m e la condi t ion 

¥(qo)<o 

esl la condi t ion d ' u n m a x i m u m de i , on voit qu 'on 

a ainsi, dans ce cas, la r éc ip roque du théorème de 
Di r ich le t . 

Par exemple , p o u r le p r o b l è m e du régu la teu r de 
W a l t , on a 

G = /nR'ô'*-*- m R* sin26w*-i- i mgl& cosO, 
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d o n c l ' é q u a t i o n d ' é q u i l i b r e p a r a m é t r i q u e 

-—^ = 2 /nR 2 sin 6 cosOw2— î / n ^ R sin6 = o ou 

q u i d o n n e les so lu t ions 

6 = 0, 0 = c o S e , = - J - y 
n o)z 

la d e r n i è r e n ' é t a n t rée l le q u e si 

Hw2 " 
O n a 

= 4 m R* w2 cos2 G — 1 mg R cos G — 2 m R2 w2 ; 

ee qui d o n n e les s ignes su ivan t s avec l eurs c o n s é -
q u e n c e s 

g > Rio-. g < Rw2 . 

6. e . 
db3 àQ2 

o — éq. stable o -h éq. instable 
r -h éq. instable 6i — éq. stable 

TZ -h éq. instable 

[ A 3 k ] 

é q u a t i o n a u x r a p p o r t s a n i i a r m o n i q u e s d e s r a c i n e s 
d ' u n e é q u a t i o n d u q u a t r i è m e d e g r é ; 

PAR M. G. FONTENÉ. 

Ce t t e é q u a t i o n a é té d o n n é e p a r P a i n v i n (Nouvel les 

Annales, i r , ; sé r ie , t . X I X , p . 4°7? et Principes de 

Géométrie analytique, 1.1, p . 111). Pa inv in l 'a o b t e n u e 
pa r u n ca lcul d i r ec t , assez p é n i b l e ; la c o n n a i s s a n c e 
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du résu l ta t p e r m e t d 'y a r r iver avec fo r t p e u de 
calcul . 

Si l ' on cons idè re l ' u n e des six valeurs en ques t ion , 
son inverse et son c o m p l é m e n t à i sont éga lement au 
n o m b r e des valeurs en q u e s t i o n ; les six valeurs sont 

Cons idé rons deux cas par t icu l ie rs . 

i° Si l ' u n e des valeurs e s t — i , les six va leurs sont 

i i 
— i , 2, - y - y 2, — i ; 

2 2 

ce sont les rac ines de l ' équa t ion 

( r - ^ i ) H r — 2)s (V— = o. 

2° Si d e u x des trois t e rmes de r ang impa i r dans la 
sui te ( \ ) sont égaux, les trois le sont , les trois r appor t s 
de rang pa i r sont aussi égaux, et l 'on a l ' équa t ion 

(r2 — r -4- i ) 3 = o. 

Si l 'on observe que l ' équa t ion aux valeurs des six 
r appor t s a n h a r m o n i q u e s de qua t r e quant i t és doi t 
d é p e n d r e d ' u n seul pa ramèt re , on voit que cet te é q u a -
t ion est de la f o r m e 

( r H _ I ) S ( r _ I V 
^ ±L- = II; 

( / • - — / • - + - ] 

en effet , cet te équa t ion ne change pas si l ' on remplace r 

par £ ou par i — r . 

Si a , ¿>, c, d sont les rac ines de l ' équa t ion 

Aa?*-+- 4Ba?3-h 6C#*-h 4Da; + E = o, 
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en posan t 

S = A E — 4 B D -4- 3 C 2 , T : 

A B C 
B C D 
G D E 

on t rouve fac i l emen t q u e les hypo thèse s /* = i , 
r~ — /• - h i — o c o r r e s p o n d e n t aux re la t ions ï =s o, 
S = o . O n p e u t donc écr i re 

( r f _ r H _ , ) S 

P o u r S 3 = 27 T 2 , d e u x des quan t i t é s a , 6, c, d son t 
égales, les valeurs de r sont o, o, 00, 00, 1, 1, ce qui 
d o n n e k• = 27 ; l ' équa t ion devient 

(r2—/• + i)s 
/ T 2 \ W 

= (27sî) 
Un exemple n u m é r i q u e d o n n e enf in n = 1, et l 'on a 

l ' é q u a t i o n 

S3( r -4- i ) i ( r— 2)2 (r — 2 7T»(r* —r-+- 1)®. 

Si l 'on pose /• 4 - -j- = p, cela d o n n e 

S ' ( P — ^ ^ 27T2(p — 1)3); 

c 'es t cet te de rn iè re équa t ion q u e Painvin ob t ien t , sous 
f o r m e développée ; il la me t ensu i t e sous la f o r m e p r é -
céden te , en écr ivant seu lement par inadver tance p -f- 1, 
au lieu de p — 1. 
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[P l 5b ( 3 ] 

l ' i n v e r s i o n c o n s e r v e l e s l i g n e s d e c o u r b u r e ; 
PAR M. TH. LECONTE. 

Voici une démons t ra t ion très é lémenta i re de cel te 
p ropr ié té . 

Soit S et S ' deu* surfaces inverses ; O le cen t re 
d ' i nve r s ion ; M et Mr deux points inverses . 

O n sait que les normales MN, M'N en M et M' aux 
surfaces S et S' sont symétr iques par r appo r t au plan V 

perpendicu la i re à MM' en son mil ieu A. Il en est de 
même des plans tangents Q et Q ' . 

Appelons tangentes cor respondan tes , deux droi tes 
MT, M ' T ' d e s plans Q et Q ' , qui sont dans le même 
plan. Il est b i en clair que les tangentes en M et M' à 
deux courbes inverses G et C ; t racées sur les surfaces S 
et S' sont des tangentes cor respondan tes . 

Les cercles oscula teurs T et Y' aux courbes C et C ' 
en M e t M ' sont inverses l ' un de l 'autre . O n sait, en effet , 
que le cercle osci l la teur en un point d ' u n e courbe est 
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le cercle c o m m u n aux sphères osculatr ices à la courbe 
en ce po in t et ce t te p rop r i é t é se conserve pa r inve r s ion . 

Fa i sons var ier la c o u r b e C su r la sur face S en laissant 
fixe la t a n g e n t e M T . L e lieu du cercle T est u n e 
sphère S d ' après le théorème de Meusn ie r et aussi , si la 
cou rbe C n ' e s t pas plane, d ' ap rès cet te r e m a r q u e 
qu 'e l le peu t ê t re r emplacée par la sect ion p lane de la 
sur face S pa r son plan oscil lateur en M. 

P o u r les mêmes ra isons , le lieu du cercle F' est aussi 
u n e sphère S' et les deux sphères S et S' sont inverses 
l 'une de l ' au t r e . 

Mais les sphères S et S' on t p o u r cen t res les poin ts C 
et C' cen t res de c o u r b u r e des sect ions normales des 
surfaces S et S7 par les p lans N M T et N M ' T ' . Les 
po in t s C et G sont donc alignés avec le po in t O . 

J e dis m a i n t e n a n t q u e si MT est u n e tangente p r inc i -
pale p o u r la sur face S, M ' T ; est aussi une tangente 
pr inc ipa le pou r la suface S \ Fa i sons varier la t a n -
gente M T et pa r sui te M ' T ' et mon t rons que MC et M ' C ' 
passeront en m ê m e temps par un max imum ou un 
m i n i m u m . App l iquons le théorème des transversales 
au tr iangle M M ' N coupé par la sécante O C C ' ; nous 
au rons la relat ion 

O M CN C M ' _ 
O M ' C M ' C N ' ' 

qui s 'écri t encore 
C N _ OM CM 

C M ' ~ OM' ' CN ' 

et qu i , j o in t e aux égali tés 

_CN _ MN CN _ M'N 
CM CM + I î CM' ~ CM' 

m o n t r e que les t angentes pr inc ipales se c o r r e s p o n d e n t . 
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Soi t u n e l igne de c o u r b u r e L de la sur face S . En 

c h a q u e po in t M de cet te l igne, la t angen te M T es t 
pr inc ipa le . D o n c , sur la sur face S7, en c h a q u e p o i n t M ' 
de la l igne U inverse de L , la t angen te M ' T ' est aussi 
p r inc ipa le . 

Ce t te démons t r a t ion m o n t r e l ' in té rê t qu ' i l y a à 
énoncer ainsi le t h é o r è m e de Meusn ie r : « Le lieu des 
cercles osci l la teurs en un po in t M des courbes d ' u n e 
sur face S qu i adme t t en t u n e tangente donnée M T est 
une sphè re . » P o u r t e rminer , s ignalons que ce t h é o r è m e , 
pris sous cet te fo rme , devient immédia t si on le t r ans -
f o r m e par invers ion par r a p p o r t au po in t M : au lieu des 
cercle oscil lateurs cons idérés , co r r e spond re la t ivement 
à la sur face S' inverse de S le lieu des dro i tes a s y m p -
totes p o u r la d i rec t ion a sympto t i que M T , et ce d e r n i e r 
l ieu est le plan asympto te . 

[ P ' 2 a ] 
s u i t l e s c o u r b e s i n v a r i a n t e s 

p a r u n e t r a n s f o r m a t i o n p a r p o l a i r e s r é c i p r o q u e s ; 
PAR M . PAUL S U C H A R , 

P r o f e s s e u r au Lvcéc de P a u . 

1. M. Lat tès , dans u n in té ressan t ar t ic le sur le m ê m e 
su je t , pa ru dans ce Recue i l , ju i l l e t 1906, d o n n e la 
solut ion de ce p rob lème en r a m e n a n t la r e c h e r c h e de 
ces courbes à la résolu t ion de cer ta ines équa t ions f o n c -
t ionnel les . Ce m ê m e p rob lème , comme nous l 'avons 
i nd iqué dans no t re ar t icle du mois d ' oc tob re 1912, a 
été résolu à u n au t re po in t de vue pa r M. Appe l l [ASW/* 
les courbes autopolaires (Nouvelles Annales de 

Mathématiques, mai 1894)] . 
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Je me p ropose , dans cet te nouvel le Note , de déte iv 
m i n e r , pa r des cons idéra t ions é lémenta i res , toutes les 
cou rbes invar iantes par polaires r éc ip roques et passant 
pa r un po in t doub le de la t r ans fo rma t ion , c ' e s t -à -d i re 
tangentes à la con ique d i rec t r i ce . 

2 . Soi t 

( i ) 

le cercle d i r e c t e u r ; si n o u s dés ignons par (/*, 0), ( r , , 9,), 
les coordonnées pola i res d ' u n poin t M de la cou rbe 
cherchée et du po in t M , , qui est le pôle co r r e spondan t 
à la t angen te à la courbe au point M, enf in p a r / ? et p u 

les d is tances du cen t r e du cercle d i rec teu r , qui est 
l 'o r ig ine des axes, aux tangentes à la cou rbe aux points 
M et ; les fo rmules de t r ans format ion sont 

(•>) rt\ sii) V = rp{ = r^p = X2, 

où V est l 'angle de la t angente au point M ou avec 
les rayons vecteurs et O n peut se p ropose r de 
c h e r c h e r la courbe qui est à e l l e -même sa polai re r éc i -
p r o q u e et passant par un poin t doub le sous la fo rme 

(3) A>',p) = o, 

où f est uue fonc t ion i n c o n n u e , définissant une que l -
conque de ces variables en fonc t ion de l ' au t re . Cette 
de rn i è r e équa t ion , d ' ap rès ( a ) , devient 

(4) i ) = 

et le p rob lème se r amène à la r eche rche de la re la t ion 
qu i lie les rayons vecteurs co r r e spondan t s r et 
issus du cen t re du cercle d i rec teu r , par la cond i t ion 
que sa courbe co r re spondan te soit à e l le -même sa 
polaire réc ip roque et soit t angente en un po in t de la 

Ann. de Mathéniat., 4" série, t. XII . (Décembre 1912.) 3 5 
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c o u r b e d i r e c t r i c e . O n r e m a r q u e q u e , si la c o u r b e 
dé f in ie p a r ( 3 ) es t i nva r i an t e p a r po la i re r é c i p r o q u e e t 
t a n g e n t e à la c o u r b e d i r e c t r i c e , la r e l a t i o n ( 4 ) do i t ê t r e 
n é c e s s a i r e m e n t s y m é t r i q u e p a r r a p p o r t à /• e t et 
p o u r /• c e t t e é q u a t i o n doi t a d m e t t r e u n e r a c i n e 
égale à A. Ces c o n d i t i o n s nécessaires son t suffisantes. 

E n effet , so ien t 

(5 ; <p(r, r 1 ) = 0 

une relation symétrique entre r et /•,, admettant pour 
r = 7*1 une racine égale à A, et 

(6) /-, = <K''> 

la f o n c t i o n , dé f in i s san t r { en f o n c t i o n de /'. O n aT 

c o m m e il est b i e n c o n n u , 

tan g V = /• — , 

et d'après ( a ) 

d'où, en ayant égard à ((>), 

Tiiï 

(7) 
« 

/ -

où n o u s avons pr i s p o u r axe po la i r e la d r o i t e q u i 
passe p a r le p o i n t d o u b l e . Ce t t e é q u a t i o n est cel le de 
la c o u r b e c h e r c h é e . E n ef fe t , o n sait q u e l ' ang le V se 
conse rve pa r t r a n s f o r m a t i o n p a r po la i res r é c i p r o q u e s ; 
on a d o n c 

, v 1 
t a n g \ = /'! -j—- • 

et pa r ana log ie 

r-2 = X< 
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e t comme la fonc t ion ( 5 ) est symét r ique , la polaire r éc i -
p r o q u e , c o r r e s p o n d a n t à la cou rbe donnée par l ' é q u a -
t ion ( 7 ) , sera d o n n é e par l ' équa t ion 

*t=J / ri 

qui ne diiière que par le c h a n g e m e n t de r et 8 en r , 
et 9<. 

3. La mé thode p récéden te nous condu i t à des 
courbes invar iantes et l 'on aura la solut ion complè te 
du problème si l 'on dé t e rmine toutes les fonc t ions symé-
t r iques de r et r{, et qui a d m e t t e n t p o u r r=rh la 
solut ion r ==X. Si o>(i) est une fonct ion d o n n é e de la 
variable f, sa t isfaisant à l ' équat ion fonc t ionne l le 

U)[to(i)] = t, 

et t= t0 une solut ion de l ' équa t ion 

(D (t) — t — O, 

on aura lotîtes les fonc t ions symét r iques de r et en 
posant 

(8) r = F [ f , w(i)]r r i - F [ u i ( 0 , t], 

où F est une fonct ion a rb i t ra i re , qu i n 'es t pas symé-
t r ique par r a p p o r t à et définie dans le domaine 
de t = et se réduisant à X pour t = tQ. O n r e m a r q u e 
que , si Ton change t en i o ( t ) , /• p r end la valeur r{ ; par 
conséquen t , la fonct ion o b t e n u e , en é l iminant t en t r e 
les deux dern iè res équa t ions , est une fonct ion symé-



( 548 ) 

t r ique de r et a d m e t t a n t pour /• = r { la solut ion 
/• = X. Les équa t ions généra les d ' u n e courbe inva-
r i an te sont donc 

r = F [ i , u)(i)], 

0 = X2 
to(Oj /)J — X* 

Dans le cas par t icu l ie r où la fonc t ion F est symé-
t r ique par r appor t à t et <o(£), on aura la fonc t ion 
par t icu l iè re 

/' — /' i = w, 

à laquelle co r r e spond d ' après ( 7 ) , p o u r courbe inva-
r ian te , l ' hyperbo le équi la tè re 

Dans les appl icat ions , la fonc t ion to(£) é tant donnée , il 
suffit de p r e n d r e , p o u r to(£), des fonc t ions é l é m e n -
taires s imples , exemple : 

. . 1 10(/) = - ou ci)(f)= — t ; 

dans ce de rn ie r cas, comme la fonc t ion F n 'es t pas 
symé t r ique en généra l par r a p p o r t à w ( i ) et à les 
re la t ions ( 8 ) sont de la fo rme 

/• = F (t) — 4>( <), n = F ( 0 - 4 - * ( O , 

où F et <ï> sont deux fonc t ions a rb i t ra i res , l 'une pa i re , 
l ' au t re impa i re , définies dans le domaine du poin t 
£ = o, et la p remiè re p r enan t la valeur X p o u r t = o. 
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a g r é g a t i o n » e s s c i e n c e s m a t h é m a t i q u e s 
( c o n c o u r s b e 1 9 1 1 ) 

c o m p o s i t i o n d e m é c a n i q u e . 
S O L U T I O N PAR M . LE C O M T E DE S P A R R E . 

Une boule pesante rencontre le sol supposé hori-

zontal. On demande d'étudier son mouvement ulté-

rieur à partir du moment ou la boule touche le 

sol. 

I. On supposera la boule sphérique et homogène. 

On négligera la résistance de Pair et les frotte-

ments de roulement et de pivotement. On admettra 

Vhypothèse de Ne^vton d'après laquelle la compo-

sante verticale de la vitesse du point ¡JL de la: boule 

qui vient en contact avec le sol se trouve multipliée 

immédiatement après la rencontre avec le sol par un 

facteur négatif — e qui ne dépend que de la nature 

des surfaces en contact avec i. 

II. La discussion devra mettre surtout en évi-

dence s1 il y a glissement ou non glissement dans le 

contact. Elle montrera que la forme de la trajec-

toire du centre G de la boule dépend essentiellement 

(pour des substances données) de l'angle de la 

verticale descendante avec la vitesse initiale du 

point u. fixe sur la boule, qui vient en contact avec 

le sol. 

III. On appellera m la masse de la boule, p son 



( 53o ) 

rayon, / le coefficient de frottement de la boule 

contre le sol. On prendra comme origine des axes 

fixes la position initiale O du centre C de la boule 

quand elle arrive au sol et comme axe Oz une verti-

cale ascendante. On appellera a i ? ¡3,, ? f\ les 
projections de la vitesse de C et de la vitesse angu-

laire de rotation instantanée de la boule au moment 

oit elle touche le sol; a¡3'4, ,p\, q\, r\ les valeurs 

de ces projections après la rencontre; vt et v\ les 

valeurs initiale et finale au moment de la rencontre 

avec le sol de la composante horizontale de la 

vitesse du point JJL 

(ta ng0, = - ^ - ) . 

Comme application de la discussion, on pourra 

indiquer, en supposant e = -> f— - les formes de la 
1 ~ 

trajectoire de C , pour 

5 
ta n g 0 j = i, t angÔ, := - ou tangO! = 4 . 

On pourra aussi examiner le cas ou 

3 

Pi — Pi — t a n g O i < -

nul ou très petit. 

Nous p r e n d r o n s Taxe Ox paral lèle à la composan te 
hor izonta le de la vitesse du po in t JJL et dans le sens de 
cet te vitesse, à l ' instant où ce point r encon t r e le sol, 
de sorte que nous aurons 

= o, a! — qxp > o. 

La force de f r o t t e m e n t qu i s ' exerce en pi au m o m e n t 
du choc sera donc paral lèle à Ox e t de sens con t ra i r e . 

et ( . • , - - > ) 
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D é s i g n o n s pa r P et Q les c o m p o s a n t e s d e la p e r c u s -
s ion q u i s ' exe rce e n p. au m o m e n t d u choc , Q sera 
pa ra l l è le à Ox e t de sens c o n t r a i r e , P pa ra l l è le à O z . 

E c r i v o n s a lors qu ' i l y a é q u i l i b r e e n t r e les q u a n t i t é s 
de m o u v e m e n t in i t i a l e s , les f o r ce s de p e r c u s s i o n e t les 
q u a n t i t é s de m o u v e m e n t f ina les p r i s e s e n s ignes c o n -
t ra i res , e t p r e n o n s les m o m e n t s pa r r a p p o r t au p o i n t JJL; 

n o u s a u r o n s 

m(oii — a'j) Q = o, m{(i{ — £1) = o, »1(71—71) -+- P = o, 

~ m p*pi — m pi p = t ni p'1 p\ — m p, 

y m o 2 q î - h m a , p = — m p2q\ -+- m « j p , 

? m G2 /-{ = % ni p 2 r.. 
) J  R  

O n d é d u i t d ' a b o r d de ces é q u a t i o n s 

P'\=Pi, / i ^ ' V 

O n a d ' a i l l eu r s pa r h y p o t h è s e 

71 = — C 7i 

et l 'on c o n c l u t a lo rs des é q u a t i o n s p r é c é d e n t e s 

(1) P = — "171(1-h e), 
Q (2) a, = H , m 

/.> ' > a i — a i 5 Q ( 3 ) 7 1 ~ 7 1 = </I 
v 7 7 1 1 x p 7 2 / « p 

O n a d ' a i l l eu r s , avec les h y p o t h è s e s fa i t e s , 

i;, — «j — ^ i p > o , Q < o. 

A p r è s le choc on a, en ver tu des é q u a t i o n s p r é c é -
d e n t e s , 

Pi + P\ ? = P i - ^ / ' i p = 
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de so r t e q u e la vi tesse du point p. a p r è s le cl ioc, si elle 
n ' e s t pas nu l l e , est para l lè le à O r , c o m m e a v a n t , on a 
d ' a i l l eu r s p o u r ce t t e vi tesse 

7 Q 7 Q 

N o u s devons m a i n t e n a n t d i s t i n g u e r d e u x cas : 
i° Il v a g l i s s emen t au m o m e n t du c h o c . 
P o u r qu ' i l en soit a insi , il faut r , > > o et I on aura 

a lors , Q é t a n t néga t i f , 

— Q = t » / = — m ( \ c ) / v , . 

O n aura a lors en ver tu des é q u a t i o n s ( a ) et ( 3 ) 

a l ~ a l ( H - e J v , / , 
"» 1 e f 

<7i = - — — ï i / ' 

et t o u j o u r s 

p\=r-l>u f̂  i = P !, /-; = /•!. 

D ' a i l l eu r s , d ' a p r è s ce q u e n o u s avons d i t , p o u r qu ' i l 
y ait g l i s semen t , il f au t >> o, ce qui d o n n e 

Cl H- + C , ) v 1 / > o ; 

ma i s en posan t 

tangOi = - — , 

ce t t e c o n d i t i o n dev ien t 

tangO, > i -t- e). 

A p r è s le choc , la b o u l e r e b o n d i t avec une vi tesse 
— e e t , p u i s q u e I on négl ige la r é s i s t ance de l 'a i r , 
son c e n t r e déc r i t un arc de p a r a b o l e s i tué dans u n 
p lan ver t ica l , les c o m p o s a n t e s ho r i zon t a l e s de la 
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vitesse ainsi q u e celles de la ro ta t ion res tan t sans 
changemen t s j u s q u ' a u choc suivant . La boule r e n c o n -
trera de nouveau le sol au bou t d ' u n temps égal 
à — e t c o m p o s a n l e verticale de la vitesse du 

point C sera à cet ins tan t y, e. De p lus , comme la 
vitesse de la p ro jec t ion hor izon ta le est cons t an te p e n -
dan t ce p remie r b o n d , ce po in t aura pa rcou ru , paral-
lèlement à Ox, une dis tance 

et para l lè lement à Oy une dis tance 

~ — Pi = - " 7 - H t -

Ce que nous venons de d i re pour le p remier bond 
s ' appl ique en réal i té pour un boncl q u e l c o n q u e tant 

qu'ily aura glissement. Dés ignons alors par a„, 
y,2, pflJ qn, rn les p ro jec t ions de la vitesse de C et de 
la vitesse de rota t ion ins tan tanée de la koule au m o m e n t 
où il touche le sol et par a^, y'w, / / „ , q\n r'n les 
valeurs de ces p ro jec t ions après la r encon t r e , au 
d é b u t du n i è m e bond et supposons qu ' i l y ait encore 
g l i ssement p e n d a n t cet te rcièn,c r e n c o n t r e , nous aurons 
alors, en vertu de ce qui précède , 

~{n ~ — Y«' — — Y/i — e (n* 
z'n = »«-M = ^ + (1 + e)/Y«> 

Pn ^ Pn — P 1, 

r n ~ r n = /*,, 
, _ 5 i -l- e fJn — <ln — - - J Y«î 

7. ¡0 

V'n = •+• ^ (i e)f^(ri' 
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Dés ignons de plus par xn et yn les c o o r d o n n é e s 

de C au d é b u t du /i i ème bond , nous aurons 

Xn-(-1 — x a — a/i 

2C7n Q 
/ / i41 — yn - f - p i . 

è 

D'a i l l eurs si tn est la du rée du ^ i è m e b o n d , on a 

_ 2 e y « in — —— 

O n dédui t des fo rmules p récéden tes , d ' abord 

Tw= tn = 
o 

puis success ivement 

= f -c) Y i / , 

«» = A«_I H- (I Y I / I 

d o ù en a j o u t a n t 

aj, = a!-h (î -t- f{ \ -h e -4- e--\-.. .-+- en~l ) 

| ^/i 
(•'») «« = «!-»-(" H" « ) ï i / - = */i+i. 

O n aura d ' u n e facon semblable 

•5 ( i -+- <?)Yi f 1 — e'1 

(5.) l 'n = 7 . - ~ f ^ - 7 3 T = 

r, | eri 
(6) = -+- ^ (l -H ^) /Yl = 
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Nous au rons ensu i te 

2€Y| f r / s i-i ^ - o?, = ^ a'i = - f i [at 4- (i -f- e)Y, /J 
if o 

f , N — el 

' Y2 • T . N - i — 
J'3 — — ' 

2e"vi T / s - i — 
= ( ' - h g ) Y i / j> 

d 'où l 'on dédu i t en a jou t an t 

¿F/ih-1 - = — (*i H- 7 3 7 T i / ) (* 6 + 

I — e47 v y 
s 

_ / I -f- * \ 1 —e" 

1 —e 1 — e-

ou enfin, en r e m a r q u a n t que l 'on s u p p o s e = c 

D e m ê m e 

•¿e»YÎ f
 1 — 

V, — — ' 

= j — ; 

d 'où , p u i s q u e y K = o, 

(8) r — 
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et , enfin en posan t , 

Tw = U -T- + 
on aura 

Ces fo rmu le s ne doivent toutefois ê t re app l iquées 
que tan t q u ' o n a 

ou , sous une au t re fo rme , 

(io) langQi > - 1 ^ fi i— en). u 1 - - r ' 

On tire de [ équa t ion ( 8 ) 

I — Cn +1 
i — e u<?Yi |ii 

puis 

I — ï f ' - f «2/2 ^ , _ cn , _... C2n ^ g-y'h+<L 
( i - O 2 ~ " ' - U - ^ 2 ~ ( i - g j 2 ~~ 4t'2Yl ?î ' 

d 'où 
i — g2" = _ 
(I —f)» e u —c)Yi?i i c ' r t V 

En po r t an t ces valeurs dans ( - ) , on aura , tou tes 
réduc t ions fai tes , 

ai + Yt s f y l 1 — f] — y n +1 71+ 1 

P. >Pï 

O n voit que les p ro jec t ions sur le plan des x, y des 
po in ts de contac t successifs , tant qu ' i l y a g l i ssement , 
se t rouvent sur la parabole 

La p ro jec t ion hor izonta le de C décr i t des cordes 
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successives de cette parabole , chaque corde corres-
pondan t à un bond . 

O n peut r emarque r que l 'équat ion de cet te parabole 
ne dépend pas de e. 

Comme nous l 'avons di t , les formules précédentes 
ne doivent être appl iquées que tant que l ' inégali té (10) 
est satisfaite. 

O n est, par suite, condui t à partager le cas actuel en 
deux, suivant que l ' inégali té (10) est ou n 'es t pas satis-
faite pour n inf ini . 

I. 

La relation (10) est satisfaite pour n infini, c 'est-
à-di re qu 'on a, pu isque e <C i , 

(12) tangO, > ^ ———-f' 

Dans ce cas, la boule fait un nombre infini de 
bonds , pendan t la pér iode de gl issement , et v'n n ' é t an t 
pas nul pour n infini , il y aura encore gl issement 
lorsque la vitesse verticale sera devenue nulle. D 'a i l -
leurs les valeurs de a^, xn, yn et sont finies 
pour n inf ini ; on aura, en vertu des formules établies 
plus haut , 

i — e 

5 1 4 - E Y I F 
p^—p i, = (h rx 7 ' 1 ~ 1 2i — e o 

— e ) 

se Y' 

£•(« — e) 

. , „ A 2e«yî , 

( - i i ) -
a e ï , p , T = _ _ î £ I i _ , = 0 > 

J- g{\-eY - g{i — e) 
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A par t i r de ce m o m e n t , le m o u v e m e n t du po in t G se 
*fait dans le p lan hor izonta l et es t , c o m m e on sait, 
parabck&<£*$ t a n t que le g l i ssement p e r s i s t e ; on a 
d 'a i l leurs , à pfestjr de cet ins t an t et t an t qu ' i l y a glis-
semen t , 

d% x - d* y 

Gomme, de p lus , on a pou r les vidçui's ini t iales en 
posan t 

t' = t — T 

( s ) . - ' » 

K - r . — jÇzrT)' 
nous aurons 

/ •> 4 ( T i / 

En é l iminant t' en t re ces deux équat ions , on aura 
alors, toutes r éduc t ions fai tes , 

g - + iLyl 
Pi 7 2 3 ? 7 ' 

G'est l ' équa t ion de la parabole ( i i ) , lieu des pos i -
t ions du po in t C à la fin de chacun des b o n d s . O n voit 
que , lo rsque la vi tesse ver t icale est annu lée , le po in t 
de con tac t de la boule et du plan se p rodu i t , t an t que 
le g l i ssement pers is te , sur la parabole , lieu des poin ts 
de contac ts , lors des b o n d s p récéden t s . 

O n a d 'a i l leurs , p e n d a n t cet te pé r iode , au moyen 
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d u t h é o r è m e des m o m e n t s des q u a n t i t é s de m o u v e -
m e n t pa r r a p p o r t à des axes para l lè les a u x axes fixes 
p a s s a n t pa r C , 

i mdq . dp dr - Ttxo —4— — m g f p , -4- = —- = o; à k dt nJ dt dt ' 

d 'o i i Ton d é d u i t , p u i s q u e q^ — q ^ , 

J 1 2 p 2 I — g p 2 p 

/> = />0 = /?l, = /'0 = /-,. 

O n a d ' a i l l eu r s , p o u r la vi tesse ^ du po in t de c o n -
t a c t , 

5 T -h e , 5 . , 

•mais c o m m e , à l ' i n s t an t in i t i a l , 

= — <7iP, 

o n a, en déf in i t ive , 
, 7 i -4- e ~ - , 

Ce t t e vi tesse dev ien t nul le p o u r une va leur T de t ' 
f o u r n i e p a r l ' é q u a t i o n 

7 i -b e . . û 7 1-4- e . Ç L v , / - / 
2 i — * _ , 2 1 — e*7 

~ 1 1 \ g f 

•valeur qui est pos i t ive en v e r t u de la re la t ion ( 1 2 ) . 
O n a d ' a i l l eurs 

î = T - D + T. 

A pa r t i r de cet i n s t an t , il y aura r o u l e m e n t sans 
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gl issement et le cen t re de la boule aura u n m o u v e -
men t rec t i l igne et un i fo rme . 

II . 

Supposons main tenant "que l ' inégali té ( 1 2 ) ne soit 
pas satisfai te, b ien que , au débu t , il y ait g l i ssement , 
c 'es t -à-dire q u ' o n ait 

(if>, -!- e)f-C tangOj < ? L±± / , 

il v aura alors une valeur de n pour laquelle on aura 

(17) 2 ^ ^ / ( i —*«-» )< tangO, < Z L t l f ^ - c n y 
x \ -- c -xi — eJ 

alors la vitesse v'n du poin t de contac t JJL deviendra nul le 
au début du n i è m c b o n d , pour la valeur T n _ { du temps 
donné par la fo rmule (9) , les valeurs cor respondan tes 
de xn e t y n se déduisant des fo rmules (7 ) et ( 8 ) . 

2° Examinons maintenant ce qui se passe lorsqu ' i l y 
a rou lement sans gl issement . 

Si le phénomène se p rodu i t au début du /¿ième bond ( ' ) , 
la valeur de n vérifie la relation ( 1 7 ) si n est plus 
grand que 1; si au lieu de cela le rou lement sans glis-
sement se p rodu i t dès le débu t ( 2 ) , on a 

t a n g O ^ ^ i - ^ ) / 

On a, en tout cas, p o u r cel te valeur de n 

(18) (4 = a„ — p q'tl = o. 

( l ) Qui pourrait être le premier. 

( - ) Auquel cas n = 1. 
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O n a d ' a i l l eu r s t o u j o u r s ( ' ) 

m { a ' „ ) H- Q = o, $fl= Pn = Pu, rn = 

T « ) + P = o , 

O n dédu i t de ces é q u a t i o n s j o i n t e s à l ' équa t ion ( 1 8 ) 

(19) a « = ?q'n = i / 7 
(•20; — Q = - m(y.n— pqn) = zmvn, 

7 / 
(21) P = — e ) ^ n = — m ( i -+- e ) e n ~ l ^ i i 

car on a t o u j o u r s 

(22) 7 « = 

O n a d ' a i l l eu r s , a ins i q u e cela do i t ê t r e , d a n s le cas 
ac tue l 

- Q ^ P / 
ou 

1 mvN% — - H e) f . 

E n ef fe t , en ve r tu de la f o r m u l e ( 6 ) et de l ' i néga -
l i té (17) , 

= V\ -H '- (i H-e)/Y< 1 -4-

O n a de p lus d a n s le cas ac tue l , en ver tu des é q u a -

( l ) Les équations du mouvement du centre de gravité et celles 

des mouvements par rapport aux axes parallèles aux axes fixes 

passant par pi subsistant sans changement. 

Ann. de Mathémat4e série, t. XII. (Décembre 1912.) 36 
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l ions (19), (4) et ( 5 ) , 

ou 

(23) 
7 

ai - ?<71-

On voit que la vitesse du po in t C, au m o m e n t où le 
r ou l emen t sans g l i ssement se p rodu i t , d é p e n d seule-
m e n t de la vitesse init iale et est i n d é p e n d a n t e du gl is-
semen t qui a pu se p r o d u i r e avant . 

D a n s le cas ac tuel , du r o u l e m e n t sans g l i ssement , le 
m o u v e m e n t de la pro jec t ion hor izontale de G est recl i-
l igne et u n i f o r m e avec u n e vitesse qui a p o u r compo-
sante %n pa ra l l è lement à O # , et ¡^ pa ra l l è lement à O y . 
D a n s l 'espace, le po in t C décr i t , dans le p lan vertical 
qui p ro je t t e ce po in t et don t nous venons de pa r l e r , 
une série d 'a rcs de pa rabo le , c o r r e s p o n d a n t à chacun 
des bonds successifs . 

Pour Tare qui co r respond au n i i n i e b o n d , on a 

/ /x '±e r) 2 \ 
/ 7 

(2r>) yn+\ —y?, = 

et la flèche co r re spondan te est 

( 2 6 ) TT 

La valeur de T est d 'a i l leurs t o u j o u r s donnée par 
la fo rmule ( 9 ) 
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et les b o n d s cesseront p o u r n infini , donc pou r la 
valeur 

T = 

ins tan t à pa r t i r d u q u e l il y aura r o u l e m e n t sans gl isse-
m e n t . 

Cons idé rons un po in t H si tué à une dis tance égale 

à | p au-dessus de G (*), les composan tes de la vitesse 

hor izonta le de ce po in t se ront : 

i ° T a n t qu ' i l y a g l i ssement et q u e la composan te 
vert icale de la vitesse n 'es t pas nu l le , 

2 2 " 
et Pi — -p/? , = 

c 'es t -à -d i re , en ver tu des formules ( 4 ) et ( 5 ) , 

et j3,— ^ Pi. 

Ces composan te s sont donc cons t an t e s . 
2° L o r s q u e la composan te vert icale de la vitesse 

. est nul le , les composan te s hor izontales de la vitesse 
de H sont 

dx 2 Q 2 7 0 

c 'es t -à-dire , en ver tu des fo rmules ( i 3 ) et ( i 5 ) , 

e t Pl— \?Pi = J 

Ces composan tes sont donc encore cons tan tes et 
égales à ce qu 'e l les sont dans le p remier cas. 

(*) C'est le centre d'oscillation pour un axe de suspension tangent 

à la sphère en ¡a. 
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3° En f in lorsqu ' i l y a r o u l e m e n t sans g l i s sement , au 

m o m e n t du choc , ces composan tes son t 

5 A » E T P I — 3 P/^1 = 5 P 1 ' 

c 'est-à-dirc , en vertu de la fo rmule ( 2 3 ) , 

û i + T p ï i et 

valeurs encore égales à celles ob tenues dans les cas 
p récéden t s . 

On voit donc que les composan tes hor izonta les de 
la vitesse du po in t de la boule qui se t rouve en H sont 
cons tan tes c o m m e g r a n d e u r et d i rec t ion p e n d a n t tou te 
la suite du p h é n o m è n e . D 'a i l leurs , au m o m e n t où le 
r o u l e m e n t sans g l i ssement se p rodu i t , la vitesse finale 
du point C est parallèle à celle du po in t H et égale 

a u x ^ de cet te v i tesse ; ces composan tes d e l à vitesse 
/ 

finale de G sont donc 

5 2 pgr, et ¡3i. 
7 . 7 

C'es t le résul ta t auque l nous é t ions déjà arr ivé. 
Res te à examiner les cas par t icul iers où 

i . 2 e — - , / = -, 
2 - 7 

d 'où 

d o n c : 
i° Si tangO, = i , on a 

tangO, 

e t il y a r ou l emen t sans g l i ssement dès le débu t du 
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m o u v e m e n t , e t , en p ro j ec t ion hor izonta le , le mouve-
m e n t de G est rec t i l igne et u n i f o r m e , le po in t G déc r i -
vant dans c h a q u e b o n d un arc de pa rabo le c o n f o r m é -
m e n t aux fo rmules (24), ( s 5 ) et (26). 

2° Si tangO, = c o m m e 1 H - e ) = i» on a 

tangO, > Z / ( ! + «), 

11 y a donc rou l emen t sans g l i ssement p e n d a n t les 
p remiers bonds . 

T o u t e f o i s , 

•JL i - e J ' 
de sor te que 

7 = 7 / -

Le rou l emen t sans g l i ssement se p rodu i ra donc au 
b o u t d 'un n o m b r e fini de bonds pour la valeur de n 
pour laquelle on aura [ f o r m u l e (17)] 

re la t ion qui , pu i sque t ang6 l = ij> sera satisfaite p o u r 

r t— 3, car on a 

4 " 2 < 8 ' 

La bou le exécutera donc deux bonds p e n d a n t lesquels 
il y aura gl issement et le r ou l emen t sans gl issement se 
p rodu i r a au d é b u t du t rois ième b o n d , les deux p remie r s 
po in ts de contact se p r o j e t a n t ho r i zon ta l emen t sur la 
pa r abo l e ( 1 1 ) . 

3° Si tangO, = 4, c o m m e ^ | ^ f = 3, on a 

a ^ 7 » + 
l a n g 6 i > 2 r ^ / -
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Il y aura g l i ssement p e n d a n t tous les b o n d s et ces 
b o n d s , en n o m b r e inf ini , se ront suivis d ' u n e pér iode 
de g l i ssement pendan t laquel le le point C décr i t , 
d ' ap rès ce que nous avons vu, u n arc de parabole ( i i ) 
qu i est le p r o l o n g e m e n t de celui de la même parabole 
sur lequel se t rouvai t le po in t C p e n d a n t chacun des 
chocs p récéden ts . 

4° Si vK — ^ a, = o avec ¡3, = = o, 

tangOi < 

La de rn iè re cond i t ion fai t d ' abo rd voir qu ' i l y aura 
r o u l e m e n t sans g l i s sement p e n d a n t les chocs dès le 
débu t . La vitesse de G est parallèle à 0<r , pu i sque 

= p { = o , et l 'on a pou r sa valeur 

d 'a i l leurs par hypo thèse 

= = ai— P9u 
d 'où 

donc a', = o et aussi, pu isqu ' i l y a r o u l e m e n t sans 
g l i ssement , 

D o n c , dans ce cas, la boule est animée après le 
choc du seul m o u v e m e n t de t ranslat ion ver t ical don t 
la vitesse est 

Elle exécu te ra donc , sur place, un n o m b r e infini de 
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bonds ver t icaux d o n t Ja h a u t e u r ira t o u j o u r s en d imi -
n u a n t , celle du / i i è m c bond é tan t d ' ap rès la f o r m u l e ( 2 6 ) 

yî c î n
 = r ï / ' Y a + i . 

a<r g W 

La boule reviendra déf in i t ivement au r epos au bout 
du t emps 

Si v{ — ^ a , =z, z é tant très pet i t , les autres cond i -

t ions res tan t les mêmes , on aura 

d 'où 

et 

vx — - a , 4 - £ = a , — pqu 

5 
P 2 1 = a i - e 

. J 1 '). 
a, = - p ç i = — - e , 

/ / 7 
a' 2 £ 

f = 7 = 

Donc , dans ce cas, le poin t C sera an imé d ' u n e très 
faible vitesse hor izonta le et la boule d ' un m o u v e m e n t 
de rotat ion don t la composan te hor izonta le sera t rès 
lente . 

c o n c o u r s d ' a d m i s s i o n a l ' é c o l e n o r m a l e s u p é r i e u r e 
e t a u x b o u r s e s d e l i c e n c e s e n 1 9 1 2 . 

Composition de Mathématiques. 
(Sciences. — I.) 

PREMIÈRE COMPOSITION. 

On considère trois axes Ox, O y, Os, les axes Ox 

et Oy étant rectangulaires. 
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On donne trois circonférences réelles (Ci), (C2), 

(C3) rencontrant Vaxe Oz et situées dans des plans 

distincts, parallèles au plan xOy\ on désigne 

par 0 1 ? 0 2 , 0 3 les centres de ces circonférences et 

par ( a 4 , ¡3,, y1 ), ( a 2 , ¡32, y 2 ) , ( a 3 , ¡33, y 3 ) leurs coor-

données.. 

i° Former équation des quadriques passant par 

deux des courbes ( C , ) , ( C 2 ) , (C:>). 
Toute conique rencontrant chacune des courbes 

(G, ), (Go) en deux points ci distance finie est située 

avec ( G , ) et ( C 2 ) sur une même quadrique. 

A quelles conditions doivent satisfaire les données 

pour que ( C i ) , ( C 2 ) , ( C 3 ) soient situées sur une 

même quadrique? 

On suppose/a dans la suite que ces conditions ne 

sont pas vérifiées. 

2° Déterminer les plans P coupant chacune des 

trois courbes ( C , ) , ( C 2 ) , ( C 3 ) , en deux points à 

distance finie, les six points obtenus étant situés 

sur une même conique, soit (S). 

Montrer que les plans P sont parallèles à une 

direction fixe. 

Lorsqu'on assujettit les plans P à passer par un 

point donné R, la conique (S) engendre une surface 

cubique (S). 

Pour quels points R la surface ( S ) est-elle décom-

poséec'est-à-dire formée d'un plan et d'une qua-

drique? 

Comment se coupent deux surfaces (S)? 

3° Toute surf ace cubique passant par ( C 4 ) , ( C 2 ) , 
(C : {) peut-elle être obtenue d'après la génération 

précédente? 

On formera Véquation de la surface et l'on cher-
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chera à l'écrire ci Vaide de surfaces cubiques 

décomposées vérifiant les conditions imposées. 

4° On choisit les circonférences ( C | ) et ( C 2 ) de 

rayon nul (O, et 0 2 étant alors sur Oz)f les plans 

de ces circonférences étant symétriques par rapport 

au plan xOy, et le centre de la circonférence ( C 3 ) 
dans le plan xOz. 

On désigne par ( S , ) la surface ( S ) correspondant 

à ces données et passant par les axes O z et O y. 

Les sections de la surface ( S I ) par les plans 

parallèles à xOy et par les plans passant par O z 

comprennent des circonférences ( G ) et des hyper-

boles ( H ) . 
Indiquer la forme cle la surface ( S 4 ) en traçant 

ces sections. 

5° Exprimer les coordonnées d'un point quelconque 

de la surface (S,) à Vaide de deux paramètres 

fixant la position des plans des courbes ( C ) et ( H ) 
passant par ce point. 

Les tangentes aux courbes de Vune des familles 

( C ) ou ( H ) aux points de rencontre avec une 

courbe arbitrairement choisie dans Vautre famille 

engendrent une surface réglée. De quelle nature 

sont les suif aces réglées ainsi obtenues? 

Comment sont constitués les cônes circonscrits à la 

surf ace ( S e t dont les sommets sont situés sur O S ? 
les cylindres circonscrits dont les génératrices sont 

parallèles au plan xOy? 

Composition de Mathématiques. 
(Sciences. — I.) 

DEUXIÈME COMPOSITION. 

Un point matérielM, de masse égale à un gramme, 

est attiré par un point fixe O avec une force mesurée 
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en unités C. G. S. par ^ » r désignant la distanceOM. 

(Force inverse du cube de la distance.) 

I° Discuter la forme de la trajectoire T du 

point M, d'après la position et la vitesse de ce point 

en un instant particulier t0, et caractériser sur cette 

courbe les deux arcs correspondant respectivement 

aux instants postérieurs et aux instants antérieurs 

à t0. 

2° Calculer les coordonnées de M en fonction du 

temps. Indiquer les circonstances essentielles du 

mouvement. 

3° La valeur arithmétique de la vitesse à 

Vinstant tQ étant donnée, et supposée égale à 

déterminer le domaine ou doit se trouver M à ce 

même instant pour que M décrive une spirale, 

quelle que soit la direction initiale du mouvement. 

M îi*appartenant pas à ce domaine à Vinstant t0, 

dans quel angle doit être dirigée la vitesse v0 pour 

que l'arc suivi par M appartienne à une spirale? 

4° Déterminer, quand elles existent, les asymp-

totes de T . Pour une des branches T de T , et son 

asymptote A, calculer l'aire comprise entre T, A et 

deux rayons vecteurs issus de O. 

5° Etant donnés deux points M 0 et M, déterminer 

les valeurs de v0 telles que le mobile partant de M 0 

avec une vitesse initiale égale à et perpendiculaire 

au rayon vecteur O M 0 passe en M dans le cours 

ultérieur de son mouvement. 

Composition de Mathématiques. 
( Sciences. — II. ) 

I. Intégrer Véquation différentielle 

y"— 7.y'-h(i — a2)y — e^-f- sin2.r, 
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dans laquelle a. désigne une constante réelle donnée. 

Discuter suivant les valeurs de a. 

I I . Une courbe plane (G) est rapportée à deux axes 

rectangulaires Ox, O y ; la normale au point M à la 

courbe ( G ) rencontre Ox en N et la parallèle à O y 

menée par N rencontre au point T la tangente en M 
à la courbe (C) : 

i" Déterminer la courbe (G) de manière que la 

longueur N T soit égale à une longueur donnée ia\ 

2° Soit ( G 0 ) celle des courbes C qui passe par O ; 
désignons par Of celui des points de rencontre cle 

cette courbe (G0) avec Ox qui est le plus rapproché 

du point O . Démontrer que l'aire S, comprise entre 

l'arc O M cle la courbe ( C 0 ) et les segments recti-

lignes MN et N O , est proportionnelle à l'abscisse du 

pied M de la normale ; calculer Vaire S 0 comprise 

entre l'arc 0 0 ' et la corde 0 0 ' ; 
3° Déterminer la position du point M de manière 

que 

S = 7; S0 
4 

et calculer ses coordonnées avec deux décimales 

exactes en supposant, pour ce calcul, a = 1. 

c e r t i f i c a t s d e m é c a n i q u e r a t i o n n e l l e . 

Dijon. 

EPREUVE ÉCRITE. — Etablir les équations de mouvement 
d'un fil flexible. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Un losange articulé A B G D est posé 
sur un plan horizontal lisse. Un des sommets A est fixe. 
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On demande d'étudier son mouvement lorsque les vitesses 
initiales de rotation des tiges AB et AG sont w et u>'„ et que 
la forme initiale est un carré. 

w étant double de 10', on calculera le maximum de 
l'angle des deux tiges AB, AC, pendant le mouvement. 

Les quatre tiges du losange sont homogènes et iden-
tiques. ( N o v e m b r e 1 9 1 0 . ) 

Grenoble. 

C O M P O S I T I O N . — Une plaque carrée, homogène, infini-
ment mince, et pesante, est assujettie aux liaisons sui-
vantes sans frottement : un de ses sommets O est fixe, un 
de ses côtés OH est horizontal. A l'instant initial la plaque 
est horizontale et immobile : 

i° Mouvement de la plaque; 
Au moment où la plaque est verticale, on immobilise 

brusquement le coté OH. Cette liaison étant persistante, 
trouver le mouvement ultérieur; calculer la perte de 
force vive. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Une circonférence homogène 
pesante C, de rayon R, reste dans un plan vertical P. 
Elle roule sans glisser sur une circonférence T de 
rayon P ( P < R) située dans ce plan et fixe par rapport 
à lui. F est intérieur à G. On néglige le frottement de 
roulement : 

I° Le plan P étant fixe, trouver le mouvement de G et 
la réaction exercée par F sur C ; 

2° Comment faut-il choisir les données initiales pour 
que le mouvement considéré se produise si l'on suppose 
que C peut quitter F et que l'absence de glissement est due 
au frottement de glissement {appeler f le coefficient de 
frottement)\ 

3° En supposant que P tourne uniformément autour 
de Oz verticale du centre O de F, trouver les positions 
d'équilibre relatif de C. 

N O T A . — Prendre pour paramètre l'angle 6 que fait 
avec Oz le rayon 01 aboutissant au point de contact. 

( J u i n 1 9 1 1 . ) 
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C O M P O S I T I O N . — Deux sommets opposés P et R d'une 

plaque carrée hofnogène P Q R S glissent sans frottement 
sur une circonférence horizontale fixe dont le rayon est 
égal au côté de la plaque : 

Etudier le mouvement de la plaque; discuter. 
Peut-il arriver que le mouvement soit une rotation 

uniforme, soit autour de l'axe du cercle, soit autour de 
la diagonale PR? 

(On admet que les liaisons sont réalisées de telle façon 
que la plaque puisse traverser le plan de la circonfé-
rence.) 

Paramètres : ^ angle de PR et d'un rayon fixe Ox, de 
la circonférence ; 0 angle du plan de la plaque et du plan 
du cercle. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Un parallélépipède homogène de 
masse M a pour arêtes a, b,.c : 

i° Trouver l'ellipsoïde d'inertie relatif à l'un de ses 
sommets O ; 

2° Le parallélépipède étant animé d'une rotation uni-
forme de vitesse to autour de l'une de ses arêtes 00' ver-
ticale, fixe et de longueur G, la fixité de l'arête étant 
réalisée par la fixité de ses extrémités O, O', déterminer 
les réactions qui s'exercent en O et O' ; 

3° Déterminer, par rapport à O, le moment résultant des 
quantités de mouvement de ce solide; 

4° Application numérique : 

a — om, 5 ; b — om, 4 ; c — im ; 

poids du solide iook°; la vitesse de rotation co correspond 
à 3o tours par minute. (Novembre 1911-) 

Lille. 

E P R E U V E T H É O R I Q U E . — I . Etablir l'équation différentielle 
qui définit la trajectoire d'un point matériel de masse 
unité sous l'action d'une force centrale fonction de la 
position du mobile. L'intégrer dans le cas où la force 

estimée suivant le sens du rayon vecteur a pour valeur > 
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r étant le rayon vecteur et x Vabscisse suivant le rayon 
vecteur initial OM0; [ji est un coefficient constant; initia-
lement OM0 = a et le mobile est animé, normalement à OMe> 

II. Le potentiel cinétique d'un système dynamique 
conservatif holonome ne dépend pas explicitement de 
certaines des coordonnées de position de ce système. 
Montrer comment les intégrales premières correspondant 
à ces coordonnées peuvent être utilisées pour ramener 
Vétude du mouvement du système à celle du mouvement 
d'un autre système analogue dont te potentiel cinétique 
ne dépend que des autres coordonnées. 

Appliquer le procédé de réduction au mouvement d'un 
cerceau circulaire mobile autour d'un diamètre vertical 
et d'un petit anneau pesant susceptible de glisser sans 
frottement sur le cerceau. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Par une pression du doigt sur un 
rond de serviette ( dont la masse peut être regardée comme 
concentrée à la périphérie) reposant sur une table hori-
zontale par sa surface cylindrique, on lance ce rond sur 
la table dans une direction perpendiculaire à son axe, en 
même temps qu'on lui imprime une vitesse de rotation 
autour de cet axe. Le rond se porte en avant pendant 1% 
puis rétrograde pour repasser à son point de départ après 
un nouvel intervalle de 5, et il continue ensuite à rouler 
uniformément sur la table. Déterminer Vinstant auquel 
ce mouvement uniforme a commencé. (Juin 1911.) 

EPREUVE THÉORIQUE. — I . Etant donné un système dyna-
mique conservatif holonome à n degrés de liberté, montrer 
comment on peut utiliser l'intégrale de l'énergie pour 
ramener l'étude du mouvement d'un système à celle du 
mouvement d'un autre système dynamique à (n — 1) degrés 
de liberté. 

Appliquer ce mode de réduction à l'étude du mouvement 
à deux paramètres q 1, q¿, dont le potentiel cinétique est 

d'une vitesse égale à 

a t q \ — — -f-(<7i -4- b )q\? q i 



a et b étant des constantes ; déterminer l'équation finie 
des trajectoires. 

II. Un tube circulaire parfaitement poli, de rayon /•, 
mobile autour d'un diamètre placé verticalement, reçoit 
un mouvement de rotation uniforme de vitesse angu-
laire w = Au point le plus bas est placé, en équi-
libre relatifun point matériel qu'on vient à déranger 
légèrement de sa position. Etudier le mouvement ultérieur 
du point, et calculer notamment la longueur du pendule 
simple qui aurait la même durée d'oscillation. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — I ° Calculer la force que produit 
l'attraction newtonienne d'un solide homogène de révo-
lution, admettant pour méridienne la courbe d'équation 
polaire 

p = a f cos 0, 

par rapport à l'axe de révolution pris pour azre polaire, 
sur un point matériel situé au pôle. 

Même question pour la sphère définie par l'équation 

p = b cosô. 

3° Le point matériel étant le même dans les deux cas, 
déterminer le rapport des densités des deux corps, de 
manière que les masses et les forces attractives des deux 
corps soient respectivement égales; calculer alors le 
rapport des volumes. (Novembre 191 r.) 

Lyon. 

Une plaque circulaire infiniment mince, homogène, 
pesante, est suspendue par son centre de gravité G à 
l'extrémité B d'un filjde longueur l, flexible, inextensible 
et sans masse, dont l'autre extrémité A est fixe. Chaque 
molécule M de cette plaque est en outre attirée propor-
tionnellement à sa masse et à sa distance OM vers un 
point fixe quelconque O. Étudier le mouvement du système. 
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Pour le centre de gravité, après avoir établi complète-

ment les équations différentielles dans V hypothèse la plus 
générale, on pourra ne poursuivre l'étude du mouvement 
que dans l'hypothèse où le centre attractif O est sur la 
verticale du point A. Pour le mouvement relatif, on 
cherchera par la méthode la plus simple à en donner une 
idée précise. On verra, en particulier, s'il n'existe pas une 
direction fixe telle que, dans le mouvement le plus général, 
la variation de Vangle de la plaque avec cette direction 
soit particulièrement simple, et Von dira comment on peut 
déterminer cette direction à Vaide des conditions initiales, 
quelles que soient ces conditions. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — La trajectoire d'un mobile est 
plane et a pour équation, en coordonnées rectangulaires, 
x^y — a%. L'accélération est constamment dirigée vers 
l'origine des coordonnées : 

i" Trouver la loi du mouvement, connaissant, pour t = o , 
, . dx les valeurs initiales x0 et x'0 de x et de -; 

2" Quelle doit être la valeur de la constante des aires 
pour que la trajectoire soit superposable à l'hodographe; 

3° Trouver l'équation de la podaire de la trajectoire 
relative à l'origine, et montrer que la trajectoire et sa 
podaire sont des courbes inverses. Calculer la puissance 
d'inversion, et expliquer le résultat; 

4° Trouver le lieu des points du plan de la trajectoire 
tels que le moment du vecteur accélération par rapport à 
ces points soit indépendant du temps. 

(Juin 1911.) 
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L I B R A I R I E G A U T H I E R - V Ï L L A R S , 

írtHü» iMí «tut« rColen Pffrtat» eontfw mtndfti-pafti obt»!«»*« tosta. 

MÉRAY (Ch.), Professeur à 1» Faculté de* Sciences deD^o». — Leçons 
nouvelle» smr laaalyse infinitésimal» H sa» applications §éomé-
trique», ( Ouvrage- honoré souscriptôo» dtt Ministère de l'instruc-
tion publique.) Quatre beau* volumes grand in-» se vendant séparément. 

I** Prinffipçsgénérait*; , i3 fr. 
O* PARTI H: : Etude monographique des principales fonctions d'un* 

seule variable; 1 8 9 5 ^ . . . . . . 14 fr. 
I I I* PARTIR : Questions analytiques classiques; 1897 6 fr. 
IV* Partir : Applications géométrique çfa&iques,; 1898 . . . . . . 7 fjr. 

Estait 4e la, Préfac*. 

.. L'Ouvrée que, nous mkwçow esunssi un* r e c o M U w t i w l a m ^ W 
branche de l'Analyse, mais d'un c a r * r a d i c a l e* sinjpk, faisait râteau? 
aux idées de* Lagraage.et 4'Afrel, utë&sanfc mm de« fmsam nouvelle« les 
moyens d© démonstration indiquée par Cauchy, aHér»issant ieurpujssanoe. 
La méthode de l'Auteur consiste à prendre pour base unique de la théorie 
(tes fonctions dans ses moindres détails la possibilité générale de les repré-
senter par des séries entières (formule de T^ylor),, sauf à asseoir wïdftr 
ment, cette p ^ p ^ t é universelle sur l'analyse successive d#s prinpip/W« 
algorithmes qui dojmeut naissance à, de nouvelles. que sot 
son existence préexistante pour les foneëont» ooanaeg; impliquées dana ces 
calculs comme doanées. Les dérivées sont définies non plus par cfes limites 
de rapports, mais comme coefieients des accroissements des variables 
dans les développements des accroissements des fonctions eu séries en-? 
tières par rapport à ceux-ci; c'est l'intuition dé Lagrançé rcnctaut bai; 
existence évidente, rendant dès lors inutile toute restriction à cet 
Les intégrales indéfinies ne sont plus, des limites de sommes, mire 
d&s limites variables, mais de simples résultats de e&lcul inverse des d&* 
rivées, ce qui dispense de la distinctioa si fastidieuse* faite quelquefois 
entre les fonctions intégrât les et ceftes qui ne le sont pas. L'existence de 
toute nouvelle fonction est déduite de la. Méthode éhs pçefficfentf iwfé* 
terminés, appliquée i la construction de son développement» çQjppl&éq 
par la discussion soigneuse de la convergence de sérifov« 

Les avantages de cette méthode sont nombreux : la rigueur du w i 
aemeat devient absolue, sa simplicité eartrêaie, puisque tout, sans effort, 
découle d'un seul principe suffisant à toutes choses, les relient étroitement 
les »nés aux autres, tes expliquant les unes par tes autres, puisque les 
énoncés et les démonstrations reprennent, pour ne jamais s en écarter, 
les allures des parties les plus claires de l'Algèbre. La théorie des fonctions 
imaginaires délivrée de ses adhérences artificielles avec la Trigonométrie 
se montre maintenant naturelle, renfermant celle des fonctions réelles au 
lieu de lui être pesamment subordonnée ; les considérations pénibles qui 
se rattachent à la discussion de la monogénéité, ce mot lui-même, sont 
définitivement supprimés. Il est bien vrai, comme on l'a déjà opposé à 
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l'Auteur, que les fonctions sans autre propriété que la continuité, la pos* 
session de dérivées considérées comme limites de rapports, etc., sont 
mises ainsi hors la loi ; à cette objection M. Méray se rendra quand on lui 
aura montré une seule fonction de ce genre, non développable par la for-
mule de Taylor, dont la considération ait procuré autre chose que des 
thèmes difficiles aux jeux de l'esprit mathématique. 

Si ces innovations sont considérables, elles ne sont pas improvisées ; 
dès 187a, l'Auteur les a proposées sommairement dans son Nouveau Précis 
d'Analyse infinitésimale et depuis vingt-quatre ans il les développe mi-
nutieusement devant ses élèves. 

Le public peut donc le suivre avec eux sans manquer aux règles de la 
prudenc*. 

Titres des Chapitres. 
I* PART». Préface. Avertissement. Généralités préliminaire* comprenant 

une revue des quantités factices sur lesquelles roulent les spéculations de 
l'Analyse moderne. Fractions. Quantités positives et négatives. Suite du pré-
cédent. Variantes en général. Quantités incommensurables. Suites des deux 
précédents. Quantités imaginaires. Séries en général. Séries entières. Dérivées 
des fonctions olotropes. Genèse habituelle de ces fonctions. Propriétés fonda-
mentales des fonctions qui sont olotropes dans des aires données. Calcul 
inverse des dérivées. Fonctions composées. Principe essentiel de la théorie des 
équations différentielles totales. Fonctions implicites en général. Principe 
essentiel de la théorie des équations différentielles partielles. Etude ultérieure 
des systèmes immédiats d'équations différentielles totales. Addition / . Sur 
une propriété essentielle des polynomes entiers à une seule variable. 

II* PARTIE. Avertissement. Fonctions olotropes d'une seule variable, en 
général. Fonctions méromorphes d'une seule variable, en général. Fonction 
radicale simple. Etude des principales phases critiques d'une fonction impli-
cite d'une seule variable, définie par une équation unique. Logarithme népé-
rien et fonction exponentielle. Fonctions circulaires. Développement des 
fonctions circulaires en séries de fractions simples et en séries factorielles. 
Théorie sommaire des fractions elliptiques. Suite du précédent. Fonctions 
bipériodiques en général. Suites des aeux précédents. Développement des 
fonctions bipériodiques en séries de fractions simples ou de fonctions circu-
laires, et en série factorielles. Suite des trois précédents. Points saillants de 
la théorie des fonctions bipériodiques du second ordre. Suite des quatre 
précédents. Fonctions elliptiques canoniques. Notions sur les fonctions eulé-
riennes. 

III* PART». Avertissement. Intégration indéfinie des différentielles courantes. 
Calcul de certaines intégrales définies par des moyens n'exigeant pas la con-
naissance des intégrales indéfinies. Equations différentielles élémentaires. 
Equations aux dérivées partielles du premier ordre. Questions de maximum 
et de minimum. Intégrales multiples réelles. Additions. 

IV* PART». Avertissement. Préliminaires. Rectifications. Quadratures. 
Cnbatures. Contacts en général. Contacts des surfaces et des lignes avec les 
figures du premier degré. Figures enveloppes. Contacts du premier ordre entre 
la sphère, ou le cercle, et des figures données. Propriétés saillantes des sur-
faces usuelles. Contacts d'ordres supérieurs d'une ligne avec le cercle et la 
sphère. Questions se rattachant aux contacts du second ordre d'une surface 
avec le cercle et la droite. Addition. Principales formules en coordonnées 
pelaires. 

49296 Paris. - Imp. GAUTHIER- VILLARS, 55, quai des Grands-AuguMins. 


