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EXTENSION DES THÉORÈMES DE FRËGIER
AUX COURBES ET AUX SURFACES ALGÉBRIQUES;

PAU M. C. SERVAIS,
Professeur à l'Université de Gand.

1. On joint le sommet M d'un triangle MAB à un
point S du côté AB; les droites menées par les som-
mets A et B, parallèles respectivement aux côtés oppo-
sés, rencontrent MS aux points AM B,. On a

Soient X le point (AA,, BB,), O le milieu de AB,
SF le point d'intersection de MS avec la parallèle menée
par X au côté AB. On a

(A1B1MS') =
o 11

MAj MB! MS MS

Soient A2 le point d'intersection de MS avec la
perpendiculaire élevée au point A sur MA; a, b, n les
semi-droites MA, MB, MS ; on a

MA = MA2 cos(na), MA : %\\\(bn) = MAt : sin(6a),

donc

(b) MA! = MAj
v ; i s s

R, Annales de Mathématiques de Gergonne, t. VI,
p. 229 et 231 ; t. VII, p. 91.

Ann. de Mathémat., 4e série, t. XII. (Avril 1912.) IO



( '46 )
2. On joint le sommet M d'un tétraèdre MABC à un

point S de la face ABC; les plans a, |3, y menés par
les sommets A, B7 C respectivement parallèles aux
faces opposées rencontrent MS aux points A,, B,, C, ;
on a

(c)
MS - MA!

Soient S', B', C' respectivement les points (BC, AS),
((3, MS'), (y, MS'); S" le point d'intersection de MS
avec la parallèle menée par S' à MA: les droites B'B<r

O C , sont aussi parallèles à MA. On a, d'après l'éga-
lité («),

MÏÏ7

MA, MB, MC t

On désigne par y , s deux semi-droites faisant avec
la semi-droite x^ MS un irièdre trirectangle; par a,
/>, c les semi-droites MA, MB, MC ; par a< [3» y^
a2?2y2î a3p3y3 l^s cosinus directeurs de a, b, c rela-
ti\cment au Irièdre xyz. Le plan a a pour équation

-—M\.a, j — MA.3, ^-MA.-;,

par suite,

Le plan mené par A perpendiculairement à MA
coupe MS en A2 ; on a

MA = MA2.a,,
donc

(d)
MA, MA2 sin (abc)'



Un cône du second ordre ayant pour trièdre prin-
cipal xyz a pour équation

Le triedre abc est conjugué à ce cône si l'on a

2 = o,

Aa2a3 -h B(32(33-h CYSÏ3 = o.

De ces égalités on déduit

sin(a?ca) ___ A sin(yca) *\n(xab) _ A sin(zaè)
a2 B |i2 a3 Ci Ys

Les égalités (e) et leurs analogues donnent

( sin(xbc) pi sin(^ca) ^2 _ sin(jca6) ^3 A
,̂ * sin (JK6c^ rJ.\ sin(yca) a2 sin(^'a^) a3 B

i sin (xbc) Yi ^in(a;ca) v-2 sin(iPa^) YI A
a2 s in(^a^j a3 G

Ces relations constituent pour le trièdre principal du
cône la propriété analogue à celle exprimée par la
relation

tang(acc) tang(a'#) = const.

pour le couple rectangulaire xy d'une involution de
rayons. On peut écrire ces relations sous la forme

sin(xbc) sm{axz) _ sin(ccca) s'm(bxz) __ sin(xab) sin(cxz)
sm(ybc) sin(a^) ~" sin(yca) sin(byz) ^m(yab) sin(cyz)>

sin(xbc) sin(axy) _ sin(xca) sin(bxy) _ s\n(xab) sin(cxy)
sm(zbc) sm(azy) ~" sin(zca) sm(bzy) sin(zab) sin(czy)
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Elle sont alors applicables à deux trièdres conjugués

quelconques.

3. Deux cordes p, q issues dun point M d'une
courbe algébrique d'ordre n et conjuguées dans
une involution rencontrent la courbe aux points Pl?

P,, . . . , P * _ , ; Q , , Q 2 , . . . , Q*_i. Les droites VKÇ±K,

P2Q2, •••> Pft_i Q«_i déterminent sur la conjuguée
n de la tangente en M, dans Vinvolution considérée,
les points X4, X2 , . . . , X„_ t . Le conjugué harmo-
nique de M relativement au système de points X est
un point S indépendant du couple prf choisi dans
l'involution.

Soient A, B les conjugués harmoniques de M rela-
tivement aux systèmes de points P, Q. La droite AB
est la droite polaire du pointM par rapport au système
de droites P«Qi, P2Q2J •••> Pn_iQ«-<? et le point
S =:(/*, AJB) est le conjugué harmonique de M relative-
ment au système de points X4, X2 , • . . , X„_<. Les
points A, Bappartiennentàla conique polaire du pointM
relativement à la courbe algébrique considérée et le
point S est le pôle de l'involution déterminée sur cette
conique par les couples pq. Le point S est donc indé-
pendant du couple choisi pq.

4. Les parallèles menées par les points P<, P2 , . . . ,
P«_i, Qi, Qi>̂  - ", Q/i-i respectivement aux droites q
et p déterminent sur la droite n les points PJ, P^, . . . ,
P ^ i , Q ; , Q i i - - . , Q ' « - i 5 on a

0) MS

car si les parallèles menées par les points A, B respec-
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tivement à q et p coupent la droite n en A' et B', on a

Mais, d'après l'égalité (a), on a

[ _ _ i i

MS ~~ MA7"4" Ml 7 '
donc

MS

Ainsi symétrique de M par rapport au point S est le
conjugué harmonique de M relativement au système de
p o i n t s P ' ( ) P ; , . . . , ? ; _ , ; Q ' , , Q ; , . . . ,<&_, . *

5. Au point IV1 d'une courbe algébrique on mène
deux cordes p, q conjuguées dans une involution
dont le couple rectangulaire est formé par la tan-
gente et la normale n au point M. Si R est le rayon
de courbure de la courbe aupointM; N n N2, ..., N,,^,
les segments comptés à partir de M et déterminés
sur la normale n par la courbe considérée; S la con-
juguée harmonique de M par rapport aux points X 4 >

X o , . . . , Xfl__i ( 3 ) ; on a

tang(nq)
MS

On désigne par P'| le point de rencontre de la nor-
male n avec la perpendiculaire élevée au point P* surp»
L'égalité (b) permet de remplacer la relation (i) par la
suivante :

s'm(np)
cos(nq)



Dans l'involution considérée au point M le produit
tang (np). tang (nq) est constant, et si dans la précé-
dente égalité on substitue au couplepq la tangente et
la normale au point M, l'un des points P'J, P'̂ , . . . , Vn_s

est l'extrémité du diamètre du cercle osculateur en M
et les autres sont à l'infini. Quant aux points Q'J,
Qg, . . . , Q//-U ce sont les points de rencontre de la
normale avec la courbe. On a d'ailleurs dans cette
hypothèse

donc

i î i n — [ _ tang(np) tang(nq)

6. Si N' est le segment déterminé par la conique
polaire du point M sur la normale /z, IV le rayon de
courbure de cette conique en M, on a, d'après la for-
mule (2),

J i__ tang(/i/?)tang(/igr)
N' MS ~~ 2R'

Mais
n •— i l 1 1

donc

Si Kh représente le rayon de courbure au point M
d'une courbe polaire d'ordre n — h de ce point, on a de
même

R'=(/i —A —i)IU;
par suite,

h
Rh n — 1 R

Ainsi : En un point d'une courbe algébrique, les



courbures des polaires successives de ce point for-
ment une progression arithmétique (*).

7. Si l'involution considérée (pq) est orthogonale
on a

n — i i i i i

~ M S ~ ^ T ï ï ~ * ~ N ; " 1 " N ; " 4 " ' - - " 4 " V T (2)*

On conclut de là : 5^' /a conique polaire de M es£ ^/i^
hyperbole équilatère, on a

car le point S est alors à l'infini. Dans cette hypothèse
on a aussi

i

8. Les arêtes a, b, c d'un trièdre ayant son som-
met en un point M d\ine surface algébrique
cUordre n, et conjugué à un cane donné, rencontrent
cette surface aux points P n P2 , . . . . Vn_{ ; Q<,
Q27 ••- , Q/i-i ; R«, R 2 ; • - . , R,i-\- Lesplans P , Q< R , ,

P2 Q 2 R25 •••, P«-i Q//-i R/i-i déterminent sur le

rayon polaire x du plan tangent en M, relativement
au cône considéré, les points XM X2, . . ., Xn_,. Le
conjugué harmonique de M relativement au système
de points X est un point S indépendant du trièdre
conjugué choisi.

(1) MOUTARD, NOUV. Ann. de Math., 18G0, p. 195. — C. SERVAIS,

Bull. Acad. Belgique, 1891, p. 364-
(2) PONCELET, Traité des propriétés projectives des figures, l. II,

1886, n° 362. Cette formule, établie par Poncelet à Taide d'autres
considérations, met en évidence la propriété (3) pour une involu-
tion orthogonale et par projection pour une involution quel-
conque.



Soient A, B, C les conjugués harmoniques de M
relativement aux systèmes de points P, Q, R. Le
plan ABC est le plan polaire de M par rapport au sys-
tème de plans P, Q,R<, P2Q2R2, . . . , P„_, Q„_, R„_<
et le point S = (.r, ABC) est le conjugué harmonique
de M relativement au système de points XM X2, . . .r

X,,_j. Les points A, B, C appartiennent à la quadrique
polaire du point M relativement à la surface algébrique
considérée; donc, d'après le théorème de Frégier, le
point S est indépendant du trièdre conjugué pqr
choisi.

9 . Les plans menés par les points P o P 2 , . . n P „ _ , ,
Q u Qi>, . . . , Q « _ i » ^ < , R 2 , ••-, R / 2 - n p a r a l l è l e s r e s -
pectivement aux plans bc, ca, ab déterminent siCr
la droite x les systèmes de points P'p P'2, . . . , P;i_1?

(3)

Car si les plans menés par A, B, G parallèles respec-
tivement à bc, ca, ab déterminent sur la droite x les
points A', B', G7, on a

MA' " ^ J M P / MB' ~"^JMQ,7 MG'

Mais d'après l'égalité (c).
î î î î

7>M S MA' MB' MG

donc

MS ~Zd M P 7 ~*~2d MQY ^Zà MRV

Ainsi : Si MM'= 3 MS, le point M' est le conjugué
harmonique de M relativement au système de



points P',, P;, ..., P;,_,, Q'„ Q;, ..., Q;.„R-,, R;, ...,
K •

10. Si a, 6, c est un trièdre conjugué à un cône
dont le trièdre principal est formé par la normale x
et deux tangentes rectangulaires y et z au point M
de la surface) R, R/ les rayons de courbure des sec-
tions normales xy, xz au point M; N o N2, . . . , Nw_4

les segments comptés à partir de M et déterminés
sur la normale x par la surface ; S le conjugué har-
monique de M par rapport aux points X4, X2, .. .,
X„_< (8), on a

cos(xa) n — i _ cos(xa)

( i^—•sm(xbc) MS s

cos(ya) i cos(^a) i
AR sin(zbc) 2R'

On désigne par P'̂  le point de rencontre de la nor-
male x avec le plan mené par P4 normalement à la
droite a. L'égalité (d) permet de remplacer la rela-
tion (3) par la suivante :

s\n{abc) sin(a?6c) ^ 1 sin(^rca)

sin (xab)

D'après les égalités (e) cette relation peut s'écrire

s'm(abc)

Si dans cette égalité on substitue au trièdre abc le
trièdre ccyz, l'un des points Q'̂  et l'un des points R'̂
sont les extrémités des diamètres des cercles de cour-



bure des sections xy, xz et les autres points Q", R"
sont à l'infini. Quant aux points P'J, P'ó, . , . ce sont les
points de rencontre de la normale avec la surface. On
a d'ailleurs, dans cette hypothèse,

sin(abc) = sin(xbc) = sin(yca) = sin(^a^),

par suite,

n — i i i i Ai A I

" l i s " = ÎNT"*" W2 "+~---~H N ^ I 7 + B " 7 K "^ ÏÏ I H 7 *

A A

En remplaçant -r-> r̂ par leurs valeurs (égalités ƒ),
on a

s'm(xùc) M S sin(^-^c)

H. Si le trièdre a, b, c est trirectangle on a

A = B = G,
et Ton a

égalité qu'on peut déduire immédiatement de

= _ J _ _J V_J_
M8 ^-J MPi j i MQ't JLL MR; *

Le cône de sommet M étant isotrope, deux tangentes
rectangulaires quelconques et la normale en M à la sur-
face algébrique forment un trièdre conjugué à ce cône.
De là l'égalité connue

_ + _ = c o n s l .

En particulier, si R1? R2 sont les rayons de courbure
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principaux, on a

n — ï ï ï
4 ^ ^l is"

COROLLAIRES.— Si au pointai la courbure moyenne
est nulle, on a

ï

MS N t N, N,!-!

Si la quadrique polaire de M est un hyperbo-
loïde équilatère, on a

ï i i i r
_____ [_ _____ _ j _ ——— —f— — f — . . . —}— ^^ o .

2 Ri 2 H 2 N , N 2 JN«—!

12. Si les points S n S2 sont les points S (3)
tifs au point M pour deux sections normales de la
surface en M et perpendiculaires entre elles, on a

i i
Tic—*~ Tnr — const.MSt MS2

Car, soient R et R; les rayons de courbure au point M
de ces sections, on a (7, 11)

donc

n — i

n — i

71 [

MS2

71 — I

M S '

71 — I
1 MS,

i

2R +

I

2R' '

2R ' 2R'

n — i
"*" Mb '

J

N,

N,

I

IN

i

Ni

i

i

i

i

N, '

i

i

i

i

" " ' N,,_i
= const.

COROLLAIRES. — Le point S relatif au point M
pour la section normale à une tangente inflexion-
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ne Ile de la surface en M est identique au point S
relatif au point M pour la surface.

Car si R' = oo, on a

i i
Iïs7 = N7 * N7

et, par suite,

« /a courbure moyenne est nulle au point M, on a

I '2

MS; = MS'


