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{D4d]

MAXIMUM DU MODULE DES FONCTIONS ENTIERES
DE GENRE UN ET DEUX;

Par M. G. VALIRON.

Je me propose de donner ici une limite supérieure
précise du maximum du module d’une fonction entiére
d’ordre non entier et de genre un ou deuz. Pour les
fonctions de genre un, le résultat que j'indique est une
généralisation de la formule donnée par M. Lindelsf
dans son Mémoire sur les fonctions entiéres (p. 63),
mais la méthode est différente. Je ferai usage des
résultats obtenus par M. Denjoy dans le premier
Chapitre de sa These.

1. Notations et résultats acquis. — On peut évi-
demment se borner & considérer un produit canonique.
Nous désignerons suivantVusage par @y, @a,. .., Qny ...
les zéros; par r, le module de a,; par p le genre et p
I’exposant de convergence; enfin, nous posons

x xP
Tt e
E(z,p)=(1—a)e 7 T,

de sorte que le produit s’écrit

F(z) =i=iE (;z;’ p).

n=1

Soit p[1+ B (z)] un exposant net de la suite des
Ann. de Mathémat., f* série, t. XII. (Mai 1912.) 13
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zéros ('); on a, pour n > n,
n< r;’:h+3v-..)]7

I'égalité ayant lieu pour une infinité de valeurs de n;
1+a(y)

par suite, si y f désigne la fonction inverse de
2pU+B@Ion a pour > n

1+ 0(n)
razn P
la fonction a(x) satisfait aux deux conditions
suivantes:

(A) lima(z)=o, lima'(2)z logzr = o.
X =0 X =

Nous poserons
1+&(n)

(1) Ro=n ¢ ;

on aura donc
rpn2R, (n> ny).

Soit alors M (u«) le maximum de |E (z,p)| pour
x| =u; M (u) estune fonction croissante de v, on a

donc
M () <\1< ")
"n) ) R, ’
et, par suite, en désignant par M (r) le maximum du
module de F (z) pour|z]=1r,

n=w

(2) I\I(r)<l_[l\1 <T{’—,,'>

n=1

Le calcul de M (u) a été fait par M. Denjoy (Theése,
p- 7).

(') Pour cette détinition. voir mon article Expression asympto-
tigue de certaines fonctions entiéres (Nouvelles Annales).
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Pour u $1+4 [i),

13 .
( Iog[M(u)]:[ uPs;?lﬁ)edu,
(3) ¢ wo
' __sin(p+1)0 T
u——————sinp6 ’ 0<0<p+l’
Pour u>14 1,
14 ,
() M(u)=(e—nye * T

. - o,
le maximum correspond, pour uZ1+ > Azr=u, et

1, ;
pour w21+ » Az = ue'd.

2. Calcul de certaines sommes. — Soit a un
nombre réel supérieur & un, définissons »' par les
ipégalités

,
(5) R, £ _(; < Rursrs

nous désignerons par n, un nombre tel que, pour

Z > n,, 2(x) el o/ (x)xlogx soient trés petits (infé-

rieurs en valeurabsolue a un nombre positif ) et nous
,’

ny P .
supposerons r assez grand pour que <n—,) soit
arbitrairement petit (< 7).

Ceci posé, considérons la somme

n'

R} .
Eﬁ (¢g2—p);

en posant

r 1+a(n+0)
a:(n’—&—ﬂ) 4 (0 < <),
on a

n'

n+0 q
zaz=e,ﬂz,+f ST dr (0< 8 <)
o

no
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Mais nous avons

q
i[ p z‘x‘“+a(1”5]
drlp—+q

q
=xn+a(rll—§[l+ ga(z) — _Lx]ogxa'(x)]
p+q p+g

q
+a(x))
=(1+¢p) Po(Y),

q q P [ ’l+a(1’)lz]nl+e L
2R,,=0,Rn.+—p——q rx Pin, T-m3g)s

et, d’aprés la condition imposée a r/,

w
[/ r I‘ (I " .
2 R? = 0,RY + p-f—qn (;) (1455
o

enfin, en utilisant I'inégalité (5),
»

RY ,
(6) Zr_q="p—iqzl3('+aq) (gz—p) (*).

o

De la méme fagon, on pourra effectuer lecalcul dela
somme

@

r1

=  (gzp+1);

RII

n'+1
on trouvera
w‘ rt , p

7 —_—= 7 atl(i+¢e_4).
) RT =7 g @I+

n' 41

(') Dans tout ce qui suit, ¢ affecté ou non d’indices représente
une quantité tendant vers zéro avec m, et d'une facon uniforme,

par exemple e;> \/'ﬂ; 7 tend d’ailleurs vers zéro avec ,l
r\9 r
(*) Pour ¢ >0 ona,en. effet, R} < (;) ; pour ¢ <o, R, = =
\

Rn' 41

n'

. 3
(1 +¢,), ¢, tend vers zéro avec-n—,, car tend vers un.
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Enfin, si nous considérons la somme

i logR,,

nous pourrons I'écrire

EIOoRu_ 6, logR,, +f x+a(.r,) ———logz dr,

et comme
d [1+a(x) _1+a(z)
T [————————x(logx — 1)] = —p—-—logz+ e(x)

(ﬂ0< x < n')a

nous aurons
R r PR ¢

(8) 2 log R = 0y log R+ ' log 7 — n'(1+¢)
o

= n'logr—n’(l—o—e)[%—i—loga].

3. Fonctions entiéres de genre un. — Pourp =1,
I'inégalité (3) devient

1og[M(u)]=fo"udu (uél-i—%);
donc pour u<2, on a
(3") logM(u) = %:,
et pour u 2 2,
4" My = (u—r1)e".

L’inégalité (2) devient alors

n=oaw®w

o we () =[G =) €]+

n=1

-
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olt le nombre n' est défini par la double inégalité

,
R, S 5 < Ramer

Nous allons donc appliquer les calculs du paragraphe
précédent, en prenant a = 2.
Nous avons

n

n

r . pn—n, R I

—_— Rpee — A AT
[[<R’l l)e RnoRn¢,+l---Rn'[[(l r >€

n, o

pn'-ng 2’ [-——+Iov (1__:‘)]

R, Kot Ry
Nous obtenons alors

logA = (n'— ny)logr —2 logR,.

o

et, en utilisant égalité (8) on a = 2,
logA = n'(1+¢) [—; + log'z] — nologr.

De méme, d’aprés 'égalité (6),
l, ® n=n'

B=ERL i3

q=1 n:no

1
._n(l—l—r-:)I:P_1 _Zq(p-i-q) z’l]

et enfin, d’aprés 'égalité (7),

e

h»l

= n’(1+s);_‘—P;
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I’addition de ces divers résultats nous donne

L
—f o1 P
-l—logz—zm 57 —nologr,
qg=1

ou K dépend de n, et r, K<< nohr; par suite, en pre-
’

fogM(7)SK+ n'(1+¢) [5.39_ L2

nl
nant r assez grand, comme —

et croissent indé-
nor logr

finiment, on a

{9) logM(r)én'(l%—s)Ijz:—‘O-i— 28 1

g=w

vo N __ P T,

+ loga 2(]((]+9)2‘1:|
q=1

L’égalité a lieu lorsque les arguments des zéros sont
convenablement choisis. Le crochet qui figure au
second membre peut s’écrire sous une forme plus
simple: on a

P _r_
9(¢+¢) ¢ q—+¢
d’ou
1/:00 l]_ﬂ) 1/’&
pt 9(9 27 ]2,927 2(q+s>)27
q—’w

1
_2(q+p)2q’
g=1

le crochet considéré devient ainsi

g=»

20
2~—p+p-—l Z(q+p)2‘l
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ce qui peut encore s’écrire, en groupant les deux pre-
miers termes et en faisant entrer le troisiéme et le
quatriéme dans le Z,

q:w
4 | _ 4 ) 1 .
2—9+q§§(9+q—l>294 - 2——p+l(§0(9+9—l>n'l’

en posant

l/=@
=4 !
== +22(9+q -2’
q=0
nous avons
(10) logM(r)<n'(1+¢)H,;

n' est défini par les inégalités

r
Rn’§ ‘2‘ < Rn’-u

ou
1+a(n+-0)

———

(n'+8) F =

SER]

On tire de 1a
e[r+8(3
n'+6=<§) [ 2)]’

B () étant Jafonctlion considérée au paragraphei; or,
d’aprés les propriétés (A) qui sont vérifiées par 3 (z),
on a

s(5)=pm—iren  (;<v<)

ou

B<;> =B - loegr’

rela+8ir)
—

et par suite

n'= (1+z¢)
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L’inégalité (10) prend ainsi la forme

(1) log M(r)§(l+s)§'§r9“+ﬂ(’”,

ou g1+ B (z)] est un exposant net de la fonction.
Le nombre H, est défini par une série convergeant 2
la fagon d’une progression géométrique, sil'on désigne

par
F(a, B, v, v),

la série hypergéométrique

a.B
I+ —C ...
1.y
a(a+1)...(ast=p—1) B(B1).. . (B+p—1)
-
1.2...p Y(y+1)...(v+p—1)

P+ ..,

on peut écrire

= (T =

D e e P e P g
(p+g —127 p—1mdp+g—127

¢=0 q=0

1

1 1
E:—IF<1, p—r1, p,;>,

de sorte que nous avons
4 2 I
+ F(r,o—r1,p, - )¢
2—p  p—1 2
On peut aussi retrouver laforme donnée au nombreH:

par M. Lindelsf. Considérons d’une fagon générale le
nombre

==

li_—,.? ! = ! F(I,p-’—p,p,é)

’/-_-'O(P"‘Q'—P)C“ PP
(p>p, c22).

H, =

Si nous considérons la série

g=wm

zp—P+9

£ = A= e’
qg=0



( 202)
ona

E=g(1) et g(o)=o;

d’autre part,

==

—p- 1+q
e

q=0 T—

1
et
E= [ RS
g z

| — —

c

IR

donc

1
En posant x =1— - bous aurons

1 1
+ o — dz
E —_——f C (s —)p-ptzprrr| 14 21 >
. c—1 5

c

=— f Z-p+r—1 (3 —1)p-P-1dsz
1

c—1I

> I
> F <l, I, p—P—i—l,-I—:—c'>’

et comme

1

-—-[ 3 PP Yz— )P r-lds= [ (1—-u)P-I’-’du=—l—,
1 () p—=r

%

on aura

ou encore I’égalité

Fie—p. p,£>= = F(L ho—p 1.

=)
c—1 t—cC
En particulier, pour p — 1, ¢ =2, nous obtenons
F(l, p—1,p, %) =2F(1, 1,0, —1),

en portant dans Uexpression de H,, on a

-4 4 —):
1'12—2_9—!—9_-1}7([,[,9, 1):
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c'est I'expression trouvée par M. Lindelof. La série
F (1,1, p, — 1) converge d’ailleurs trés lentement.

4. Fonctions de genre deux.— Dans ce cas, p =2,
les expressions du maximum M (u«) deviennent: pour

3
u§-,
2

u .
(3") logM(u):z[ utcosb du (u_sm?)() 0<6<3E>;
<o

=5 v )
sin29

3

>
ouru Z —
P =3

u?

i+ —
i) M(u)=(u—1)e %.
De I'égalité u = sin30 ous tirons
sin 0

4 cos20 —1
U= ———
2 cosf

d’oti, comme 0 << 6 << é—',

w+yyur+4
4 b

cos ) =

. 3
et par consequent nous avons, pour u§ >’

[

u?
u u3+2u2<l+ —
4

(12) logM(u)= 2f
0

u* ud us
a
]

du
4

-+ = ..
40
1.3...(29—3) u2g+3 +
1.2...9 (2g-+3)23% 7"

—+(—1)7+!
Nous aurons ici
© n' @
< ’_> = (.L) M(L)
M(;):”M<Rn () I (x):
1 1

n +1
en posant

Ry s ’231' < Rar41-
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Le calcul de M(—r— est analogue a celui fait
I (s)

précédemment, il suffira d'utiliser les résultats du

3
paragraphe 2, en prenant @ = 3 Nous aurons

n

n S
n’'—n ot

r 0 no

r R
(%) = s o

o

el nous obtiendrons

n
r
13) M (—-—> = e’l'(l+E)L~nologr’
( I I R
o

ou L est défini comme il suit:
L=-l--&—logé+i g +2 e e 3
P 2 2 p—I1 8p—2 3\¢
v g(p+9)\3

ici encore, nous pouvens transformer cette expression

——___l_ 1
gle+9) 9 gqg+p
d’ou
3.3 1 9 9 1
1 L= - - — Y =
() +2+2P-——l+3+4p—2

I _ ¥ ,
+12 (g+9) (%)' 29@)(1

ce qui peut s’écrire
21 & 1
L=2_loga+2

8 q

g=0(g +p—2) <%>

=21 - -~ 2)
=3 l,g2+4(9_2)F<l,p 2, p,3>

b r . v-
Il reste a calculer[[ M (R’;) ; le logarithme de cette

n'+1
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expression est

n=-—+ o
r+ r3 rs
2 S8R} 3R3 4oR3
n=n"+1

+ (—1)7+1 L

.
b

3...(2q—3) rq+3 "
[.2...q9 (29 +3)237R27+3

si, dans la parenthése, on remplace chaque terme par

o« pgs L1
sa valeur absolﬂe, on a une somme inférieure a 3
n

comme on le constate aisément, et comme la série

N ] . .
zﬁ—gconverge, on peut intervertir 'ordre des somma~
n

tions, et écrire 'expression précédente :

1O 7 L1 O
S 4 R; T3 4uB;
n'+1 n'+1 »
1.3...(2qg —3) 1 r2q+3
— 1)+t
(=0 1.2...9 (29 + 3)2%¢ R,%’1+3+
n'+1
Par suite, en utilisant ’égalité (), nous aurons
,
log M(—
eI (x;)
n'+1 8 3\ 3
R ip T (3
_”(‘+')[128(4—9)+3 3-9(2) -
+(__|)([H|.3...(2q—3)
1.2...9
2 32g-+3 !
< - .
(2¢ +3)(29 +3 —p) 281+3 J

Nous allons tranformer le nombre entre crochets de la
formule précédente en posant

0 _ + 29 —1 .
(2¢+3)(29+3—p) 4—p 29+3 (p—hi)(2g+3—p)

égalité qui s'obtient en décomposant la fraction ration-
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nelle en ¢

?
(2g—1)(29 +3)(2g+3 —p)
en fractians simples; nous obtenons alors

(15) Ioglle <'RL,,>

n'+1

o 81p 27 1
—n(l+s)[128(4_9)+8 4_9}’
27 1
— 2 R
e Fr=ma=n v

ol nous avons

1.2...q9 27 6
1 /3N\% 1 [2\3
e=5(3) 5 (5)+
+(__l)q+ll.3...(2q—3)
1.2...9

2
3

1 1 3 2q+3 x‘l\'l
X‘ ,—3<(—'> +...=[ x"'<l+—/—) dZ‘,
29 + 3 2 2 Jo 4

1 1+| (l __‘
; > >... :—i—q l)

1.2...q9

R=1+...4+(—1)7

1 9
/‘ (l—t-)(x—i—t’)*dt

285
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en portant ces valeurs dans I'égalité (15), on obtient,
aprés quelques réductions,

(16) log]:[M (-R’—"-)

n'+1

—-n(l—i—e)[logz——-—g-—i—? ,.io
e N
8 (1—0)(3—p)
1 3—p 5—p _9\]_ .
><F(— rentiarant) l6)]_n(1—§—s)5.

La comparaison des égalités (13) et (16) nous donne
alors, & la condition de prendre n’ assez grand, pour que

nologr soit négligeable, ainsi que HM <“n>

< T) = eri+eH,
M(r<] IM(H"> e
1

ot le nombre Hj est égal a L+ S; donc
-y Hy=L4+S=2_' _ 9
(17) 3 -+ 4 4_9‘*"4(?__2)

n 27 I
><I<<x,o—),9»5>+ 8 (4—p0)(3—p)

XF(é, -3——_—9; 5—9, '—i>;

2 2 16

le calcul de ce nombre H; revient au calcul de deux
séries qui convergent a la fagcon de progressions géomé-
triques.

Enfin, on voit, comme au paragraphe précédent, que

, ri+pnle

=) e
n I € (.2-)?

[1+ B(z)]p étant un exposant net; par suite, nous

b
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obtenons l'inégalité
(1+€) (;)Pn, PR

’

(18) M(r)se

ou Hy est le nombre défini par 1'égalité (17). L'égalité
a lieu sur une infinité de cercles (avec €20), si les
arguments des zéros sont convenablement choisis et si
rn=R,.

5. Généralisation de quelques résultatsde M. Lin-
delif. — M. Denjoy a égalemenl montré que le
maximum M(u) de E (z, p), pour | 2| = «, -atsfait a
1'inégalité

M(u) <er= (pSt=p—+1);
le nombre A est inférieur ou égal & un, pour p22 (');
pour p=1o0na AZ¢, ¢ désignant la racine de I'équa-
tion & +log (z — 1) =0 (¢v=1,27,...,).

On peut, en appliquant ce résultat, préciser les
résultats bien connus de M. Lindelif; je les générali-
seral en méme temps en introduisant I’exposant net.
En désignant toujours par n, un nombre tel que, pour
n > n,,

l2(z) | <my  |zlogza'(z)|<n;
posons

@ no n' ©
r 'r r 7
mey =TT () =11 () T ) HTv ()
1 1 ny+1 n'+1
~' étant défini ici par les inégalités

Ry S r < Ry,

: L hngrP .
HM<R,,)<"" ;
1

{*) Thése, page 2}.

Nous aurons
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puis
n ArP ‘\: _‘_.
Mv(E)<e ™
Rll ’

n o+

ArPt? > !

ny+1

En utilisant encore ici les inégalités

pn
<f = (1 ¢
,.m n —n+am1 e—p R’( .
on'
+¢");
;RPH <f ——u+aun P‘*‘I—PRPH(, )

n ]’I’
nous aurons, en prenant n' assez grand pour que—o—

soit Lrés petit,
PA
M(r)< e'P+Hi—pig—p,

n'(1+4¢)

En introduisant I'exposant net, on a
n' = relt+3u1—_§ (o < Hh <)

donc, nous obtenons, pour les fonctions de genre
supérieur ou égal a deux, 'inégalité

__PUFE) enpn
(19) Mir)<er+i=ere=r

’

et pour les fonctions de genre un
Le)

1,270 (1+€)

R TR eitR)
(20) M(r)<eP=i=pip=r

L’inégalité (1g) peut étre utilisée pour les fonctions
de genre supérieur & deur, pour lesquelles le calcul
d’une limite supérieure précise parait beaucoup plus

Ann. de Mathémat., ¢ série, t. XIL. (Mai 1g12.) 14
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compliqué que pour les fonctions considérées précé-
demment. Il résulte d’ailleurs des calculs du para-
graphe 2 que la limite supérieure exacte du logarithme
de M (7), est, quel que soit le genre, de la forme
Krett+801 ou g [1+f ()] est un exposant net, et K
une fonction de p seulement, et non de ().
Enfin, le théoréme de M. Jensen donne

I\l rn r n
> > ()"

quel que soit le nombre entier n. En désignant par n”

, . , . r
le nombre des zéros intérieurs au cercle de ravon 7, on
v (3

aura
M(r)> hn";

la considération des cas ot I'on aurait

1+ (n)
P

ry=n v

)
1

quel que soit n, conduita prendre 4 = e?; or, pour une

infinité de valeurs de n, on a

1+a(n)

ra=n ¢

si donc nous prenons 7 de facon que

[*(z)]
/o ep/d (1) ppli+put

= — = ———mm—-—)

1 e

€

"

nous aurons, pour une infinité de valeurs de z,

TTE L eli+din)

(21) M(r)y>ec“f .

L'inégalité (21) est d’ailleurs la plus précise qu’on
puisse obtenir. 1l suffit, en effet, de reproduire en le



(211)
modifiant un peu le raisonnement employé par M. Lin-
delof & la page 64 de son Mémoire, pour voir qu'il
existe des fonctions d’exposant net g [1 + 3 ()], et pour
lesquelles on a, & partir d’une certaine valeur de r,

THE ol1+8m)

M(ry<ef®

En résumé, on voit qu’étant donnée une fonction
d’exposant net g1+ {8 ()], la limite supéricure
pour rinfini de Uexpression

M(r)
rpU+B0)
est supérieure ou egale au nombre e— et inférieure

ou Pnale a un nombre K. Ce nombre K est égal a

(") lorsque le genre est séro; a
smr'

l/-‘:a:
o] P ety
2002 —p (o+(]———|))’l
¢=0
2- 1— A\
i pF<|,9—"P’1)’
2—p  p—I 2

lorsque le genre est égal @ un; a

2
<3>3*P N (3>2_9F<l,p—z, p.§>
-+ [ S

2 h—0 \ 2 p——2
:';—p 9
R ilaber ek 2
2/ 4~9M3—m

lorsque le genre est deux; enfin K est inférieur a

o]

y

(p+1—p)(e—p)

lorsque le genre p est supérieur & deux.

(1) Voir larticle déja cité des Nouvelles Annales.
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Dans le cas ou, quel que soit n < n,, on a

1+a(n)
'n=n P ’

le dernier calcul du paragraphe 2, appliqué a I'iné-
galité de Jensen donne

1—% aiein)

M(r)> e ? :

celte inégalité est la plus précise qu’on puisse obtenir,
tant qu'on ne faitaucune hypothése sur les arguments
des zéros ().

On peut également introduire le nombre des zéros
compris dans le cercle de rayon r: soit n ce nombre ;
pour une infinité de valeurs da nombre n” défini plus
haut, on a

, rplt+B0r
n' = —?——(x “+¢),

et comme n S re 148 nous aurons
e, B
n'> = (1+¢), rei+Brl < en(1+¢);

et, par suile,
I
(22) \l—e)c—en<logM(r)<(l+s)Ken,
)
inégalité valable pour une infinité de valeurs de n.
Cette double inégalité pourra servir dans I'énoncé des

réciproques; tous les résultats de M. Lindelof relatifs
au cas ou

rel+3l = Arp(logr)*(logyr)*. .. (logg r)*,

s’étendent immédiatement au cas général.

(') On le voit en appliquant la méthode employée par M. Lin-
delof (p. 68).



