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[D4d]

MAXIMUM D l MODULE DES FONCTIONS ENTIÈKES
DE GENRE l \ ET DEIX;

PAR M. G. VALIRON.

Je me propose de donner ici une limite supérieure
précise du maximum du module d'une fonction entière
tordre non entier et de genre un ou deux. Pour les
fonctions de genre un, le résultat que j'indique est une
généralisation de la formule donnée par M. Lindelof
dans son Mémoire sur les f onctions entières (p. 63),
mais la méthode est différente. Je ferai usage des
résultats obtenus par M. Denjoj dans le premier
Chapitre de sa Thèse.

1. Notations et résultats acquis, — On peut évi-
demment se borner à considérer un produit canonique.
Nous désignerons suivant l'usage par a,, a2? • • •> «m • • •
les zéros; par rn le module de an ; par/? le genre et p
l'exposant de convergence; enfin, nous posons

i! -lu

de sorte que le produit s'écrit

Soit p [i -+- P (#)] "n exposant net de la suite des
Ann. de Mathémat., 4e série, t. XII. (Mai 1912.) i3



( '94 )
zéros (*); on a, pour n > /i0,

l'égalité ayant lieu pour une infinité de valeurs de n ;
i-f-a(ji

par suite, si ƒ P désigne la fonction inverse de
#ph+P(.r)J? on a pour n ^> n0

l - f - a ( n )

la fonction a (x) satisfait aux deux conditions

suivantes :

(A) Iima(a7) = o, lim <x'(x)x logar = o.
.1- = oo jr = »

Nous poserons

(0 Rn=n P ;

on aura donc
>'n=R« (n>n0) .

Soit alors M(«) le maximum de |E(#,/?) | pour

x\ = w; M(«) est une fonction croissante de w, on a

donc

"G0 <"(£)•
et, par suite, en désignant par M(r ) le maximum du
module de F (5) pour |v| = /•,

(a)

Le calcul de M (u) a été fait par M. Denjoy (Thèse,
p. 17).

(') Pour cette détinition. voir mon article Expression asympto-
tique de certaines fonctions entières {Nouvelles Annales),



Pour M <i H—,
P

( iog[M(.o]=
(3)

s i n ( p - 4 - i ) 0 ^ 7T

* o < 6 <

P o u r w > i H >
P

( 4 ) M ( W ) = ( i t - i ) e " 4 " î " + " " " ' + " ^ ;

le maximum correspond, pourw^iH— à x = w, et

pour w > H à ^ = we'6.

P
2. Calcul de certaines sommes, — Soit a un

nombre réel supérieur à K/I, définissons n! par les
inégalités
(5) fV<£<R / lM. i;

nous désignerons par n0 un nombre tel que, pour
x^ n0, y.(x) el a.'(x)xlogx soient très petits (infé-
rieurs en valeur absolue à un nombre positif TJ) et nous

supposerons /* assez grand pour que ( ~r ) soit
arbitrairement petit (<[YI).

Ceci posé, considérons la somme

en posant
i-t-q(n'-HÖ)

^ = (/I' + Ô) P (o<e<o,

on a
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Mais nous avons

d \ p
L

<tx L p -H q

p
L XX

f goi(x) q . f/ xl
L p + ^ P ^ ^ J

= 3Ji + q(.T)J^r , ç*(x) g_

•d'où

t, d'après la condition imposée à /i',

«nfin, en utilisant l'inégalité (5),

De la même façon, on pourra effectuer le calcul de la
somme

•on trouvera

(') Dans tout ce qui suit, s affecté ou non d'indices représente
«oe quantité tendant vers zéro avec TJ, et d'une façon uniforme,

par exemple e j > y/r̂ ; r\ tend d'ailleurs vers zéro avec - •

(a) Pour q > o on a, en. effet, R j < ( — ) ; pour q < o, RM, = —

<i -+• e ), en, tend vers zéro avec—r, car * *4"' tend vers un.
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Enfin, si nous considérons la somme

n0

nous pourrons l'écrire

et comme

— i—x(logx — i) = L-j

nous aurons

(8) V l g R „ e t l g R ^ ' l g
^•i et

= n'iogr — 7i'(i-+- e) --+- loga I *

3. Fonctions entières de genre un. — Pour/j> = i,
l'inégalité (3) devient

w ) ] = r udu

donc pour w<2, on a

(3') logM(iO~ Y '

et pour a ^ 2,

(4') M(w>=(w —i)e

L'inégalité (2) devient alors
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où le nombre n' est défini par la double inégalité

Nous allons donc appliquer les calculs du paragraphe
précédent, en prenant a = 2.

Nous avons

Nous obtenons alors
n'

logA = (n'— n0) log/-—^ logR„,
" o

et, en utilisant l'égalité (8) où a = 2,

logA = 7i'(i -h e) h loga — n0 log

De même, d'après l'égalité (6),

/ = » ƒ?=«'

r'i

et enfin, d'après l'égalité (7),



( '99 )
l'addition de ces divers résultats nous donne

1 — p p — 1 p

il-,
2*7 I

où K dépend de n0 et r, K < nohr; par suite, en pre-

nant /' assez grand, comme et : croissent indé-
0 ' nor logr

fîniment, on a
(9) logM(/') = /ir(i-+-£)

7 = 1

1

'2-7

J

L'égalité a lieu lorsque les arguments des zéros sont
convenablement choisis. Le crochet qui figure au
second membre peut s'écrire sous une forme plus
simple : on a

P = 1 i_9

9(9-+-?) 9 9 + ?'
d'où

7 / /

y P = yj y i

7=1 7 = 1 7=1

le crochet considéré devient ainsi

_ 2 _ P _ _|_ <2P _̂_ 1
'2 — p p — I p

2p I I
•2 — p p—I p (

7 = 1
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ce qui peut encore s'écrire, en groupant les deux pre-
miers ternies et en faisant entrer le troisième et le
quatrième dans le S,

2 — p

en posant
(f = 00

jLè(p + q - ]
n = 0

nous avons

(10) logM(r)£*'(i4-e)H»;

/i; est défini par Içs inégalités

OU

On tire de là

^ (#) étant la fonction considérée au paragraphe 1 ; orr

d'après les propriétés (A) qui sont vérifiées par ^ (x),
on a

Ê'<8>)

O U

et par suite



L'inégalité (io) prend ainsi la forme

(u; log M(r)<(i-f-e) — rpii+P^i,

où p[i -+- (3 (xj] est un exposant net de la fonction.
Le nombre H2 est défini par une série convergeant à»

la façon d'une progression géométrique, si Ton désigne
par

F ( « , P , Y , * ) ,

la série hypergéométrique

;rJt |

I -+
a.[4

a (a

on peut

A

v-h...

+ ! ) . . . ( «
1.2. .

écrire

— 1)2?

0 P ( P -
Y(Y-

,
P — :

- H I ) . . . ( P
M ) . . . ( T

y p

7 = 0

• H - / ? — I )

— I I
g — 1 2 ?

de sorte que nous avons

On peu t aussi retrouver la forme donnée au nombre H *
par M. Lindelof. Considérons d'une façon générale le
nombre

7 = 0

Si nous considérons la série
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on a
et

d autre

donc

part,

7 -

E

i X9~P- l+i

i ci
0

c

En posant # = i > nous aurons

x F f i , I, p—J

et comme

=z f (i — u)

on aura

ou encore L'égalité

F ( i , p — p , p, ~ ) = F ( î , i, p — p -h\

En particulier, pour/? — i, c = 2, nous obtenons

F h , p —i, p, i j = Î F ( I , i, p, — i),

en portant dans l'expression de H2, on a
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c'est l'expression trouvée par M. Lindelof. La série
F( i , i, p, — i) converge d'ailleurs très lentement.

4. Fonctions de genre deux. — Dans ce cas, p = zy

les expressions du maximum M (M) deviennent: pour

(Y) logM(«) = 2 f"

pour u -L -y

(4")

De 1 e a l t e u

d'où, comme c

sinÔ

> < Q <

4 cos«e — i

i cos 6

V
U + y/u* -h 4

4

et par conséquent nous avons, pour M£

(12) l0gM(M):

Nous aurons
oo

1

en posant

-*ƒ"

ici

[«de

M3+2M2(l+ ^r )

4

3 4°

1.2...0 (

» ' 00

1 n'-t-

3
: 2

;2^r-h3)28(7

[M(ïï7/'
1



n

Le calcul de I I M ( ^~ J est analogue à celui fait
1

précédemment, il suffira d'utiliser les résultats du
paragraphe 2, en prenant a— -• Nous aurons

et nous obtiendrons

n0

où L est défini comme il suit :

i , 3 3 p a o
L = — u log 1 S-— -f. -2 — i —

p '2 2 p — I 8 p — 2

ici encore, nous pouvons transformer celte expression

_ £ _ _ ! L__,

d où
/ , T i . 3 3 3 i o o i

* p — l 8 4 P — 2

' 3 \ '/

ce qui peut s7écr.îre

II reste à calculer I I M ( -=̂ - j ; le logarithme de cette



expression est

i . 3 . . . ( 2 g - 3 )

1 . 2 . . . q i

si, dans la parenthèse, on remplace chaque terme par

sa valeur absolue, on a une somme inférieure à — -^

comme on le constate aisément, et comme la série

y ^ y converge, on peut intervertir Tordre des somma-

lions, et écrire l'expression précédente :

r 3

n'-hl

Par suite, en utilisant l'égalité (7), nous aurons

_
1.2.. .q

P
- p ) ^ 7 + 3 4 - - - - J -

Nous allons tranformer le nombre entre crochets de la
formule précédenle en posant

p __ i i iq — r

égalité qui s'obtient en décomposant la fraction ration-



( 2OÓ )

nelle en q
o

('iq — i ) ( a g r - h 3 ) ( a ^ - 4 - 3 — p ) '

en fraetioös simples ; nous obtenons alors

où nous avons

1.1...q

—p

fc \ 2

5 — 0 V 16

Le calcul numérique de Q se fait immédiatement:
on a

2

; = _ l 0 g 2 + 2 _ _ l _ ;



en portant ces valeurs dans l'égalité ( i5) , on obtient,
après quelques réductions,

8 ( i -

„ / 1 3— p 5 — p c)\~] ,
\ 2 2 2 16/ J

La comparaison des égalités ( i3 )e t (16) nous donne
alors, à la condition de prendre nf assez grand, pour que

soit négligeable, ainsi que I I M ( -^- ) ;

où le nombre H3 est égal àL + S; donc

4 4 - p 4 ( p — a )

le calcul de ce nombre H3 revient au calcul de deux
séries qui convergent à la façon de progressions géomé-
triques.

Enfin, on voit, comme au paragraphe précédent, que

[1-}-j3 (#)] p étant un exposant net; par suite, nous



obtenons l'inégalité

( 1 8 ) M(r)^e ^

où Hs est le nombre défini par l'égalité (17). L'égalité
a lieu sur une infinité de cercles (avec £<o), si les
arguments des zéros sont convenablement choisis et si

o. Généralisation de quelques résultats de M. Lin-
delof. — M. Denjoj a également montré que le
maximum M(u) de E (a?, />), pour | x | = u, satisfait à
l'inégalité

M(u) < eku~ (pé^ép -+- ') ;

le nombre A est inférieur ou égal à un, pour/>>2 (*);
pour p = 1 on a A.^ p, v désignant la racine de l'équa-
tion x -f- log (x — 1) =± o ((> — 1,27, . . . , ) .

On peut, en appliquant ce résultat, préciser les
résultats bien connus de M. Lindelof; je les générali-
serai en même temps en introduisant l'exposant net.
En désignant toujours par n0 un nombre tel que, pour
n > /?o,

| * O ) | <rï) \x\o%x%'(x)\ <Y);

.posons

rto-\-l n'-f-l

fi' étant défini ici par les inégalités

Nous aurons

Thèse, page 3$.



( 2 O9 )
puis

n
n .

En utilisant encore ici les inégalités
ri

dx p n' i

nous aurons, en prenant n! assez grand pour que— -̂
soit très petit,

pA
M ( r ) < e ^ + i - p ) i p - / ' ' " ( 1 + c > .

En introduisant l'exposant net, on a

n'= /•pli-+-?(/->i_8 ( o < 0 < i ) ;

donc, nous obtenons, pour les fonctions de genre
supérieur ou égal à deux, l'inégalité

( 1 9 ; M i > ) < ^ + 1 P"P '>]

et pour les fonctions de genre un

l , 2 7 p ( l + £ ) / % Ç I l + p ( r ) j

L'inégalité (19) peut être utilisée pour les fonctions
de genre supérieur à deux, pour lesquelles le calcul
d'une limite supérieure précise paraît beaucoup plus

Ann. de Mathémat., 4" série, t. XII. (Mai 1912.) M



compliqué que pour les fonctions considérées précé-
demment. Il résulte d'ailleurs des calculs du para-
graphe 2 que la limite supérieure exacte du logarithme
de M(/*), est, quel que soit le genre, de la forme
Krpu+PW', où p[i H-P(a?)] est un exposant net, et K
une fonction de p seulement, et non de [3(#).

Enfin, le théorème de M. Jensen donne

rn
( ) > ;

/ 1 / 2 • • • / n

quel que soit le nombre entier n. En désignant par n"
le nombre des zéros intérieurs au cercle de ravon 7 , on

h
aura

M(r) > h11" ;

la considération des cas où Ton aurait

j

quelque soit AÏ, conduit à prendre h = e? ; or, pour une
infinité de valeurs de n> on a

1 -+- a i n )

si donc nous prenons ;• de façon que

/ /• \

*- x)
e p / J ( j -4- c ) ;

nous aurons, pour une infinité de valeurs de z,

( 2 1 ) M(r)>e*P

L'inégalité (21) est d'ailleurs la plus précise qu'on
puisse obtenir. Il suffit, en effet, de reproduire en le



modifiant un peu le raisonnement employé par M. Lin-
delof à la page 64 de son Mémoire, pour voir qu'il
existe des fonctions d'exposant net p [1 -f- J3 (a?)], et pour
lesquelles on a, à partir d'une certaine valeur de /•,

En résumé, on voit qu'étant donnée une fonction
d'exposant net p[i 4-£*(#)], la limite supérieure
pour r infini de Vexpression

M(r)

est supérieure ou égale au nombre — et inférieure
ou égale à un nombre K. Ce nombre K est égal à
-r̂ — ( ' ) lorsque le genre est zéro: à

[ ,/ = « 1
4 ^ 1

2 — 0 ~ Zu (p + < / - l ) '}/l
V-o J

V-o
al-p / , \

F ( 1, p — 1, p, -
— I V ' 2 /'1 — p p

lorsque le genre est égal à un ; à

3 \ 3-p ••* / ^ \ 2-û * \ *' f 2 ' l°' 5

2/ 4 — p \2/ P-2

/ i 3 — p 5 — i

3\3~P \2 2 2

/ ( 4 _ p ) ( 3 _ p )

lorsque le genre est deux; enjin K est inférieur à

(p + i— p)(p —p)

lorsque le genre p est supérieur à deux.

(*) Voir l'article déjà cité des Nouvelles Annales.



Dans le cas où, quel que soit n < /i0, on a

le dernier calcul du paragraphe 2, appliqué à l'iné-
galité de Jensen donne

cette inégalité est la plus précise qu'on puisse obtenir,
tant qu'on ne fait aucune hypothèse sur les arguments
des zéros (*).

On peut également introduire le nombre des zéros
compris dans le cercle de rayon r : soit n ce nombre ;
pour une infinité de valeurs du nombre n" défini plus
haut, on a

P

et comme n £ r? I|+Pfa*)], nous aurons

C e), r p i i + p ^ ] < en ( i + e) ;

et, par suite,

v i - £ ) — / i

inégalité valable pour une infinité de valeurs de n.
Cette double inégalité pourra servir dans l'énoncé des
réciproques; tous les résultats de M. Lindelof relatifs
au cas où

rpin-^r)J = ArP(logr)*i(log2r)*2.. .

s'étendent immédiatement au cas général.

( l ) On le voit en appliquant la méthode employée par M. Lin-
delof (p. 68).


