NOUVELLES ANNALES DE MATHEMATIQUES

R.BOUVAIST
Sur le point de Feuerbach

Nouvelles annales de mathématiques 4¢ série, tome 14
(1914), p. 457-460

<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1914_4 14 457 0>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1914, tous droits
réserveés.

L’acces aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique ’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=NAM_1914_4_14__457_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

[K2b,c]
SUR LE POINT DE FEUERBACH;
Par M. R. BOUVAIST.

Je voudrais, dans les quelques lignes quivont suivre,
énoncer et démontrer rapidement, quelques propriétés
peut-étre nouvelles du point de contact du cercle ins-
crit et du cercle des neuf points d'un triangle. Je dési-
gnerai par A, B, Cles sommets du triangle, «, b, c les
milieux des cotés, D, E, F les points de contact des
cotés et du cercle inscrit, G le centre de gravité, 1le
centre du cercle inscrit.

1° Construction d'Hamilton. — Considérons deux
coniques ¥ et ¥’ touchant les cotés du triangle ABC en
a, B, v. @, 2. ¥/, les diagonales d’un quadrilatére ins-
crit et du quadrilatére circonscrit correspondant se
coupant au méme point. Si 'on désigne par u l'inter-
sectionde 2y, 3'v', les droites Bu, Cu rencontrent AGC,
BA en Q et R, QR est la quatriéme tangente commune
aXety, aUeto'U coupent QR en 5 et &’ qui sont les
contacts de cette dioite avec X et ¥'.

Si X est le cercle inscrit, ¥’ la conique touchant les
cOtés en a, b, ¢, on a immédiatement la construction
classique d’Hamilton et I'on voit qu’on peut, dans
cetlte construction, remplacer ¥ par une conique quel-
conque du faisceau tangentiel £+ A¥ = o.

Le lieu des centres des coniques de ce faisceau est
la droite 1G; soit O un point de cette droite, les
droites a0, 50, cO coupent be, ca, aben Oy, Oy, Os;
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les droites AO,, BO,, CO; rencontrent BC, CA, AB
en L, M, N et se coupent en un point w. La conique
de centre O inscrite dans le triangle ABC touche les
cotés en L, M, N, car le lieu des centres des coniques
inscrites dans ABC et touchant BC en L est la
droite @O, Les paralleles aO, 5O, ¢O menées par A,
B, C se coupent en w' et rencontrent BC, CA, AB
en I/, M/ N', les deux tsiangles ABC, abc étant homo-
thétiques par rapport 4 G dans le rapport 2, les points
O, G, o' sont en ligne droite, 20G = w'G, et les
points L, L/, M, M, N, N’ sont symétriques par rap-
port 4 a, b, c¢. Si O décrit la droite 1G, o’ décrit
aussi IG et w une conique circonscrite 3 ABC. On a
donc la proposition suivante :

Soient ABC un triangle, 1 le centre du cercle ins-
crit, G le centre de gravité; D, E, F les contacts du
cercle inscrit avec BC, CA, AB; O un point quel-
conque de 1G; les droites AO, BO, CO rencontrent
BC, CA, AB en L, M, N; sotent L', M'; N' les symé-
triques de ces points par rapport aux milicux des
cdtés de ABC, les droites M'N', EF, N'L/, FD, L'M/,
DE se coupent en U, V, W les droites DU, EV, FW
passent par le point de Feuerbach du triangle ABC.

2° Nous allons indiquer maintenant une seconde
extension de la construction d’Hamilton.

Tuatonkve. — Si G,, G, Cy sont trois coniques
touchant les cétés d’un triangle en a,b,c,, ayb,c,,
aybyc,y, les droites bycy, BC, cyas, CA, ab,, AB se
coupent en 1y, B, Y2, 8L @, a3, by by, ¢y sont conju-
gués harmoniques par rapport & a,a,, by, cay», les
tangentes communes A,q, Ay & GGy, CyC; se cou-
en un point © qui est commun a C, et Cy, ou corré-
lativement :
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Cy, Gy, G, étant trois coniques circonscrites a un
triangle ABG, si les tangentes a G, et Cy en un
sommet quelconque A forment faisceau harmonique
avec la tangente a Cy en A et la droite joignant ce
point au pdle de BC par rapport a Cs, la droite joi-
gnant les quatriémes points d’intersection de G, C,,
C, Gy est une tangente commune a C, et C,.

Si aux deux points B et C nous faisons correspondre
les points cycliques, G, C;, Gy deviennent trois cercles
Oy, O,, O,, passant par un méme point A; les droites
AO,, AO; sont également inclinées sur la tangente a
O, en A, et deux droites isotropes paralleles issues
de O, et Oy rencontrent la tangente 4 O, en A en des
points formant division harmonique avec les points
d’intersection de cette tangente avec les droites iso-
tropes 1ssues de O,.

En désignant par R, R, R, les rayons des trois
cercles, par « I'angle des droites AO, AO, avecla tan-
gente en A 4 O,, cetle derniére condition s’exprime par
Pégalité R, (—cosa—+isina) R, (coso+isina)= — R}
ouR/R;=R].

Une inversion de centre A transforme enfin la pro-
position & démontrer en la suivante : Etant donné un
triangle isoscele aBy (af =ay), si les distances Ao/,
AR, Ay’ d’un point A aux cétés By, yo, a3 sont lides
par la relation Ao = AR Ay, le point A est sur le
cercle tangent a o en 3 et 4 2y en .

. -2 N . eye
Or la relation Ao’= AP’. Ay’ entraine la similitude
des triangles a’Af’, /Ay’ dont les angles en A sont
égaux, et de cette similitude il résulte immédiatement

PR 2\
que l'angle BAy= 7;‘ — Boy, ce qui démontre la propo-

sition. Le théoréme énoncé au début du paragraphe
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est donc démonltré; on endéduitimmédialement que :

O étant un point quelconque de la droite joignant
le centre de gravité d'un triangle ABC au centre du
cercle inscrit, les droites AO, BO, CO coupent BC,
CA, ABen L, M, N; L', M/, N’ étant les symétriques
de ces points par rapport aux milieux des cétés, les
droites M'N', N'L/, L'M' coupent BC, CA, AB en U,
V, W si IV, E', F' sont les conjugués harmoniques
des points de contact ), E, F du cercle inscrit avec
les cités BC, CA, AB, par rapport aux points UL/,
VM, WN' .

1° La conique inscrite dans le triangle ABC aux
points D', E', ¥’ passe par le point de Feuerbach;

2 Les droites M'N', N'L/, L'M' rencontrent les
droites EF, FD, DE en U,, V,, W,, les droites E'F/,
I'D', D'E en U,, V,, W, les six droites DU,, EV,,
FW,, D'U,, E'V,, F'W, passent par le point de
Feuerbach.

De cette propriété générale découle un grand nombre
de propriéiés particulieres, analogues a la suivante :

Sia, b, csont les milieux des cétés d’un triangle
ABC, P, Q, R les points de contacts de BG, CA, AB
avec les cercles exinscrits dans lesangles A, B, G :

1° La conique tangente a BG, CA, AB en P,Q, R
passe par le point de Feuerbach;

2° Les droites QR, RP, PQ coupant bc, ca, ab en
@, 3, 7, les drottes Po, QB, Ry passent par le point
de Feuerbach.



