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[L'll]

COURBURE MOYENNE DE L'ELLIPSOÏDE ET DU CYLINDRE
ELLIPTIQUE, EXPRIMÉE A L'AIDE DES FONCTIONS DE
LAMÉ;

PAR M. B. GLOBA-MIKHAÏLENKO.

\ . En considérant :

L'ellipsoïde
x* y*
a b c

et prenant pour coordonnées elliptiques les racines
positives u et v de l'équation

a — X b — X c — X
—1 = 0,

M. Darboux (Leçons sur la théorie des surfaces, t. II,
p. 379) donne les expressions suivantes pour les rayons
principaux de la courbure de l'ellipsoïde :

u \fûv , v \fûv
p = p = » p = j- ?

y abc \labc
d'où l'on déduit la courbure moyenne

(2) - - H - 7 =
0 0

k

L'identité bien connue

a — \ + T^k~^ ^ I T x " 1 - (a — \)(b — X)(c — X)'

que nous écrivons, en tenant compte de l 'équation (1),

X2—(a-l-6-f- c — x* — y*—
-h ab 4- ac -4- bc — (6 4- c)#2— (a -h c)^2— (a-h b)z*



nous donne

= a-hb-hc — x1 — y2 — z2,

up = ab -+- bc -f- ac -*-(b -h c)x2

et en tenant compte de ( i ) on a

bc ac ab
a b J c

H p y H
a b J c

Substi tuant ces expressions dans (2) on a la cour-

bure moyenne

bc „ ac ab \ -
\a b J c )

2. Écrivons maintenant cette formule avec lés nota-
tions de Poincaré {Figures d'équilibre d1 une masse
fluide, leçons professées en 1900, ou Acta matlie-
matica, t. VU). Dans ces notations, pour les coor-
données elliptiques dans l'espace, on prend Jes ra-
cines p, jji, v de l'équation

x* y* _̂_ z* _
X* — a\ "^X2— b\ + X2-c? ~~l'

Les fonctions de Lamé R/, M/, N/ s'écrivent

R 3 = y / p 2 — c f ,

R4 = v / (p2._^2 ) ( p 2 _ c 2 ) ) R . =

M/ et N/ s'obtiennent en remplaçant successivement p
par JA et v.

L'équation de l'ellipsoïde sera alors

x* v2 z1-



Ensuite, posant

on a

enfin, comparant avec les notations de M.Darboux, on a

a = R], & = Rj, c =- R],

et la formule (3) s'écrit

p p

Remplaçant x, y, z dans le dénominateur par leurs
valeurs, on trouve

1 , ' , - R.P..R,

Mais, dans ces notations, les cosinus de la normale
iivec les axes coordonnées sont

cos(n, x) — /hi Mi \ t R4,

où l'on j)osc

P élant la distance du centre au plan tangent à l'ellip-
soïde au point (#, JK, s).

Remarquant, de plus, que le volume de l'ellipsoïde est

et désignant par



Ie carré de la diagonale du parallélépipède construit
sur les demi-axes, et par

le carré du rayon vecteur du point (#, y, s), nous au-
rons définitivement

3. Pour le cylindre elliptique, un des rayons prin-
cipaux de courbure est infini, et la courbure moyenne
se ramène à la courbure de l'ellipse de la section droite.
Employant des nolations analogues à celles de Poincaré
{Comptes rendus, t. 159, p. 646) on a

a: = / i R i Mj, JK = / ' K 2 M 2 , MYl1 = sinv, / i M 2 = c o s v ,
cos(/i , x) = hlMi R2, cos(/i , y) = A/M2 Ri ;

l'aire de l'ellipse est
A = 7 1 ^ 1 * 2 .

Portant ces valeurs dans la formule connue

! dx d1 y — dy d'x

on trouve
_ _ 1 _ *s
:* ~ r A2 '

P désignant toujours la distance du centre à la tangente
au point (.r, y).


