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[K'Ôa]
LE CALCUL SYMBOLIQUE

DES COORDONNÉES BARYCENTRIQUES;

PAR M. A. AURIG,

Ingénieur en chef des Ponts et Chaussées.

Nous nous proposons d'exposer dans ce Mémoire,
d'une manière systématique, le calcul symbolique des
coordonnées barycentriques.

Nous étudions d'abord les combinaisons linéaires
des points-masse qui conduisent aux différences de
points vulgairement appelés couples et improprement
vecteurs libres; la propriété caractéristique de ces
points de masse nulle est d'être situés sur le plan dç
l'infini de l'espace considéré.

Nous étudions ensuite les éléments-masse de degré
supérieur et nous établissons les formules générales
permettant de déterminer les diverses grandeurs géo-
métriques qui en résultent : distance de deux points,
surface d'un triangle, volume d'un tétraèdre, distance
d'un point à une droite et à un plan, distance de deux
droites, etc.

Nous résolvons complètement le problème qui con-
siste à déterminer dans un espace quelconque le nombre
minimum d'éléments-masse auxquels une combinaison
linéaire de tels éléments peut être ramenée.

Enfin, nous donnons en terminant les principes du
calcul symbolique des systèmes linéaires.

Définitions générales. — Considérons, dans un do-
maine ou espace à k dimensions O(i, 2, 3, . . . , k -f- 1)
ou OJ[+I ,Â*-|-I pôles géométriques ou points de réfé-
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rence O,, O2, . ..,%O*+I auxquels sont respectivement
appliqués k + i masses ou coefficients algébriques m{,
/n2, . . . , TWA+I qui peuvent être par exemple des nombres
algébriques appartenant à un corps C.

Ces masses ont pour résultante une masse totale

appliquée en un point géométrique M appartenant à
l'espace O].+1, lequel peut être précisément défini par
l'ensemble des nombres m,, m2, . . . , m^+1.

On dit que m1? m2j . . . , nik-ir\ sont les coordonnées
barjcentriques du point-masse /T?0M avec l'égalité fon-
damentale symbolique

Les coordonnées barycentriques constituent un cas
particulier des substitutions linéaires, car, dans la
substitution linéaire générale

/i0N = mi Oi -f- m 2 O 2 - l - . . .H- m^+i O/t+i,

on aura généralement

2 m/ = m0 ẑ£ n0 ;

il suffira dès lors de poser

M = -^N

pour ramener la substitution à une définition de coor-
donnée barycentrique.

Sous-groupes de L'espace primitif. — Si

^iy^ p, on dit que M appartient à l'espace

0 ( i , 2 , . . . , * - * ) ou 0\_t
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et Ton voit aisément que Oj(+n O^, O ^ , . . . forment
des sous-groupes successifs; de même, si

i = m% = . . . = nij-x =s o

^o , Mappartientà l'espace O(7,7 + 1, ..., k-\-i)
ou O^+4 et OJ+1, O|+1, O|+ l , . . . forment également
des sous-groupes successifs.

Lorsque
mo= nii -+- m2 - h . . . -h m^+1 = o,

on dit que le point géométrique M est rejeté à l'in-
fini; en d'autres termes, qu'il appartient à un sous-
groupe Q{

k+l (plan de l'infini) de O^+4 défini précisé-
ment par la condition

Chacun des sous-groupes Ô _£- et OJ
k+{ possède éga-

lement des sous-groupes ou plans de l'infini ty[_/, ùJ
k\i

qui sont aussi des sous-groupes de &l+i comme il est
facile de le vérifier.

D'une manière générale, admettons qu'il existe h re-
lations linéaires indépendantes (h < k -+-1) entre les
coordonnées /?i,, m2, . . . , m,k+\ ?

/ i = q\ tni 4- q\ m2 -h . . . -f- q\+i mk+x = o,

/ 2 = q\mx-± q%m2-h. . .H-?f+1/n*4-i = o,

f h = 9? rnl -h r̂f m2 -+-... H- ?£+1 /n^+i = o.

Les déterminants d'ordre h extraits de la matrice

q\

q\ ql
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ne sont pas tous nuls, car sinon les relations données ne
seraient pas indépendantes.

Dans ces conditions, les h relations définissent un
espace k k — h dimensions, sous-groupe de O{+4 ainsi
que des espaces définis par h — i de ces relations.

On peut évidemment remplacer une des relations
ci-dessus par une combinaison linéaire

Appelons A le déterminant

q\ q\ ..

q\ q\ ••

q'i q% ••

• q\

• q \ .

• <\

que nous supposons ^ o, Ay le mineur correspondant
à l'élément qlj, A(i, j) le déterminant A dans lequel on
remplace les éléments de la j ' i è m e colonne q\, q2

n ..., qh
(

respectivement par ^J, q2-, . . . , q*-, il viendra, en
posant '^j= Ay,

- o T

c p , =

dont la matrice est

A o . . .

o A . . .
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On dira que les relations et la matrice ont été mises
sous la première forme canonique.

Ou admettra comme seconde forme canonique de la
matrice

q\ q\
o

A

Espace défini par de nouveaux pôles, — II est
•clair qu'on aurait pu choisir dans O^+i, k -f- i autres
points comme pôles de référence; on aurait ainsi
déterminé des sous-groupes successifs, transformés
par homographie de ceux qui ont été définis précé-
demment.

D'une manière générale, considérons h points de

ïz= m^Oi -4- n

avec les conditions

Si tous les déterminants d'ordre h extraits de la
matrice

mî m\ . . . m\

ne sont pas tous nuls, nous dirons que ces h points
définissent un espace k h — 1 dimensions M(i, 2,. . . , h)
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ou Mĵ  avec la formule fondamentale symbolique

/= p\

--'-*-Pi-

Nous pourrons définir ainsi h points N n Na, . . . , N^ et
un espace N(i, 2, . . . , h) ou Nĵ  qui sera le transformé
deM^.

Nous supposerons le déterminant

A =

P\ P* ••• Pn

P\ Pi ••• Pi

Pi A ••• PÏ

afin de pouvoir exprimer réciproquement M/ en fonc-
tion de Ny et en appelant Aj le mineur correspondant
à /?y, il viendra

= p*0 A? N, -hp* A? N2-+-. . .

avec

ce qui montre que la relation ci-dessus est bien une
définition de coordonnée barycenlrique.

On aura également, en remplaçant M o Mî? . . . , M&
par leur valeur,

La somme des coefficients

/i' -4-/ij-t

est égale à
**+t
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de sorte que nous avons bien une définition de coor-
donnée barycen trique.

On dira que l'espace N(i , 2, . . . , /i),oq Nĵ  est mis
sous la première forme canonique lorsque la matrice
des coefficients n) sera

X o

o X

o n

o

JUi

Si le déterminant

8 =
ml

9*0,

il est toujours possible de déduire de M^ un espace
canonique N^. Appelons comme précédemment 8y le
mineur de 8 correspondant à l'élément mlj et 8(1", j) la
valeur que prend 8 lorsqu'on remplace les éléments de
la /ième colonne m\y mf, . . . , mf respectivement par mj,
mj, . . . , /?iy, on aura, en multipliant par 8j, 8 ,̂ . . . , 8̂
et en ajoutant,

avec

Somme algébrique de points-masse. — La nota-
tion du point-masse m0M tombant en défaut lorsque
la masse est nulle, nous désignerons pour simplifier
par a{, b^ c ,̂ . . . des points de masse non nulle situés
dans l'espace à k dimensions O^+l et par a ,̂ p{, y^, . . ,
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des points de masse nulle appartenant au plan de Tin-
fini Qj^ et n'ayant en conséquence que k coordonnées
indépendantes.

Par définition, la somme algébrique de plusieurs
points-masse est un point-masse dont les coordonnées
sont les sommes algébriques des coordonnées corres-
pondantes des points-masse composants. Il est évident
que, si les coordonnées de points-masse donnés satis-
font à une ou plusieurs relations linéaires, toute com-
binaison linéaire de ces points satisfait également à ces
relations; en particulier, toute combinaison linéaire
des aj, pj, y] , . . . appartient aussi à ù^.

Un point-masse peut toujours être considéré comme
la différence de deux points-masse dont un est donné
a priori; lorsque le point a une masse nulle, il est
clair qu'il est la différence de deux points ayant même
masse et qu'on peut le mettre sous la forme

m(M —N) ou m(P — M),

m et M étant donnés a priori; on appelle souvent
improprement vecteur libre le point de masse nulle;
il est préférable de l'appeler différence ou couple de
points ou plus simplement couple.

Composition des couples. — Pour composer plu-
sieurs couples on peut :

i° Donner à tous les couples le même point initial
(ou final); le second point du couple résultant sera le
résultant des seconds points des couples composants

m, ( M - Mi)-f-m,(M — M,)-
= 2/n,(M —N)

si
/w3M3-+-.. .
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2° Donner à tous les points des couples la même

masse absolue ± m et choisir comme premier point
d'un couple, le deuxième point du couple précédent

m(M —N)-f-m(N —P)-4-m(P —Q) = m(M —Q),

c'est la composition bien connue des vecteurs libres.
Soit un couple

j m2 O2 -+• -.. -+- rrik+\ O*+i
avec

S/n/= o;

P étant un point géométrique quelconque, on aura

o= miP + m 2 P+. . .+ mk+i P>
d'où

— P) -+- m2(O2 — P) -h. . .-4- nik+iiOt+i — P),

en particulier si P = 0 o a| sera exprimé en fonction
des k couples Oy— O/.

Expression générale <Vun couple. — Considérons
deux points de masse non nulle

m0M =
JION =

Par combinaison linéaire on obtient la formule fonda-
mentale

77iO7io(M — N)=aj j . = 2
ni Tio

v ^ ^ (0/— Oy)=2 8/y(O/-Oy),
71/ Tly |

$ij étant un déterminant quelconque extrait de la ma-
trice

n\\ 771 j . . . 'ftlfr-t-i II

T l j 7 l 2 . . . 7l>t-f-l H
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— m2n1)(O1— O2)

mono(M — N) /no(M — 0 2 )

ce qui permet d'établir la relation

(M-N)(O1-O2) = (M-O1)(N-O2)
— (M — O2)(N — Oj

Pour k = 2, il vient

Oj-O, O3-( 0,-0,
°23 °31 Ol2

O, 0 2 0 3

Pour k = 3, on a

=812(O1-O2)-4-813(O1— 0,)-+-8u

- 08) -+- 88*(O8— 04) H-
818-f-8u)O,.

4 — O2)

Ces deux dernières formules donnent la décomposi-
tion d'un vecteur suivant les trois côtés d'un triangle
de référence dans le plan ordinaire ou suivant les six
arêtes d'un tétraèdre de référence dans l'espace ordi-
naire.

Points dérivés. — Lorsque les coordonnées d'un
point-masse m0M sont des fonctions dérivables d'une
ou plusieurs variables on peut dire par définition que
les dérivées successives de ces coordonnées repré-
sentent des points qui sont les dérivés successifs
de m0M; ces points dérivés forment des ensembles ou
des multiplicités suivant le nombre et la nature des
variables ou paramètres.

En particulier, si les coordonnées de m0M sont des
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polynômes entiers en t de degré n, il est clair que,
lorsque t varie, M décrit une courbe de degré n\ les
dérivés successifs M', M%MW, . . . décrivent des courbes
dont le degré va en diminuant de telle sorte que M71"*
décrit une conique, M71"1 une droite et M" reste fixe.

Principe du calcul symbolique. — On a examiné
précédemment les diverses combinaisons linéaires
qu'on peut obtenir avec les pôles de référence

Oi, 0 , , . . . , OA+I.

Pour étudier les combinaisons d'un degré plus élevér

on appliquera aux coefficients ou masses les règles du
calcul algébrique ordinaire et aux pôles 0<, 0 2 , . . . ,0#+l

les règles d'un calcul symbolique fondé sur le postulat
suivant :

O,Oy = — 0,0,,
d'où

0,0, = o.

Cette convention constitue en somme la définition
même des éléments géométriques doués de sens et les
applications qui en découlent présentent la plus grande
analogie avec le calcul des déterminants et des ma-
trices.

Produit symbolique de points de masse non nulle*
— Considérons h points de masse non nulle

ml M2 = ml 0,4- ml 02 -+-... -+- m\

ï = m/l0l-¥- m!j(

en muljtipiiafit et en tenant compte de*:
admises, on obtient l'expression de l'élément-mas&e de
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degré h

*fc — "^ö '""Ö * * * "*0 1Tit *"j • • • M A — £ ^iia'-'fA^'i^** • ' * ®lh1

«̂i'i...»k ^ t a n t u n déterminant quelconque extrait de la
matrice

m\ m\ . . . m l
i? mi 'SU

Ces déterminants ne sont pas tous nuls, sinon il
y aurait une relation linéaire entre les points donnés,
ce que nous ne supposons pas; on peut donc admettre
que 8«2...A^o, car, dans le cas contraire, il suffirait
d'effectuer une permutation de colonnes. Considérons
h points quelconques de l'espace M(i . 2 . . . h)

/iJNi = n\ M, H- n\

ni N 2 = nj Mi4- n'jM

d'où en multipliant

il suffira donc de poser

nfrnl . . . ng = AmJ mj . . .
ipour avoir

i i ni... nJ Ni N, . . . . . . mJ Mt M2 . . 4

Cela signifie qu'on peut transformer homographi-
<juement l'élément géométrique donné d'une manière
quelconque dans l'espace géométrique défini par cet
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élément à la condition de déterminer en conséquence
la masse correspondante; ainsi un segment peut être
remplacé par un segment quelconque de la droite ser-
vant de support, un triangle par un triangle quelconque
contenu dans le même plan, etc.

Les coordonnées contenues dans le produit

sont au nombre de A(A:-f-i); nous avons vu, d'autre
part, qu'on peut introduire h2 indéterminées nlj à la
condition de les lier par une relation : il en résulte que
les coordonnées vraiment indépendantes d'un élément-

sont au nombre demasse

En d'autres termes, on peut profiter des h2 indéter-
minées rij pour réduire l'élément et sa matrice à la
forme canonique

X O

O X

O Pk+l
O Ph+l Pl+i

O O n"

dans laquelle le nombre des coordonnées indépendantes
est visiblement de h(k -H I — h) -h i ; on voit aussi
par cette expression que les éléments de degré h et de
degré k H- i — h (que nous appellerons complémen-
taires) ont le même nombre de coordonnées indépen-
dantes.

Toute combinaison linéaire d'éléments-masse ah
k

s'obtient aisément en effectuant la combinaison linéaire
correspondante sur les coefficients S/t,s 8/fc; toutefois, à
rencontre de ce qui se passe pour les points-masse, on
n'obtient pas en général un élément-masse de même
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degré, mais bien une expression de la forme

dans laquelle les coefficients ntiiit ih peuvent être con-
sidérés comme des coordonnées indépendantes.

Le nombre de ces coordonnées est

i)...{k + i - h ) _ ( A : + i ) I

* + 1 i . 2 . 3 . . . h ~ h\{k-h i — h ) \ '

Ce nombre est évidemment le même pour des élé-
ments ayant des degrés complémentaires.

Ces considérations permettent de déterminer d'une
manière tout à fait élémentaire le nombre minimum X
d'éléments-masse de degré A auxquels une combinaison
iinéaire quelconque de ces éléments peut être ramenée :
il est clair que ce nombre £K> est le quotient par excès
de la fraction

h\(k-h i — h)\ [h(k-\-i — h)-h i]

la différence

i ] -
h\(k-h i -h)\

représente le nombre de conditions supplémentaires
qu'on peut imposera ce système réduit de #& éléments.

Prenons le cas classique des segments-masse mo/îoMN
dans l'espace à trois dimensions h = 2, k = 3.

On trouve aisément X = 2 avec 2 x 5 — 6 = 4
conditions supplémentaires.

On sait en effet qu'un système linéaire quelconque
de segments-masse ou forces peut être ramené à deux
segments-masse, l'un passant par un point donné O,
l'autre contenu dans un plan donné 7t (en tout 4 con-
ditions).
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Par Je point O et chacun des segments M,N/ on

mène un plan qui coupe iz suivant une droite A/ et Ton
peut décomposer le segment-mass« M/N; en deux
segments-maése, l'un passant par O, l'autre porté
par A, : chacun de ces groupes a une résultante, l'une
qui passe par O, l'autre contenue dans w.

Il n'y a d'exception à ce raisonnement que lorsque
M/N/ est paraHèle à «, auquel cas le segment est porte
par la droite de l'infini de n : la résultante peut être
alors soit dans un plan parallèle à 7t, soit entièrement
rejetée à l'infini sur ce plan.

Lorsque k est très grand, on peut dire que X tend
asymptotiquement vers sa valeur principale

h\h

soit
k k*
4 Ct 78

pour les éléments-masse des deuxième et troisième
degrés.

k 4- i étant donné, le maximum de ^ a lieu lorsque

h est aussi voisin que possible de > d'où

et lorsque h devient très grand la valeur asymptotique
de J& est, d'après les propriétés de l'intégrale eulé-
rienne,

)«

Lorsque h = k -f- i le produit de k -\- i points-masse
est nécessairement de la forme ak

k
+ï = m O{ O2 . . .
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de sorte que l'élément géométrique peut être sous-
entendu et un pareil produit est en tous points compa-
rable à un nombre algébrique m.

Au delà de k+ i facteurs le produit est toujours
nul, car il se trouve nécessairement dans chaque
produit partiel 0 / 0 / = o, donc a*+' = o pour i > i,

Le produit de deux éléments de degrés complémen-
taires ak

hb
h£x~h est un élément cj+1 qui se comporte

dans les combinaisons linéaires comme un nombre
algébrique.

Produit symbolique de couples, —-Avant d'étudier
le produit symbolique obtenu en multipliant des points
de masse nulle o ,̂ il y a lieu d'établir une formule
préliminaire. Posons

M/H-0 ... (M / t- M/|+1 ) = a%

= M1M2— (Mi— M2)P = M!M2

Nous allons démontrer que, si l'on a

on aura également

En effet, en remplaçant dans (3*, P par M^+l, on
obtient a*, d'où

d'autre part,

.. MA— a£-* M^OP
= Mi M i . . . MA+I — a^P, c . Q. F. D .
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On peut écrire comme il suit h points de masse nulle,

P étant arbitrairement choisi et m = m[ ml... m*+J ?éo,

m i (Mi — P) = m\ (Ot - P) -4- m | ( O 2 - P) -+-...

, - P ) - h m î ( O , — P ) - + - . . .

et au-dessous y points de masse non nulle

En multiplidut, il \iendra

m( Mt - P ) ( M 2 - P ) . . . (Mh- P)M/4+I . . . MA+/

- /wCMi M2 . . . M, , - a*-* P)MA + 1 . . . MA+,

= /;i(M,M2.. . M/4+y— 4~l PMh+l . . . M*+y)

= s V s 1^,(0,,-. P)(Olf - P ) . . . (O l f c - P)Olik+1 . . . ( V ,

- s a,,,, „ l+ ,(0„ o l t . . . o l f c - T ^ - 1 P ) o l f c + I . . . oIJb+l

= 2 ^«. 1 ^ ( 0 ^ 0 , , . . . 0 , / l + / - YJ-t PO l f c + l . . . Olfc+/).

Mais on a démontré précédemment que

m Mj M2 . . . Mh+j = 2 o v , . ^ , 0 ^ 0 , , . . . 0<^ ; ;

dès lors, il iei>te, en supprimant le facteur commun P,

ce qui constitue la formule fondamentale pour le calcul
des éléments formés par le produit de points de masse
nulle.

Ann. de Mathéntal., 4e série, t. XV. (Nov. 1915.) 34
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On a en particulier les formules suivantes :

mj ml M, M2 = S o0 O/Oy,

m i m ï ( M 1 - M 1 ) = s8/7(O l—Oy),

/?*i m§ /??3 M, M2 M3 = 2 ô/y/, O/Oy O /n

mJ/?z§m5(iM1M2-4- M2M3-h M3MO

= E ô/,7i(OtOy-4- OyO/,-+- OAO,),

//ij ml ml mJ M! M, M3 M4 = S 0 w 0/ Oy 0/t O/,

mi ml ml m% [M, M2 M3 — ( M, iM2 -̂ - M2 M3 4- M3 M, ) M4]
= 2 Ô/y/i/(O,OyO/,- [O/Oy-f- OyO/,-4- O/iO/)O/],

S/y> 2/yVi, 8/y>i/ étant les déterminants extraits des ma-
trices formées avec les coefficients des points compo-
sants.

Remarquons que le produit des h points de masse
nulle a] par un point de masse non nulle m M est un
produit de h -+- 1 points de masse non nulle, car dans
l'expression de aj =/?i ' j(M/—P) il suffit de prendre
P = M pour que le produit soit visiblement

m j /?ij} . . . mJ m Mj M 2 . . . M/* M.

Rappelons enfin que les éléments a^, j3£, .. . sont
contenus dans Ö|+1, c'est-à-dire dans un espace à
A' — 1 dimensions : dès lors, pour connaître le nombre
minimum d'éléments 3L auxquels un système linéaire
quelconque de ces éléments peut être ramené, il suffit
de changer k en k — 1 dans les formules établies plus
haut.

Applications géométriques. — On a établi la for-
mule

c'est la définition habituelle des coordonnées barycen-
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triques (surface du triangle M,O2O3 dans le plan
•ordinaire, volume du tétraèdre M4
l'espace ordinaire).

En utilisant la définition ml
0 = S/n', on a

3O, dans

O t O 2 . . . OAM-I = Mi O I O 3 . . . OA+I -+- O, M I O 3 . . . Ojt+i H - . . .

-4-O1O,.. .O*M I ,

et il est aisé de voir que cette formule subsiste pour
k -h 2 points quelconques.

En considérant deux points Mn M2, on a établi la
relation

O1O,OSO*...O*+1 (O1-O2)O3O4...OA+1

ni f m i

d'où en utilisant la formule précédente

M 1M 2O i . . .O / l + 1-O,O 2O,. . .O/ l M

_ Î V ^ O j O i . . O / n - , O , M 1 O , . . . O A + I

" M 2 O 2 O 3 . . O / + i O 1 M 2 O 3 . . . O / t - + - i

Si /r = 1 ? M< et M2 sont situés sur O , O 2 et Ton a

M,M,.O 1 O 2 = M1O,.iM2O2— M.Oa.MsOt.

Avec trois points M,, M2, M3 , on a la relation

M1M2-M3O4...O/,-+i = ( Mi M2 -+- \1 2 M3 -+- M3 Mt ) O4 . . . O/,+i

m m m\

mi mî m\
mï m% m%
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d'où l'on tire

M,M2M3O4... . ( 0 , 0 , . . . 0*+ 1 )*

MJOJ-^OA+I O 1 M , O 1 . . . O * + I O I O S M , O 4 .

M1OÎ...O*.M O1M îO,...O*+i O,O2M2O4.
M3O2...O / i+1 OIM 8 O 3 . . .OA-+I O 1 O 2 M 3 O 4

M1M2M3O,. . . OA-4-i.OiO,... 0*-M

= M , M , 0 3 . . . O ^ . O t O2M3O,. . . 0*+,

-4- M2 M3 O 3 . . . 0*+,.O, 0 2 M! 0 4 . . . 0*+

-+- MaMiO,... 0*+., .O lO,M îO*.. .O/,+

= M tM2O3 . . . O*+ l .OiO2M3O4 . . . 0*+ 1

-4- O! M, M, 0 4 . . . OA-+I • M3 0 , 0 3 . . . Ok+

4- M2 0 2 Mx 0 4 . . . 0 / c + 1 . 0 , M3 0 3 . . . OA-

Si M,, M2, M3 sont en ligne droite, on a nécessaire-

ment

et
-r M3M, = o,

et celle dernière relation subsiste quel que soit l'es-

pace O ^ .

Avec quatre points M<, M2, M3, M4, on a

M1M2M3M4O3...O,,_M

a —(O lO,H-ü,O3-hO3O1)O*]Os...Oi fc+i

m\

m\

m\

m\

m

m

m

m

î
2
2

i
3
i
4
2

m

m

m

m

l
a
i
4
3

m

m

m

m

i
4
2
4
3
4
4
4



d'où l'on peut déduire

= SM, O 2 O 3 . . . O A - M . O I M 2 M 3 M 4 O 5 . . . 0*+!

= S Mi M 2 O 3 O 4 . . . OAH-I.O, O2M3M4 0 5 . . . Ok+i.

Lorsque M M M2 , M 3 , M4 sont situés dans un même

plan O3, on a
M, M2 M3 M4 = o

et
MiM2M3— M! M2M4—M2M3M4— M3 Mi M* = o,

et cette dernière relation subsiste quel que soit l 'espace
considéré 0 ^ + 1 .

Rappelons la formule générale

mj ml... //ijMi M 2 . . . M/t = S ^^^.O^O/jO^,

àititih étant un déterminant extrait de la matrice

m\ m\ . . . m»f

tn\ m\ . . . ml.

'A-M

Si h = k, on aura

. . . w j M 1 M 2 . . . \ U

m '

n+ ,

O i O 3 . . . O A - M O ! O 2 . . . O

Appelons

/>iO14-/?2O2-f-.. , + ^ + i O ^ i = P(O/) = o

l'équation du plan général contenant Mt M 2 . . . et
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appelons Q le point géométrique symbolique dont le»
coordonnées sont

O 2 O 3 . . . O / . + 1 , O I O 3 . . . O * - H , . . . , O i O j . - . O * ,

o n a u r a

m» ml... m j M j M 2 . . . \ 1 A = À 2/>, O 2 O 3 . . . 0 / , + ! = X P ( Q / ) .

En multipliant par le point mk
0

+{ M*+l, il viendra

d'où divisant membre à membre

M, M , . . . M ^ t P(m^)

On peut admettre que M{ M 2 . . .M*+l est égal à une
conslante près y. au produit de l'élément M,M2 . . .M#
par-la distance dh de M*+l au plan général contenant
cet élément, d'où

En particulier, dans l'espace O3 ou plan ordi-
naire A* = 2 , o n a

ml m\
O2O3

= S 8/y O/Oy,

i O2O3 .

Posons, comme il est d'usage,

M , M t M < =
M l M > > < r f ' ,

d2 étant la perpendiculaire abaissée de M3 sur M,
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il vient
2M1M2M3 2

^ = = =

n o n

D(nii) = o étant l'équalion de la droite M, M2.
De même dans l'espace ordinaire à trois dimen-

sions k = 3, on posera

d3 étant la perpendiculaire abaissée de M,, sur Mi M2M3,
d'où

3P

P(m /) = o élant l'équation du plan Mt M2M3.
Plus généralement, si Ton pose

M 1 M , . . . M A + i = M | M , . . . M / 4

la multiplication du second membre étant algébrique
et non symbolique, on pourra, à un facteur numérique
près, appeler dh,k+\-h la plus courte dislance des élé-
ments M| M2 . . . M^, M^+1 MA+ 2 . •. M*+4 et il sera facile
de la calculer.

En particulier, dans l'espace ordinaire OJ, on posera
comme d'usage

M1M2M3M4= MiM,x M3iMvx^,2,

öf2)2 étant la plus courte distance des droites M|M2

et M3M4.
Si S8jy 0,-Oy= o est l'équation de M, M2, on trouve



aisément

o,o2o3o4,

i, / , i\ f étant les indices successifs i, 2, 3, 4 s a n s

omission ni répétition.
Dans Li relation

m J m\ M

posons

il viendra
O2O3

m\
m\

O2O3

= ate
A

m\

ml
O3O

/ » 3

ml
1 O,O2

M,Mj =

et en changeant « en — i,

mJm3pe-I(T=
Appelons :

I le point de coordonnées

J le point de coordonnées

ce sont les points cycliques du plan.
Il vient en divisant

D(J)

D(m, ) = o étant l'équation de la droite M4 M2 et

1 D(I)
ff=^7L-

Pour une autre droite, on a
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et
D'(J)

« i - a - - - ^ ^ T ) w[ry

c'est la définition bien connue depuis Laguerre de
l'angle de deux droites par le rapport anharmonique
qu'elles déterminent avec les points cycliques sur la
droite de l'infini.

On voit immédiatement que les segments géomé-
triques portés par une droite passant par I ou J et
appelée habituellement isotrope ont une longueur
nulle, car le déterminant correspondant est nul.

La longueur de p = Mf M2 est obtenue aisément par
la formule

2 8u 823 «3 «i cos(6 3— 6,).

Le calcul symbolique des systèmes linéaires. —
On appelle système linéaire S le tableau formé par
(/f-|-i)2 coefficients disposés en carré dans un ordre
déterminé et qui peuvent représenter soit les coordon-
nées barjcentriques de k-\-1 points-masse dans O^+l,

soit la forme bilinéaire

soit la substitution linéaire qui exprime Xi en fonction

ou plus simplement d'une manière symbolique

x = Sy.

A un tableau peuvent ne correspondre ni point-
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masse ni substitution proprement dite, par exemple si
lotis les éléments d'une ligne sont nuls; le tableau
n'en aura pas moins une définition formelle.

On voit, en particulier, qu'un tableau dont tous les
éléments sont nuls jouit, au point de vue du calcul
symbolique, de toutes les propriétés du nombre zéro.

On dit qu'un système linéaire, qu'une substitution,
qu'un tableau sont bien déterminés dans O^+1 lorsque
le déterminant correspondant est différent de zéro.

La combinaison linéaire d'un nombre quelconque
de systèmes linéaires A, B, C, . . . , soit

s'obtient en effectuant ladite combinaison sur les élé-
ments correspondants, ce qui donne l'élément du ta-
bleau demandé.

Si Ton a deux substitutions linéaires bien déter-
minées

et si Ton a, en exprimant directement J; en fonction de zy

on dira que le système U est le produit de S par T et
l'on posera

U = ST.

Cette définition et le procédé formel qui en dérive
s'appliqueront même dans le cas où S et T ne seraient
pas des substitutions bien déterminées.

Si l'on a une substitution de ce genre

et qu'on en tire

on dira que S et S_< sont inverses Tune de l'autre et



( 3O7 )

que leur produit est l'unilé

l'unité étant un système composé d'éléments nuls, sauf
ceux de la diagonale principale descendante qui sont
tous égaux à i.

En général, ST ^é. TS ; dans le cas où ces produits
sont égaux, les substitutions sont dites permutables.

Étant donné un système S7 on appelle système
associé S' celui obtenu en changeant les lignes en
colonnes et les colonnes en lignes.

La somme S -f- S' donne un système symétrique
droit D; la différence S — S7 un système symétrique
gauche G dont tous les éléments de la diagonale prin-
cipale sont nuls.

On sait(4) qu'un système linéaire S est racine d'une
équation algébrique symbolique dont le degré est au
plus égal à k -f- i.

En effel, en appelant

m\ — \ m\

F(X) =

l'équation en A du déterminant correspondant, on a
symboliquement

F(S) = o

et, selon que F(À) = o est irréduclible ou réductible,
F(S) = o est de degré k -f- i ou d'un degré moindre.
Plus généralement, si l'on développe le déterminant
du système linéaire XT — «JLS, on trouve une équation

( * ) Voir LAGUERRE, Sur le calcul des systèmes linéaires^ p.
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qui est vérifiée symboliquement et l'on a

F(S, T) = o.

Les systèmes S, T, U, . . . sont également racines
d'équations algébriques de degrés Sk-\- i et il en est
de même d'une expression symbolique quelconque de
ces systèmes; il y a lieu toutefois de remarquer qu'en
général

ST je TS,

mais la somme ST 4- TS peut être considérée comme
un véritable nombre algébrique. On démontrerait qu'il
«n est de même d'une expression symétrique quel-
conque des systèmes S, T, U, . . . .

11 en résulte que finalement l'étude des systèmes
linéaires se ramène à celle des nombres algébriques et
à la théorie des substitutions dont elle n'est qu'un cas
1res particulier.


