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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES.

585.
(1861, p. 140.)

Trois coniques étant données dans un même plan, il y
a 20 points d'où elles sont vues sous le même angle ou sous
des angles supplémentaires.

FAURE.

SOLUTION

Par un Abonné.
Soient

/i=o, /2=o, /3=o

les équations des trois coniques données;

d = o, C 2 =o , G 3 = o

celles de leurs cercles orthoptiques.
Désignons par Ai, A2, A3 les déterminants des trois coniques.
L'angle sous lequel on voit la conique f\ = o, d'un point

(x, y) de son plan, est donné par la formule (SALMON, Sect.
con.j p. '270).

2 y/— Ai/tfo, y)
t a n g c p = _

Par suite le lieu des points d'où l'on voit les coniques /1 = o,
/ 2 = o sous le même angle a pour équation

C'est une courbe du sixième degré qui admet les points cy-
cliques comme points doubles. Elle touche les coniques/ t= o,
/ j = o aux points où elles sont respectivement coupées par
leurs cercles orthoptiques.

De même, le lieu des points, d'où l'on voit sous le même
angle les coniques fx = o, ƒ, = o, est fourni par l'équation

Ai M*, y)Cl - A3 M*, y) c\ = o.
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Les deux courbes précédentes se coupent en trente-six

points dont huit sont confondus avec les points cycliques et
huit sur la conique ƒ, = o. Il en reste vingt qui répondent à
la question.

1S10.
(1879, p . 28rt.)

Déduire d'une même identité une infinité de solutions
en nombres entiers de chacun des deux systèmes :

j \3-

/ XYZ = TUV.

DESBONES.

SOLUTION

Par M. A. GERARDIN.

Plusieurs questions de ce genre proposées dans l'Intermé-
diaire des Mathématiciens m'ont donné l'occasion d'obtenir,
depuis plusieurs années, une infinité de solutions par une mé-
thode absolument générale.

L'exposé de ces procédés a fait l'objet de plusieurs articles
du Journal précité et du Sphinx-Œdipe, et je compte y re-
vcnii avec détails pour bien montrer la grande généralité de
ma méthode universelle.

Voici d'abord quelques identités choisies parmi mes résul-
tats généraux, en admettant des entiers négatifs :

X =/>»(/>3-f-2gr3); T ^

Y =—pq (q3-h 2/>3); U = —

Exemple : p — 2, q = 1.

j 3 — 3 4 3 = 283-h 203—173 ,

— 4'>-7» 34 = — 28.20.17.
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Je citerai encore pour ce cas :

Y = q(q*-h r3 — 2/>s); U = r(q*-+- r* —

Exemple : p = 3, ^ = 2, r = i.

—l53 ,

— 33 .4 .3o= — 22.12. i5.

J'ai obtenu de nombreuses identités de degrés divers, don-
nant des nombres positifs, avec certaines conditions de limites ;
ainsi, avec

conséquence de mes résultats de 1906.

Exemple : ƒ = 1, g = 2.

4953 _+_ 3O63 + 323 - 5283 H- , 351 -H 683,

495.3o6.32 = 328.135.68.

Enfin, la méthode visuelle m'a indiqué le procédé suivant,
qui répond entièrement à la demande de Desboves.

Si Ton a une solution particulière ou générale

on aura aussi plusieurs identités semblables à la suivante :

n*.kl.hl= hn.kn.P,

dont nous avons des solutions générales du huitième degré.

Exemple :
1203-*- 8i3-t- io3 = IO83H- ioo3-4- 93,

120.81.10 = 108.100.9.

Aan. de Mathémat., 4* série, t. XV. (Dec. 1916.) 3g
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J'ai indiqué en 1910 le système suivant :

A = ip1

B = ipq

Exemple

~~ 9 Pi

••/> = 5, q

3-4-I

= i.

O3M-53

D = —
E = a j

/?2H- 9/?^ -—

p2—IOjOÇ' -+-
!—5pq 4-6g

83-4-63

i2#2;

ia^2;

Je donnerai, pour terminer, une solution générale du sys-
tème simultané :

G3 H- H* -f- K3 = L3 -f- M3 -H N»,

G+H+K=L+M+N,
GHK = LMN

en entiers différents :

G =p(pq - /-2); L = q(pq - r«);
H =

Exemple ;JO = 3 , y = 2, r = 1.

l53 _ ! | 3 _ !3 = I O 3 _ 73__ 33̂

J5 — j ^ —1 = 1 0 —7 — 3 ,

i5.14.1 = 10.7.3.

Comme cas particulier, je citerai enfin :

G = 2 a*—!\<xb\ L — ab — 1b2;

H = ^ab — b9-; M = 2e2 —4a2;
K = 6*— 2«2 ; N = 4 a 2 _ «6.

Exemple : a = 4? ô = 1.

i 6 3 - f - i 5 3 — 3 i 3 = —62 3 - i -6o 3 - f -2 3 ,

16 -h i5 — 3i = — 62 -t- 60 -h 'i,

—16.15.31 = — 62.60 .2 .



1677.
(189V, p. 4*.)

On considère les coniques inscrites dans un quadrilatère*
Le lieu du second point de rencontre de chaque conique
avec la droite joignant un sommet au point de contact avec
un des côtés ne passant pas par ce sommet est une conique.

A. C\ZAMIÀN.

SOLUTION

Par UN ABONNÉ.

Prenons comme triangle de référence le triangle diagonal
du quadrilatère. L'équation générale des coniques inscrites
est
, , , a*-y* b*z*
( i ) a?2 '- 1 = o ;

P P-i
p étant un paramètre variable.

Les équations des côlés du quadrilatère sont

(•>.) x -+- a y -+- bz — o;

(3) x — ay-+-bz = o\

(4) x -+• ay — bz=o:

(5) x — ay— bz — o.

Les coordonnées du sommet intersection de (3) et (4) sont

o, 6, a

et celles du point de contact de (2) avec la conique (1) sont

ab, — 6p, a ( p - - i ) .

Par suite, l'équation de la droite qui joint le sommet au
point de contact est

(6) (2p — 1) x -h ay -- bz = o.

Pour avoir le lieu cherché il suffit d'éliminer le paramètre p
entre les équations (1) et (6). Or de (6) on tire

x — a y -h bz
P = ,
1 ix

x -H ay — bz
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En portant ces valeurs dans (i), on obtient pour l'équation
du lieu cherché

x(x— a y-h bz)(x ~\~ ay — bz)
- ay — bz) — 2b*z*(x — ay-+- bz)~o.

Cette équation peut s'écrire

(x «+- ay -+- bz)[x(x — ay — bz) — i{ay— bz)*] = o.

Le lieu se compose donc de la droite (2) et d'une conique.
Cette dernière est tangente à la diagonale x = o et à la
droite (5) aux points où elles sont coupées par la droite

ay — bz = o.

Cette droite passe par le point d'intersection des diago-
nales y = o, z = o et des droites (3) et (4).

1816.
( 1 8 9 9 , p . 1 4 8 . )

On considère les pieds des quatre normales menées d'un
point à une conique (C), et les quatre triangles T formés
par les tangentes menées en ces points à C :

i° A chaque triangle T on peut circonscrire une
conique A ayant les mêmes axes de symétrie que C;

20 Les normales à la conique A aux sommets du
triangle T sont concourantes en un point P;

3° De chaque point P on mène la quatrième normale à
la conique A correspondante. Les quatre normales ainsi
obtenues sont parallèles et leurs pieds sont en ligne droite.

E. DUPORCQ.

SOLUTION

Par UN ABONNÉ.

Soit

X* Y1

<.) _ + £ _ I = o
l'équation de la conique G. Désignons par M le point d'où
l'on mène les normales; par A, B, C, D les pieds de ces nor-
males; par #o> Xo tes coordonnées de M; par #1, y^ celles
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de A. On a d'abord les relations

(3) c*xxyxH- b^y^Xi — «2^o^i = o,

qui expriment que le point A est à la fois sur la conique G et
sur l'hyperbole d'Apollonius du point P.

Soient encore a et (3 les coordonnées du pôle de AB et
a' et P' celles du pôle de CD. On sait qu'on a

aa'= — a*, pp'= — ô»,

et puisque le pôle de AB décrit la tangente en A, il en résulte

ou encore

En remplaçant a' et [}' par les coordonnées courantes x et y,
on voit que les sommets du triangle T sont sur la conique

(4) ^ + ^ + , = o .

C'est une hyperbole équilatère passant à l'origine, ayant
pour centre le point diamétralement opposé à A sur C et
pour directions asymptotiques Ox et O^.

Pour trouver d'autres coniques circonscrites à T, rappelons
les formules de Desboves

- bl) __ciy(x*—à1)

Grâce aux relations (3) et (4), elles s'écrivent, après
quelques transformations et simplifications,

(5) bixoXiX*-*- b*-yoxxy*—c*y\xy — b*c*jrtx = o,
(6) a<ix§yix'l-\- a^y^Xiy1-^ c*x\xy -+~ aï&Xxy = o;

équations de deux coniques passant par les sommets de T.
De (4) et (5) on déduit, toujours grâce aux relations (2)
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et (3),

(7) a*xoyiX*-h b*

De même, de (4) et (6), on tire

(8) b*yoXiy* — b^x^Xxy^x -h arxoy\

Enfin, en combinant (7) et (8), on trouve

(9) a*xly\x*-+- b*y\x\y* — c*x\y\ = o;

c'est l'équation de la conique A.
En appelant {x\ y'), (x",y"), ( / ' , / ' ) les coordonnées des

sommets du triangle T, on obtient, grâce aux équations (4)
et (5), les relations

(10) XX"X"'

En appelant £ et 7) les coordonnées du pied de la quatrième
normale à la conique A, on trouve, au moyen de (4) et (9),

x'x"x \ — —\ , y y y ri = —^-l ;

et, par suite,

(II) ^ = - ^ r = v&'
Les formules (10) et (TI) permettent de résoudre les deux

dernières parties de la question.
Observons que l'hyperbole équilatère (4) est une hyperbole

d'Apollonius pour la conique (9) et que par suite les nor-
males à cette dernière conique, aux sommets du triangle T,
sont concourantes.

Les coordonnées dupoint de concours P sont

Le coefficient angulaire de la quatrième normale issue de P

est égal à 7 -• Après des réductions obtenues au moyen
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de (3), on trouve

il est donc constant.
Des relations (n) on déduit

c* c* a* b*

Les pieds des quatrièmes normales sont donc sur la droite

1848.
(1900, p. 192.)

Si une cubique unicursale tritangente à une conique
découpe sur chacune des tangentes aux trois points de con-
tact un segment qui soit vu de V un des foyers de la conique
sous un angle droit, Vun des segments déterminés par
cette cubique sur une tangente quelconque à la conique
est vu du même foyer sous un angle droit,

M. D'OCÀGNE.

SOLUTION

Par I'AUTEUR.

Cette question avait été posée pour provoquer la recherche
d'une démonstration directe du théorème qui en fait l'objet,
lequel provient tout simplement de l'application de la trans-
formation par polaires réciproques (dans le cas d'un cercle
directeur) à un théorème de Laguerre sur les courbes unicur-
sales de la troisième classe tritangentes à un cercle et tan-
gentes, en outre, aux normales à ce cercle menées par les
points de contact, théorème consistant en ce que deux des
tangentes que, de chaque point de ce cercle, on peut mener à
la courbe sont rectangulaires (Bull, de la Soc. math, de
France, t. VI, 1877, p. 56, et Œuvres, t. II, p. 478). On
obtiendrait donc une démonstration de la proposition ci-dessus
en transformant dualistiquement celle que Laguerre a donnée,
à l'endroit cité, de son théorème. Nous laisserons au lecteur
le soin d'effectuer cette transformation. Mais, nous ajouterons
ici quelques remarques à ce sujet.

Parmi les courbes unicursales de la troisième classe, une des



plus connues est Yhypocycloïde à trois rebroussements,
entièrement caractérisée, dans cette catégorie, par le fait
qu'elle est bitangente à la droite de l'infini avec les
points cycliques comme points de contact. Une telle
courbe H est tritangente au cercle C qui passe par ses trois
sommets, en même temps qu'aux, normales à ce cercle, qui la
touchent en ses points de rebroussement. Donc, en vertu du
théorème de Laguerre ci-dessus rappelé, le cercle C est
orthoptique pour l'hypocycloïde H, ainsi d'ailleurs que cela a,
depuis longtemps, été remarqué par Steiner.

Appliquons la transformation par polaires réciproques à ce
cas. La polaire réciproque de H sera une cubique unicursale F
admettant pour point double isolé le centre de la transfor-
mation, où les tangentes (polaires des points cycliques) seront
les droites isotropes. Cette courbe F sera donc ce que Salmon
appelle une cubique acnodale, dont le point double isolé sera
en même temps pour elle un foyer F. Au cercle G corres-
pondra une conique y ayant aussi pour foyer le centre F de
la transformation et qui sera tritangente à F. Les tangentes
aux trois points de contact de H et de G formant un triangle
équilatéral, les trois points de contact de F et de Y seront
situés sur des rayons vecteurs, issus de F, à 1200 les uns sur
les autres. Aux normales à C qui passent par ses points de
contact avec H, c'est-à-dire aux droites unissant ces points
de contact au centre de C, correspondent les points situés à
la rencontre des tangentes communes à F et y et de la direc-
trice 8 de y répondant au foyer F. Et comme, sur la première
figure, ces trois normales sont pour H des tangentes de
rebroussement, sur la seconde, les points correspondants
seront pour F des points d'inflexion. Finalement on obtient
ce théorème :

Si le point double isolé d'une cubique acnodale F est en
même temps pour cette courbe un foyer F, il existe une
conique Y de foyer F tritangente à F, et Vun des segments
déterminés par F sur chaque tangente de Y est vu de F
sous un angle droit. D'ailleurs, les distances mutuelles
des points de contact de F et y sont vues de F sous des
angles de 1200 et les points d'inflexion de F sont à la ren-
contre des tangentes en ces points de contact et de la
directrice 8 de y répondant au foyer F.



573

1873.
(1900, p. 432.)

On considère une ellipse E et un cercle G concentrique
à E. Si cette ellipse, entraînant avec elle le cercle G, se
déplace de façon à être constamment tangente à une
droite fixe en un point donné, les courbes engendrées par
les divers points du cercle G ont toutes même aire.

E.-N. BARISIEN.
SOLUTION

Par UN ABONNÉ.

Un point, invariablement lié à E et entraîné dans son
déplacement, engendre une courbe, appelée glissette, qui est
identique à la roulette que décrit le point, considéré comme
invariablement lié à la développée de E, lorsque cette déve-
loppée roule sur la normale à la droite fixe au point fixe (voir
Nouv. Ann., 1915, p. 270).

D'autre part, d'après un théorème classique, la surface
d'une roulette à base rectiligne est double de la surface de la
podaire correspondante.

Enfin l'on sait que, si l'on appelle So l'aire de la podaire
d'une courbe par rapport à un point O de son plan, et S l'aire
de la podaire par rapport à un autre point P, on a

S = So 4- - PÔ2 •
1

De tout cela il résulte bien que les courbes engendrées par
les divers points de G ont même aire et que cette aire com-
mune est égale à celle de la courbe décrite par le centre de E,
augmentée de l'aire du cercle G.

2118.
( 1909, p . 100. )

L'équation
x = e sin(m -+• x) = o

peut s} écrire
l m\ p -H e m

tang ( x H 1 = tang — ,ö \ 1} p — e b 1



Construire le lieu de l'intersection des droites menées par
les extrémités A et B, du segment AB = e, et faisant avec
ce segment respectivement les angles m et m -h x.

A. PELLET.

SOLUTION

Par M. VÀULOT.

L'équation donnée peut s'écrire successivement

x . . . . / m\ m . m l m\
— = sin(/n -h x) = sin ( x H ) cos H sin — cos \ x -\ ) ,

x ( m\ m
- - = tangl x H 1-4- tang—,
/ m\ m b V 2 7 2

e cos lx H ) cos —
\ ^7 2

/ m\ m [~ x ~|
tang I x -\ = tang — I i I

\ 2 7 2 1 / m\ . m I
I e cos ( x H ) s in— I
L V 2 7 «2 J

m Y ix ~\
= tang — —r—, : 1

2 \e sin (m -+- x) — e%\x\x J

= tang — : 1
tt '2 Yx — e sina? J

m x -h e sin a?
= t a n ^ T Z~

h e
m s\nx

= t a n g - —

= tang —

sinrr
p + 6

'2 p — £

Pour construire le lieu demandé, je vais chercher son

Fig. 1.

A B

équation en coordonnées polaires, le rayon vecteur d'un
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point M du lieu étant Â.M = p et son angle polaire

MAB = a> = m -f- x.

On a les équations

x = e sin(/n. -t-a*),
e sinm

P =

En éliminant m et x on tire l'équation de la courbe qui est

e sin(2w — e sinw)
P = sin(2io — e sinto)

Pour la construire je remarque qu'il suffit, pour avoir
toute la courbe, de faire varier o> dans un intervalle de arc.
Gomme p reste le même quand on change w en —ti>, nous
allons faire varier w de o à ÏÏ et prendre la partie symétrique
par rapport à AB.

Remarquons tout de suite que, pour co = o et w = it, p se
présente sous des formes indéterminées. On trouve sans diffi-
culté que les valeurs limites de p pour ces valeurs de ta sont :
pour w = o,

( )

pour ü) = TC,

Nous allons distinguer plusieurs cas suivant que les termes
de la fraction qui donne p s'annulent ou ne s'annulent pas.

Premier cas : e < i.— p ne s'annule ni ne devient infini.
On a

po<

Fi g

La courbe a la forme indiquée par la figure 2.
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Deuxième cas : e = i. — L'origine est un point de rebrous-

Fig. 3.

sèment et Ton a
e

Troisième cas : 1 < e < 2. — On a

Po<o, o < p T r < e .

L'origine est un point double, et l'on a la forme de courbe
représentée par la figure /\.

Fig. 4.

Quatrième cas : c = a, — Ona

3e

Fig. 5.

En cherchant la limite de p pour (0 = 0, on trouve que
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p tend vers l'infini. En cherchant la limite de p sinu>, on voit
que cette limite est l'infini. Il y a donc deux branches parabo-
liques (fig. 5).

Cinquième cas : e > 2. — Ce cas peut présenter de grandes
différences, p s'annule quand on a

w — e sinu) = KTT,

et devient infini quand on a

210 — e sinco = KT: .

Le nombre des valeurs qni annulent p et de celles qui le
rendent infini tendent l'un et l'autre vers l'infini quand e aug-
mente indéfiniment.

2214.
(191V, p. <j3.)

Démontrer Videntité suivante, où p est entier et m
quelconque

Tx
XP

m

= :

| pxP-t(i H- #)

m(m— i)

! />(/>-»
m ( m —

. m'
1 i

- I ) . . .

- . . . •+-

y

ï

.( i -H x)P~]

(m-p) J
kpxP,

m(m

m ( /;

- 0
i

Pour m entier et /)^m, il faut faire entrer le fac-
teur m — m dans la parenthèse, simplifier comme si ce
facteur n'était pas nul, et f aire ensuite m — m = o.

Quel résultat obtient-on en supposant que m, d'abord
quelconque, tend vers le nombre entier u, avec p ̂  w ?

G. FONTENÉ.
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SOLUTION

Par M. T. ONO.

L'identité est égale à

(I) ( I + a r ) p ^ m~~p

Il

(m—p)(m — p -+- i ) . . . ( m — 2)
. _ |

(m—p)(m—p + ! ) . . . (m — 1) r

= 1 -+- Ai a? - h . . .

En comparant les coefficients de xn, on arrive à avoir
l'identité

p{p— i ) . . . ( p - n +

où

Or, ceci est évident; on le vérifie en posant dans le premier
membre

q — —ƒ?, — / > 4 - i , - j o + 2, . . . , — p-h n — 1.

On peut faire aussi la remarque suivante :
Le premier membre (Je (I) est égal au coefficient de ZP du

produit de deux expressions

1 ' x - - H . . . + ( i + ^ ) w -+-... ;
1 — (1 -+- x)z

1 m — p
- - 1 _i il XZ
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Or,

l I

I —(l -*rX)z (l —XZ)'n~P

I I

ZP

alors le coefficient de ZP est égal à

(m — p -+- i).. ,(m —
XP-+-. . .

P !

- O — X -f- I .
I

A7". /?. — Dans l'identité (I) on n'a pas besoin de distinguer
les cas où m est entier ou non.

2219.
(1914, p. X4f.)

Une hypocycloïde (H) et une épic/cloïde (E) à trois
rebrousse me nts ont les mêmes points de rebroussements :
démontrer que la tangente de (H) en un point quel-
conque À coupe (E) en deux points réels B et B' dont la
distance est constante; les milieux AB et AB' appar-
tiennent à (H); les normales en B e f B ' à ( E ) sont rectan-
gulaires et se coupent sur les cercles des rebroussements ;
les tangentes en ces points se coupent sur le cercle des
sommets de (E); le cercle de diamètre BB' touche les deux
cercles précédents. J. LKMAIRE.

SOLUTION
Par Mlu ANNE DE PRÉHYR.

Soient :

O le centre d'une circonférence de rayon R;
GG' un diamètre quelconque de cette circonférence;
Ci et G',, G2 et G;

2 les centres de circonférences de même
r>

rayon — y tangentes extérieurement ou intérieurement à O

en G et G';
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BB' une parallèle quelconque à CC' allant de la circonfé-

rence Ct à la circonférence Cj, avec BB'ssGiG't = -r- ;
Ó

D et D' les points où BB' coupe les circonférences C2, C'2 avec
arc CB == arc CD et arc C'B' = arc C'D';

E le point de la circonférence O où se coupent les droites BC,
B'C';

A la projection de E sur BB', G la projection de E sur CC';
E' le point où EA rencontre encore la circonférence 0 ;
F le point où OE' coupe BB'.

Ayant OF : OE' = GA : AE' = CA : GE = BC : CD = 1 : 3,

la circonférence de diamètre FE' passe en A et a - pour

rayon.
D'autre part, des angles égaux en F, O et Ci donnent

arc AE' 4- arc CB = arc CE',

et les notations définies ci-dessus se confondent avec celles
de l'énoncé.

o T>

On a déjà BB' = — = const., et les normales en B et B'

à (H) se coupent à angle droit en E sur le cercle des rebrous-
sements 0.

Les tangentes en B et B' à (H) achèvent le rectangle BEB'L ;
r R

L est sur AO et l'on a immédiatement OL = — > ce qui justifie

le lieu indiqué pour L et les propriétés de la circonférence
de diamètre BB'.

11 reste à démontrer que AD = DB. Or si K est la pro-
jection de C sur BD, on a

| £ = 2 BAy = - BA.

C. Q. F . T.


