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[K'2d]
SUR LE CERCLE DE TAYLOR RELATIF AU TRIANGLE;

Par M. V. THEBAULT,

Professeur 4 Ernée (Mayenne).

1. Dans le Bulletin de Mathématiques élémen-
taires, 1909, p. 248, nous avons donné sous le n° 2422
la question suivante sur laquelle nous voudrions

revenir icl :

Sur les cotés d’un triangle comme diamétres on
décrit trois circonférences, puis on méne les lignes
des centres qui coupent les demi-circonférences
extérieures en six points. Démontrer que ces six
points sont sur un méme cercle.

ArprLication. — Si des pieds des hauteurs d’un
triangle on abaisse les perpendiculaires sur les
cités, les six points obtenus sont sur un méme
cercle.
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Soient ABC Ile triangle; A’ B, C' les milicux des
cotés BC, CA, AB; 2 et o Jos points d’intersection de
B/’ avec les demi—circonférences de centres B’ et '
Betf, ver Y’ les points analogues ( fig. 1).

On a

A/c/: BIA — BI.‘{I,
AB=CA=Cp.

On en déduit que A'3' est égal 3 A’v. Donc le
triangle A'B'yestisoscsle et il estainsi homothétique de
chacun des triangles isoscéles CBA et B'Avy. Les
droites /A Ay, B’y sont paralléles, ce qui prouve que

Fig. 1.

la droite 'y passe par A. De méme Y@ passe par B et
@B par C. Le triangle A’/@'y est aussi homothétique du
triangle isoscele A’BY’, ce qui montre que (3y' est paral-
lele & f'y. De méme, v est paralléle a Yo et af est
paralléle a /8.

Le quadrilatére AB'aB étant inscriptible, il en est
de méme du quadrilatére 1B 2y, puisque vy’ et AB sont
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paralléles. De méme, les quadrilatéres xy'f3a et Ba'y(’
sont inscriptibles.

D’autre part, les droites 3y’ et §'A étant paralléles,
on a

A NP N
7' PE=Bp'A=FAB;

mais, dans le quadrilatére inscriptible Af'aB, 'angle
f'AB est supplémentaire de 'angle Ba @' ou y'of’. Par
suite, les angles Y/’ et y'a3’ sont supplémentaires et
le quadrilatére B'ay’@ est inscriptible. De méme, les
quadrilatéres y'32'y et o/ v’ sont inscriptibles.

On obtient ainsi six quadrilateres inscriptibles v’ ay’
et yo'By', ay'Ra’ et af¥/ya', By'«f et B2y, Ils ont, pris
deux a deux, trois sommets communs : y3'ay et By «f/,
ay' Ba! et ya'By', Ba'yR’ et af’ya’. Donc ces six quadri-
latéres sont inscriptibles dans le méme cercle, autre-
ment dit, les six points a, o/, 3, &', v, ¥’ sont sur un
méme cercle.

Autrement, soit I le point de rencontre des bissec-
trices intérieures du triangle A’B'C/. Les deux triangles
IA’Y" et IA’§ sont égaux; ils ont, en effet, le coté IA’
commun, les cotés A’y et A’ égaux comme rayons
d’un méme cercle, enfin, les angles 1A'y’ et A’ égaux
comme formés de parties égales deux a deux. Donc

18 =1y.

D’autre part les deux triangles 1B’a et IB'y’ sont
égaux; ils ont en effet le coté IB' commun, les angles
IB'a et IB'y’ égaux par censtruction, enfin les cotés B'a’
et B'y’ égaux, car

B'a:B,C’—Q—C,d:CA,+CIB=A'1’+B,A'=B"{’.

Par suite

Iv' = Ia.



On a donc

Par analogie

12 =1
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Les six pointsa, o/, 3, 8, v, ¥ sont sur un méme
cercle qui a pour centre le point de rencontre | des
bissectrices intérieures du triangle qui a pour som-
mets les milieux des cétés du triangle ABC.

infin soient d, e, f les points de contact des cotés du
triangle A’B’C’ avec le cercle inscrit 1 & ce triangle;
a, b, c, p, r les éléments habituels du triangle ABC.
On a par exemple

ad:zC':C’d=§+p—p=€.

2

Par suite le rayon du cercle 1 des points «, ', %, 3/,
, .
Y, Y' a pour expression

® p= /P

1
2

Application. — Soient un triangle ABC; \/, B/, ¢
les pieds des hauteurs; a et e’ les projections de A’ res-
pectivement sur AB et AG; § et 3 celles de B respec-
tivement sur BC et sur BA; y et ¥’ celles de C' respecti-
vement sur CA et sur CB (fig. 2).

Visiblement, en désignant par A”, B’, C" les milieux
respectifs de B'C’, C’A’ et A’B/, les points §' et ¥ sont
les intersections de A’C’ et de B"A” avec la demi-
circonférence A’ extérieure 3 A'B'C/ et de diametre B'C'.
De méme « et ' sont situés sur B’C’, v, v' sur A"B’ et
B, B/ sur A’C/. D’aprés ce qui préceéde, les six points
a,a', 83, 3,7, 7 sontsitués surune circonférence Q dontle
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centre est 'intersection des bissectrices intérieures du

triangle A"B’C’". Le rayon de ce cercle découle de la
formule (1) :

o' =R /sin? A sin?B sin?C + cos?A cos2B cos? G (n.

Ce cercle Q est connu sous le nom de cercle de
Taylor du triangle ABC.

2. Les cotés B'C’, C/A!, A’B’ sont respectivement
antiparalléles aux cotés BC, CA, AB du triangle ABC
dans les angles A, B, C. De méme §'y, y'a, o/3 sont
antiparalléles respectivement aux c6tés du triangle
A’B'C’ dans les angles A, B, C. Par conséquent yJ3' est
parallele & BC, Yo a CA, o'f a AB, et les triangles
ABC et MNP sont inversement homothétiques, M, N,
P étant les intersections de 'y et y'a, §'y et o/, '3
et y'a. Cherchons leur centre d’homothétie (fig. 2).

(') Nous ne savons si cette valeur simple de p’ a été donnée déja;
elle découle des valeurs du périmétre p’ et du rayon du cercle
inscrit ' relatifs au triangle orthique A'B’'C’ de ABC (V.T.).
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Soient M/, N’, P’les pieds des hauteurs du triangle MNP.
B et P, C’' et M’ sont des couples de points homo-
logues et comme le quadrilatére (MN, BC), (BA, NP)
est un parallélogramme, la diagonale BN contient
les milieux de B'C’ et M'P'. Donc BN est symédiane
commune aux triangles ABC et MNP.

Il en est de méme de CM et AP et I'on a ce théoréme
di a M. Neuberg (Mathesis, question n° 10) :

Les triangles ABC et MNP sont inversement homo-
thétiques, le centre d’homothétie étant le point K de
Lemoine commun a ces deux triangles.

Le triangle MNP nous parait curieux a d’autres
points de vue. Soit v’ le centre de son cercle circonscrit.
Les droites Mw', Nw', Pw’ sont respectivement symé-
triques des hauteurs MM', NN, PP’ par rapport aux
bissectrices intérieures des angles M, N, P. Soient C,
B, A} les points ol ces rayons coupent respectivement
les cotés AB, CA, CB du triangle ABC.

On a, par exemple, visiblement

B'CY sinAcosA acosA B'C B

Clz  sinBcosB bcosB CA Ca’

et C, n’est autre que le pied de la hauteur CC’ du
triangle ABC.

Par suite, MC' parallele 3 CO passe par 'ortho-
centre w du triangle A’B'C’.D’oui ce théoréme que nous
croyons remarquable parce qu’alors le triangle MNP
est tout a fait analogue a celui A’B'C/ que nous avons
étudié (Nouvelles Annales, mai 1915 : Sur quatre
triangles homothétiques), et la figure posséde toutes
les propriétés que nous y avons données :

Dans un triangle ABC, des pieds A',B',C! des hau-
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teurs on abaisse les perpendiculaires quirencontrent
respectivement les cités du triangle en x,a',B,£',v,7'.
Les droites 3'y,y'a,a'3 déterminent un triangle MNP
inversement semblable au triangle ABC qui a méme
pointde LemoineK et dontle centre du cercle circons-
crit est Uorthocentre w du triangle orthique A'B'C
de ABC.

En particulier, si 7’ est le rayon du cercle inscrit au
triangle A’B'C/, le rapport d’homothétie des triangles
MNP et ABC est

g

I+E’

’
expression qui peut se mettre sous les formes

- cam e __5R’—-OH'=a2+b2+c'2_
sin?A + «sin?B —sin?2C — 1 = AT iR 1.

Dans notre Mémoire précédemment cité, nous avons
établi, page 20¢, ce théoréme :

Dans untriangle, le centre du cercle circonscrit O,
le point K de Lemoine, Uorthocentre w du triangle
orthique et le centre de gravité du périmétre de ce
dernier triangle, sont quatre points en ligne
drotte.

Nous pouvons maintenant préciser la position du
point de Lemoine sur la droite Ow :

Dans un triangle ABC le point de Lemoine K
partage le segment de droite Ow qui joint le centre
du cercle circonscrit a l’orthocentre du triangle
orthique A'B'C dans le rapport -

a? -+ b2+ c?
iR?
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Nous reviendrons sur ce rapport par la suite.

Entre autres propriétés de la figure on peut ajouter
que les milieux des cotés du triangle orthique A'B' C/
sont également ceux des droites R,S,, Ry Ss, RS,
R,, S4, Ry, S, Re, S, étant respectivement les points
oie C'B',B'A’, A'C/ rencontrent PM et NP, MN et NP,
MN et PM.

Enfin, lorthocentre H' du triangle MNP, le
point K de Lemoine de ABC et l'orthocentre H
de ABC sont trois points en ligne droite, et

KH a2+ bt c?

HK ~ ~ 4R !
3. M. Naraniengar a proposé dans Mathesis, avril

1913, sous le n° 1916, la question suivante dout il
n’étail pas parvenu de solution en 1914 :

Trouver le lieu du point de Lemoine d'un triangle
variable inscrit a un cercle fixe et ayant son centre
de gravité en un point donné.

Soient ABC le triangle, O le centre du cercle cir-
conscrit de rayon R et G le point de concours des
médianes.

La droite OG étant fixe contient comme 'on sait
l'orthocentre H de ABC qui est aussi un point fixe tel
que GH = 20OG. De plus un tel triangle ABC, variable
dans un cercle fixe O et ayant pour orthocentre un
point donné H, a la somme des carrés de ses cotés
constante.

Le centre O’ du cercle d’Euler de ABC est le centre
du cercle circonscrit au triangle orthique A’B’'C’ dont
le centre du cercle inscrit est H. La relation d’Euler
donne
const. = —(7?12 =dr= R Rr,

4
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d’ou
’ -/. d’ _ R2
r = —4—R_ = const.,
r' étant le rayon du cercle inscrit 4 A'B'C/.
La question revient donc & trouverle lieu du pointK

de Ow, tel que

OK a2+ b2+ ¢
(2) mz—-————1=const.,

4R?

lorsque le triangle A’B’C’ varie tout en étant inscrit au

. R . .
cercle fixe O de rayon 5 et circonscrit au cercle fixe H
de rayon r'.
Le lieu de w est connu (*); il est homothétique & un

. , R
arc de circonférence de centre H et de rayon (; — r’) ,

le centre d’homothétie étant O’ et le rapport 2.

Par suile, le lieu de K est aussi un arc de circonfé-
rence homothétique a celui que décrit w, le centre
étant O et le rapport (2) précédent.

4. Nous terminerons cette Note par une inléressante

propriété des triangles ABC et A’B"C’ (fig. 2).

Les deux triangles sont homologiques et le centre

d’homologie est le point K de Lemoine commun a
ABC et MNP.

Soient o, le point d’intersection de BC el B’C! et
81, v+ les points analogues.

Le quadrilatére BCo o, pare xemple, ayant deux cotés
opposés BC et o'« antiparalleles dans I'angle A, est

inscriptible, et
aa’ X aja = a,C > a;B.

(') Journal de Vuibert, 33° année, p. 155.
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@, est donc un point de I'axe radical du cercle O cir-
conscrit a ABC et du cercle «, «/, 8, §/, v, 7/, c'est-
a-dire du cercle Q@ de Taylor de¢ ABC. Par conséquent :

Le triangle ABC et le triangle médian A"B'C' de
son triangle orthique A'B'C sont homologiques, le
centre étant le point de Lemoine du triangle ABC;
Uazxe d’homologie est Uaxe radical des cercles cir-
conscrit et de Taylor relatifs a ABC. Cet axe
d’homologie est perpendiculaire a la droite qui joint
le centre du cercle circonscrit au point de Lemoine
du triangle ABC.

Au triangle MNP correspond un triangle orthique
M'N'P’" ayant M’N"P’" pour triangle médian. La pro-
priété précédente est évidemment vraie pour les
triangles MNP et M"N’P" qui sont homologiques,
K étant le centre et I’axe d’homologie A étant 'axe
radical des cercles w circonscrit et Q' de Tavlor rela-

tifs a MNP.

Cet azxe d’homologie est également perpendicu-
laire a la droite qui joint le centre du cercle cir-
conscrit au point de Lemoine du triangle ABC.



