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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

546.

(1860, p. 404.)

Etant donnée une conique A, trouver les transformations
qui la changent en une conique B, de telle sorte que les
normales & la conique A restent par la transformation
normales a la conique B. Méme question pour les surfaces.

LAGUERRE.

SoLuTION
Par uN ABONNE.

Les coniques A et B étant quelconques, les transformations
dont il s’agit sont homographiques. A un point M de la pre-
miére correspond un point m de la seconde et au couple de
droites, formé par la tangente et la normale en M, qui sont
rectangulaires et par suite conjuguées par rapport aux droites
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isotropes issues de M, correspond le couple formé par la tan-
gente et la normale en m, également conjuguées par rapport
aux droites isotropes issues de m.

La transformation doit donc conserver les points cycliques
et par suite un cercle doit se transformer en un autre cercle.
On sait qu’il n’y a que P'inversion, la similitude et la symétrie
qui jouissent de cette propriété. L'inversion ne répond pas
a la question et il ne reste par suvite que la similitude et la
symétrie.

L.a question pour les surfaces se résout de méme.

1479.

(1883, p. 480.)
& €tant une racine primitive de p*, la fonction
2 ok Pyl p—1)-2
T+ 28+ 28+, .+ 8 ,

ou tous les exposants de g sont des nombres pairs, est
divisible par
P’ —1
zP* T —1’

p est supposé un nombre premier autre que 2, et ¢ plus
grand que 1. PELLET.

SoLUTION
Par L’AUTEUR.

£ étant un entier positif racine primitive de p*, le reste de
la division du polynome
X + T8 A w8 . st PO

par xP'— est
(1) ‘ T+ X% 4. ..+ T,

a; étant le reste de la division de g2 par pv; N est égal au

v—1 —
nombre des résidus quadratiques, module p*, _p__(_:)__l_)

Il s’agit de démontrer que le polynome (r) est divisible par

P — 1
Pt —1

(2)

=14+ 2P 2T PP
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Si un nombre est résidu quadratique mod p, il est auss:
résidu quadratique mod p*. Donc, & un des nombres a; infé-
rieur a pv—1, an peut faire correspondre dans la suite des
exposants du polynome (1) les nombres

a;+pv 1, a;+2p¥1, ..., a+ (p—1)p'-L.

La somme des p termes correspondants est égale au pro-
duit de x4 par le polynome (2).

v—2 — 1
Le nombre des exposants a; étant égal a p—#, on

épuise ainsi tous les termes du polynome (1).
v doit étre au moins égal a 2, et p > 2.

1505 (1).
NotEe
Par M. J. LEMAIRE.

La seconde partie de cette question, qui revient a chercher
I'enveloppe des axes des paraboles inscrites 4 un triangle,
peut étre traitée géométriquement comme il suit :

Soient ABC le triangle donné, M un point du cercle cir-
conscrit, Ma la corde perpendiculaire a BC; la droite MP de
I’énoncé est la perpendiculaire menéede M a Ax:appelons-la A;
elle est paralléle a la droite de Simpson D relative au point M’
diamétralement opposé a M, laquelle passe au milieu de la
droite HM' qui joint M’ a I'orthocentre H du triangle.

Menons par M'la parallele A"a A : quand M décrit le cercle O,
D enveloppe I'hypocycloide de Steiner (S) du triangle, A’ en-
veloppe une hypocycloide homothétique, le centre d’homo-
thétie étant H et le rapport 2; A enveloppe la symétrique de
celle-ci par rapport a O, c’est-a-dire 'hypocycloide homothé-
tique de la premiére dans le rapport — 2, le centre d’homo-
thétie étant le point qui partage HO dans ce rapport, ou le
centre de gravité.

Cette enveloppe est, comme on le voit, 'hypocycloide de
Steiner, c’est-a-dire 'enveloppe des droites de Simpson, du
triangle formé par les paralléles aux cdtés de ABC menées
par les sommets opposés.

(1) Voir 1915, p. 469; 1916, p. 42; le lecteur est prié de faire la
figure. Rappelons que, page 42, il faut lire 1505 au liew de 1545.
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On peut Pobtenir aussi de la maniére suivante : tragons la
corde AD, du cercle circonscrit & ABC, paralléle 3 BC, et
soit K le point de 'arc AD situé au tiers de cet arc a partir
de A; menons la corde KL perpendiculaire a AD, et la tan-

gente en K au cercle circonscrit qui coupeAen NetADen Q;
P
les angles Q et ALK, ayant méme mesure, sont égaux, de

sorte que AL est perpendiculaire sur NQ, et que les angles N
~

et LAo sont égaux; il en résulte que ces angles doivent avoir
méme mesure d’arc, et comme les arcs La et KM sont égaux,
on en conclut que 'arc KM, est double de I'arc KM, en appe-
lant M, le second point commun a A et au cercle circonscrit
au triangle; puisque ces arcs sont de sens contraires, la
droite A enveloppe une hypocycloide a trois rebroussements
tritangente a ce cercle, K étant I'un des points de contact.

1585.

(1888, p. 448.)

Soit uy+ us+ uz+... une série divergente dont les
termes tendent, en décroissant, vers zéro. Démontrer que
st la série

EQ Uy + Bglly 4 E3lz ...

est convergente, la moyenne arithmétique des n premiers
nombres ¢ ne peut avoir d’autre limite que zéro, lorsque n
croit a l’infini.
E. Cesano.
SoLuTION
Par UN ABONNE.

Supposons que I'on ait

. g+ €+ E3t...+ €,
lim
n

=2,

A étant une quantité finie, quand r croit indéfiniment. Je dis
que la série
€Uy + EpUs+ S3Uz+. ..
est divergente.
On sait en effet (E. Cgsiro, Corso di Analisi algebrica,
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p- 103) que dans les conditions de I’énoncé 1585, on a

. EUyt+EqUgt+...+EpU . €&+ egt+¢
l|m' 1 2 42 n n=hm1 2 n
U+ Us+...+ Uy

=X\

Par suite la série
Eq UL+ ExUg+ EgU3Z+. ..
est bien divergente.

1588.

(1888, p. 448.)

Si, d’un point quelconque du plan d’une ellipse quel-
conque, on abaisse les quatre normales a lellipse; si Ny
N,, N3, N, sont les distances du point aux pieds des nor-
males, et py, ps, p3, 04 les rayons de courbure correspon-
dant auxr pieds des normales, on a la relation

P1 P2 P3 P
+ + + =2,
pr—N, pe— N, Pa—Na s —N,

E. BARISIEN.

SOLUTION
Par UN ABONNE.

La question n° 1388 mériterait une solution particuliére,
mais puisque aucune n’en a encore été donnée, nous indique-
rons qu’elle n’est qu'un cas particulier du théoréme général
suivant did a M. G. Humbert (Nouvelles Annales, 1887,
p- 543):

Soit C une courbe algébrique; par un point M de son

plan menons-lui des normales; soient P le pied de l'une
d’elles, R le centre de courbure en P. On a, quand M varie,

2 Mp = const.
MR ’

la somme étant étendue a toutes les normales issues de M.

Autre solution par I'Auteur.
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1677 (1)
NoTE
Par M M -k Ecan

Cette question admet une solution tres simple, et qui 1joute
quelques elements a I'enonce Soit une conique (C) tangente
aux droites @, b, ¢, d Designons par A, B, C, a, B, v les
points be, ca, ab, ad, bd, cd, et pat P, Q, R les points de
contact de a, b, ¢ avec la conique Soient M le second point
de rencontre de AP avec (C), m la tangente a (C) en M, et
le point dintersection de m et d Je dis d aboird que p 7este
JSixze lorsque la conique (C) varte

En effet, le rapport anharmonique (afuy) des points ou la
tangente d rencontre les quatre tangentes a, &, m, c est
egal au rappott anharmonique de leurs points de contact P,
Q, M, R Oi1, P et M sont harmoniquement conjugues par
rapport a Q et R, comme on I apergoit en considerant I'imvo-
lution determinee sur la comque (C) par les cordes menees
par A p est donc conjugue harmonique de a par rapport a §
ety

Ensuite, les droites AP et uM se coriespondent unmivo-
quement, puisque lune ou lautie suffit a determiner la co-
nique (C) Le point dintersection M de ces droites decrit
donc une conique (S) passant par A et u En considerant les
coniques-limites BB, Gy, on voit que (S) passe auss1 par B
et C

(S) est tangente a d en u En effet, s1le point M vient se
poser sur d, on tiouve -ans peine que (afBMy) est harmo-
nique, donc M se confond avec p

En projetant a linfini lune ou lautie des dioites a, c, d,
on obtient des theoremes suir les paraboles inscrites a un
triangle

1704 bus

(1892 p 39°, 1916 pp 184 322)

Demontrer que, st un trwangle se deplace en restant
wnserit et cuconscrit a deux coniques fizes, le centre du
cercle circonscrit a ce triangle decrit une conigue Exa-

(') Voir Nouvelles Annales, 1912, p 567
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miner en particulier les cas ou cette conique est un cercle
ou un systéme de deux droites. M. WEILL.

NOUVELLE SOLUTION
Par M. G. FONTENE.

1. En résolvant la question 1832, je montrerai avec le moins
de calcul possible que le lieu cherché est une conique. Jimi-
terai ici, en améliorant le point de départ, le calcul qui se
trouve dans le Cours de Géométrie analytique de MM. Im-
bert et Weill pour la recherche du lieu du point de concours
des hauteurs du triangle de I'énoncé.

La conique a laquelle les triangles sont inscrits étant sup-
posée étre une ellipse, représentée par les formules

_a(i—1t?) o 2bt

e’ S

une équation de la forme
Mo (b) + 4(1) = o,

ol ¢ et ¢ sont deux polynomes du troisiéme degré, définit un
triangle mobile ABC inscrit a l'ellipse et circonscrit & une
conique fixe, puisque, si 'on se donne une racine ¢, X est
déterminé et 'on obtient pour ¢ deux autres valeurs ¢’, ¢”. Les
sept paramétres apparents de cette relation se réduiront a
quatre, comme il convient, eu égard a la possibilité de donner
a trois de ces paramétres des valeurs fixées d’avance, au moyen
de la substitution

_mo+n

=g

En particulier, et c’est en cela que consiste la simplification
apportée ici 3 la méthode des auteurs, on peut prendre

[(AX+B)t—(Ch+ D)](2+1)+ At —1=0;

on aura alors t=:={ pour A={, de sorte que, pour A = =1,
I'un des trois sommets du triangle ABC sera rejeté a l'infini,
le cercle circonscrit (O) aura son centre a l'infini; les for-
mules qui donneront les coordonnées du point O auront
donc (A2-+1) comme dénominateur.
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Les coordonnées du point O ont pour expressions, en fonc-
tion de ¢ dans trois sommets,

po E U= — (="
T a ()4 2)a+ 27
_cg 2[’2['[”-—[’[”t"’
=73 (r+t2)... ’

’

ces formules m’ont été indiquées par M. Weill.
L’équation en ¢ étant

(AX+B)3— (CA+ D)2+ [(AX+ B) + A]¢
—[(CA+D)+1] =0,
un calcul facile donne

c? AN+ (B+C)A+D—+1
— b

r=-73 A2 ¢
¢* Ch+ (D—A))L —B
T8 A2 41 ’

le lieu du point O est une conique.

2. Jarrive a la seconde partie de la question. Une conique
étant représentée parametriquement, si I'on en cherche un
point double, on doit avoir, en désignant par a et 3 deux
valeurs de A,

_axt+ba+c  a(a+P)+b  baf+c(a+f)
T Ae*+Ba+C A(a+B)+B Baf+C(a+p)
_adat+... _a(a+P)y+b  baf+...

Y= Ra+... A(a+f) +B  Bafr+. ..

d’olt 'on déduit

af —(a+f) af —(a+B) 1
C B . Al=o, G B Al=o.
c b a ' b' a
Si I'on suppose
A B C
a b # 0,

g\
SN



ces équations donnent

a—+B 1
—B A’

R _
C

de sorte que « et B sont les racines de I'équation
A2+ Bl +C =o;
mais alors il faudrait que les trois équations

al+ bA+ c=o,
al+b'h+c =o,
A4+ Br-++-C=o0

eussent une racine commune, ce qui est impossible d’aprés
I'hypothése faite.
11 faut donc supposer

A B C
a b ¢ == 0,
a b ¢

et les deux relations entre af3 et « +  sont identiques; tous
les points de la conique sont des points doubles. A la vérité,
on pourrait supposer que deux des trois polynomes aX?~+-...,
a'l*+..., AR2+... ont une racine commune, qui serait
alors également racine du troisiéme; nous écarterons cette
hypothése inutile, pour retenir seulement la condition ci-
dessus; dans ces conditions, la conique est une droite double,
les deux valeurs « et B du périmétre A qui donnent un méme
point étant liées par la relation écrite plus haut; on peut
écrire
_ab+b _ab+ b

T=3o58 Y= A05B’
0 représentant « + B.

Pour la question posée on peut dire : S un couple de
triangles ABC fournit deux cercles circonscrits concen-
trigues, tous les triangles ABC peuvent étre groupés par
couples jouissant de la méme propriété; le lieu du point O
est alors une droite (_fig. 1). La condition pour qu’il en soit

ainsi est
(B4+Cy2+(D—AYD—A+1)=0;
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on a alors
a+~f8 D—A  B+C
i—af —(B+C) D—Ax+t

et le lieu du point O est la droite

axr
"c_2—+A _B+C
ﬂ_,_c D—a
c:

3. Le lieu du point O sera un cercle si, pour A =1,

on a % = = ¢i. En supposant a? 7 b2, ce qui se comprend, on

trouve les conditions

D—A-+1 cea
B+C=O, ﬁ=—;;

mais il faudrait les interpréter.



