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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

[L'17e]
LA COURBE ORTHOPTIQUE DE DEUX CONIQUES;

Par M. PICARDAT,
Professeur de Mathématiques spéciales au Lycée de Nancy.

1. — ETUDE GENERALE.

1. Decré. — Soient deux coniques S et S' sans
particalarité de forme ni de position; soit C la courbe
orthoptique; pour avoir son degré, cherchons le
nombre de points d’intersection avec une droite quel-
conque A du plan; menons une tangente T a S qui
coupe A en ¢ et par ¢ la perpendiculaire T, a T; le
point A appartiendra a 'orthoptique ¢ si T, est tan-
gente & S'. Or si T varie en restant tangente a S,
T, varie et enveloppe une courbe (E) et les tangentes
communes 3 E et §' couperont A aux points cherchés;
leur nombre sera donc le double de la classe de E.
Pour avoir la classe de E cherchons le nombre de
droites T, passant par un point quelconque du plan a;
les droites T, passant par a seront obtenues en joi-
gnant ce point aux points d’intersection de A avec la
podaire de S prise par rapport a @; le nombre de ces
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points est 4 et par suite l'orthoptique G est de
degré 8.

Remarque. — La courbe C est tangente 4 S en huit
points, car la développée de S et S' ont huit tangentes
communes. De méme pour §'.

2. Points cycLiques I er J. — Sil'on méne del une
tangente 3 S et une tangente a &', ces deux droites iso-
tropes sont rectangulaires, donc I fait partie du lieu G;
de plus les deux tangentes a4 S issues de I peuvent se
combiner aux deux tangentes a S’ issues de I de quatre
fagons; donc les points cycligues | et J sont points
quadruples de C.

Foyerssinguliers. — Soit M un point de la courbe C
intersection de la droite T, tangente 8 S en §, et de la
perpendiculaire T' tangente 2 S' en §'; la normale 4 la
courbe C au point M passe au milieu de 68’ (théorie du
centre instantané, par exemple). Soient F, 2 les foyers
réels de S; I, ¢’ ceux de §'. Les deux tangentes Fl
et F'l fournissent le point1 de C et la tangente a C
correspondante coincide avec la normale et est équi-

distante de Fl et F'[; elle passe donc par le milieu f,
de FF’; donc :

La courbe C posséde quatre foyers singuliers

réels f, fa, fa, fi qui sont les milieux des segments
obtenus en joignant les foyers de S a ceux de S'.

Ces quatre points sont donc les sommets d’un paral-
lélogramme ayant pour cétés ¢ et c’; ces codtés étant
paralléles aux axes focaux des deux coniques (cetc’
désignant les demi-distances focales).

Remarquons de suite que deux foyers singuliers
peuvent se confondre :
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1° Deux sommets adjacents f,, f; du parallélo-
gramme sont confondus; les deux autres fy, fi sont
alors confondus; I'une des coniques est un cercle; en
prenant pour A une droite isotrope, on trouve pour E
une conique et l'on voit que, en 1 et en J, la courbe C
posséde un double rebroussement (points bicuspidaux
a langentes distinctes).

2° Deux sommets opposés f,, fs, par exemple, se
confondent; alors les axes focaux des deux coniques
sont paralléles et les distances focales égales. Ici la
courbe posséde en I et en J un contact avec elle-méme
(tacnode et deux autres branches en chaque point).

3° Les deux cas précédents peuvent étre réunis;
on a deux cercles pour S et §'; ce cas sera examiné
plus loin.

3. Points pousLes. — Un point M du plan sera point
double de C siles deux tangentes & S issues de M sont
perpendiculaires aux deux tangentes & S’ issues du
méme point, car on a en M en général deux tangentes
distinctes pour la courbe C.

L’angle des tangentes & S issues de M a alors méme
bissectrice que I'angle des tangentes a S’ issues de M
les tangentes issues de M aux coniques du faisceau
tangentiel [S, §'] forment donc une involution de
rayons doubles rectangulaires; les droites isotropes
issues de M forment alors un couple de I'involution
et M est le foyer d’une conique du faisceau [S, 8'];
réciproquement tout point de G foyer d’une conique
du faisceau [ S, §'] est point double de C. Or le lieu des
foyers des coniques d’un faisceau langentiel est une
cubique circulaive T'; elle coupe C en 24 points dont 8
aux points I et J; il en reste 16 & distance linie; or
chacun est compté deux fois, donc on a 8 points.
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La courbe (C) posséde en général huit points
doubles & distance finie situés sur une cubique cir-
culaire (contenant son foyer singulier) passant par
les foyers et les ombilics de S et S'.

Ces résultats montrent donc que la courbe C est en
général de genre égal a 1.

Nous allons examiner maintenant les cas ol le genre
et le degré de C peuvent diminuer selon la nature et
la position de S et §'.

4. APPARITION D'UN NEUVIEME ET D'UN DIXIEME POINT
pousLe. — La courbe G peut-elle posséder plus de
huit points doubles et devenir unicursale? La réponse
nous sera fournie de la maniére suivante : tout point
double M de C relatif aux deux tangentes issues de M
4 S et §' est fourni par la courbe T'; un nouveau point
double doit résulter d’'une seule tangente & S perpen-
diculaire 4 une seule tangente a S'5 ceci ne peut se
produire que si ces deux tangentes sont des asymptotes;
supposons donc une asymptote A de S perpendiculaire
4 une asymptole \'de §'; ces deux droites se coupent
en a et 'on voit facilement que la courbe C possede
quatre points infiniment voisins de a relatifs 3 deux
branches de courbes issues de a; donc :

St une asy mptote de S est perpendiculaire @ une
asymptote de S', U’intersection de ces deux droites
est un point double de C qui devient unicursale.

Au point de vue de coniques réelles ce cas ne peut
se présenter que pour deux hyperboles.

On conclut de suite que : si les asymptotes de S
sont perpendiculaires aux asymptotes de S/, la
courbe C posséde deux nouveaux points doubles et
se décompose.
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La condition de perpendicularité des asymptotes
s’exprime encore par le fait que les deux coniques sont
semblables, les axes correspondants étant rectangu-
laires. Cle cas se traite immédiatement : les deux
coniques S et S’ possédent alors deux centres de simi-
litude & et d’; soit T une tangente a S;il lui correspond
une perpendiculaire T’ tangente a §', relativement au
centre o et le point d’intersection de T et T’ décrit la
podaire d’une conique semblable 4 S et S’ par rapport
4 o, donc:

Si les deux coniques S et S' sont semblables, les
axes correspondants étant rectangulaires, l’orthop-
tique C se décompose en deux podaires de coniques
semblables a S et S' et de points doubles ¢ et o
centres de similitude.

Remarquons que le cas de deux cercles rentre dans
celui-ci.

5. Asaissement pu pEcrE DE C. — Ce fait peut étre
di aux deux causes suivantes :

1° Une droite perpendiculaire & elle-méme est tan-
gente a S et S'; alors elle fait partie de C; au point de
vue réel, c’est le cas de deux coniques ayant un foyer
commun ;

2° Une tangente 4 S’ est perpendiculaire & toutes les
langentes de S; c'est-a-dire 8’ est une parabole et la
tangente singuliére, c’est-a-dire la droite de l'infini,
compte double pour C.

6. Erupe pE LA cusiQuE circuLatre I'. — Je signa-
lerai simplement les résultats classiques relatifs a T
pour la disposition des points doubles de C.
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1° Le quadrilatére des tangentes communesa S et &'
est circonscrit a un cercle : la cubiqueT a un point
double au centre du cercle.

2° Le quadiilatére des tangentes communes est cir-
conscrit 3 deux cercles; dans ce cas S et §’ ont un axe
commun, T a deux points doubles, c’est-a-dire : la
cubique T se décomyose en cet axe et un cercle l'ad-
mettant comme diamétre.

3° Le quadrilatére des tangentes communes renferme
une droite isolrope et par suite, a cause de la réalité,
S et 8’ ont un foyer commun ; /a cubique T se réduit
& une droite a distance finie (+ deux droites iso-
tropes).

4° lLe quadrilatére des tangentes communes est un
parallélogramme ; S et 8’ sont concentriques : la
cubique T se réduit a une hyperbole équilatére
(+ la droite de l'infini).

5° Le quadrilaiére des tangentes communes est un
losange, SetS' sont coaxiules : la cubique T se réduit
a deur droites perpendiculaires (+ la droite de
Pinfini).

6° Le quadrilatére des tangentes communes ren-
ferme la droite de I'infini; S et 5’ sont deux paraboles :
la cubique T se réduit a un cercle (+ la droite de
Pinfini).

7° Le quadrilatére des tangentes communes ren-
ferme la droite de I'infini comptée deux fois; S et &'
sont deux paralioles a axes paralléles : /a cubique T se
réduit a une droite (4 la droite de I'infini double).

Enfin signalons le cas des coniques homofocales
ou I n'existe plus.
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Il. — ETUDE DES DIVERS CAS PARTICULIERS.

Cette étude résulte des résultats précédents relatifs
aC:

1° Si une asymptote de S est perpendiculaire & une
asymptote de §’, C est unicursale.

2° Si les asymptotes de S sont perpendiculaires a
celles de ', C se décompose en deux podaires.

3° Si lesdeux coniques ont un foyer commun, C ren-
ferme les deux droites isotropes issues de ce foyer et
le degré de la courbe restante est celui de C— 2.

4° Si une conique est une parabole, C renferme la
droite de I'infini comptée double et le degré de la
courbe restante est celui de C — 2.

5° Les huit points doubles de C sont sur T qui peut
se décomposer et si Fo ¢t F'o' sont égaux et paralléles
deux points doubles sont a 'infini en 1 et J (tacnodes).

La combinaison de ces résultats et des résultats rela-
tifs a I’ donne les conclusions suivantes :

PrEMiERE PARTIE. — S et §' sont deux coniques &
centre :

a. Courbe C de degré 8 de genrer: 1° S et S/
sont placées de facon quelconque. — C est du
8¢ degré, de genre 1; quarticirculaire; ayant huit
points doubles a distance finie sur la cubiqueT.

2° Fo, F'¢' sont deux segments égaux et paral-

léles. — C n'a plus que six points doubles 4 distance
finie, les deux autres sont a 'infinien I et J.
3° L'une des coniques est un cercle. — Les points

cycliques sont bicuspidaux.
4° Les deux coniques S et S' ont un axe commun.
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— Cet axe est axe de syméirie pour C qui posséede
quatre points doubles sur cet axe et quatre autres
points doubles deux 4 deux symétriques par rapport a
cet axe situés sur un cercle qui contient les foyers et
les ombilics de S et §' situés hors de ’axe commun.
Ces quatre points doubles peuvent se construire géo-
métriquement; d’ailleurs deux seront rejetés a l'infini
si Set S’ ont méme distance focale.

5" Les deux coniques S et S' sont concentriques.
— Le centre commun est centre de symétrie pour C
qui posséde huit points doubles a distance finie situés
sur une hyperbole équilatére, syméiriques deux a deux
par rapport au centre; si de plus S et S’ sont égales, la
courbe C a deux axes de symétrie rectangulaires, les
points doubles se délerminent géométriquement.

6 Les deuzx coniques S et S' sont coaxiales. —
Les axes sont axes de symétrie pour G; chaque axe
contient quatre points doubles que I'on peut déter-
miner.

B. Courbe C de degré 8 unicursale. — Ce cas
ne peut se présenter que pour deux hyperboles telles
qu'une asymptote de I'une soit perpendiculaire a une
asymptote de Pautre; on peut signaler le cas ou ces
deux hyperboles sont concentriques, la courbe C ayant
alors un centre de symétrie.

v. Courbe C de degré 8 décomposable en deux
podaires. — Ce cas se présente lorsque les asymptotes
de S sont perpendiculaires a celles de S’ ou encore
que S et S’ sont semblables, les axes de méme nature
étant rectangulaires; les deux centres de similitude o
et ¢ sont sur le cercle de diamétre ww'; w, w' étant les
centres des deux coniques S et S'; ce cercle passe aussi
par les deex nouveaux points doubles, intersections
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des asymptotes rectangulaires. Les deux coniques 2, X'
dont on prend les podaires sont semblables a S et S/,
deux des centres de similitude étant s et ¢’. Selon les
positions de o, o/ on a diverses courbes.

Je signalerai les cas suivants :

1° Les deux coniques S et S’ sont concentriques; on
a deux podaires de coniques prises par rapport au
centre, en particulier 'orthoptique de deux hyper-
boles équilatéres ayant les mémes asymptotes et for-
mée de deux lemniscates.

2° S et §' sont deux cercles; l’orthoptique est for-
mée de deux limacons de Pascal égauzx, symétriques
par rapport a la ligne des centres; on voit que les
points cycliques sont de rebroussement; les foyers
singuliers sont confondus au milieu de ww'; enfin les
points doubles des deux limagons sont sur le cercle de
diametre ww' el le cercle ayant pour diamétre le seg-
ment formé par les deux centres d’homothétie.

Remarquons que, siles deux coniques données S et §'
sont orthogonales en un de leurs points communs, ce
point est de vebroussement pour C, donc :

L’orthoptique de deux cercles orthogonaux est
Jormée de deux cardioides ayant leurs rebrousse-
ments aux points d’intersection des deux cercles.

8. Courbe C de degré 6 et de genre 1. — Suppo-
sons que S et S’ aient un foyer commun F, F'; C ren-
ferme les deux droites isotropes FI, FJ et il reste une
courbe du sixiéme degré tricirculaire admetiant pour
foyers singuliers les deux centres w et o’ et le milieu
de ¢o'. La cubique T' se réduit a la droite @2’ qui
coupe C en trois points doubles, la courbe C est de
genre 1 en général. La courbe G touche chacune des
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coniques S et $' en six points; examinons un cas par-
ticulier :

Les deux coniquesS et ' ont un axe commun. —
C’estun axe de symétrie pour (; les trois points doubles
de C sont sur cet axe; sil'une des coniques est un
cercle, il y a rebroussement aux points cycliques.

e. Courbe Cde degré 6 unicursale. — Clest le cas
de deux hyperboles S et §' ayant un foyer commun,
une asymplote de la premiére étant perpendiculaire a
une de la deuxiéme,

¢. Courbe C de degré 6 décomposable. — lies
deux coniques S et S’ ont un foyer commun, leurs
axes focaux perpendiculaires et sont semblables; la
courbe C se réduit 4 une podaire du quatriéme degré
et a un cercle, coupant la podaire sur la droite des
foyers. Enfin S et §' sont homofocales; C se réduit au
quatriéme degré bicirculaire avec quatre rcbrousse-
menls aux points communs 4 S et S, on a un cercle
double concentrique. Si S=95’ on retrouve le cercle
de Monge.

DeuxiiME parTIE. — S est une conigue a centre,
S’ est une parabole. — L’orthoptique se réduit a une
courbe du sixiéme degré, la droite de I'infini comptant
double; les points cycliques sont doubles et il y a
encore huit points doubles, donc en tout dix, la courbe
est donc unicursale; ces huit points doubles sont obte-
nus de la maniére suivante : sept sont sur la cubique
circulaire T, le huitiéme est le point & l'infini dans la
direction de la directrice de la parabole. La courbe
posséde deux foyers singuliers réels, milieux des seg-
ments joignant le foyer de la parabole aux deux foyers
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de la conique S. La courbe C touche chacune des deux
coniques en six points. Signalons les cas suivants :

1° Les deux coniques ont un axe commun. — Ce
sera un axe de symétrie pour C; T se réduit a cet axe
et un cercle, donc la courbe C a trois points doubles
sur I’axe et quatre sur le cercle qui passe par les foyers
et les ombilics non situés sur I'axe.

2° Les deux coniques ont un foyer commun. —
[’orthoptique se réduit a une courbe du quatriéme
degré circulaire ayant pour foyer singulier le centre de
la conique S; T se réduit a une droite qui coupe C en
deux points doubles; le troisiéme point double est a
Pinfini; les points doubles et les asymptotes pouvant
se construire géométriquement,

Troisieme earTIE. — S et §' sont deux paraboles.
— La droite de l'infini comptant quadruple, il reste
une courbe C du quatriéme degré circulaire ayant
pour foyer singulier le milieu du segment joignant les
foyers des deux paraboles; T se réduit a un cercle cou-
pant C en huit points; en exceptant les points cycliques
on trouve trois points doubles; donc :

L’orthoptique de deux paraboles est une quar-
tique circulaire ayant trois points doubles situés sur
un cercle passant par les foyers des deux paraboles
et circonscrit au triangle des tangentes communes.

Examinons les divers cas : d’abord les axes peuvent -
étre rectangulaires, alors la courbe G se réduit a une
podaire de parabole courbe du troisiéme degré par
rappert au centre de similitude, donc :

1° L'orthoptique de deux paraboles ayant leurs
axes rectangulaires est une podaire de parabole;
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2° L'orthoptique de deux paraboles telles que
l'azxe de chacune d’elles soit la directrice de ’autre
est une strophoide droite;
3° L'orthoptique de deux paraboles telles que
Uaxe de chacune d’elles soit la tangente au sommet
de Uautre est une cissoide droite.

Si les deux paraboles ont leur foyer commun, G se
réduit au second degré, en général, et 'on a :

1° L’orthoptique de deux paraboles ayant leur
Joyer commun est une conique ;

2° L’orthoptique de deux paraboles ayant leur
Soyer commun et leurs axes rectangulaires est une
droite perpendiculaire au milieu du segment joi-
gnant le foyer commun a l'intersection des deux
directrices.

Si les deux paraboles ont leurs axes paralléles, C est
une quartique circulaire ayant un point double a I'in-
fini sur la direction perpendiculaire a celle des axes et
deux points doubles 4 distance finie sur la droite joi-
gnant les deux foyers.

Si de plus les deux paraboles ont méme foyer, la
courbe C se réduit a une conique ayant trois points
doubles (un & l'infini et deux aux intersections des
deux paraboles), c’est une droite double, donc :

L'orthoptique de deux paraboles homaofocales est
la corde commune. Siles deux paraboles sont iden-
tiques, on retrouve la directrice.

Le cas ou I'une des coniques se réduit a deux droites
ou, au point de vue tangentiel, 4 un ou deux points
fournit pour C des podaires. Si S et §' sont réduites
toutes deux a des points on a pour C qualtre cercles.
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La question peut se généraliser en faisant jouer a
deux points quelconques le réle des points cycliques
ou en les remplagant par une conique quelconque;
on a alors le résultat suivant :

E'tant données trois coniques S, S', S" le lieu C des
points d’intersection des tangentes a S et S' conju-
guées par rapport a S’ est une courbe du huitiéme
degré possédant huit points doubles sur S" et douze
points doubles sur une cubique T.

Les huit points sur S” sont les points de contact des
tangentes communes & S et S', puis a4 §’ et §'.

La cubique T est le lieu des points tels que les tan-
gentes issues de ces points 4 S, §', §” soient en involu-
tion. Cette cubique I' passe par les dix-huit ombilics
des trois coniques prises deux a deux.

La courbe C touche chacune des deux coniques S
et S’ en huit points. Ces propriétés se démontrent
comme pour le cas de 'orthoptique de deux coniques.

Remarquons qu’en échangeant les trois coniques S,
§’, S", on définit trois courbes du huitiéme degré C,
¢, ', etl'on & toujours la méme cubique I'; donc la
cubique I renferme les dix-huit ombilics des coniques
et les trente-six points doubles de C, C’, €' situés hors
des coniques données.

[l resterait a étudier comme plus haut les divers cas
possibles pour la courbe du huiti¢éme degré obtenue et
a en déduire quelques théorémes intéressants.



