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[L'öb]
PROPRIÉTÉS RELATIVES AUX NORMALES

ABAISSÉES D'UN POINT D UNE ELLIPSE SUR CETTE ELLIPSE ;

PAR E.-N. BAIUSJEN.

Pour l'homogénéité de cette Note, nous allons donner
plusieurs propriétés dont quelques-unes sont connues,
cl que nous relaterons aussi. i\ous donnerons les résul-



lats sans aucune démonstration ; ces propriétés se
démontrent assez aisément, en général.

NOTATIONS ET KOLATIONS. — Soit I ellipse

2j2-a2è2= o.

Du poinl M de cette courbe on abaisse les normales
MP, MQ, MR et l'on prend M' symétrique de M par
rapport au centre O de l'ellipse.

Soient a l'angle d'anomalie excentrique en M,
et r3 l'angle d'anomalie excentrique en P.

L'angle a est déterminé en fond ion de o par les for-
mules

(c* s i n 2 o — b* ) cos'v . ( c 4 COS2Q — a'*) *\n o
cos a = — - , ! — '-, sin a =r= ^-7—, '• — J- ,

a* sin -o -+- o* cos 2 ' j a* sin*2(ï) -r- o* cos 2 o

sincpfco^a — cos») b2

cos ̂ ( si na — sm o ) a2

On Irouve les équations sui\antes :

Nor ma/e MP :

aa r si nep — b y cos o — e 2 sin cp coscp = o.

Droite QR :
a*b*

o3x coscp — a6y sincp -+- —— = o.

Droite PM' :

bzx cos<p H- a3y sin cp — ab(a2 sin2cp -H è2 cos2cp) = o.

Cercle PQRM', ou cercle de Joacîiimstkal relatif
au point M :

bx a2y. , . ,
x- -H j 2 cos a ^ - sin a —(a2-4- 62 ; = 0.

Coo/données du centre C ^/^ cei cle circonscrit au



triangle PQR :

Te = y a '
yc = 56 S l

Coordonnées du centre de gravité G c/« triangle
PQR :

Coordonnées de i'orthocentre II <Y*/ triangle PQR :

^ii — ; r o s a , y\\ — j — ; s ina .

("oordon fiées du ce/Ure M du cercle des neuf points
du triangle 1\>R :

Droite d'Euler (GGll(o) <̂ / triangle POR :

t/ ( ') <7i( -1- -26'* — a1 b'1 ) x s i n ot

— ( a 2 H- 6- )(a*-f- >̂4 ) si 11 a co^a = o.

Hauteur du triangle PQR issue de P :

^H.r sincp -+- />'{y coso = (a* H- 6'* ) si 11 cp co^cp.

Médiatrice du triangle PQR relative au côté QR

a 4 6 4 sin œ cos©
a 3 a ? si 11 o -t- y ' K co^'45 -+- —— :—• -j-, L-— = o .1 " ' a* s 1112cp -4- b* cos2cp

Hyperbole d'Apollonius MPQR :

c-xy — a*y co»a -+- b^x sin a = o.



Paraboles passant par M, P7 Q, R :

c2(6j7=b <7JK)2H- iab'+T si n a — 'iakby cos a

Hyperbole équilatère passant par M', P, Q, R :

62

c 2O 2—JK 2 ) (a2 •+• 62);rcosa
a2

Paraboles passant par M', P, Q, R :

— ab2x cosa — ^ sin a — a v = o,

b1*
_, T eosa -+- a 2 6 v sin a -i- />4 = o.

a

PROPRIÉTÉS. — I. L'enveloppe du cercle PQR est

la quartique

Son équation en coordonnées polaires est

6 co s 2 O

=b v/^>2('2a2-h 62)2 cos26 + rt2(a2+2b'1 )2 sin26].

(^etle quartique se compose de deux ovales. Le plus
petit a les mêmes longueurs d'axes que Fellipse, ia
et ib. Le plus grand a pour longueurs d'axes

a b

La somme des aires de ces deux ovales est



( 2Ö2 )

II. La puissance du centre O de l'ellipse par-

rapport au cercle PQR est constante et égale

à —(ai-Y-b'1).

III. Le cercle PQR est bitangent à sa courbe

enveloppe.

Pour'le cercle

-r2 -4- >2 cos a 71- si ri a — ( a 2 - h b'1) = o,
a o

les deux points de contact sont situés sur la droite

&3;r sin a — a*y cos a = o.

IV. iSï R est le rayon du cercle PQR, et O' le centre

de ce ce f cle, o// c/

Si /• = y a--\- b- est le rayon du cercle de M on g'e ou
lieu du sommet des angles droits circonscrits à l'ellipse,
cette relation devient

11 en résulte que : le cercle PQR coupe le cercle de

Monge de l'ellipse donnée suivant un diamètre de

ce dernier cercle.

V. Les trois côtés du triangle PQR enveloppent
i ellipse

Il — ±

VI. Le lieu du centre C du cercle circonscrit au

triangle PQR est l ellipse
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VIL Le lieu du centre de gravité G du trian-
gle PQR est l'ellipse

x* y*-
a'- &

VI1L Le lieu de Vorthocentre H du triangle PQR
est Vellipse

IX. Le /«>*/ du centre to du cercle d'E nier du
triangle PQR est l'ellipse

a-j'1 b\y- i

( > a* -1- b* — a1bî )- ( a1* -h 9 b* — «- b2 fl \(\c*

X. L^ corde de contact (III > du cercle PQR
so« enveloppe est perpendiculaire ù la tangente
en G à l ellipse (VI).

XL F^e milieu de chacune des dioites MC, M G,
MH, M(u décrit une ellipse.

XII. Chacune des droites MC, M G, M H, Mto é\ç/
normale à une ellipse fixe.

XIII. La droite d^Euler du triangle PQR est nor-
male à I ellipse

xl y-
a- ( 3 a 4 -+- 2 6V — a'2 6 2 ) 2 é>'2 ( 2 a 4 -1- 3 b* — a'2 /5>2)2

4 )2

XIV. Ae //̂ w Jw point de rencontre de la droite
d'Euler du triangle PQR avec la normale à l ellipse
donnée en M est une ellipse.

XV. Le lieu du point de rencontre des droites MP
et QRest la sextique unicursale dont les coordonnées
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paramétriques sont

- IA) coscp
^ c o s 2 c p ) ' *̂  c 2(a 4sin 2cp—

XVI. Le lieu du point de rencontre des droites PM'

et ()\i est la quartique unicursale dont les coordon-

nées paramétriques sont

a [ rt? ( a 2 s in 2 cp -f- 6 2 c o s 2 cp ) — a2 b* ]

-ib't-c1 cos<p

__ b[c~(a2 sin2cp -+- b- cos2cp) -h a 2 ^ 2 ]
ia1 c'1 sincp

XVII. La droite PM' enveloppe une sextique inii-

rursale dont les coordonnées paramétriques sont

X = 7— f *; />2 — (72 -+- C2 COS2Cpl COSO,

7' — —j [ > a - — />2 — c- s i n 2 o ] sincp.

et qui a pour aire

U =

Si a = >̂ y ."> -f- 2 y/6, on a U = o ; dans ce cas, la courbe

ayant deux points doubles et trois boucles, l'aire de la

boucle centrale est équivalente à la somme des aires des

deux autres boucles. Les droites QM' et RM' enve-

loppent la même sextique.

WIII. Le lieu des projections de O sur les

droites PM', QM', RM' est la sextique unicursale

qui a pour équation
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L'aire de cette courbe est

_ Tt[a*~+- 6» -h ia*b*(a*-ir 62-+- ab)]
~~ ï(a*-\- 63)2

XIX. Le /ie*/ des milieux des cordes PM', QM',
RM' est la sextique unieursale

Va ire est

U -

X \ . Le //>tt rfe.v pôles des cordes PM', QM', RM'
par /apport à Vellipse donnée est la podaire cen-
trale de cette ellipse

XXI. Le //>// rf« milieu des côtés du triangle P(V)R
p,s7 la quartique unieursale

Vctire est
_

hauteurs du triangle P()R 50/2̂  /ior-
males à Vellipse

"66

XXIII. Les médiatrices du triangle PQR enve-
loppent une courbe unieursale du dixième degié,
qui a pour aire

— 3a»6*
_ _ _ _ _ _
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XXIV. Le lieu de la projection de O sur les hau-
teurs du triangle PQR est la sextique unicursale

(x^-hy*y( b*x2-+- a* y2) =

gui a pour aire

XXV. Le lieu du milieu des cor ries interceptées
par les hauteurs du triangle POR dans l'ellipse
donnée est la sex tique unicursale

(^2(X.2_f_ a 2 7 2 ) * ( 6 l ü 7 - 2 - + a^y' ) — [a'*+ h* )« a* b'* r 2 y 5 .

XXVI. Le lieu du pôle par rapport à Vellipse
donnée des hauteurs du triangle PQR est lakreuz-
curve

ç 1-7" = <«•-''••>*.

XXVII. Le lieu de la projection de O sur les mé-
diatrices du triangle PQR est la courbe unicursale
du huitième degré

( x2 -\- y- y ( b2 x* -4- a9-y2 )2 = x*y2 ( b6 r2 -* a6y- ),

Va ire est

l i = ZîlfL
i(a v b)i i(a -h b)2

XXVIII. Le lieu du milieu des cordes interceptées
dans V ellipse donnée par les médiatrices du triangle
PQR est la courbe du huitième degré

XXIX. Le lieu du pôle par ranport à Vellipse
dis cordes formées par les médiatrices du triangle



PQR est la sextique

XXX. Z,e //ew des pieds des hauteurs du triangle
PQR est une sextique unicursale.

XXXI. Le lieu du milieu des hauteurs du triangle
PQR est une sextique unicursale.

XXXII. Vhyperbole d'Apollonius M PQR enve-
loppe la kreuzcui ve

Cette kreuzourve est au^i le lieu des pôles des
cordes normales à Vellipse donnée.

X W l l l . Le lieu du centre de C hyperbole dApol-
lonius MPQR est rellipse

qui est ausM Venveloppe (V) des côtés du triangle
PQR.

XXXL\ . Le lieu des sommets de t'hyperbole
d'Apollonius MPQR se compose de deux quar-
tiques

,A , fi , « b 6 6 ( x -+- y )2

X X W . Les paraboles passant par M, P, Q, R
enveloppent les deux quartiques

c'*[(bx -h ayy—a*-bî]2= 4 a5

— a/)2 + a ^ i J 2 = 4 «2^2(̂ ,6^1 + a6 /2).
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XXX VI. Les axes des paraboles MPQR sont
parallèles aux diagonales du rectangle des axes
de lyellipse donnée.

XXXVII. Le lieu du sommet des paraboles MPQR
se compose de deu c quartiques.

XXXVIII. U hyperbole équilatère M'PQR enve-
loppe la quar tique

</2/^[c2(;r2- y'2) — (u*-4- 64)]2 = (a2-4-/;2)2(66rr2-f- a*y*)

XXXIX. Le lieu du centre de Vhyperbole M'PQK
est iellipse

a^b'^a2-^ b'2)1

XL. Le lieu des somniPts de l hyperbole M/L)(>)R
se compose de deux quar tiques.

\\A. Les paraboles passant par M', P, (v), R
enveloppent deur quar tiques

a*(c*y*-h b!')2= b*-(

XLII. Le lieu des sommets des paraboles M'PQR
se compose des deux quartiques

b* ( c 2 x2 -h a^ y2 == a6jK2 ( «r2 ^ 4 — 4 c4 x'2 ),

XLIII. Les centres des quatre cercles de Joa-
chimsthal circonscrits aux triangles PQR, MIH ,̂
MQR, MPR, et le milieu de ÜM sont situés sur
Vhyperbole équilatère

ab sina cosa
* ' = 4

Celte dernière propriété existe si M est un point



( *6y )
quelconque (a, jî) du plande l'ellip>e donnée. L'hyper-
bole est alors


