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CERTIFICAT D'APTITUDE
A L'ENSEIGNEMENT SECONDAIRE DES JEUNES FILLES.

(DEUXIÈME PARTIE).

Session de 1917.

1. On donne deux droites orientées u et v non
situées dans un même plan, un point A sur la pre-
mière, un point B sur la seconde; cette figure
dépend, pour la grandeur, de quatre paramètres
(longueur de la perpendiculaire commune CD, . . .) .
Faire voir quil existe une sphère S tangente à la
droite u au point A, à la droite v au point B, et que,
si O est le centre de cette sphère, il existe une
droite Qz orthogonale à la droite AB et faisant
des angles égaux avec les directions u et v. On rap-
porte la figure à un trièdre trirectangle Ox? Oy,
Qz, Vorigine O et Vaxe Oz étant le point O et la



droite O z dont on vient de parler, le plan bissecteur
du drièdre (zOx, zOy) étant perpendiculaire à la

Fie. r.

droite AB. Soit R le rayon de la sphère S, et soient a,
6, c les coordonnées du point A; soient a, j3, y les
cosinus directeurs de la droite w, et X, JJL, y cea# cfe
/r? droite r.

i° Ecrire les cinq relations qui lient les neuf
quantités R, a, &, c, a, [3, y t )M uu

2° Exprimer les coordonnées x]', ) ' , J ' dun

point M c/e /a droite u en fonction de la quan-

tité AM = p, <?£ /e.s coordonnées x\ y\ z" dun

point N rf<? /a droite r e/* fonction de la quan-

tité BÏN = cr.

H. On considère alors une droite variable A ren-
contrant les droites u et v en deux points M et JN
tels qu'on ait



i° Etablir la relation qui existe entre les quan-
tités AM = p, BN = T. Cette relation peut recevoir
la forme

(i) (i — C ) p s — A p —B<x-hD = o,

avec
A = h y. H- a [3 -+- c y, H = a X -h b \x 4- c 7,

C = aX -H pp.-»- y*, D = ( a — 6) 2 .

Indiquer le sens géométrique des constantes C,
V <?*B.

20 Faire voir que la droite A /v?ste tangente à la
sphère S. Pour cela, après avoir écrit pour les coor-
données dun point P de cette droite

x'-hkx" y' + kf , PM
PÎ£

o/? formera l'équation qui donne les valeurs de k
correspondant aux points d'intersection de la droite
avec la sphère, on introduira p et a- et Von trouvera

Xte la valeur trouvée pour k on déduira que, si P est
le point de contact de la droite avec la sphère, on a,
en orientant convenablement la droite A,

PM=ÂM, PN = ÏÏÎV, NM = ÂM — BV

3° Calculer la cote z du point P et en déduire le
lieu de ce point. La droite A étant orientée comme
on vient de dire, calculer le cosinus de Vangle de
cette droite avec Oz. En déduire géométriquement
le lieu de la droite A.

III. Soient Mi la position du point M lorsque le
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point N est à Vinfini, et N2 la position du point i\
lorsque le point M est à Vinfini; soit CD la perpen-
diculaire commune aux deux droites u et v\ on
pose

p1 = AM1, a 2 =DiN 2 , p = A<,, c = bD.

Etablir qu'on a

p i = ^ , <T2 = — — - , p' — Cor' = A, < r ' — G p ' = B ,
I — Li I — VJ

p ' + a ' = p! •+- T2> G Mi -4- D \ 2 = o.

Montrer qu'on peut, sans modifier les points M
et N, déplacer les points A e£ B <?ƒ réaliser la con-
dition AC -f- BD = o, c'est-à-dire

p' + J ' = o, pi -f- 32 = o> A -h B = o ;

/e.v points M, cf ^2 *v>/î  alors déterminés par les
relations

—, = —, = — cot2 i ( M , «M.
p a '2

On peut, dans l'hypothèseprécédente (A -f- B = o),
changer simultanément p en — cr et a* en — p, ce qui

revient à changer CM en —D>« et OJN £/* —CM;
rendre compte de ce fait géométriquement.

Déduire directement de la relation (1) /es condi-
tions dans lesquelles cette relation est de la forme

p<j = const.

SOLUTION

Par UNE ABONNEK.

Je prie le lecteur de se reporter u l'énoncé quand
il y a lieu.



I. Les quatre paramètres dont dépend la figure sont
la longueur de la perpendiculaire commune CD,

l'angle des deux droites, les valeurs des quantités CA

et DB. Le centre de la sphère S est F intersection des
plans perpendiculaires aux droites u et r en A et B et
du plan perpendiculaire à la droite AB en son milieu.
Pour avoir la droite O^ on mène par le point O des
parallèles aux droites orientées a et r, et Ton prend
Tintersection du plan mené par la bissectrice de l'angle
de ces parallèles perpendiculairement à leur plan avec
le plan mené par O perpendiculairement à la droite AB.
Les cinq relations qui lient a priori les neuf quan-
tités R, . . . sont, en observant que les coordonnées du
point B sont b, a, c,

rt2

a%

a2

b\

H- bï

-+-b$
+ ?»
-f-a [j

•-h c2

; -+-CY

: +. Y2

i -+- CY

= R«,

= o,

= i ,

= o,

si l'on voulait tirer X et ku des deux dernières, on ren-
contrerait la solution étrangère X = {3, [i. = a. Les for-
mules demandées pour les points M et iN sont

x ' = a - h a ( o , . . . , x " = b • + - X c r , . . . .

II. i° La relation NM = (AM — BK)2 donne

[a — b -4-(ap — À?)]2

ou, après suppression du facteur 2,
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le coefficient de o est

a% — bot — a$-+-b$ ou — ( è a + f / ^ - t - cy ) ,

el l'on a de même celui de o\ On a bien

(i) (i-G)pj-Ap-Bff + D=o,

les coefficients ayant les \aleurs indiquées par l'énoncé.
On a évidemment

A = Kcos(OB, u), B = Rcos(O\, v) G = coa(u. v).

'i° LYquation en h demandée est

(x' -*- Lx" f -±- (y' -*- kf' )*- -L- ( V + ü " ) 2 - ( i + /ij2K:= o.

Le coefficient de /-* est

<'l, en tenant compte des relations écrite^ au début, il
se réduit à i- ; le terme indépendant e l̂ de même p2 ;
le coeificient de '>/• est

.7 ,T' — y'y" 4- -3'-s* — K2,
ou

Cpff -+- \ p -r- BŒ — D.

ou p j , d'après la rel t t ion ( i ) . Cette équation est (Jonc

( h 1 - h p ; 2 = O ;

la \aleur double trousée pour h indique bien que la
droite A. est tangente à la sphère S. On a, d'ailleurs,
pour le point P, d'après la signification de / ,

c'est-à-dire

ÂM _ M _ ÂM —BN
PM — r \ ~ viï



en tenant compte de la relation

NM2 = (ÂM-BN) 2

et en orientant convenablement la droite À; on a alors

NM=ÂM— ÏÏÎN.

3° On a, pour le point P,

_z'-\-kz" GZ'—pz" <J(C-\-Y?) — p(c-^T!T)
I - H À a — p <j — p

le lieu du point P est la section de la sphère par le
plan ^ — c.

Le cosinus de l'angle de la droite A avec Os est

z' — z" Y ( ? — g ) v .
^M p — a ~ é >

Tangle de A a\ec O^ est constant et égal à l'angle que
les droites a et r font avec O^.

Le lieu de la droite A est un hyperboloïde de révo-
lution d'axe O s , et la sphère S est inscrite à cet hyper-
boloïde. Les droites u et v sont deux génératrices du
second système. On s'explique bien qu'on ait :

PM = ÂM, PN==BN, NJVf== PM— PN = AM — BN.

111. a. On a immédiatement, comme il est bien
connu pour une relation homographique,

B A

la relation (i) donne

MtM X N2N = const.

Soit CD la perpendiculaire commune aux deux
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droites u et p, et posons

p' = AC, cr' = ÏÏÏÏ ;

les coordonnées des points C et D étant

a-hap', b-h$o', c-hyp

m écrivant que la droite CD est perpendiculaire à la
droite M, on a

a(x' — x") - h . . . -h . . . = o,
ou

(aar ' -h . . .) — (<xx"-\~ . ..) = o,
ou

a a -*- b p -h c y -H p' — ( 6 a -h a fi -h c y ) — ( aX -f- 3 ;JL -+- y2 ) Œ' = o,

ou
P ' _ C < J ' = A ;

on a de même, en écrivant que la droite CD est per-
pendiculaire à la droite r,

On a, en additionnant ces deux relations,

d'où
(pi — p') ~+~ ( a2— O = O,

OU

(2) • CMi-t-DNT
2 = o;

ainsi les deux points M< et N2 ne sont pas quel-
vonques, les deux vecteurs (CM,) et (DN2) ont des
mesures opposées.

b. La relation
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ne cessera pas d'être satisfaite avec les mêmes points M
et N si l'on remplace les points primitifs A et B par
deux points A' et B' obtenus en faisant subir aux pre-
miers des déplacements égaux sur les droites orien-
tées u et v\ le choix de ces points n'introduit donc
qu'un paramètre dans la question, et l'on s'explique
ainsi que les points M< etN2 dépendent l'un de l'autre.

En particulier, on peut prendre comme points A
et B deux points spéciaux Ao et Bo tels qu'on ait

comme sur la figure 2; il suffît de faire subir aux points
primitifs A et B des déplacements égaux ayant pour

Fig. 2.

valeur commune ; ; on a alors Ao MK -f-B0Na

On a donc, avec ces points spéciaux Ao et Bo,

p' -+- a' = o, pjH- <x2= o,

d'où
A-i-B = 0;
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cela donne

, _ A _ —B , _ B _ - A
? ~~ n - C """ i — G ' ' " " j + C ' i + C '

on a, pour déterminer les points Mi etN2 , les formules

«> = ? = ^ =
qui ont un caractère géométrique.

Avec ces points spéciaux Ao, Bo, dont l'emploi ne
particularise nullement le problème, la relation (i)
devient

(5) ( i -G) ? a~A(p-j) + D = o;

si elle est satisfaite pour les valeurs p = ƒ>, 3" — 7, elle
l'est aussi pour les valeurs p' = — 7, < r '=—p . Cela
veut dire que si Ton a pour deuv points M et x\ ( fio\ 2 )

NM = A0M — B0N,
et si Ton prend

A0M' = — B0N, B0N' = — A0M

GM7= —B^D—DN', "B^D -+- DN*' = — Â^G — GM,

ou enfin, Ao et Bo disparaissant,

(6) cïvr = —DN", D N 7 = —GM,

on aura encore
VMf = Â5F —ÏÏY;

et c'est là une propriété de la figure considérée en elle-
même, indépendamment du choix particulier qu'on
peut faire des points A et B. Cette propriété est
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d'ailleurs évidente. On a d'une part, ave€ (6),

ÂM7 — BX= ÂM —BN,

car cela équivaut à

ÂG -h CÂT — BD — ÏÏN7 = ÂG -+- GYÏ — BD — ~DN,

ce qui a lieu. D'autre part, si l'on mène parle milieu Q
du segment CD des parallèles aux droites orientées u

et r, et si Ut est la bissectrice de l'angle de ces paral-
lèles, on passe du segment MN au segment J V M 7 par
Jeux renversements successifs, Fun autour de ût,

l'autre autour de CD; on a donc lYAI':= NM.

c. Voici maintenant un cas particulier. Si les points

primitifs A et B sont tels qu'on ait AG = BD, les points

spéciaux Ao et Bo sont les points G et D. Avec les points

primitifs A et B, on a alors p' = <r', A = B, et la rela-

tion (i) est involutive ; avec les points spéciaux G et D,

les coefficients A et B sont nuls et l'on a simplement

pj = const.

On a ici, avec les points primitifs A et B,

. _ _ A _ - . y - B - ,
' ~ i — G ~ ^ u ~ i —G " 2 '

de sorte que M, est en C, N2 est en D; cela est évident
sur la relation fournie par les points spéciaux G et D.

A priori, si Ton veut que la relation (i) entre p et T

soit de la forme po-= const., il faut que A et B soient
nuls, c'est-à-dire, d'après l'interprétation qu'on a
donnée des valeurs de ces coefficients, il faut que la
droite OB soit orthogonale à la droite a, que la
droite OA soit orthogonale à la droite v\ les direc-
tions O A et OB doivent donc se confondre l'une et
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l'autre avec celle de la perpendiculaire commune CD,
les droites O V et OB se confondent, et CD se confond
avec la droite AOB qui rencontre u et c.

11 ne faut pas confondre la relation générale

M, M x N j \ = const.

avec la relation po- = const. relative au cas particulier
dont on vient de s'occuper. Les points M, et N2 ne
forment généralement pas un couple de points pouvant
être substitués aux points A et 13; il n'en sera ainsi que
si l'on a

c'est-à-dire
A = B, ?'=*', ÂC = ÏÏU,

et c'est seulement alors qu'on pourra faire de M{ M et

de N2N un p et un a-.

Remarque. — II serait facile de démontrer géomé-
triquement que la droite A est tangente à la sphère 2
en introduisant le point P dès le début, de trouver le
lieu du point P, sans oublier les réciproques, etc.

Si Ton considère deux positions A et A" de la droite A,
on a

iVM' = A i \ r - BIN"
et, par suite,

IN M — Y' M" = M" Al — VIN,

MN -hNN"-hN"M"-t-]\rJYl = o,

dans le quadrilatère gauche IVLVVM" qui est circons-
crit à la sphère £. La question se rattache ainsi à la
question de Mathématiques élémentaires du concours
pour l'agrégation des hommes en H)


