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SUR QUELQUES ÉQUATIONS HOMOGÈNES INDÉTERMINÉES
DU TROISIÈME DEGRÉ ;

PAR M. MATHIEU WE1LL.

l. Soit a résoudre, en nombres entiers, positifs ou
négatifs, l'équation

Une solution bien connue est

Une seconde solution sera

Partant des formules

on trouve pour A une équation du troisième degré qui

admet les solutions évidentes X = o, X = i et X = |>

qui donne pour #, y, z, t les valeurs —— > —~̂  ^ -

et —— , on retombe ainsi sur la première solution; mais

si l'on prend la solution
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en posant

on trouve encore X = o, X = i, puis X = r——? d'où

rr = '263, y = 363, £ = 907, t = 933,

solution irréductible, puisque 2Ö3 est premier. On a
donc

933 = 907 -+- 363 -1- Ï63 .

Pour obtenir d'autres solutions, posons

d'où

(6 ^ - >,?03 = (3 -+- M)*H- (4 -+• ; i«) 3 H- (5 -J- vwj3

et, en posant X:| JA:J -f- v:l + 1,

« ( 3 - H 4 4 U I Î 4 - 5 V * — 6 X « ) = 36X—25V — I6;JL —9.

Prenons X ~ 1, p. = 1, v = 1, il vient

u = 3, .r = 6, y = i, s = 8, ^ = 9,
d'où

qui est une nouvelle solution très simple.
Prenons, maintenant, X = 9, jx= 8, v == 6; il vient

47
d'où

,r = ÏO4, y = — 108, z = i3,
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d'où

108 = io4 -f- 5i -4- i3 .

Enfin, prenons p. = — <), v = 12, X = 10, il vient

65
i49

et
X r= ) I 2 , ^ = !

d'où

II. Supposons connues deux solutions de l'équ 1-
tfon

Si X\, yK, zs, t\ est une solution et x2<, y*, z2, f* en
est une autre, posons

/ = /, -H G/ , ;

il vient

d'où

ce qui donne une troisième solution, et ainsi de suite.
Nous avons appliqué cette méthode dans ce qui pré-
cède. On peut, comme Ton voit, obtenir une infinité
de solutions de l'équation proposée.

111. Soit l'équation
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Soit # o yiy Z\, t{ une solution; posons

x = xx~\- p w,

il vient

« 2 [ o 3 - r - X 3 — 4a3— v»] -f- 3 / * f p 2 ^ i - h X 2 j r i — [Ji25i— v 2 / , ]

= O .

Première methode. — Déterminons )v, JJL, V, p par
la condition

o ^*j -+- X^'J — \xz\ — v ^ j = o ;

il vient
_ _ o p^i-i-X2

tXi— t^
2^i — v2^i

OÏ-^X'—H»—V3

d'où Ton tire x', >% ̂ , /, c'est-à-dire une infinité de
solutions.

Prenons, par exemple,

x , = 3, jri = 1, -i = — 5, ^i = 0,

puis
X = I , IJL = I , V = I ,

d'où
7.5 \x -h 36v — i6X

0 = • = D

e l

a - = — 399 , j / = i 3 i , z=— 427 , / = > 3 5 ,

en négligeant le dénominateur 62, ce qui est permis,
d'où

j->7 - f - i J i = ^ 5 5 -H 399 .

Deuxième méthode. — Considérons, plus simple-
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ment, la solution

#1 = 1, J'i = i, -1 =

et posons
x — i -+- pu,

Z = l-r 'XM,

/ = |j-v«;

il vient

À » — j x 3 _ _ V 3 ]

X 2 — ; x ï — V « ] - - 3 ( p - r - X — JJL — V) = O. '

Choisissons pour X, jx, v, p une solution de l'équa-
tion

p ^ H - A 1 — j x 1 — v 3 = o ;

en d'autres termes, supposons connue une solution de
l'équation

il \ient
p _4_ X JX V

Soit, par exemple,

X = 3 , ? = 4» ; x = — j , v = 6 ;

on en déduit

et

# = - T T > y — z* z — 7 y l = "?
6 6 6 G

d'où
3 - 3 3

IO -+- () = I'X H - I 3 ,

solution très simple.



En général , on a

•̂ = « + ? « = y^ : >

. p 2 — f J t 2 — V 2 — X ( p — | J l — - V )

on j>eut négliger le dénominateur commun D.
Prenons, par exemple, en nous servant du résultai

précédent,

il vient, en négligeant le dénominateur commun,

x = 59, y = SP-> z — 98^ ^ = 35>
d'où

et ainsi de suite.

9-4' - i - 3<> = v>8 -+- 3r>

IV. De l'équation

x* = y* -f- z* 4- /3-T- ï/3,

considérons les deux solutions :

y , = o , ^r, = 6 , - i = 3 , t { ~

Posons

d'où

ou
13-2 X2 -T- A A H- 129 = o ,
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équation qui admet la solution X = i, puis 1 ~ -~ =: ~ ,
d'où .

# = 49» y = 43, ^=46, £ = —39, w==5.

d'où
—3 — 3 —3 —2 - 3
49 + 3 9 = 4 3 H- 46 -h 5 .

V. Equation
z by*-+- cz2 = o.

Soit une solution .r, y% z\ posons

\ = x -+- Xo,

Z = 5 -+- ô.

Annulons le coefficient de 2 dans l'équation

il vienl

et

le numérateur se réduit à (X# — ̂ )2 , et le dénomi-
nateur est divisible par Çkx — ̂ )2, et la solution devient,
en négligeant Çkx — ̂ ),

Z = ^

qui donne une nouvelle solution quand on en connaît
une, et par conséquent, une suite, simplement infinie,
de solutions.

Soit, par exemple, l'équation
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qui admet la solution évidente

x = a, y = — i, * = ! :

elle admet une autre solution

X = 20,

Y - ag,

Z = 19,
d'où

—3 —3 —3

2.20 -4- 3.29 = 1 3 . 1 9 .

Considérons, de même, l'équation

x* -T- y*— 43 zz~ o,

qui admet la solution

. a ? = i , 7 = 7, 5 = 2;

elle admet une autre solution

X = 687= 3.229,
Y = —7.345 = —3.8o5,
Z = — 2.343 = — 3.228,

d\)ù
22Ç)3 ~^43.2283 = 8^53.

Soit, encore, l'équation

xz -T- yz— 19^3 = o,

qui admet la solution

57=3. r = 5, 5 = 2;

elle admet aussi la solution

X= 83i,
,Y=-895,
Z=— 196.
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VI. Soit l'équation

JUS a\ons les deux solution*»

* . = - G , ar,

y-2 l' y:
t[= l tl
« , = o, i/s

- - — i ;

= i ;

= i :

, = j •

Posons
)» f a*i — . r 2 >,

On en déduit une équation en A qui admet les solu-
tions

X = o, X = i , X — — i ,
4

d'où

.r = i Ï , j ^ = — 9, z = — 7, / — - 8. M =. — 7, r = — 5,

d'où
u = 23 -f- 73 -4- 81 - - 73 -f- V{.

Vil. Considérons Féquation

axz-h ^>'3 — cz^ = o

et deux solutions

Posons

d'où
a x* x" ->- b Y''1 Y" ~~ cz'1
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d'où
x = by'y" {x'y"— y' x") •+- c z' z"(x' z"— z' x"),
y — cz' z" (y' z"— z'y"') -\- ax'x"(y x"—x' y"),
z = ax' xn(z' x" — x' z") +- by' y"(~' y" — y' z")\

cette solution ne rentre pas dans la suite des solution**
du paragraphe V.

Soit, par exemple, l'équation

qui admet la solution

x'=i> y = i , 5 f = i ;

soil x\ )*", z" une autre solution, une troisième solu-
tion sera donnée par les formules

x =^y"*— x"y"— -jz'fi-h ->x"z\

y — x"1 — x"y" — Ïs*2-i- i«'y'\

z = x"2-+- y"* —x"z" y"z\

d'où Ton déduit ce résultat, purement algébrique, à
savoir : si l'on a

on a aussi

X = y* — xy — '2: l+2a"5,
Y = x1 — xy — A z2 -i- 2 z)',
Z = x1 -(- y1 — xz — yz.

Lne seule s o l u t i o n s ' , ) ' , z\ de l 'équation

ax3-\- by^-^r c z3 = o,

en fournit immédiatement une deuxième, x'\ y", z'\
par le procédé du paragraphe V; d'où, par la méthode
précédente, on déduit une troisième solution, et ainsi
de suite.



Considérons, par exemple, l'équation

ax*-+- by*-r- cz* = o,

qui admet la solution

x'—i, y = i , s '=i ,
si l'on a

a •+- b -f- c = o.

Elle admet la solution

4 ? " = & — C',

y" — c — «,
z"=a — b,

puis
x'"=(b — c)[b(c —a) 3 — C(a — by\,

y'"= ( c — a) [c(a — by—aib — c)3],

z'"= (a — b)[a(b - c)^— b( c — aV].

En combinant, d'autre part, les solutions xf, y', zr*
x\ y\ z"\ par les formules du paragraphe Vil, on
trouve de nouvelles solutions, dont la première est

x = b(c - - a){ic — a — b) -f- c(a — b) (a -f- c — ?./>),

La même méthode s'applique à l'équation

Si l'on a deux solutions, on en a une troisième par les
formules

x = by'y"(r'y"— x" y1) + c z'z" (x' z" — x" z')-*r-dtft"(x'f— xfrt'),



_ 3 / 3 _ o

Soit, par exemple, l'équation

qui admet la solution

si l'on connaît une autre solution #, j ' , £, £ on en aura
une troisième par les formules

y

Ce résultat, purement algébrique, donne une relation

X3-Î- y*-*- Z3—3T3=o,

entre quatre quantités quelconques x, j ' , z, /, liées
par la relation

On peut, évidemment, généraliser ces formules.
Pour résoudre l'équation

ce3-hyz-\- z'*— 3 * 3 =ce3-hyz-\-

nous pouvons^ suivant une méthode déjà indiquée,
poser

d'où, en annulant le coefficient de 0, il vient

ô = - 3
X * » — 3
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€e qui donne une double infinité de valeurs pour x, y,
z, t. Particularisons en prenant X = 2, il vient

X -f- X' = I,

d'où

t = — X

En donnant à )* une valeur entière ou fractionnaire,
positive ou négative, on aura une suite infinie de
solutions. On peut remarquer que a?
donc l'équation

admet les mêmes solutions en x, y, z avec le para-
mètre arbitraire À, ce qui donne encore une identité
algébrique.

VIII. JNous allons étudier certaines équations indé-
terminées en partant d'une identité nouvelle que nous
allons établir. Considérons l'équation

xz — yz = a .b ;

on peut la résoudre en prenant

xy -+-y* = 6,
<i'où

x = a-hy,

3jK2 4- 3 ay ~h aT- — b = o,

— y 3a»
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Posons
iib — 3 a s = V-,

Exprimons (|ue 6 est un cube,

a ' 2 — 3 / ' 2 = X* = ( M* -f- 'J c>2 >'

d'où
rt' -+- J' \/— 'i = (M + c y/— ')

d'où

x — t' -+- «' ;

y = 3 ï*2 P — 3 v:i — w3 H- 9 «r*,

ir = 3 i<2 p — 3 p3 H - ?̂ 3 — 9 uv-,

d'où Tidentité

i i ) [3?/'2r — '5(>2 + H 3 —

Faisons i* = i, u == 4j o n 6n déduit que l'équation

admet la solution

.r=73, JK=: —i/> ^ = 3S.

Faisons ^ = i, K = 6 ; on en déduit que l'équation

x:i -h y* = il z-
admet la solution

a-= 19, .r = 89i - = 39.

En faisant u = ^, ^ = 3, on retrouve la solution,
précédemment obtenue, de l'équation
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En faisant v = 2, a = 3, on a

M3 — 9 MP* = — 3 . 2 7

l'équation
* * 6 3

admet donc la solution

LX. Dans l'identité I'I), faisons

d'où

iu(u — 3i>)(

Si â  et 6' satisfont à l'équation

en posant

les valeurs
X =
Y =

sont solutions de l'équation

X 3 L . Y 3 =

On a donc une seconde solution de l'équation

x = a'', y = è'', z = A étant une première solution. La
méthode employée est tout à fait différente des précé-
dentes.
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X. Transformons l'identité (i) en posant

[ ,
d'où

a — n; — 8a 3— (33.
Soit

il vient
8 a * — ^ 3 = 3

L'identité devient

avec
Z = -2a[

et l'on a

, c _

\ = 3tt*v — 3 i'3 -H w3 —
V = ^3 _|_ 3 (;3 3 a 2 p

Z = 3 ( P -

En donnant à (3 des valeurs entières, positives ou
négatives, on aura, après suppression, s'il y a lieu,
d'un dénominateur commun à X, Y, Z, une solution
de l'équation

X 3 Y 3

pour toutes les valeurs de m qui appartiennent à la
forme

3^ -3? -h i .

En donnant à fj une\aleur fractionnaire j , on aura

une solution de l'équation

b*x* -T- b*y* = ( \ a* -+• 3 ab 4- 6») zK

Faisons, par exemple, a = i, 6 = 2 , nousraurons



a~ i, b — 3,

« = _ , , 6 = 3,

a = 3, 6 = — 2; on retrouve l'équation

4 r̂3H- 4jK3 = r5-«3.

Faisons enfin a = 2, 6 = — 31 nous retrouvons

3a?3-f- 3 / 3 = ^:i.

Si nous faisons 6 = 8, comme 62 est un cube, en
posant

47= y,

nous aurons une solution de l'équation

.r'3 -f-y* = ( 1 a2 -^ '2 ̂ i a H- 64 ) -33,

j?r et y' devant être multiples de 4 ; il J aura une discus-
sion à faire.

Il faut remarquer qne l'équation

quand m = 3 k32+ 3 [3 -f- 1, admet la solution évidente

.r = p -+- 1,

Pour p = 3, l'équation

x*-{- y*— 37 5*
admet la solution

# = 4i 7 ::= — ^ 5 = 1.

De même
aâ-+-js3 =• Gi z^
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admet la solution

I )e même
x* -\- y:i = 91 G*

admet la solution

La méthode que nous avons exposée permet d'obtenir
une seconde solution, différente de la solution évi-
dente.

llemarijues. — i° En donnant dans l'identité (1 ) à
u —[\\\ U -f-.') r, des valeurs fractionnaires, on trouve
de nous elles équations, dont on a ainsi une solution.

Prônons, par exemple,

u — 31 ' — — 1

u H- 3 r = —;
4

on trouve alors l'équation

et la solution

^ = 3 ; , y = 17, 5 = 4*2,

qui coïncide avec la solution

de IVquat ion

20 Dans le produi t 2ii(tt — 3v)(u -f-3t>), posons

u — \yV = .r.

d oùoù



Si une pareille équation était possible, Féquation

aurait des solutions entières, et l'on sait que c'est
impossible.

De même, posons
u — JP = x*y,
u -+- '\v =. y-,

d'où

et celte équation est impossible^ en vertu de ce qui
précède.

On en déduit que Féquation

.r6-f- 4 - 3 = t-

e>t, aussi, impossible.


