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[Alb]
IDENTITES A DEMON TREK;

PAU M. G. FONTEINK.

I. — Cas général.

1. IDENTITÉ COMMINATOIRE. — On a l'identité

avec

( a -+- 3 -+-. . . _ m — î ,

les valeurs de h étant limitées par les conditions

h \ p — %. q — p, . . . ,
// __ nt ;

nous reviendrons sur le eus où l'on doit ni 1er jus-
qu'à // = m; ce cas (écarté, si a est le plus grand des
nombres a, [3, . . . , on aura /? ̂ p — a.

2 . T R VNSFOR VF 4TIOTN DE CETTE IDENTITÉ. Si l'on

remplace G*, C*_t, . . . par C{;-a, Gjjrf"1, . . . , et si l'on
opère de même pour G ,̂ . . . , en posant

/> — « = «, y —p = ^,

o/i obtient

(3) G?„.G«Gj...-G;n.G«iiG^i...-h...



avec

a -f- p - h . . . ni — i ,

/e.9 valeurs de h étant limitées par les conditions

h ^ a, l>,

h m ;

nous reviendrons sur le cas où l'on doit aller jus-
qu'à h = m\ ce cas écarté, on aura par exemple h^a.

3. IDEINTITÉ ALGÉBRIQUE. — Reprenons l'identité (i).
En examinant le ca;? où Ton a

de sorte que les inégalités en h se réduisent à h^m,
on est mis sur la voie dune identité algébrique, pour
laquelle nous remplaçons p par #, q par )', . . . , le->
quantités x, r , . . . étant des \arial)les qui peuvent
prendre des valeur» quelconques.

Si Von pose, ,r étant quelconque et a étant un
entier positif ou nul.

I* ' — jr / — \ ) . .< r y \ ) .

le nombre des f acteurs étant CL, on a V identité

(5) <;',, .P5P?-. — ̂ i / . ï ' ï - i I'? x . .•-+-. . .

avec

(6) a -r- 3 -H. . .^ m — i ;

on a par convention
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4. SOLUTIONS REMARQUABLES D'UNE CERTAINE ÉQUA-

TION. — Reprenons l'identité (3), avec mi^a, 6, . . . ,
d'où h^m. Le dernier terme du premier membre est

on peut alors supprimer au premier membre le facteur
que Ton vient décrire, ce qui écarte les \aleurs ƒ? = wi,
m -f- i, . . . , a — i, q = m, m + i , . . , , b — i, .. ., et il
reste

p - * * j < y = (>, . . .

On est mis ainsi sur la voie du résultat suivant, pour
lequel je remplace p par #, . . ., a par u* . . . .

V équation

/ - 1 ( ' > ' L ( ^ i < ' } ' _, / • w// r ' /» / n
\ / ^ 'm TT^T 77777 ' ' * — " ' 77"/ i T>~; • • • ^ ' / ^>" — '

1 u l v ' « i ' t i

oa encore l'équation

{B) CJt Pï1 PJ ' 1 . . . - (\)n ( P i P.T,1 ) ( P ' P;"_V ) . . .

_̂ ( _ iVnC'fiP»1?»1 . . . = O,

admet les solutions

( 9 ) . r — fé = a, 7 — * = ?, . . . ,

a, p, . . . étant des entiers positifs ou nuls qui véri-
Jient la condition

{1 o ) a -+- j3 -4-. . . Ç m — 1 ;

les couples d'inconnues (#, a) , (y , p), . . . étant en
nombre /i, ces solutions sont en nombre

m ( H i + i ) . , . ( / H + /i — 1 )
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o. AUTRE FORME DE L'ÉQUATION. — Pour obtenir une

équation symétrique par rapport aux deux systèmes
d'inconnues # , ƒ , . . . et a, r, . . . , considérons le terme
général

(-i/'Cj.O^S^1-/?)...

et faisons un changement de variables portant sur

M, <>, . . . ou sur j?, y, . . . ; nous adopterons de préfé-

rence cette seconde façon de faire. A cause de

on a
r t~h — v l i l <_• /// t- | ) — v J ' ' X ?

en posant
x — m -J- i == — X,

le terme général ci-dessus devient

( - I / ' M ^ U ^ K ) . . . ;

Véquation (8) 5̂  transforme en celle-ci (avec x,y,

au l i e u de X , Y , . . )

( i i ) c?;i p«' P;'.<. . .-4- Ci,( P» P ^ - 1 ) . . . - + - . . .

-r- c ^ ( pf; P i ) . . . -+-.. . -h cxi v™ vy... = o,

ê  ce^e équation admet les solutions

(n) x -h u — (ni — 0 —*j y •+- ^ = (m - i) — p, .

a, ^, . . . 6?£att£ <ies entiers positifs ou nuls qui véri-

fient les conditions

(13) xf U-.^/H-I.

II. — Cas particulier.

6. IDENTITÉ COMBINVIOIRE. — Si, pour l'identité (i),



on considère un seul nombre /?, on a

[• J c,», <;« - c;,, c.f, , + . . . + ( _ , )* c*, c « _ „ + . . ̂  o,

avec

f t> ] /> ^ /y?, a ' m - ],

les valeurs de // étant limitée^ par les conditions
h=P — a? h = m - ^ o u^ supposerons ici p — a ̂  m,
d'où A^p — a; le dernier terme est alors

7. TRANSFORMATION DE CETTE IDENTITI':. — En po-

sant p — a = a, on a

[3] iw},-r<},,<-i, i . • . - ( - • > / / a / ; , < w ; - •• <>

a\ ec

[ :j ] m p m - a — i,

les \ a leurs» de A étant limitées par les conditions
h = a, h^ ni. .Nous supposerons ici aSm, d où h^.a\
le dernier terme est alors (—i)r 'C", GJ rt. On peut
dire, at ec a entier :

L'équation

^/ ( ^/ — I ) . • • 1

( J' — i ) . . . (.? — a — \ )

{ a — i ) . . . i

... , . , . . . *' — <t - i

?5̂  d'à degré a, admet comme racines les a
nombres entiers

[4'] x = my m + i , .. ., m — (« — i).
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8. IDENTITÉ ALGÉBRIQUE. — L'identité [ i] , quand on
suppose m<p — a, d'où h<m, conduit à l'identité
algébrique suivante :

avec

{6J a_ m - i.

9. RÉSOLUTION D'UNE ÉQUVTION ' REMARQUABLE. —

L'identité [3], avec m^a, d'où h<m, conduit à ce
résultat :

L'équation

encore Véquation

T- <^, ( P^ l J r / ) -4- . . . + ( - i ;'" CJii P;j' - o,

5i du degré m en x, du degré m en u* est
résolue par les formules

( 9 J J' — 11 — o, I, . . ., a, . . .. m — 1 ;

le premier membre de cette équation est identique
au produit

11 o J ( x — 11 ) ( x — a — \ ) . . . \ x — u ( t» — 1 ) J :

cette identité a été rencontrée par M. Ono dans la
démonstration d'une identité que j'avais obtenue indi-
rectement (Nouvelles Annales, 191.), p. 5^8).

10. AUTRE FORME DE L'ÉQUVTION. — Si l'on rem-

place x — m 4- 1 par — X, on a ceci :
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& équation

[ H ] c? t tPS'-+-Cï ' (p; ,p .? ' * ) - + • . . . - + - C ; Ü P ; » = O,

qui est du degré m en x, du degré m en u, est
résolue par les formules

\IA] X - a — ( m — i ) , / ; ? - * > , . . . , o ;

le premier membre de cette équation est identique
au produit

[ 13 ] ( x -4- // ) ( r -u tf — i ) . . . [ x — it — ( m — i ) J.

Si Ton lait par exemple m = /\, les équations [(S]
et [i i] donnent lieu aux identités

(x ( x — i ) ( .r — i ) ( x — i )

— \u ( .?• — i )(. '• — '2) ( v — 3) h G i/ ( // — i ; ( x — 'x ) (x — \)

— '\u ai — i ) ( // ••>) (,-r — 3 ) -h it 'v t( - - i ) ( a — 'x ) ' u — ))

. 3= ( x ~ u ) ( .r — tt — i ) ( x — n — ix) x — u - ) )

et

./• { x — ! ) ( . / • - > ) ( r » )

-+- 4 // x \ .r i ) ( . r — c> ) (MI ' u — i ) x ( x — is)

- ' \ l t ( It - I I ( U '2 ) .T - h l l ( l t I ) ( U 9 ) ( U — i I

•^ ( x -\- u ) ( . ? - * - n — \ ) ( x - - i( — 'J^ ( x h u - - ' î ) .

celle-ci étant symétrique ]>ar rapport aux deux va-
riables x et M;-on passe de la première identité à la
seconde en posant

X-+- \ = 3,

d'où
x — 3 =— \ ,

x — }. =— ( \ — i ) , x — i = — {X — <x), x = — ( X — 3 ) .


