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REMARQUES SUR UN ARTICLE DE M. MATHIEU WEILL;

PAR M. E. G À H Ë N .

Dans cet article, Sur quelques équations quadra-
tiques (i()i6, p. 351), les formules obtenues ne don-
nent pas toutes les solutions. Prenons, par exemple,
l'équation

M. Weill trou\e

X — U- — V- - r 4 ttl\

Or il y a d'autres solutions. Voici comment on peut
es obtenir toutes.

Ecrivons l'équation sous la forme

En posant
y

on trouve

Z A2 — I Z A-i-l

(i) montre que si #, j , 5 sont entiers, 1 est rationnel.
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On peut donc poser
u

A = ,
v

u et v étant des entiers premiers entre eux, et l'on a
alors

X Y Z

d'où

D

— 'i u- — •> h

' rr
D

où D désigne le plus grand commun diviseur de

U2-h '\UV — l>-, — 'X ltl-\- l UV - r 'XVe1. U- -+- r 2

et tv un entier quelconque qui sera le plus grand com-
îrnui diviseur de x, y, z. Si l'on se borne aux solutions
primitives, c'est-à-dire dans lesquelles #, y, z sont
premiers dans leur ensemble, il faut faire w = ±i.

Reste à voir ce ([u'on peut dire de D. M. Weill sup-
pose en somme que D est toujours égal à i. Mais cela
n'est pas et c'est pour cela qu'il ne trouve pas toutes
les solutions.

1) doit diviser les deux expressions

u1 -+- \ ttv — r 2 — •>.( — •>, u- -+• 'i uv -r- •>. v'2 ) -h 5 ( u1 -r- v'1 ),

— ( U2 -h \ (IV — V2 ) ^r •?.(— >. U2 -h '1 UV - i - 'X V- j + j ( U- -I- V- ) .

Or ces deux expressions se réduisent à iow2 et
Mais a et v sont premiers entre eux. Donc D doit
diviser io, donc D = i, 2, 5 ou io.

Reste à savoir dans quel cas D = i o, dans quel
cas D = 2, etc.
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Une discussion facile montrera que

D= i si a et v sont de parités différentes et u?é — 2c(mo(15),

D = > H « e t e sont impairs et u^â — iv (rnod 5),

D = > <̂i u et v sont de parités différentes et a == — ucfmod 5),

D = i o s\ u ç\ v sont impairs et u == — j>. t> (mod 5).

En faisant a = — 2, t> = i, PV = — i, par exemple,
c'est le troisième cas, et l'on trouve

x — i . y = <>, - — — i ,

solution qui n'est pas donnée par les formules de
M. Weill.

La méthode peut se généraliser et s applique à toute
équation homogène algébrique unicursale

lorsque — et — s'expriment par des fonctions ration-
nelles à coefficients rationnels d'un paramètre, lequel
s'exprime lui-même par une fonction rationnelle à
coefficients rationnels de x, y, z. On peut même sup-
poser qu'il y a plus de trois variables ou plus d'une
équation.

M. Weill dit qu'il n'existe aucune méthode pour
trouver une solution de l'équation ax2-f- by2= z2. Or
cette question se trouve déjà résolue dans Lagrange
(Mémoires de VAcadémie de Berlin, 1767). Voir
aussi, pour l'équation plus générale ax2-\- by2^-cz2== o,
GÀUSS (Disquisitiones^ n° 294), où se trouve traité un
exemple numérique.


