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S U R D E U X T H É O R È M E S D E M A N N H E I M E T D E M . B R I C A R D 

C O N C E R N A N T L E S L I G N E S D E C O U R B U R E E T L E S 

L I G N E S G É O D É S I Q U E S D E S Q U A D R I Q U E S ; 

PAR M. HENRI L E B E S G U E . 

.le commencerai par donner la solution de la ques-
tion 1657 (18g3, p. 53) proposée par Mannheim. Cette 
question conduit tout naturellement à étudier les 
rapports entre la surface des ondes et une certaine 
famille de quadriques homofocales et à retrouver, par 
la voie même qui y conduisit leur auteur, des théo-
rèmes dus à Mannheim. 

Le plus intéressant est une propriété des ligues de 
courbure des quadriques. M. Bricard a prouvé récem-
ment (Nouvelles Annales, janvier 1 9 0 8 ) que cette 
propriété est commune aux lignes de courbure et aux 
lignes géodésiques et qu'elle constitue par suite une 
interprétation nouvelle de la relation de Joachimsthal. 
J'aurai l'occasion de donner dans la deuxième Partie 
des démonstrations immédiates de ces propriétés. 

A/ui. de Mathéniat., 4e série, t. XVIII. (Janv. 1918.) l 
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I. 

1. Voici Ténoncé de la question 1657. 

On projette orthogonalement un ellipsoïde sur 
tous ses plans tangents. Déterminer : 

i° L'équation de la surface qui limite la région 
occupée par toutes les ellipses de contour apparent 
ainsi obten ues ; 

2 ° Le nombre des points de contact de cette sur-
face et de l'une de ces ellipses (' ). 

Les plans tangents à l'ellipsoïde dépendent de deux 
paramètres ; dans chacun d'eux nous avons une ellipse 
contour apparent, en projection orthogonale, de 
l'ellipsoïde donné. Donc une congruence d'ellipses. 
Par chaque point P de l'espace passent plusieurs de 
ces ellipses. On demande d'abord quelle est la région 
où doit se trouver P pour que l'une au moins de ces 
ellipses soit réelle. Cette région est évidemment limitée 
par certaines nappes de la surface focale de la con-
gruence et chaque ellipse étant tangente en plusieurs 
points à cette surface focale, la deuxième question de 
l'énoncé est toute naturelle. 

2. SoitP un point de l'espace. Pour qu'une conique 
de la congruence passe par P, il faut et il suffit que le 
plan n de colle conique soit tangent à l'ellipsoïde E 
donné et que la perpendiculaire PA à IT en P soit aussi 
tangente à E. Donc PA doit etre* commun au cône 

( l ) Je copie cet énoncé dans le numéro de juillet 1916 en recti-
fiant une coquille évidente. On avait imprimé « l'axe de ces 
ellipses » au lieu de « l une de ces ellipses ». 
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circonscrit à E de sommet P et à son cône supplémen-
taire. II est un plan tangent commun à ces deux cônes. 
Par chaque point de l'espace il passe donc quatre 
coniques de la congruence. Etudions la réalité de ces 
coniques. 

Coupons un cône par un de ses plans principaux 
contenant deux génératrices réelles ; l'angle de ces 
deux génératrices (angle principal) est le supplément 
de l'angle analogue du cône supplémentaire. Donc 
pour qu'il y ait des génératrices communes à un cône 
et à son supplémentaire il faut et il suffit que les deux 
angles principaux de ce cône soient l'un aigu, l'autre 
obtus. Sans quoi l'un des deux cônes serait intérieur 
à l'autre. 

Ceci étant, prenons le point P tout près de l'ellipsoïde 
et extérieur à lui. Le cône circonscrit de sommet P a 
ses deux angles principaux obtus ; il n'y a pas d'ellipse 
réelle passant par P. 

Prenons P un peu plus loin de E; le cône aura un 
angle principal aigu et l'autre obtus ; il y a ura quatre 
ellipses réelles passant par P. 

Prenons P plus loin encore ; le cône circonscrit aura 
des angles principaux aigus, les quatre ellipses passant 
par P seront imaginaires. 

De cet aperçu, il résulte que la région demandée est 
limitée par tout ou partie de la surface S lieu des som-
mets des cônes circonscrits à E et dont un angle prin-
cipal est droit; que 2 comprend au moins deux nappes 
réelles : l'une, la plus proche de E, est le lieu des 
sommets pour lesquels le second angle principal est 
obtus ; l'autre, la plus éloignée de E, est le lieu des 
sommets pour lesquels le second angle principal est 
aigu. Ces deux nappes auront pourpoints communs les 
sommets des cônes de révolution circonscrits à E et 
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dont l'angle principal est droit. Ces points, qui sont 
les points de rencontre de 2 et des focales de E, seront 
donc d^s points singuliers de S. 

Si l'on tient k remplacer cet aperçu par un raisonne-
ment plus serré on pourra remarquer que le nombre de 
plans il réels, issus de P, ne peut changer, quand P 
varie, que si deux de ses plans sont réels et confondus. 
Or cela n'arrive que si le cône circonscrit à E de som-
met P est tangent à son cône supplémentaire suivant 
une génératrice réelle ; donc ces deux cônes sont 
bitangents, ce qui exige qu'ils aient un angle principal 
droit. 

3. Avant de former l'équation de S, je traite la 
seconde partie. Soient II un plan tangent à E en un 
point C, P un point de l'ellipse e de la congruence 
qui est située dans II, PÀ la tangente à E perpendicu-
laire à II et issue de P (flg> i). Pour que P appartienne 

Fig. ,. 

A F 

à ï , il faut que PA et PC, qui sont deux génératrices 
communes au cône circonscrit de sommet P et à son 
supplémentaire, soient des génératrices principales de 
ces cônes. Donc que PAC soit un plan principal du 
cône. Or si TP est la tangente à e en P, ATP est le 
plan tangent aux deux cônes suivant PA. Donc PAC 
et ATP doivent être rectangulaires, c'est-à-dire que 
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CP et TP doivent être orthogonales. On vérifiera Faci-
lement la réciproque. 

Concluons : l'ellipse e de la congruence touche la 
surface focale 2 en quatre points réels ou imaginaires 
qui sont les pieds des normales abaissées sur e du point 
de contact c du plan de e et de l'ellipsoïde. 

4. Soit 
SI¿R*-4- + S J 2 ! = O 

l'équation d'un cône; il aura un angle principal droit 
si, et seulement si, deux racines de l'équation en S 
sont égales et de signes contraires. D'avec les notations 
ordinaires l'équation en S est 

A — S B" B' 
B" A - S A 
B' B A"— S 

= 0 — 6 , S H - e S * — S3: 

avec 
e = A A'-h A", 8 , = ¡ÇjA'A"— B * = S « , 

8 = J^Aa 4- Î B B ' B " - 2 AA A". 

Si l'équation en S a deux racines non nulles, égales 
et de signes contraires, la somme 6 des racines est la 
troisième solution en S et inversement. Donc la con-
dition nécessaire et suffisante pour qu'un cône ait un 
angle principal droit est 

ee, — 0 = o. 

Ceci s'écrit encore 

Q k ( a ' - h a ) — <2BB'B"-+- 2 A A'A" = o ( 1 ) . 

( l ) Si la quadrique n'était pas un cône, cette condition expri-
merait que l'une des sections principales est une hyperbole équi-
latère. 
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S. Soient ¿r0, z0 les coordonnées de P. Le cône 

circonscrit à l'ellipse 

x% v% z1 

ax c2 

et de sommet P a pour équation 

/a?» y* \ 

Donc on a, en supprimant les indices, 

¿»«c«^ I 2 ) ( E c») 

/ 

z l f ! 

E 
a ' = 3 T 5 i ^ î ^ ** ~~ 62 ~ ] ' 

Nous aurons l'équation de S en écrivant que le cône 
considéré satisfait à la condition du numéro précédent ; 
il vient : 

E n i /' ¿r* 

% 

Cette équation est divisible par E, comme on le voit en 
développant le dernier terme qui s'écrit 

2 ^ F ' Î F ( * * i r > • i F 
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D'où l'équation de 2 : 

On voit que S est du quatrième degré ; donc 2 ne peut 
contenir que les deux nappes dont nous avons prévu 
l'existence et nous avons trouvé tous les points ,com-
muns à S et à une ellipse e de la congruence. 

Pour reconnaître la nature de 2, il nous suffit de 
savoir qu'elle est du quatrième degré. 2, étant le lieu 
des sommets des cônes circonscrits à E dont un angle 
principal est droit, contient évidemment les cercles 
orthoptiques des sections principales de E. Et, 
puisque 2 est du quatrième degré, le plan princi-
pal y — o, par exemple, coupe 2 suivant la circonfé-
rence de rayon y/aa-+-c2 plus une conique dont les 
deux demi-axes sont les rayons \Ja¿ H- ¿>2, \Jb2 -h c2 des 
deux autres circonférences orthoptiques principales. 

Si donc on dispose des trois paramètres dont dépend 
la surface des ondes la plus générale, ayant mêmes axes 
que E, de façon à la faire passer par les trois circonfé-
rences orthoptiques principales, cette surface des 
ondes passera aussi par les ellipses qui complètent les 
sections de 2 par les plans principaux. 

La surface des ondes et 2 seront même tangentes 
tout le long de ces trois circonférences et de ces trois 
ellipses. Donc elles coïncideront, puisqu'elles seront 
tangentes tout le long d'une courbe du 12e degré. 

La surface 2 est donc une surface des ondes. Ses 
points doubles réels sont dans le plan y = o, à l'inter-
section de la circonférence et de l'ellipse sections de 2 
par ce plan. 

Je laisse au lecteur le soin de transformer l'équation 
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de S de façon à la ramener à l'une des formes classiques 
de l'équation de la surface des ondes. 

6. Mannheim déduit la nature de 2 d'un résultat de 
Painvin. Celui-ci a étudié le complexe des droites D 
d'où Ton peut mener deux plans tangents rectangu-
laires à un ellipsoïde E. Si P est un point quelconque, 
le cône du complexe de sommet P est évidemment le 
cône du second degré lieu des droites issues de P 
par lesquelles on peut mener deux plans tangents 
rectangulaires au cône 6 circonscrit à E et de sommet P. 
La surface du complexe est le lieu des points P pour 
lesquels 8 , est décomposable. Or si Bt est décompo-
sable, il passe par l'un de ses axes, c'est-à-dire par l'un 
des axes de G. Donc par cet axe on peut mener deux 
plans tangents rectangulaires à © et l'angle principal 
de 6 , situé dans le plan perpendiculaire à l'axe consi-
déré, est un angle droit. La surface du complexe de 
Painvin est donc notre surface S. Or, on démontre 
que cette surface du complexe est une surface des 
ondes (1 ). 

7. La question posée par Mannheim est entièrement 
traitée (2), mais il est naturel de se demander quelles 
sont les courbes T enveloppes des ellipses de la con-
gru ence. 

Les courbes Y sont tracées sur 2; elles sont données 

(*) Ce résultat de Painvin est reproduit dans la géométrie ana-
lytique de Pruvost. 

(1) Sa solution est implicitement contenue dans un Mémoire de 
Mannheim des Proceedings of the royal Society (1881). Ce 
Mémoire, reproduit à peu près textuellement dans les Leçons et 
développement de Géométrie cinématique, contient les résultats 
que nous allons démontrer maintenant par les méthodes mêmes 
de Mannheim. 
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par une équation différentielle du premier ordre qui 
exprime que celle de ces courbes qui passe par le 
point P (n°3ifig- i)est tangente à la droite PT. OrPT, 
étant perpendiculaire au plan principal APC du cône 6 
de sommet P et circonscrit à E, est un axe principal 
de ce cône, donc est tangent à deux des quadriques 
liomofocales à E qui passent par P. 

Ces deux quadriques coupent S suivant deux 
courbes T, et V2 passant par P et qui sont donc aussi 
solutions de l'équation différentielle donnant les 
courbes r , donc en réalité et V2 coïncident avec 
l'enveloppe T passant par P. 

Et comme la quadrique homofocale à E contenant Y 
varie avec T, puisque 2 n'est pas une quadrique, on 
peut dire que 2 coupe toute quadrique Q homofocale 
à E suivant une ligne de courbure Y de Q. Le reste 
de l'intersection est une courbe À du quatrième 
degré. 

Soit Q, la quadrique homofocale à E et normale 
en P à PT. La partie de son intersection avec 2 qui 
passe par P, n'étant pas tangente à PT, est une courbe A. 
Or, on voit qu'en P, Q, et S sont orthogonales ainsi 
que A et F, et, puisque P est quelconque : Les courbes A 
sont les trajectoires orthogonales des courbes T. La 
quadrique homofocale à E qui contient une courbe A 
est coupée orthogonalement par 2 tout le long de 
cette courbe A. 

On sait que, quand un plan se déplace, les plans 
normaux aux trajectoires des différents points de ce 
plan passent par un point fixe F de ce plan. Ceci posé, 
supposons que le point P se déplace sur 2 en entraî-
nant l'angle droit APC qui est bien déterminé pour 
chaque position de P. Le point F est alors évidemment 
le quatrième sommet d'un rectangle APCF, ce qui le 
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détermine, ( f ig . i ). FP étant une normale à la trajec-
toire de P, quel que soit le déplacement de P sur S, 
FP est la normale à 2. 

Le plan normal à A en P est donc le plan TPF. 
Mais, si Ton considère le contour apparent de E sur le 
pian APC, c'est une ellipse tangente à PA et PC en A 
et C ; donc une ellipse dont le centre est sur PF. C'est 
dire que le plan TPF passe par le centre O de E, et 
comme ce plan est normal à A, A est une courbe sphé-
rique tracée sur une sphère de centre O. 

Le lecteur verra de suite que tous les raisonnements 
de ce numéro, sauf le dernier, s'appliquent également 
au cas plus général de la surface S' lieu des sommets 
des cônes circonscrits à E et dont un angle principal 
est donné. 

8. Après les résultats du numéro précédent, il appa-
raît clairement qu'on aurait eu avantage à remplacer 
les calculs des nos 4 eto par des calculs en coordonnées 
elliptiques. C'est ce que je vais faire rapidement. 

Soient p,, p.), p3 les paramètres des trois quadriques 
iiomofocales à E et passant par P y, z) et soit s3 la 
racine de l'équation en S du cône circonscrit de som-
met P qui fournit le plan principal tangent à la qua-
drique p.,, on a 

Ceci donne 

i l _ î l a* 

(<ii-Pl)<6«-f>,) 
xy 

-+- N 
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et des relations analogues. En posant 

M = Pi)(^a —Pt)(g»—P») „, 
a 2 6 2 c* ' 

_ ( q » - p t ) ( 6 i - p t ) ( c « - p 8 ) 

l'équation (2) devient 

m(c 2 — pi) -h AI (C*—p 2 ) - j - c 2 =o. 

Or, on a le droit de remplacer c2 par a2 et 62, d'où 

m n -4-1 = o, m pi -h n p2 = o, 
M (a?l)(bt—?l)(cl—?l) P2  

= , 
a2o2c2 pi—p2 

N = (a 8 — p*)(&2 — p»)(c î— PO P2 
a2&2c2 P2— pi 

Ces valeurs portées dans (1) donnent, par un calcul 
facile quoique un peu long, 

_ _ P1P2 
a 2 b21'2 

L'équation réduite du cône est donc (4) 

= o. 
Pi ?2 Ps 

Ses angles principaux sont donnés par des relations 
telles que 

(3) pj sift2 — H- p2 C09*~ = O. 1 1 

L'équation d'une surface s'obtiendra donc en 
faisant p2 = A*p, dans l'expression générale des coor-

(') On trouvera dans les ouvrages classiques des artifices donnant 
assez rapidement ce résultat. Voir aussi un article de M. F. Egan 
(A\ A., mars 1909), 
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données en fonction de p n p2, o3 et en particulier on a, 
pour la surface 2, p< p 2 = o, d'où, en posant p 3 = w, 
P Ï = 

(&«—«*)(<?*—a»)' 

(a*— c2)(6«— c«)' 

Ces expressions paramétriques des points de la sur-
faces des ondes, qui sont antérieures au Mémoire de 
Mannheim, fournissent immédiatement les résultats 
des numéros précédents. Ces formules sont dues à 
W . Robert s et Massieu. 

II. 

9. Comme on l'a vu, l'étude des surfaces S et S' a 
conduit indirectement Mannheim à un résultat, qui 
découle immédiatement de la formule (3), et qu'on 
peut énoncer ainsi : 

Si, par une tangente variable à une ligne de 
courbure d'une quadrique Q, on mène des plans 
tangents ci une quadrique homofocale E, le dièdre 
ainsi obtenu est de grandeur constante. 

Le plan tangent à Q, au point de contact de la tan-
gente considéré, étant toujours bissecteur du dièdre des 
plans tangents, on peut donner à l'énoncé cette nou-
velle forme : 

Si, par une tangente variable à une ligne de 
courbure d'une quadrique Q, on mène des plans 
tangents à diverses quadriques homofocales à Q, le 
faisceau de plans ainsi obtenu est de grandeur con-
stante. 



( ' 3 ) 
Cette proposition est presque immédiate; montrons 

en effet que : 

Si les plans menés par une tangente variable PT 
d'une courbe C, tangentiellement à deux surfaces F 
et F', ont leurs points de contact A etAf constamment 
contenus dans le plan normal en P à la courbe C, 
Vangle de ces deux plans est constant. 

En effet {fig- 2), soit P4 un point de C voisin de P 
et soient A n A', les points de contact des plans menés 
par la tangente en P,. Prenons PP< pour infiniment 

F i g . 2 . 

petit principal; à des infiniment petits d'ordre supé-
rieur près on peut remplacer Pj par un point p de la 
tangente PT, A{ et A't par des points a et ar des 
plans TPA, TPA' et par suite remplacer l'angle A, P4 A \ 
par apa'. Soient a et a! les points de rencontre de PA 
et joa, de PA' et pal. On passe de APA' à apa' en cou-
pant le dièdre (TPA, TPA') par un plan tournant 
autour de aa' et prenant successivement les deux posi-
tions APA', apaf. L'angle de ces deux positions est un 
infiniment petit au moins du premier ordre, et comme 
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l'angle de section du dièdre passe par un maximum ou 
un minimum pour la position APA' du plan sécant, la 
différence entre les deux angles sections APA/, apar 

est au moins du second ordre. Donc la différence 
entre APA' et A, P4 A', est rigoureusement nulle. 

La proposition est donc démontrée ; or, on obtient le 
théorème de Mannheim en prenant pour C une ligne 
de courbure d'une quadruple Q et pour F et V deux 
surfaces homo focales à Q, distinctes ou non. 

10. L'énoncé auxiliaire que nous venons de légi-
timer est bien plus immédiat encore si Ton fait appel 
au théorème de Joachimsthal sur les développées des 
coîirbes gauches. En effet, les deux plans TPA, TPA' 
enveloppent, quand P varie, deux développables. Les 
génératrices de contact sont PA et PA' ; donc ces 
droites, qui sont normales à G, enveloppent deux 
développées de G et par suite leur angle APA' est 
constant. 

Le raisonnement de géométrie infinitésimale fait au 
numéro précédent doit donc permettre aussi de dé-
montrer le théorème de Joachimsthal. 

En effet, soient C une courbe gauche, PA et PA' deux 
normales à cette courbe au point P. Soit ota' la droite 
caractéristique du plan normal APA'. Si PA fait partie 
d'une famille de normales ayant une enveloppe, a sera 
son point de contact et la normale voisine sera assimi-
lable k px. De même pour PA'. Or, supposons que PA 
fasse partie d'une famille ayant une enveloppe, il en 
sera de même de PA' si, et seulement si, la normale 
voisine de PA' est assimilable à pet1 ; donc si*, et seule-
ment si, Tangle APA' reste constant quand P varie. 

11. M. Bricard a montré que les deux énoncés 
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donnés au commencement du n° 9 restaient exacts si 
les plans tangents, au lieu d'être menés par une tan-
gente d'une ligne de courbure d'une quadrique Q, 
étaient menés par une droite tangente à deux qua-
driques Q, Q' d'une famille de quadriques homofo-
cales. En particulier la droite peut donc rester tangente 
à une ligne géodésique d'une quadrique Q. D'ailleurs 
il suffit de légitimer l'énoncé de M. Bricard pour ce 
cas particulier, car on passe d'une tangente commune 
à Q et Q' à une autre tangente commune à ces deux qua-
driques en déplaçant la première droite d'abord tan-
gentiellement à une géodésique de Q, ce qui la laisse 
tangente à Q ; , puis tangentiellement à une géodésique 
de Q'. 

Nous nous proposerons donc seulement de démontrer 
que l'énoncé du début du n° 9 subsiste si l'on y rem-
place les mots « ligne de courbure » par « ligne géo-
désique ». Nous allons d'ailleurs légitimer à la fois ces 
deux énoncés. 

Soit G une courbe tracée sur une quadrique Q, par 
les tangentes à cette courbe nous menons des plans 
tangents à une quadrique homofocale E. Soient P un 
point de C, PT sa tangente et C le cône circonscrit 
à E et de sommet P. Soit P< un point de C voisin de P, 
la tangente à Cen P i peut être assimilée à sa parallèle P i 
menée par P, à des infiniment petits négligeables près. 
Il suffit donc d'apercevoir des cas dans lesquels les 
pians tangents h C menés par PT et par P i font des 
angles dont la différence est d'ordre supérieur en 
premier pour avoir les courbes C auxquelles s'applique 
l'énoncé du début du n° 9. 

i° PT est un axe du cône 8 . Si l'on fait varier une 
droite PX dans le plan PTt, l'angle des plans tangents 
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k G menés par PX passe par un maximum ou un mini-
mum quand PX vient en PT, par raison de symétrie. 
Donc cet angle ne varie que d'un infiniment petit 
d'ordre négligeable quand on passe de PT à Pi . 
L'énoncé de Mannheim est justifié. 

2 ° Le plan PT¿ est normal au plan principal du 
cône G qui est tangent k Q. Si I on prend une droite PX 
dans le pian PT¿, l'angle des plans tangents k G passe 
encore par un maximum ou un minimum quand PX 
vient en PT, par raison de symétrie. L'énoncé de 
M. Bri card est justifié. 

12. Le raisonnement qui conduisit M. Bri card k son 
théorème est tout k fait difieren t. En imitant ce raison-
nement nous obtiendrons une nouvelle forme de 
l'énoncé k un certain égard plus générale. 

Soil une famille de quadriques homofocales. 
Soient P,, Pj ; P2, P!, ; P:I, P'3 des plans menés res-
pectivement par deux droites D et D' tangentielle-
ment aux quadriques Q,, Qa, Q3 de la famille. Si 
la figure P,, P2, P3 est égale à la figure l y

p Pi,. P'3, 
le faisceau des plans tangents menés par D aux 
quadriques de la famille est égal au faisceau ana-
logue formé par les plans issus de D'. Les droites D 
et D' sont tangentes aux deux mêmes quadriques 
du faisceau. 

Soient 
Pi -+ -XPj=o et l'I-H fi. P'2 = Ü 

les équations des plans menés par D et D'. On peut 
supposer que pour) = JJI les deux plans correspondants 
de ces deux faisceaux sont ceux qui viendraient en 
coïncidence si Ton transportait P4 sur P', et P2 sur P'2. 
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Soit 

Qi + pQ2=o 

l'équation tangentielle des quadriques du faisceau con-
sidéré. La condition de tangence entre un plan P< ~b XP2 

et une quadrique Qf -f- pQ2 est évidemment du premier 
degré en p et du second en X. Soit O \ 

A(X)p -+- B(À) = o. 

On obtient de même une condition de tangence 
de Pj -f- ¡lP'2 avec Q{ -f- pQ2, soit 

C(fi)p D(tji) = o; 

d'où la relation entre X et ¡JL 

A ( X ) D ( Î X ) - B ( X ) G ( { J I ) = O 

qui est du second degré en A et en JJL. 
Faisons-y X == ¡JL. Nous avons une équation du qua-

trième degré au plus. Or, nous en connaissons cinq 
solutions ; les X des plans P n P2, P3 et des deux plans 
isotropes passant par D, puisque l'ombilicale est une 
quadrique du faisceau. Donc la relation entre X et ¡A 
est divisible par X — ui ; elle s'écrit : 

(X — JJL) [aXa -h b\ -h c\JL-h </] = o. 

La présence du facteur X — a montre que deux plans 
correspondants des faisceaux D et D' sont tangents à 
la même quadrique. Ceci suffit à légitimer la première 
partie de l'énoncé. Quant à la seconde : si D est tan-
gente à Q, les deux plans tangents à Q issus de D sont 
confondus ; or, les plans tangents à Q issus de D; 

correspondent à ceux-là, donc ils sont aussi confondus. 
D et Df sont donc tangentes aux mêmes quadriques du 
faisceau. 

Ann. de Mathémat., 4* série, t. XVIII. (Janv. 1918.) 2 
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La relation homographique entre A et ¡x qu'on obtient 

en égalant à zéro le second facteur est donc la relation 
qui lie les paramètres des deux plans (issus de D ou 
de D', peu importe; tangents à une même quadrique ; 
c'est une relation involutive. Mais, dans cette corres-
pondance, les deux plans isotropes issus de D se 
correspondent, donc les plans doubles sont rectangu-
laires et l'on retrouve ainsi ce fait bien connu que les 
deux plans, passant par D et tangents aux deux qua-
driques homofocales tangentes k D, sont rectangulaires. 

[ I 1 9 c ] 
L E P R O D U I T D E C I N Q N O M B R E S E N T I E R S C O N S É C U T I F S 

N ' E S T P A S L E C A R R E D L \ N O M B R E E N T I E R ; 

P A R M . T . H A Y A S I I I (Sendaï, Japon). 

J'ai démontré précédemment dans les Nouvelles 
Annales (1916, p. i5o), que le produit de deux, trois 
ou quatre nombres entiers consécutifs n'est jamais un 
carré, ni un cube, ni une puissance quelconque. Repre-
nant et développant aujourd'hui le même sujet, je me 
propose de montrer que le produit de cinq nombres 
entiers consécutifs ne peut être non plus le carré d'un 
nombre entier, c'est-à-dire que la solution en nombres 
entiers de l'équation indéterminée 

n'existe pas. 

1. Cas où x est un carré. — Je vais démontrer que 
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l'équation 

(ar«—i)(ar»+4) = 

ne peut avoir de solution entière. 
Comme x7— i, x2— 4 ne sont pas des carrés, nous 

pouvons poser 

r et rf ne contenant pas de facteurs carrés. Alors, pour 
que l'équation indéterminée puisse exister, il faut que 
l'on ait 

r = r', 
c'est-à-dire 

x 2 — i — A 2 r et x 2 — 4 = B2r. 

De là, par soustraction, 

5 = (A2— B 2 ) / \ 
Donc 

rz= 3 et A2— B * = i. 

Mais cette dernière relation est impossible. Donc, 
dans le cas où x est un carré, l'équation indéterminée 
proposée est impossible aussi. 

2. Cas où x n est pas un carré. — Soit alors 

(i) ^ = 

où Ç est considéré comme une quantité ne contenant 
pas de facteur carré; comme dans le cas précédent; 
on a 

(*) xi — i = A2 r 

et 

(3) 4 = B2r', 

attendu que r et rf ne peuvent être égaux. 
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x et x2—i sont des nombres premiers entre eux; 

et par suite Ç ou un de ses facteurs n'est pas facteur 
<jex2— i, mais il l'est de 4- Donc £ n'est autre chose 
que 2 . 

En outre, r , ou l'un de ses facteurs, ne pouvant 
pas être facteur de x, est facteur de x2—4, et P a r 

suite de (x2—i) — (x 2 —4)- Donc r ne peut être 
que 3. Par conséquent, si l'équation indéterminée pro-
posée existait, r! serait 2 x 3. 

Donc (i), ( 2 ) et (3) deviennent respectivement 

( 4 ) x = 
(5) — 1 = 3 A2, 
(6) ¿r2—-4 = 6 B2. 

Cette dernière équation (6) indique que 3 est facteur 
de x — 2 ou x -h 2. 

3. Si 3 était facteur de x — 2 , d'après (4), 2 étant 
aussi facteur de x — 2, (6) se décomposerait en deux 
équations 

x — 2 = 6Bf, #4-2 = B|; 
ou bien 

x— 2 = 6Bfs, a; + 2 = B|s, 

s désignant un facteur non carré. 
Or si l'on admet que 

x-+- 2 = B2, 

d'après l'équation indéterminée proposée, comme le 
produit de quatre nombres entiers consécutifs 

(x — 2) (x — 1) x (x -+• 1) 

ne peut être un carré, l'équation proposée n'existe pas. 
s sera alors facteur de (x -h 2) — (x — 2 ) ; par suite sa 
valeur sera 2 . 
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Dans ce cas on a 

X — 2 = 12BJ, ¿r-h2 = 2*B|. 

xMais d'après (4) cette dernière équation devient 

X»+i = Bï, 

ce qui est impossible. 

4. Si 3 était facteur de x -h 2 , d'après (4), 2 étant 
aussi facteur de x -f- 2 , (6) serait décomposée comme 
suit en deux relations 

= 6 B | , x — 2 = B | ; 

ou b i e n 
: r - h 2 = 6BJs , x — 2 = B | j . 

La première de ces équations, exprimant que le pro-
duit de quatre entiers consécutifs 

(x ~ 1) x (x i) (x -h l ) 

est un carré, ne peut pas exister; et la valeur de s est 2 
comme dans le cas précédent. Donc on a 

# - t - 2 = I2BJ, x — 2 == 2 B | . 

Or cette dernière équation, d'après la relation (4), se 
transforme en 

équation qui est impossible. 
Donc l'équation indéterminée proposée est impos-

sible aussi. 
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[ K 1 1 , 8 ] 

A N A L O G I E S E N T R E L E T R I A N G L E E T L E Q U A D R I L A T È R E ; 

PAR M. J. BOUCHARY. 

Triangle. 

1. Dans un triangle le cen-
tre 0 du cercle circonscrit, le 
centre de gravité G, le point 
de concours H des hauteurs 
sont en ligne droite et l'on a 

? . .OG= GH. 

Les milieux des côtés 
d'un triangle quelconque for-
ment un triangle semblable 
au premier, mais inverse-
ment placé. Rapport d'homo-

thétie : — • 

3. Le centre d'homothétie 
est le point G. 

4. Si par les milieux A'B'C' 
des côtés BG, CA, AB on mène 
des parallèles à BB', CC' et 
AA' qui coupent GC, GA, GB 
en MNP, le triangle MNP est 
semblable au triangle ABG 
dans le rapport de î à i . 

5. L'aire de ce nouveau tri-
angle est égale au quart de 
l'aire du premier triangle. 

Quadrilatère. 

1. Dans un quadrilatère le 
point d'intersection O des dia-
gonales, le milieu m de la 
droite joignant les milieux des 
diagonales le centre de gravité 
G sont en ligne droite et 

O ni — 3m G. 

2. Les centres de gravité des 
triangles qui deux à deux 
forment le quadrilatère donne 
un quadrilatère semblable au 
premier, inversement placé. 
Rapportd'homothétie : ¿ • 

3. Le centre d'homothétie 
est le point m. 

4. Si l'on joint les points où 
les droites joignant les mi-
lieux de deux côtés adjacents 
coupent les diagonales du qua-
drilatère, on a un quadrilatère 
semblable au premier dans le 
rapport de i à i . 

5. L'aire de ce nouveau qua-
drilatère est égale au quart de 
de Faire du premier quadrila-
tère. 
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6. Quand on projette les 

sommets A, B. G d'un triangle 
en a, c . sur une droite A 
du plan, l'aire algébrique du 
triangle ABC est 

aire ABC = a i r e A è c 
-h aire B c a 
H- aire C a 6 

7. Si l'on joint les milieux 
des côtés d'un triangle on a 
un nouveau triangle, si sur ce 
triangle on répète la même 
opération, on a un troisième 
triangle et ainsi de suite la 
limite de ces triangles et le 
centre de gravité G du trian-
gle primitif. 

8 Si par les milieux A'B'C' 
d'un triangle ABC on mène 
des parallèles aux côtés, on a 
un triangle A'B'C' dont le 
centre de gravité G coïncide 
avec celui du triangle ABC. 

3 ) 
6. Quand on projette les 

sommets A, B, C, D d'un qua-
drilatère en a, 6, c, d sur une 
droite A du plan, on a 

aire A bd-\- aire B c a 
-+- aire Cdb -h aire D a c 

= aire ABCD. 

7. Si l'on joint les centres 
de gravité des triangles qui 
deux à deux composent le 
quadrilatère on a un quadri-
latère semblable au premier, 
si sur ce quadrilatère on répète 
la même opération et ainsi de 
suite, la limite de ces quadri-
latères est le centre de gravite 
G du quadrilatère primitif. 

8. Si par les milieux E, F 
des diagonales AC et BD d'un 
quadrilatère ABCD on mène 
des parallèles EM' et FM' à 
BD et AC, le centre de gravité 
du quadrilatère coïncide avec 
le centre de gravité du tri-
angle EM'F. 

[M 1 3g] 
S U R L E S F O Y E R S D E S C O U R B E S P L A N E S ; 

PAR M. J. JUHEL-RÉNOY. 

T H É O R È M E . — Soient trois courbes C , S , 2 de 
classe m ayant les mêmes tangentes communes; 
F , , F Î 7 F 8 , F2n les 2 n foyers réels de la courbe S : 
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il existe une courbe de classe 2 n homofocale à la 
courbe C et tangente à toutes les tangentes menées 
des points F<, F2 , . . . , F2rt à la courbe S. 

En effet, soient 

f(u, v) = o, <pO, v) = o, 

les équations des trois courbes C, S, S, le foyer F, 
ayant pour équation 

F i = o. 

De l'équation de la courbe S, on tire 

/ ( w , v) -h K 1 * ) » = — K<p U , -+- K ' F j F 2 F 3 . . . F2/ î. 

Or le premier membre représente une courbe de 
classe ^ fi homofocale à la courbe C; le second 
membre, une courbe de classe in tangente à toutes les 
tangentes menées des foyers F<, F2, . . . , F2„ à la 
courbe S. 

La proposition est donc démontrée. 
Son application aux coniques nous donne les deux 

théorèmes suivants : 

T H É O R È M E . — Soient trois coniques C , S , 2 ins-
crites dans un même quadrilatère, F4 et F2 les foyers 
réels de la conique S; il existe une conique homofo-
cale à G , inscrite dans le quadrilatère des tangentes 
menées des points ¥i et F2 à la conique S. 

Dans le cas où les deux foyers F4 et F2 se con-
fondent, ce théorème dev ient : 

T H É O R È M E . — Soient deux coniques bitangentes S 

et le quadrilatère des tangentes communes à 
Vune des coniques S et à une conique G homofocale 
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à Vautre conique 2 est circonscriptible à un cercle : 
le centre du cercle est le pôle par rapport à la 
conique S de la corde des contacts des deux co-
niques S et S. 

Ces deux théorèmes comprennent, comme cas parti-
culiers, les beaux théorèmes de Chasles sur les coniques 
h o ni o focales. 

1029] 

S U R D E U X P R O P O S I T I O N S D E R I B A U G O U R 

( Q U E S T I O N S 8 5 8 , 8 5 9 ) ; 

PAR M. R. BOUVAIST. 

Je démontrerai tout d'abord le théorème suivant : 

T H É O R È M E . — Soient deux points M et ( M ' ) décri-
vant deux courbes (M) et (M') de telle sorte que la 
di *oite MM 'touche en T une courbe ( T ) , les tangentes 
à (M) et (M7) en M et M' se coupent sur une 
courbe (K) en K, la tangente à (K) en K coupe MM' 
en S; si pM et oM, désignent les rayons de courbure 
en M et M' à (M) et (M') on a la relation 

PM. __ MS.M'T KM7* 
PM - M ' S . M T ^ ' 

Soient N l'intersection des normales à (M) et (M') 
en M et M', [x et pt/ les centres de courbure de ces 
courbes en M et M', a et ¡3 les intersections de la nor-
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maie en K. à (K) avec NM, NM'. Posons 

N M M ' = 8 , NM'M = 6', MKa = <p, M'K$ = <p'f 

nous aurons 

d'où 

KM TM _ M pi KM' coscp MK* TM _ M\x coscp 
KM' TM' ~ M y KM cos<p'' TM' ~~ M>' coscp'' 

,, , MS KS M'S KS ci ou, en remarquant que = ^, -, = 1 1 coscp cosi) coscp cosu 

M s # M Î T _ M Y C O S ^ e ' 
M'S ' M'T "" M IJL cos3 0 ' 

d'où enfui 
pM' __ M^ M/T KM'3 

pM ~ M'S MT 

Un cas particulièrement simple sera celui où le rap-
MS MT l 1 l>0 M7! ' M77? s e r a * i a r r n o m c l u e 1 n o u s aurons alors 

pw = KM'" 

KM3 ' 

En voici deux exemples géométriques : 

i° Les courbes (M) et (M') sont une seule et même 
conique, la courbe (K) est une droite. On voit que : 

Si les deux tangentes à une conique en M et M1 se 
coupent en K, le rapport des rayons de courbure à 
cette courbe en M et M' est égal au cube du rap-

KM 



( »7 ) 

2° Les courbes (M),et (M') sont une seule et même 
cubique, le point T est un point d'inflexion de cette 
courbe, le point K décrit alors la polaire harmo-
nique (K) de T; d'où la proposition suivante : 

if ne sécante issue d'un point d1 inflexion T d'une 
cubique coupe la courbe en M et M', les tangentes à la 
courbe en M. et W se coupent en K, le rapport des 
rayons de courbure de la cutiique en M et M'est égal 

(tu cube du rapport 

Ceci posé, les deux propositions de Ribaucour que 
je considère sont les suivantes : 

Question proposée 858 (1868, p. 190; réimprimée 
p . I 5 7 ) . 

D'un point M dans le plan d'une coniquey on 
mène à celle-ci les deux tangentes MA et MB, puis 
par M, on mène une droite MC. 

Aux points À et B on construit les coniques ayant 
quatre points confondus avec la proposée et tan-
gentes à MC. 

Démontrer : i° que ces coniques touchent MC au 
même point C; 20 que si Von fait tourner Vune 
d'elles de manière à la rabattre autour de MC du 
côté de la première, les coniques ainsi obtenues 
auraient en ce point un contact du troisième ordre1 

c'est-à-dire qu'elles auraient en C quatre points 
communs confondus. 

Question proposée 859 (1868, p. 190; réimprimée 
1917, p . , 5 7 ) : 

Démontrer la même proposition pour les courbes 
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du troisième degré, lorsque M est sur la polaire 
d'un point d'inflexion. 

I. Question 808. — Soit ¡x le point où MC coupe AB, 
soient (E) la conique donnée, (A) et (B) les faisceaux 
formés par les coniques qui surosculent (E) en A et B, 
¡ji conjugué de M par rapport à (E) est le second point 
double de ('involution déterminée sur MC par les 
coniques (A) et (B); il existe donc deux coniques (A<) 
et (Bi ) se touchant en JJL. Une des propositions données 
plus haut montre qu'elles ont même rayon de courbure 
en ¡JU 

Soit [// le conjugué harmonique de ¡JI par rapport à A 
et B. La sécante commune à (A,) et (B<) qui corres-
pond à MC passe par ¡JL', si Ton fait correspondre aux 
points communs à (A,) et (B,) situés sur cette droite 
les points cycliques, (A,) et (B|) se transforment en 
deux cercles égaux tangents extérieurement, car u/ est 
évidemment un centre de similitude de (A,) et (B,). 
Il en résulte que si et co2 sont les centres de (A | ) 
et (B4 ), {juo, et ¡juo.J sont conjugués harmoniques par 
rapport à ĴLA et IJLM. Prenons la symétrique (B'4 ) 
de (B,) par rapport à M J J L parallèlement à AB, ( B ^ ) 

aura son centre sur uto^ axe d'aberration de courbure 
de (A<) en u ; comme elle a en ce point même rayon 
de courbure que (A), elle lui est surosculatrice en p.. 

Question 859. — Cette proposition n'est vraie que 
dans un cas particulier. Soit I le point considéré; 
si IAB = X = o, MA = ^ =: o, M B — j = o, MA 
et MB étant les tangentes à la cubique en A et B, 
l'équation générale de celle-ci sera 

yz [ o u -4- $y -h *(z] -+- B:r*( A a? h- $y -4- yz) = o, 

ax + -f- y 3 = o étant la tangente d'inflexion. 



( 2 9 ) 
Le faisceau (À) sera 

« • * 2 ( a — A) fJis* H -—p xz lyz = o. 

Le faisceau (B) sera 

r» * « 2(a —A) B x* •+- (JLJ y2
 H 1 - H lyz — o . 

Les polaires de M par rapport à (À) et (B) se 
coupent en un point ¡JL fixe de la polaire harmonique 

— y z = o de I par rapport à la cubique); ce 
point ¡JL n'est pas sur AB, sauf dans le cas où A—a = o, 
cas auquel la cubique se décompose. 

Les coniques 

( A , ) - I B p * + (a - A )z = 

( B i ) E | Bfx •+•(* — A)JKI24-2By[Y2 —$y]y= o 

louchent Mp. en JJL; les propositions démontrées plus 
haut montrent, du reste, qu'elles ont même rayon de 
courbure en ¡JL. 

La sécante commune à (A4) et (B<) qui correspond 
à la tangente MUL a pour équation 

2 B ¡Sy ( a — A )x -h | ( a — A — 2 B ¡By | j fiy-h yz} = 0 ; 

elle passe par I, qui est du reste un centre de simili-
tude de (A, ) et ( B , ) ; un raisonnement identique à 
celui que nous avons fait plus haut montre, dès lors, 
que (A, ) et la conique ( B ' , ) obtenue en prenant la 
symétrique de ( B < ) par rapport à M J J L parallèlement 
à sont surosculatrices en [À. 

La proposition de Ribaucour est donc inexacte et, 
rectifiée^ doit s'énoncer comme il suit : 

Si par un point d'inflexion I d'une cubique Y, 
on mène une sécante coupant la courbe en A et B, il 
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existe une conique (A) surosculatrice à T en A et 
une conique (B) surosculatrice à T en B, qui 
touchent la polaire harmonique A de I par rapport 
à T au même point ¡A, si (B') désigne la conique 
obtenue en prenant la symétrique de (B) par rap-
port à A, parallèlement à I JJL, (B') et (A) sont suros-
culatrice s en |JL. 

[ M 2 1 ] 

S U R L ' O R D R E D E S U R F A C E S E N G E N D R É E S 
P A R C O U R B E S D ' U N O R D R E D O N N É ; 

PAR M. C.-H. SISAM. 

On sail ([uc si chaque génératrice rectiligne g sur 
une surface réglée coupe toutes les autres génératrices 
en un point variant avec g , la surface est un plan. Des 
théorèmes analogues pour des surfaces engendrées par 
des coniques se coupant en un ou plusieurs points ont 
été démontrés par M. Kœnigs dans les Annales de 
rEcole Normale supérieure (3e série, t. V, p. 177-
11)2) et pour des surfaces engendrées par des cubiques 
par M. Humberl dans le Journal de Mathématiques 

série, t. X, p. 169-201). Les résultats obtenus cons-
tituent tous des cas spéciaux du théorème suivant : 

Si une surface d'ordre m est engendrée par des 
courbes irréductibles d'ordre n de telle façon que 
deux courbes génératrices arbitraires se coupent en 
v points variables, nous aurons mvSn'2. 

Une surface d ordre w contient une courbe 
donnée du système générateur sur la surface donnée si 
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elle contient xvn + i points sur la courbe, c'est-à-dire 
si les coefficients dans son équation satisfont, au maxi-
mum, à xvn-\-1 équations linéaires indépendantes. 
Elle contient une deuxième courbe donnée, si ils satis-
font, au maximum, à xvn-\- i — v autres équations 
indépendantes. Continuant de cette façon, nous trou-
vons que la surface d'ordre xv possède xvn + i points 
communs avec toute autre courbe du système généra-
teur et, par conséquent, a la surface donnée comme 
composante si les coefficients dans son équation satis-
font, au plus, à 

( I ) xvn 4 - 1 - 4 - xvn 4 - I — C + + I — 2 V + . . . + I 
__ (xn H- i) (xvn -h 2) 

i 

conditions linéaires indépendantes. 
Mais le nombre réel de conditions auxquelles les 

coefficients doivènt satisfaire pour que la surface 
d'ordre xv ait la surface donnée comme composante est 

/ \ IYT/ \ , TVT/ \ (a?v + I)(afy + 2 ) ( i P v + 3 ) (2) N(ipv)-hî— v—m)—i = L± L 6 
— m-4-1) (xv—m -4- 2) (xv — m -4- 3) 

6 
3 mx 2 ç 2 - j -3 (^m — m2)xv-r- i \ m — 6 m 5 + m 3 

= 6 ' 

puisque toute surface d'ordre xv — m, avec la surface 
donnée, constitue une telle surface d'ordre xv. 
Puisque (1) donne une limite supérieure pour ( 2 ) , 
nous avons, pour toutes les valeurs de x plus grandes 

m 
que - , 

(xn 4-1) (xnv-\-2) 
2 

> 3 m v2 x2 4- 3 ( 4 m — m2 ) v # 4 - 1 1 m — 6 m3 4 - m3 

= " 6 
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O U 

3(AI2 — mv)pjr2-h 3(2n-f-/ iv -f- m2v — 
— ( m — i) ( m — 2 ) ( m — 3 ) ^ o. 

Le coefficient de x2 ne peut être négatif. Sinon, en 
prenant x suffisamment grand, nous pourrions rendre 
le premier membre de cette inégalité négatif. D'où 
m v n. 

En particulier, si n2 , il viendra v = o, c'est-
à-dire : 

Sur une surface d'ordre plus grand que n2, un 
système algébrique, oo1, de courbes d'ordre n, cons-
titue un faisceau. 

C O R R E S P O N D A N C E . 

M. d'Ocagne. — Sur le lieu du milieu du rayon de 
courbure. — Le théorème donné dans le n° 2 d'une 
note récente de M. Ch. Michel (N. A1917, p. 366) 
n'est qu'un cas particulier de ce théorème bien connu, 
de Mannheim : Si les normales aux lieux décrits par 
les points M et I rencontrent en M4 et I, la normale à 
l 'enveloppe de la droite MI, la normale au lieu décrit 
par le milieu P de Mï passe au milieu P4 de M,ï , . 

Si le point ï est le centre de courbure de la courbe 
(M), le point M, se confond avec I, et le point I4 est le 
centre de courbure de (I) . On voit ainsi que la normale 
au lieu de P passe par le milieu P t de IL, et, comme 
la droite PP, est alors parallèle à MI, que la tangente 
au lieu de P est perpendiculaire à la droite joignant 
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le point M au centre de courbure correspondant I, 
de la développée. C'est là le théorème qu'à retrouver 
M. Ch. Michel. 

C O R R E S P O N D A N T 

M. d'Ocagne. — Sur le centre de courbure des con-
choïdes. — Le théorème général d'où M. Goormaghtigh 
lait remarquer (N. 1917, p. 434) que l'on peut 
déduire la construction du centre de courbure de la 
conchoïde de Nicomède, qui fait l'objet de la ques-
tion 2254, est précisément celui d'où je l'ai tirée. Ce 
théorème général se trouve démontré à la page 286 de 
m >11 Cours de Géométrie descriptive et de Géométrie 
infinitésimale (Gauthier-Villars ; 1896). 

M. V. Thébault. — Au sujet de la questionSS/H. — 
Cette propriété n'est qu'une forme particulière de la 
suivante, très répandue dans les recueils élémen-
taires : 

Si, dans un triangle ABC, Vangle A est égal à 
1200, Vinverse de la bissectrice intérieure relative à 
cet angle est égal à la somme des inverses des cédés 
qui le comprennent. 

Voir par exemple le Bulletin de Mathématiques 
élémentaires, 1901 p. 77. 

M. V. Thébault. — Sur une proposition de 
La guerre. — Voici une autre démonstration, pour le 
<'(is du triangle, de la proposition de Laguerre envi-
sagée par M. R. Bouvaist, (IV. A. 1917, p, 315). 

Jnn. de Matkemat., 4* série, t. XVIII. (Janv. 1918.) 3 
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Soient une conique et un cercle représentés par 

les équations 
xi y2 

S' ¿=(x — a)* + ( y — b)*—R*=o. 

Leurs invariants sont 

Î T - b ) 
6' = ~ -h | | - i - KM - • J L ) , A' = — R2. 

La condition pour qu'il soit possible de circonscrire 
à la conique un triangle ABC qui soit en même temps 
inscrit dans le cercle, s'écrit 
(1) 0*=4A0\ 

2. Soient F et F' les deux foyers de la conique S, 
F" l'inverse de F par rapport au cercle S' et O le centre 
de ce cercle; désignons par u et v les longueurs OF et 
OF', on a 

a2 = (a — c)2-h kS2, p 2 = (a -f-c)2-j-
d'où 

— a1 + c2, u2p2 = ^ 4a c • 
2 4 

et 

2 — ii i lzi l l l l '3* = —(¿¿2— y«) -f-4CV 
a ~ 4c2. ' 4c* 

En substituant ces dernières valeurs dans l'égalité (i) 
on obtient la relation de Laguerre 

(2) (R2— u2) ( R2 — p2) = 4&2R2. 

3. Cette relation (2) peut être transformée et donner 

( l ) Cf. Nouvelles Annales, 1903, 214. 
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F F ^ X O F = (Laguerre), 

F'R x F'F" = 4a* ( Laguerre ). 

A N C I E N N E S Q U E S T I O N S N O N R É S O L U E S 

2145 (1910, 95). — Si l'on pose (*) 

a b Ji ->r c J — 5 -f- d i/a J— 5 
T , 

a, b} Cy d étant entiers, a et c étant de même parité : 

i° Les nombres x sont des entiers algébriques; 
2° La somme ou le produit de deux nombres n est un 

nombre x\ 
3° La norme du nombre x (c'est-à-dire le produit de ce 

nombre par ceux qu'on obtient en changeant y/s en— 
ou / — 5 en — y/— 5, ou en faisant ces deux changements à la 
fois, est 

/a 2—2& 2 -+-5c 2 — ï o d ^ y . . , \ — / \ \Q(ad— 6c)2; 

4" La norme du produit de deux facteurs est égale au pro-
duit des normes de ces facteurs; 

5° Étant donnés deux nombres de la forme indiquée, peut-on 

trouver un nombre de même forme m 71 ^ -+-••• appej^ 
V/2 

- r 4- s y/à -+• . .. quotient, et un autre nombre de meme forme -
s/l 

appelé reste, tels qu'on ait 

« 4- b y/â-+-... / ï 
__ e -+-..• w + r -+- s y/2 -

y/2 ^1 y/2 
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tels, de plus, que la norme du reste soit inférieure à Celle du 
diviseur? G . F O N T E N É . 

2151 (1910, 239). — Établir directement (pour n ^ 1) l'éga-
lité 

I . 2 . 3 

( i n ) ! ( 2 n —-1 ) ! 
1 

1.2 

relative à la formule de sommation d'EuIer-Maclaurin. 
G . F O N T E N É . 

2156 (1910, 335). — On considère la suite des polynomes 
en r 

Pt j F2, P31 • • • * 
tels que 

/, P„ = ( 3 /i - 2) P„ ^ - ( 3 /i - /, -H -r2 ) P„-, 

avec 
P „ = P , = i, 

1" Montrer que l'on a 

Çfn étant le nombre des combinaisons de n lettres p à p et ap 

étant fonction de p seul indépendant de x et n; 
20 Montrer qu'il y a une relation linéaireen n e a p i a^- i , 

ap-t vérifiée quel que soit p. En conclure la valeur de ap en 
fonction de p. • R. G i t s m . 

2161 (1310, 336). — Une pyramide régulière, de sommet S, 
a pour base «n rectangle ÀBGD. On considère le paraboloïde 
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de révolution de sommet S -quipasse par le cercle circonscrit 
au rectangle ABGD et le parallélépipède indéfini dont ce rec-
tangle est la section droite. Démontrer que le solide commun 
à ces deux corps, limité au plan de base de la pyramide, a un 
volume double de celle-ci. M. D'OCAGNE. 

Nous terminons ici la réimpression des Anciennes, questions 
(1842-1910) non résolues. On trouvera plus loin .(p. 43) les No i 

des questions restées sans solution au 3i Décembre 1917. 
(N. d. 1. R . ) 

W H M S . 

2350. Si l'on désigne par F? le iième nombre figuré d'ordre/? 

F p ~ *'(*'-+-') • • • ( ! -*-;?— i) F o _ _ r i ~ p \ , . r4. - 1, 

la somme 

FÇ-+-FÇ 3? + F j * * - + • . . . 

a pour expression 

1 -h B:rw + Î -H. . .-*r \lxnJ,-P 
(1— x)p+I ' 

les coefficients A, B, . . . étant tels que le a-amérateur soit 
divisible par le dénominateur. Le numérateur est de la forme 

[ n p n + 2 v p n-±-p J 

et l'on aura 

La série entière 

« F? -H- FÇ* -K Ff a-2H-.. r-H -+-.. . 
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est convergente pour | # | < i , et a alors pour somme 

i 
(i — x)P' 

G . FONTENÉ. 

235t. Considérant le réseau formé dans l'espace à trois 
dimensions par les points à coordonnées entières dans un 
système d'axes rectangulaires, on demande de déterminer les 
triangles isoscèles ayant comme sommets trois points du 
réseau. E. CAHEN. 

2352 Soit ABA'B' une section principale d'un ellipsoïde 
dont les axes sont AA', BB', CC'. Par le sommet C, on mène 
la parallèle CD à l'un des axes AA' de cette section; par le 
sommet C , une parallèle C'D' à l'autre axe BB'. Si une 
droite A se déplace en rencontrant constamment l'ellipse 
ABA'B' et les droites CD et C'D', le volume enfermé dans la 
portion de surface qu'engendre le segment de A compris entre 
les droites CD et C'D'est égal au volume de l'ellipsoïde. 

M . D'OCAGNE. 

2353. Construire deux cercles de même rayon, tangents 
entre eux, et touchant chacun une droite donnée en un point 
donné, en ayant soin d'examiner quel est le nombre des solu-
tions réelles. M. D'OCAGNE. 

2354. Quand une droite se déplace dans un plan, les centres 
de courbure des éléments décrits simultanément par des 
points marqués sur cette droite appartiennent, d'après un 
théorème connu, à une conique; démontrer que le lieu des 
deuxièmes centres de courbure correspondants est une sex-
tique. R . GOORMAGHTIGH. 

2355. — On considère une tige guidée BB', glissant le long 
de O'x, dont l'extrémité B est reliée au bouton A d'une 
manivelle OA tournant autour de 0 , non situé sur O'x, avec 
une vitesse angulaire constante. Soit 8 la distance de O à O'x 
et posons 

OA = a, AB = ABO' = <p, ¿ > a - h 8 . 

Démontrer que les valeurs des angles cp, correspondant aux 
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positions du point B pour lesquelles la vitesse de ce point est 
maximum, sont données par l'équation 

/2(/2_ «2)s£n6 cp 4/3 3 sin8®— y 
-h 2 l 8 (3 /2 •+- «2 — 82) sin* 9 — n (/2 — «2 + ! o §2) Sill2 cp 

-4- 2 / 8 ( / 2 _ 3a2-+- 382) sincp 

- ( / S — a2-4- 82)(82 — «»). 
R . GOORMAGHTIGH. 

2356. Trouver une suite indéfinie de nombres entiers xi} 

;r2. . . . . telles que tous les produits 

rcj, ¿FI.Î'O» . . . 

-oient des carrés augmentés de l'unité. 
Il existe une infinité de telles suites.En effet xt, x2).. .,xn...., 

étant supposés connus, on peut trouver une infinité de valeurs 
salisfaisantes de xn. L'intérêt de la question est de former la 
plus simple de ces suites, c'est-à-dire celle pour laquelle la 
valeur satisfaisante dont il s'agit est minimum, quel que soit n. 

P . CARISSAN. 

2357. Un tétraèdre inscrit à un ellipsoïde de révolution a 
pour centre de gravité le centre de celui-ci. On joint les som-
mets du tétraèdre à l'un quelconque des foyers de l'ellipsoïde, 
chacune des droites obtenues étant limitée au sommet dont 
elle est issue et à la face opposée. Démontrer que les quatre 
serments ainsi déterminés ont même longueur. 

R . BBICAKD. 

2358. Si ABCD est un quadrilatère plan fixe, A'B'C'D' un 
autre quadrilatère plan, mobile dans l'espace, mais invariable 
de forme, il existe une infinité de positions de ce second qua-
drilatère pour lesquelles il est perspectif du premier, c'est-
à-dire telles que les droites AA', BB', CC, DD' concourent en 
un même point S. Démontrer que le lieu de ce point S est un 
cercle. BÉJOT. 
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N" des Anciennes questions des Nouvelles Annales 
(de 1842 à 1910, N<* 1 à 2166) 

restées sans solution au 31 décembre 1917 

62 126 266 333 383 424 554 592 
593 598 604 617 643 703 730 731 
732 774 791 805 812 880 888 891 
893 947 967 999 1000 1042 1058 1063 

1074 1078 1107 1108 1149 1206 1234 1236 
1256 1305 1361 1365 1366 1446 1486 1490 
1519 1522 1523 1530 1564 1571 1596 1599 
1600 1609 1629 1631 1647 1686 1687 1688 
1689 1690 1691 1692 1693 1694 1695 1705 
1715 1731 1738 1747 1761 1762 1763 1776 
1777 1810 182J> 1824 1826 1828 1837 1838 
1847 1850 1854 1856'"< 1859 1884 1885 1886 
1889 1890 1892 1911 1937 1944 1956 1988 
2003 2010 2i)38 2039 2045 2057 2065 2096 
2116 2141 2145 2156 

La comparaison avec le Tableau publié précédemment (1915, 
p. 246) montre qu'un nombre notable de questions ont été 
récemment résolues, grâce aux efforts de nos lecteurs. 

Nous les en remercions, et nous comptons sur leur persé-
vérance. 

On voit que 116 questions seulement restent sans solutions. 
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[L1lla] 

G R O U P E S D E P O I N T S S U R L ' H Y P E R B O L E É Q I I L A T È R E ; 
E X E R C I C E P R O P O S É ; 

PAR M. P. A P P E L L . 

Problème. — Soienl quatre points pris sur une 
hyperbole équilatère A,, B,, C1? D| ; les hauteurs du 
triangle B< C{ D, se coupent en un point A2 situé 
sur l'hyperbole, de même les hauteurs de C J D 4 A T 

se coupent en un point B2 cle la courbe, etc. On déduit 
ainsi des quatre points A f , B<, Ci, D4, quatre nouveaux 
points A2, B2, C2, D2 ; de même de ces quatre points 
on en déduira quatre autres A3, B3, C3, D3, ... et ainsi 
de suite. Etudier la suite cle ces groupes de points : 
est-il possible que le groupe A„, C„, D„ coïncide 
en tout ou en partie avec A,, B,? G I ? D 4 . 

Indications sur la solution. — L'étude générale des 
groupes de points sur une courbe algébrique se rat-
tache au théorème d'Abel. Le problème actuel se traite 
d'une façon élémentaire, à l'aide de la fonction expo-
nentielle. 

Soit xy = i l'équation de la courbe rapportée à ses-
asymptotes; chaque point est défini par son abscisse^ 
Si les sommets d'un triangle ont pour abscisses 

x\ xtf\ le point de concours des hauteurs a une 
abscisse x donnée par 

Jnn. de Malhéniat., 4* série, t. XVIII. (Pévr. 1918.) 4 



( ) 
Posons pour im point de la courbe 

x — e*, y — e~l. 

Les quatre premiers points A,, B4. C t , D| correspon-
dent it des valeurs de t : a,, Jj,, y, r 3«. On a ensuite, 
on appelant aw, ¡3W, o„ les valeurs <1e l correspondant 
a A„, B„, D„, 

a2 -h -h Yt o, - - RI. 

£¿2 - T - Y T H - 0 | - + - A J = = T. I. 

Yi -f- ôj -r- ai h- 3, eee r 

o2 + + 3i -+- Yi — ~ i 

^t en général 
a/M-l P/I H- T/> 07> ~ Tt /. 
P/'+i Y/» V a/> « ~ 
Yam i W' ? / • - -

le^signe == indiquant une égalité à des multiples 
de 2Ti i près. Si l'on [>ose 

S„ — 7.u-+- [¿/t-T- y„-h o,,. 
on a 

S/> f-i o, 

formule qui permet de cal on 1er S„. On > ensuite 

— a,,-!- S r . i , 
— SpSSTzê, 

Y / > M — Y/ ' -5- S / , 7T / , 

V M — S,,-*- S , ,— r.l. 
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[ I 1 9 a ] 

AIL S U J E T W M A R T I C L E M M . A . G É R A R M N ; 

PAR M. KM ÎLE TURR1ÈRE. 

Les Nouvelles Annales de Mathématiques (ij)i(>, 
p. {>2-7.4) ont publié un intéressant article sur les 
Distances, en nombres entiers, de trois points et de 
leur centre isogone à 1 2 0 ° de M. A . G É R A R D I N (Nancy). 
Il s'agit de la résolution en nombres entiers et positifs 
des trois équations simultanées : 

( ** SX -H X* = • . 

Le symbole • que j'utilise signifie carré parfait, 
*elon la notation habituelle des anciens géomètres, 

4e crois utile de signaler ici, et très rapidement 
d'ailleurs, quelques remarques fondamentales sur le 
système précédent d'équations indéterminées et sur 
un système beaucoup plus général. Il est manifeste 
que, sans restriction de généralité, il est possible de 
remplacer l'hypothèse que les nombres z sont des 
entiers par celle de la rationalité de ces nombres. Plus 
généralement encore, je supposerai qu'on 11e fait 
aucune hypothèse sur les signes de y et 

Dans ces conditions, je considérerai un système de 
trois équations simultanées quadratiques et homogènes 
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de la forme suivante : 

IKx'1~>rBxy-Jr(\y- = 

G^2 -f- Wzx -h I-r* = 

où les neuf coefficients A, B, ..., H et I sont des 
nombres rationnels algébriques quelconques. Chacune 
des trois équations constitutives d'un tel système 
n'est autre qu'une équation de Brahmagupta-Fermat, 

A - H Bt-h C * * = 

mise sous forme homogène. Relativement à ce sys-
tème (2) j'établirai tout d'abord la proposition sui-
vante : 

Lorsque chacune des trois équations de Brahma-
gupta-Fermat constitutives du système (2) est réso-
luble (abstraction faite des deux autres équations), 
l'étude du système (2) est équivalente à celle, dépeîi-
dant des fonctions elliptiques, des arithmopoints 
d'une surface du sixième degré de Vespace ordi-
naire. 

Je suppose, en ellet, que chacune des équations (2) 
est résoluble ; il en résulte que chacune de ces trois 
équations admet une infinité de solutions; si, pour 
lixer les idées, l'équation de Brahmagupta-Fermat 

A x2 4- B xy-h Cy* = • 

admet la solution particulière (x = x0, y = y0 ), sa 
solution générale en nombres rationnels algébriques 
est susceptible d'être représentée par l'arithmopoint 
courant de l'arithmoconique d'équation 

A.r*-+- Bxy -+- G y'1 = A xl Bx0y0 -i- GjJ. 
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Les coordonnées de cet arithmopoint courant 
s'obtiennent alors comme intersection de cette arith-
moconique avec une arithmodroite arbitraire pivotant 
autour de l'arithmopoint connu a priori. Soit 

y — ro = zo-.ro) 

l'équation de cette arithmodroite, Z étant un nombre 
rationnel algébrique. L'arithmopoint d'intersection 
autre que le pivot = y = y 0 ) a donc pour 
coordonnées 

= CCCQZ'2— aCjKoZ — ( A#0 -f- By0) 
X CZ2-h BZ -+- A 

— ~~ ( B a : o- f " C 7 o ) Z a ~ a A ^ 0 Z - f -A jp 
GZ2 BZ -t- A ' 

de sorte que le rapport ^ qui seul nous intéresse ici a 

pour expression en fonction de Z : 

( 3 ) Z = (B^o-+-Cro)Z2+3A#0Z — Ajko ^ 
. r — G i T o Z 2 - h 2 C J K 0 Z -4- A # 0 - H B y 0 

A chaque arithmopoint ou solution de l'équation de 
Brahmagupta-Fermat considérée correspond une valeur 

du paramètre Z = ^ — r é c i p r o q u e m e n t , à toute 

valeur rationnelle de Z correspond ainsi une solution 
(à un facteur près d'homogénéité) de l'équation de 
Brahmagupta-Fermat. 

Cette remarque faite, si le système (2) est constitué 
de trois équations de Brahmagupta-Fermat séparément 
résolubles, la méthode précédente donnera des expres-
sions rationnelles de ^ et de ~ analogues k l'expres-
sion (3) : le rapport^ s'exprimera au moyen d'un pa-
ramètre X = e t r a PP o r t f a u m o y e n 
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d'un paramètre Y = ~ — ~ par les formules 

\ y " " — ( 3 ois ) 
' " rH^- t - aG^j Y — Gx2 

— i c5 Y2 -+- 11 x.y Y -h G z2 -i- H :r2 ' iî-
) est une solution de la seconde équation du 

système (fi); est de même solution particu-
lière de la troisième équation. Il n'est pas nécessaire 
de supposer qu'il existe des relations spéciales entre 
&oi yoi XM zii z2 et 

Il résulte maintenant de tout ce qui précède que l'on 
peut établir une correspondance entre une solution 
quelconque y , z ) du système (:>/) et un groupe de 
valeurs des trois paramètres X, "Y, Z, sous la seule 
condition que le produit des trois rapports ~ et ~ 

soit égal à l'unité. Cette condition étant vérifiée, la 
connaissance de X, Y , Z entraîne celle d'une solution 
du système (2) à un facteur d'homogénéité près. La 
proposition énoncée plus haut est donc établie et 
l'équation de la surface du sixième degré dont l'étude 
arithniogéométrique est équivalente à l'étude du sys-
tème des trois équations de Brahinagupta-Fennat est 
finalement, dans un espace rapporté à trois axes OX, 
O Ì . O Z : 

I ( B .r0 -r- G y (s ) Z1 -4- •> A x0 Z — Ar(11 
x l A E j ^ - H F ^ i ^ - f - î D ^ j X - D ^ I 
x I { Uz2 - Kr2 ) Y2 + 2G .Si Y - G.r2 ] 

= l— C .r0 Z2 a G j 0 Z -h A x0 B y0 ] 
x f— F ri X 2 + 2 F 5|X + Dyt -+- E zx ] 
X 1 I V 4 Y2-+- 2 l ît2 Y -+-G*, -h H.r2l. 

Cette surface du sixième degré est d'une nature bien 



( 4; ) 
spéciale, ce qui simplifie heureusement l'étude arith-
m ̂ géométrique. Les lignes de niveau (l'un quelconque 
des plans coordonnés étant pris pour plan horizontal) 
miiit des quartiques planes très particulières. Une 
le Ile quartique a, en effet, une équation de la forme 

a.X2Y2 + XY(6X H- Y Y) -t- cp2(X, Y) = o, 

•¿.j (X. \ ) étant un polynome quadratique en \ et \ . 
Il est manifeste que cette quartique plane n'est autre 
que la projection de la biquadratique gauche d'équa-
I ions 

XV = z. 
a Z* - Z( [i \ -H v Y . <p,(\, Y) = o. 

De cette nouvelle remarque importante il résulte 
qu'o// se trouve en présence d'une </uestio/i inti-
mement liée à I étude arithmogéométrique d 'une 
¡»¡quadratique gauche. Je n'insisterai pas sur cette 
belle question que j'ai longuement étudiée, sous le 
p ont de vue arithmogéométrique, dans les Notions 
'/ irithmogéométrie en cours de publication dans 
V¡enseignement, mathématique ( 1 ). 

Vinst donc, dans sa plus grande généralité, le .pro-
blème étudié par M. A . G É R A R D I N « problème que l'on 
peut classer parmi les questions ardues d'analyse 
indéterminée en entiers positifs...» se rattache intime-
ment aux applications géométriques des fonctions 
elliptiques. Les équations (i ) sont manifestement, en 
ellet, des équations individuellement résolubles. 
I. équation 

or- -t- xy -r- r 2 — a-

( ' ) Cf. Le problème de Jean de Païenne et de Léonard de Pise 
< /-'Enseignement Mathématique, t. XVII, 1915, p. 315-324); Aotions 
'ï Arithmo géométrie (Ibid.. t. XVIII, 1 9 1 6 , p. £1-110 à p. 
et à suivre). 
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admet la solution banale x = o, y = a ; d'où, en 
posant 

j = a -+- Zar, 

se déduit la solution générale : 
2Z -h 1 
+ X 4 
1 —Z 2  

: Z 2 - F - Z ] 

L'équation de la surface du sixième degré associée 
s'obtient immédiatement par multiplication membre à 
membre des équations 

( Z * — = ( 2 Z 4 - L ) Y , 

( X « - 1 ) 7 = ( 2 X 4 - 1 ) z . 

( Y « — 1 ) 3 = ( 2 Y 4 - O R ; 

on est ainsi conduit à l'équation relativement simple 

( X * - I ) ( Y * — I ) ( Z * - I ) = ( 2 X + I ) ( 2 Y + I ) ( Î Z + I ) . 

La biquadratique associée a donc pour équations 

X Y = Ç , 

r , 2 - x« - Y 2 0 (h*~ 0 = (2/t -h 0 [4 S H - 2 ( X H - Y ) 4 - 1 I ; 

h est un paramètre rationnel quelconque; X, Y, L 
sont les coordonnées cartésiennes dans le système 
d'axes auxquels est supposé rapporté l'espace qui con-
fient cette biquadratique gauche. 

11 n'est peut-être point sans intérêt de rappeler ici 
nn autre remarquable cas particulier des équations du 
type (2). C'est celui du système des trois équations 
indéterminées 

y 2 4 - * * = 
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du problème des parallélépipèdes rectangles dont 
les arêtes et les diagonales des faces sont com-
mensurables. Ce problème a été traité par L . E U L E K ( * ) 
qui en a formé des solutions particulières dépendant 
de paramètres et qui en a signalé la solution toute 
particulière 

^ = 44, y = 4o, - = 117. 

Ici encore les équations sont manifestement réso-
lubles et l'on doit poser 

(Z* —i)a? = 2 Z 7 , 
(X2 — i ) y = 2X5, 
( V2 — 1 ) z = 2 Y # : 

de sorte que cette question est encore réductible à 
I etude arithinogéométrique de la surface du sixième 
degré d'équation 

(X2— i)(Y2 — i) (Z 2 — 1) = 8XYZ; 

«'lie se rattache elle aussi à l'étude d'une biquadra-
tique gauche au moyen des fonctions elliptiques. 

C O R R E S P O N D A N C E . 

R. Goormaghtigh.— Sur certaines paraboles asso-
ciées à Vellipse. — Dans son article sur les paraboles TC4 

l1) L. E U L E R I Commentât iones arithmeticœ collectœy Petro-
}><>li, 1849. Tome II : Fragmenta commentationis cujusdam ma-
joris, de invenienda relatione inter latera triangulorum quorum 
orea rationaliter exprimí possit (p. 648-65i). Les paragraphes 52-55 
(p. 65o-65i) de ce fragment sont relatifs au problème signalé dans 

lexte ci-dessus : Inveniré tria quadrata. quorum binorum 
summa sit quadratum. 



< 5 o ) 
el7r2 qui passent par les pieds des normales issues d'un 
point P à une ellipse E (Nouv. Ann., 1917, p. 
M. Barisien démontrait (§ 9) que, lorsque P décrit 
l'ellipse donnée, la droite qui le joint à l'intersection Q 
des axes de TZ{ et TZ2 reste normale à une ellipse fixe. 
En employant les résultats de cette Note, on peut 
démontrer ce théorème plus général : Si le point P 
décrit une conique ayant même centre et même 
direction d'axes que E, la droite PQ reste normale 
à une ellipse fixe. 

Observons que, si deux coniques ont même centre 
ei mêmes directions d'axeç, les droites qui joignent les 
points de même anomalie excentrique o sont en général 
normales à une ellipse. On voit, en e fiel, aisément que 
I on peut projeter la figure de manière que l'équation 
normale des projections d des droites considérées ait 
la forme 

x sin çp — y cos <p = k sin > o : 

l'enveloppe des droites d est alors une astroïde régu-
lière et les droites considérées enveloppent une déve-
loppée d'ellipse. En tenant compte de ce qui précède, 
011 déduit facilement des équations ( 1 > ) de la page 4° 1 
la proposition générale énoncée ci-dessus. 

R. Goormaghtigh. — Sur les développantes arco-
(aires. — M. Ch. Michel a indiqué (Nouv . Ann.. 191-, 
p. 45o) une construction de la tangente en un point P 
de la développante aréolaire F d'une courbe G par 
rapport au pôle O. La liaison entre le centre de cour-
bure y' de T en l} et celui y de la courbe donnée C au 
point correspondant M est également simple : 

Les normales à C et T se coupant en L, on mène 
par la projection d(> y sur OM une parallèle à Ml* 
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ijui coupe OP en Q ; la paralleled LQ menée par O 
passe par V. 

S O L U T I O N S D E Q U E S T I O N S P R O P O S É E S . 

1078. 
(1872. p. if)T, liH('), p. 3Go;. 

()n lionne une courbe plane quelconque et la tangente at 
(tu point a de cette courbe. On mène la corde bc parallè-
lement à la tangente at. Lorsque bc se rapproche indéfi-
niment de at, en restant parallèle à cette droite, on 
demande : 

t La limite des positions de la droite ae qui joint le 
point a au milieu e de la corde bc. On obtient ainsi à la 
limite la droite que M. Transon a appelée axe de déviation 
de la courbe en a : 

>." La. limite des positions du point de rencontre des axes 
de déviation de la courbe en b et c\ 

! La limite des positions des droites qu'on obtient en 
¡oignant le point a aux points d'intersection des cercles 
oscillateurs de la courbe donnée en b et c\ 

i La limite des positions du point de rencontre de la 
'•'»rde commune à ces deux circonférences et de la tan-
gente at. 

M A N N H E I M . 

SOLUTION * 

Par M. J. S E U . 

1 • Soit 0.r la tangente en un point O de la courbe/(XY) = o. 
l'ans la région voisine de ce point, on peut exprimer X en 
fonction de Y par une relation de la forme 

' ' » X = m\-r qV*-t- rY*-+-.. .= o(Y ), 
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les constantes p> m, g? r... étant déterminées par la condi-
tion que si l'on substitue la valeur de X dans l ' é q u a t i o n / = o 

1 
les termes en Y, Y*, Y2 . . . seront successivement nuls. 

La droite Y = Ay coupe la courbe en deux points Mt et M2 

dont les abscisses Aa^ et s'expriment en fonction de \/Ky 
au moyen de l'équation (i), le signe positif du radical corres-
pondant par exemple au point Mi de manière que si l'on pose 
\Jty ss s, on ait 

(2) =/?£ + m£2+^£2+/'£4 + 

Soit Aotj l'angle de la tangente en Mj avec dx, Nous aurons 

1 A £ tangAa, = 
m -+- — -h — £2 -h. . . p ( 2£ 2 \ 

2 m 
2£ 2 ' \ p 

26\ , P P' 

(3) sinAaj = tangAa^i-4-tang2Aai) 2 

= tang Aa! — i tan g Aa3-h .. , 

2 ni 4 m<i — ' 
• Y S " y* p \ 

La droite X = /?iY est évidemment Yaxe de déviation OD 
de la courbe au point O. 

II. Transportons l'origine au point Mj et prenons pour 
nouvel axe des X la tangente M1X1 en Mj. Les formules de 
transformation seront : 

!
X == A#i -f- Xi cos Aai — Y« sin Aa., 
Y = Ay -4-Xt sin Aa4-h Yî cosAotj, 

(X — Aat) cosAat4- (Y — A/) sinAal? 

' \ Yt = — (X — \X\ ) sin Aat -f- (Y — A/) cosA«!. 

La substitution (5) dans l'équation f ~ o nous donnera une 
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équation f \ = o, d'où nous déduirons un nouveau développe-
ment t 

X t = mtYi-f-^Yj-}-.. . . 

En revenant aux anciens axes de coordonnées nous aurons 
pour équation de l'axe de déviation Mj D, relatif au point Mt 

- I ( \ — A ^ 1 ) ( c o s A a 1 - + - m ^ i n A a i ) 
— (Y — Ay) (n i i cosAaj — sinAa! ) = o. 

Développons cette équation en nous bornant aux infiniment 
petits du premier ordre et en posant par suite 

mi = m -h jjtAa ; 
nous obt iendrons 

X — ni Y -+- Aax ( m X -h Y — jjl Y ) — A.r{ = o. 

Nous aurons de même pour l'équation de l'axe M t D 2 relatif 
au point Mj 

\ — m Y H- Aa2(/>tX -H Y — JJIY) — A # 2 = o. 

Et comme Aa?2 et Ao^-b Aa2 sont des infiniment petits 
•lu second ordre, la limite de l'intersection des deux axes sera 
le point déterminé par les équations 

^ X — m Y = o, 

< 8 ) ' _ Aj71 _ pi 
I ~~~ Aa^i -h m 2 — ii) ~~ 2(1 -+- m 2 — p . ) 

Ce point se trouve donc, à un infiniment petit du second 
ordre près, sur l'axe MD. Sous une autre forme on peut dire 
•lue le lieu du point de rencontre des axes relatifs à deux 
points M, et M2 situés sur une parallèle à la tangente 
admet l'axe OD comme tangente d'inflexion. 

Pour calculer JJL, effectuons les opérations indiquées plus 
haut. La substitution ( 5 ) réduite aux infiniment petits du 
premier ordre devient 

X = Y,), 

Y = Yi-H AotiX,. 
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D'autre part, nous pouvons, dans le voisinage des joints O 

et Mi, remplacer la courbe f par celle qui est représentée par 
l'équation 

(10) 9 = (X — m Y — /-Y2— ...)2— Y(p — q Y + o 
= X2 -r- ( m2 — ) Y2 — î ni X Y — Y , . . 

et nous obtenons après substitution 

<?,--= . ( X . Y . J - f ^ f ^ -

= ( I — 2 A * J ) X 2 — >.\m - H i i p q - H I — / / i 2 ) A-Y, | X Y - H . . . 

d'où nous tirons 

m H- (ipq -r i — />i2) Aat , ^ 
( i n //¿i = £-£ - = m - r i -h i > pq )Asc. i — À ni A«! ' 7 

et finalement 

( I •>. ) [J. = ni2 + I + 

L'interprétation du coefficient [x est Facile. Soient t» l'angle 
de l'axe MD avec la normale MY en O et (V-HAU- l'angle 

D J M J Y J ; nous avons évidemment 

tan g tu = m tang(to -+- Aw'i = ni -f- p.Aa 

et par suite, comme approximation du premier ordre, 

tan £ ( (o -r- A(o ) — tans w «, ;i, u — — L Ë_. 
Aa, 

quand JJL est nul, la variation de w e«t donc un infiniment 
petit du second ordre par rapport à Aaj. 

En portant la valeur de JJL dans les équations ($) nous obte-
nons pour les coordonnées dtr point d'intersection 0 de? 
axes M, D, et M2D2 

/ , *np — P (I,) .r0==: jSLf JS0 = 

Ce résultat s'interprète immédiatement, il résulte en effet 
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du calcul précédent que nous n'avons eu à faire iaterreniv 
dans les équations / e t cp que les coefficients m, p et q, et tout 
se passe par conséquent comme si nous avions cherché le 
point de rencontre des axes de direction relatifs à deux points 
de la conique 

( X — m Y ) 2 - - p Y ( p -+- iq Y ) = o 

qui se coupent naturellement au centre. 
On peut donc conclure des considérations précédentes : 

L 'enveloppe des axes de déviation est le lieu des centres 
des coniques ayant avec la courbe un contact du cinquième 
ordre. 

Lorsque ¡JL est nul on a la relation 

xk -l- y s ~ - :— — 1 = H2 cos2 to 0 J 0 r(Wy2 \( i -h m2) 

P2 
puisque — est le rayon de courbure en 0. Dans ce cas le 

point x0y0 est la projection sur OD du centre de courbure. 
Mectivement, si l'on considère le déplacement infiniment petit 
de l'angle DOX considéré comme invariable, le centre instan-
tané de rotation est le centre de courbure qui se projette bien 
sur OD au point où cette droite touche son enveloppe. 

III. Le cercle de courbure au point Mf a pour équation, 
dans le système d'axes MtX, Yt, 

X j H- Yj — i Yt = o 

tit par conséquent, dans le système XOY, 

<•*>) ( X — -h ( Y — Ar)2 

— i K| ( Y — A/) cos Aat — (X — ) sin Aa, j = o 
= X2 h- Y2 — .i Çt X — 2 rt ! Y -h Ki. 

L'axe radical des centres de courbure en Mt et iVI2 est donc 
la droite 

2 ( ; i — £2) X -h 2( f^ — rj2) Y = K| — K2 

qui coupe la tangente OX en un point II dont l'abscisse h a 
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K I — K 2 

Ar'j — cosaj-— R2cosa2) —2(Rt Aa?! si nia t — R2 Aa^sinAq,, 
ARR,— A Î F 2 — ( R J S I N A A J — R 2 s i n A a 2 ) 

Les valeurs principales du numérateur et du dénominateur 
sont les termes en e3 dans leur développement. Il suffit donc 
de former ces termes. Remarquons que, pour le calcul, nous 
n'aurons besoin de développer Ri en fonction de e que 
jusqu'aux termes en s2. 

Posons donc 

R 1 = ¿ ( I + O Î + 5 6 » ) , 

A.ri = jd ( £ -h — s2 -f- — e3 ) \ P <1 1 

sin Aa, = — (z -j- <7s2-h bz* ). 

P 

Nous avons immédiatement 

A ^ J — A # 2 = ï{pz -+- < / £ 2 ) , A.*;F — = 4mpz*, 
Ri — R i = /?spe, 

Rjsin A«! — R2sin Aa2 = 2[jDî + (/> + (r + a p ) e 3 ] 

R, \X[ sin Aa1 — R2 A#2sin Aas = a/>2 -f- a -+- p^ 

et, par suite, /> ( 2 q -+- p ) /< = 
2 ( a X h- 6 -4- o* — ^ ) ' 

<7 et b sont donnas par les formules (3). Pour calculer p et <rT 

partons de la formule 

R 0 + X * ) ' 
K i - — X M — 

Nous avons ici, en nous bornant aux infiniment petits du 
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deuxième ordre, 

= £ L ( l - h 4 w
f | 4 » » » + 4 + 6 / > g \ 

4e» V /> P* / 
X ' I 

4«3 4 e 4s»\ /s / 
et. par suite. 

' 4 ni 1 ^ s 
P 

II ( 6 m I H £ H-
V P 

II ( 6m I H £ -r-
V p 

12 ;?i2 -f-12ypg -f- 6 \ 
7 £/' 

Kn remplaçant a, b, p et a par leurs valeurs, il vient fina-
lement 

_N ^ _ /?*m _ Km 
' ' ^ 4 ( -H I -H ) 2 {1 

La corde commune aux deux cercles est donc parallèle à la 
tangente lorsque JJL est nul. 

Quant aux droites qui joignent le point 0 aux points d'in-
tersection des deux cercles, leur équation est de la forme 

Y - - + - S 2 P Q = O. 

Elles se réduisent donc à la limite à la droite double OX. 
Ce résultat est à peu près évident a priori et je ne vois pas 
bien dans quel but M. Mannheim a posé la question. Peut-être 
a-t-il eu en vue la détermination des droites P = o, Q = o, 
dans les équations desquelles intervient le quatrième terme du 
développement de Rj,ce qui exige l'introduction du terme rY* 
dans le développement (1) et complique la q 1 îstio:i. 

1092. 
(1872, p . 4 -8 ; 1916, p . 322.) 

On a deux cercles dans un même plan; le premier est 
parcouru d'un mouvement uniforme par un point M, et le 

Ann. de Mathémat., 4* série, t. XVIII. (Févr. 1918.) 5 
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second est parcouru en sens inverse et d'un mottvemçHt 
uniforme par un point m; la droite élevée à chaque instant 
par le milieu de la corde Mm perpencHcuiairement à 
eette corde enveloppe une conique; construire cette conique. 
Trouver lu propriété analogue de è 'espace. 

L A G U E R R E . 

S O L U T I O N 

P a r M . R . BOUVAIST. 

L'énoncé est incomplet; il faudrait encore indiquer «ne rela-
tion entre les vitesses angulaires des points M et m. Si d'ail-
leurs on se reporte à une proposition analogue de Laguerre 
énoncée dans le Mémoire sur la géométrie de la sphère 
( Œuvres, t. II. p. 36o), on est conduit à admettre que les 
points Met m décrivent leurs trajectoires dans le môme temps. 

Soient alors 

( C M , = # 2 - 4 - ^ 2 — 1 * 2 = 0 , , 

( cm ) = ( .r — a )2 -H y2 — r- = o 

les deux trajectoires: la droite Mm sera 

x[( R — r) coscp — a \ -+- y( R - w ) sin 
a 2 r i â & 1? COS9 — IV __ 

1, • • • a , , , . 

transportons i origine au poant x = — , y = o; I equation de 
l'enveloppe de M/?? est 

4 XS' 

( R + r ) 4 ' (R — r)» — a* 

Suppesows maintenant que les cercies (CM), (C/,/) soient 
<|uelee«€f«es dans Tespace; nous aurons 

< ,:>0 

L 
'' \ >¿-4- (y —F— o; 
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la droite IV! ^ 

x — a cos <p v — 6 sin çp _ ^ — csinç—7* 
,/costp — Xq — RCOS<? ~~~ 6sin<p — ̂ 0 - i - R s i n c p ~~ c sinp -+- h ' 

le plan perpendiculaire au milieu de M ni sera 

C I , $ ( ? [ A ' ( F I — R ) ~ R^o] -+-sinp[j/(6 H- R ) -+- R J 0 I - c(z — h )F 

r , h* — X* — y*— a n 
- Ux, -r-XYo - hz • ' J 

,jut enveloppe le cône du second ordre 

I ¡fï — .i* — rii — iv-y 
.rX0-:-rVa — !lZ ; ~ ~ l 

a — K) — R # o | * - i - \ y i b - ~ R)H- Rjo + C(z — h)\K 

1363. 

( hi do nue une ellipse: on prend le triangle acb formé 
par les deux tangentes ea et eh à celte courbe et la corde 
<le contact ah et Von détermine le point m d'où l'on voit 
\OHS des angles droits les cotés du triangle abc. Quelle est 
ta surface, lieu des points tels que m, lorsqu'on prend 
fous les triangles- analogues à acb ? 

M A N N H E I M . 

S O L U T I O N 

F a r M. \\. Hou VA I S T . 

Soit 11 lorthoceatre <iu triangle abc\ si l'on porte, sur la 
perpendiculaire au plan de l'ellipse en H, une longuetvr Hi/» 
eirale au rayon du cercle conjugué au triangle ttbef. m sera un 
point du lieu*. Le cercle de diamètre Gif coupe ab eii des points 
conjugués par rapport à a et b. il est orthogonal au cercle 
«le Mengc de k'elhipse; p<ar suite C et Ŝ MU oofliprçuési par 
«apport à ce cercle; CH étant d'autre part perpendiculaire 

ab, c est sur l'hyperbole d'Apollonius de'M par rapport à 
1 ellipse. A un point ÎI correspondent d&ax points G, la surface 
1 ni) sera donc du quatrième ordre, sa section par le plan de 
I ellipse sora te Me® des p<wnts H tels- que le iriattgft* acè soft 
"^tangle : ce sera donc le cercle de Mongc d'e' TefiRpSC Cl 
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l'ellipse elle-même. Ces résultats suffisent presque à montrer 
que la surface (m) est la surface de l'onde dérivée de l'ellip-
soïde 

x2 y2 
1 I — o. 

b2 «2 a2 -f- 62 

Un peut du reste le voir facilement comme il suit : 
Si Xo s o n t Jes coordonnées de H, les coordonnées de C 

seront liées par les relations 

a2yxo — b2 = c2 xy : ' 
d'où 

t ¿>2(a2-f- b2) -+- c2y-x0= x 

yo = y 

b'lx2-\- ci'1 y2  

a-( a2 -f- 62 ) — c2x-
iY1 x- H- a1 y1 

. y y o T 
a2 

= — (r ~ Vo)* 

v b" 
_ 4- ¿>2 — x* —y-) (cf x^y2 — ¿>G.r2 — «cj'2) # 
_ ( ¡yl xt __ ̂ 2^2)2 » 

d'où 

• 0 0 H- *0 - r - aV s ? 

^ y - ^ , p- « _ ^ 

d'où enfin 

(tlyl ia2-hb2)ji 
p2 — b~ p 2 —a 2 p2 — (a2 4-

équation qui représente la surface de l'onde déviée de l'ellip-
soïde 

— il z~ — b2 ~ a î - rè î - 1 -

Autres notes de M. H. B R O C A R D antérieures à la réimpression de 
l'énoncé en 1916. 
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1390. 

I 1882, p. iii.) 
Considérons Vèquation f ( x ) = o qui a toutes ses racines 

réelles; K désignant un nombre réel arbitraire, supposons 
(¡ne Vèquation f ( x ) -h K = o ait m racines imaginaires. 
Démontrer que l'équation 

/ ' « ( * ) - / < * ) / ' ( * ) - K f ' ( x ) = o 

tt m racines réelles, toutes les autres étant imaginaires. 
L A G U E R R E . 

S O L U T I O N 

P a r M . H . B R I C A R D . 

Commençons par rappeler un fait bien connu. Soient 
«i, . a n les racines, supposées distinctes pour simplifier, 
de l'équation 

f ( x ) = o. 
Un a 

f ( x ) = Ai .r — — «„), 

V étant une constante; d'où, en prenant la dérivée logarith-
in iq ne, 

•L v 1 

/ ¿ir-<i' 

**t en dérivant encore une fois, 
f f - f * y 

/ 2 ¿dix — a)« 

Les « étant réels, il résulte de là que, pour toute valeur 

réelle de a?, on a 

On voit de même, l'équation / ' = o ayant aussi toutes ses 
racines réelles, qu'on a, pour toute valeur réelle de x, 

(•x) f 2 — / ' / ' " > o. 

Cela rappelé, écrivons l'équation proposée 



en posant 

On a 

( <>2 ) 

- /'* ~./:r 

f t f f " — f f ) —f " i f " - — f f ) _ f U " ~ - f J ' " ) i - fn ~ /"2 

11 résulte Jonc (le l'inégalité (2) que, dans tous les inter-
valles où 9 est continue, <?' a le signe d e / ' • 

Soient alors b/t et bit.y\ deux racines consécutives de l'équa-
tion 

/ ' = <»: 

:r variant dans l'intervalle (b/n bfl, j ), cp passe de la valeur 

?(£/*) = —/ibh) 

- ) = —/c^-hi;», 
en variant toujours dans le même sens. Ces deux valeurs sont 
de signes contraires. La même fonction devient une fois infinie, 
car l'équation / " = o a une racine et une seule dans l'inter-
valle considéré. Enfin, elle ne s'annule pas, en vertu de l'iné-
galité il). 

La courbe y — <p, dans l'intervalle considéré, a donc l'une 
des formes représentées (Jîg. 1 et Jig. >, < : 

Fier. 1. 

à la valeur 

! / 
; / 

Sur chacune de ces ligures, la courbe 

v - - / 
*3st représentée en pointillé. 
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ti résulte de l'inspectât* de ces tracés qut, dans l'intervalle 

considéré, l'une des équations 
<p = K, - / - K , 

et une seule de ces équations, a une racine et une seule. Cette 
remarque s'étend aux intervalles («~oc>, b\) et (¿«t_i, 
.oninie on le voit aisément, et le théorème énoncé s'en déduit 
immédiatement. 

1392. 
i 1882, p. 14*.1 

Si Véquation 

+ + . -f- h X" O 

a toutes ses racines réelles, démontrer que, to étant une 
quantité réelle quelconque plus petite que l'unité, Vèqua-
tion 

a -h b IO x -h c w '* x- -h . . . -ir h to"* xtl = o. 

a également ses racines réelles. LAGUERRE. 

1393. 
( 1882, p. 142.) 

Soit le polynome 

a0 -f- «i x H- a^x- - f- a„x" ; 

supposons qu'en ajoutant à ce polynome un certain nombre 
de termes de degré supérieur à 11, on puisse obtenir un 
autre polynome f ( x ) , tel que Vèquation f { x ) = o ait toutes 
ses racines réelles; démontrer que Vèquation 

an a * x an-\Xn~ l  

- j -+- ;
 l—r -4-...4- hanx»=o n\ {n — i)! y\ 

'i toutes ses racines réelles. LAGUE&RE. 

SOLUTION 

P a r M. R . BRICARD. 

Dans son beau Mémoire Sur la théorie des équations 
"umêriques, Laguerre établit le théorème 1392 (Œuvres, 
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t. I, p. 35) en s'appuyant sur des considérations d'un ordre 
assez élevé. On peut en donner une démonstration plus élé-
mentaire, dont le principe s'applique aussi à la question 1393. 

Soit <p(#) = o une équation algébrique ayant toutes ses 
racines réelles. En appliquant le théorème de Rolle à la fonc-

r 
tion e "cp(.r), a étant un nombre réel quelconque, on recon-
naît immédiatement que l'équation 

cp(̂ r ) — atp'(a?) == o 

a aussi toutes ses racines réelles. 
Une double application de ce théorème, d'ailleurs bien 

connu, montre que, a et b étant deux nombres réels quel-
conques, l'équation 

o — a — — cto") = © — ( ci -h b ) -h ab ©" = o 

a aussi toutes ses racines réelles. 
Plus généralement, soient 6, . . . , I des nombres réels 

quelconques. L'hypothèse sur la réalité des racines de f = o 
restant toujours la même, l'équation 

'j - £ a. o' H- Z ab. — ïùabc. y'" - f - . . . = o 

a toutes ses racines réelles. 
Supposons que a, by I soient les racines de l'équation 

(i) ai x -4-.. .-f- anxn = o. 

(tn 

et l'on parvient à ce résultat : 

Si Véquation (i) et l'équation o{x) = o ont toutes leurs 
racines réelles, il en est de même de l'équation 

(i) a0y{r!) -+- a an i<p'-r an^ = o. 

Cela posé : 

i" Faisons y{x) = xP+n, p étant un nombre entier nul ou 

Alors 
<*>n i 

an 
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p o s i t i f quelconque. On a 

cp'=(/? + «)aî/ '+»-i, . . . ; 
cyn-h) — h 4 -1 ) . . a p 4- . . . : 

L'équation obtenue en remplaçant dans (2) <p et ses dérivées 
par leurs valeurs a p -h n racines réelles. Le premier nombre 
est divisible par XP. En supprimant ce facteur, on voit que 
l'équation 

aQ{p -F-1 ).. .(p 4- n) 4-... 
-4- a/, (p -h 4- 1 )...(/? 4- n)x}l 4-... 

-+- <*n-\(p ~~ n )xn -i-Jr- anxn = o, 
qu'on peut écrire 

5 ' (p^O.-.ip-i-h) 
a ' 1 • X» = o, (/> 4-!)...(/> 4-») 

a toutes ses racines réelles. 
Si l'on remplace x par px> l'équation obtenue, qui peut 

*'écrire 
/ / 1 . 

< 3 I «„ -r- . 

xn = o, 

a encore toutes ses racines réelles. 
On sait donc déduire d'une équation (1) à racines toutes 

réelles une équation (3) à racines également toutes réelles. 
On peut appliquer le même procédé plusieurs fois de suite, et 
l'on voit en définitive que, quels que soient les entiers positifs p 
et A. l'équation 

"h „1. , a 0 + ...+ 

hiT-HT 
K ) •••(•*?)* 

a toutes ses racines réelles. 

xn = o 
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Faisons maintenant croître indéfiniment p et X, de telle 

manière que le rapport ~ tende vers un nombre positif quel-

conque donné a. On a, quel que soit le nombre donné 

À R K 

en sorte que fe dénominateur du coefficient, de xh tend vers 

IvM+y. 
(>'J, 1 f 2 h . . . h M e 2 _ _ 

en posant 
1 

e * = — , o < to < 4 . 102 

On voit ainsi que l'équation 

ai oS-.r -h. . .-f- .4- a n + J\r" = o 

a toutes ses racines réelles. 

Remplaçant enfin x par — > on obtient le théorème 1392. 

Le passage à la limite dont il a été fait usage est légitime, 
parce que les racines d'une équation à coefficients variables 
sont des fonctions continues de ceux-ci, et que d'autre part la 
limite d'une quantité réelle variable est elle-même réelle. 

Le procédé par lequel on a passé de l'équation (3) à l'équa-
tion proposée est celui même qu'emploie Laguerre dans le 
Mémoire cité. 

>° En faisant o = x,n(m < n) dans l'équation (»), on obtient 
un énoncé qui ne diffère que par la notation de 1398-

1402. 
I 1882, p. 2}') ; 1916. p. >. 

¡.a somme des pie,>ies puissances des diviseurs de n est 
égale, en moyenne, à 

/ i i \ 
n / > ( I H 4 - . . . I . \ 9J, + 1 ) 

E . CKSÀRO. 
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1403. 
( 1882, p. 2 i o ; 1916, p. 

//. b, c, . . . étant les diviseurs de /<, on a, en moyenne, 

^ ^ ! - - I - j - 1 - f - H - 1 . 

4i - p b -h p c -f- p ' " •> ' 3 

E . C K S À R O . 

1438. 
{1883, p. 23g; 1916, p. %ï . ) 

La différence entre le nombre des diviseurs impairs et 
le- nombre des diviseurs pairs d'un nombre entier est 
< -(de, en moyenne, à / 2 . K . C K S À R O . 

1439. 
( 1883, p. ; 1916, p. .¡¡p..) 

Le nombre des diviseurs de n est ('gai, en moyenne, 
- / " . E . G K S À R O . 

1440. 
; 1888, p. a:i9 ; 191r', P-

La somme des inverses des p'è,nes puissances des diviseurs 
'le n est égale, en moyenne. à 

1 1 

1 ' -)J) X X ' '$/'•+•1 

E . C E S À R O . 

1441. 
(1883, p . 23«) ; 1916, p. V)-».) 

Soient (/, b, c, ... les diviseurs de n. l.a somme 

a b e pa ph p( 

•<f égale, en moyenne, à —— 
E . C E S À R O . 
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1442. 
188:5, p . 239; 1916, p. 39a.) 

f i n ) étant la somme des restes du nombre entier n, 
divisé par tous les nombres entiers qui le précèdent, on a 

y f i n ) Il 111 =1 n2 1?. 
E . G K S À U O . 

S O L U T I O N 

P a r M . R . G O O R M A G H T I G I I . 

Ces théorèmes sont démontrés dans le Mémoire de Cesàro 
Sur diverses questions d'Arithmétique (Mémoires de la 
Société royale des Sciences de Liège, 1883 ; : n° 14-02, p. 118; 
n° 1403, p. 131 ; n°1438, p. 133 ; n° 1439, p. 124 ; n° 1440, p. 116 ; 
n" 1441, p . 1 2 9 ; n" 1442 , p . i 8 3 . 

Autres Notes de M . L . P O L I . 

1435. 
. 1883, p. l i ' , . ) 

Quatre demi-droites A, B, C et D sont données; soient a 
le point où A est touchée par le cycle inscrit dans le 
triangle ABC, et d le point où D est touchée par le cycle 
inscrit dans le triangle DBC; démontrer que le point 
milieu du segment ad est sur l'axe radical des cycles 
inscrits dans les triangles ABD et ACD. 

L A G U E R R E . 

S O L U T I O N 

PAR H . B R I C A R D . 

L'énoncé 1435 résulte de la relation remarquable suivante 
entre les distances tangentielles mutuelles des quatre cycles 
que touchent quatre semi-droites prises trois à trois (la dis-
tance tangentielle de deux cycles étant la longueur de l'une 
de leurs tangentes communes) : 

La distance tangentielle de deux quelconques de ces 
cycles est égale à la distance tangentielle des deux 
autres. 
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On peut démontrer cela, avec les considérations de signes 

qui conviennent en géométrie dirigée, en s'appuyant sur la 
formule suivante : soient«, ¡3, y les sommets du triangle formé 
par trois semi-droites A, B, G; 6, c les points de contact 
avec ces semi-droites du cycle qui les touche. On a, en gran-
deur et en signe, 

ap ya - £y a c = — ! — ) <2 

les segments a c, afi, . . . étant susceptibles de signes, puis-
qu'ils sont portés par des droites dirigées. 

On peut aussi procéder comme il suit : partons de ce théo-
rème élémentaire : 

B. C, D étant trois points quelconques, le cercle BCD et 
la droite BC, par exemple, se coupent sous le même angle 
que les droites BD et CD. 

lin transformant par inversion par rapport à un point A, 
en dehors du plan BCD, on a ceci : 

h!tant donnés quatre points quelconques d'une sphère, 
les quatre cercles qui passent par ces points pris trois à 
trois sont tels que deux quelconques de ces cercles se cou-
pent sous le même angle que les deux autres. 

Considérons maintenant la figure réciproque de la précé-
dente sur la sphère. A cet eflfet, faisons correspondre à un 
point de la sphère le grand cercle qui a ce point pour pôle, 
et dirigeons ce grand cercle de telle manière qu'il ait le point 
en question à sa droite, par exemple. Alors à un cercle quel-
conque correspond un cycle enveloppe de grands cercles diri-
gés, la direction de ce cycle étant donnée par celle de ces 
grands cercles. Deux cycles ont deux grands cercles tangents 
communs, correspondant aux deux points communs aux 
cercles réciproques, et l 'angle des cercles se transforme en 
lft distance tangentielle des cycles. La proposition précé-
demment énoncée devient alors celle-ci : 

• 

Etant donnés quatre grands cercles dirigés, il existe 
quatre cycles qui les touchent trois à trois, et la distance 
tangentielle de deux de ces cycles est égale à celle des 
deux autres, 
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Si maintenant on fait croître indéfiniment le rayon de 1» 

sphère, on obtient la proposition que nous avions en vue. 
Gela f>osé, démontrons l'énoncé 1435. 
Soient respectivement (a), ({*), (y), (S) les cycles inscrits 

dans les triangles BCD, ACD, ABD, ABC, La distance tangen-
tielle des cycles (y) et (8) est égale à celle des cycles (a) 
et (fi). Autrement dit la puissance du point a par rapport 
à (y) est égale à celle du point d par rapport à (jï). De même 
la puissance du point a par rapport à ({}) est égale à celle 
de d par rapport à (y). Désignons alors par y, Rp et Ry Fes 
centres et les rayons de deux cycles (¡3) et (y), et soit enfin l 
le milieu de ad. On a, comme on vient de le voir, 

R* R£? 

1F* — Rs — a $ 2 — Rj|, 

d'où, par addition, 

TTy + d^' — a = -+- dp*— 2 R*, 

ce qui, par le théorème de Stewart, se ramène aisément à 

î t ' - r ? = r f - R | -

Le théorème est ainsi démontré. 

Autre so tut W>» par M. It. G O O K W A G I I I I G » , 

151 î . 
, 188V, p. ; 1916. p. 3r>i.) 

On donne an hasard, dans nn plan, quatre points, et 
Von en prend un comme centre drane conique passant par 
les trois autres. Démontrer que cette cmtiqne est, arec 
autant de probabilité, une eliipse ou une hyperbole. 

C E S A H O . 

• S O L U T I O N 

P.it X. Chapurv. 

Prenons trois points quelconques. A, B,. CL (ians u.n pA&it et> 
cherchons dans quelle région du plan doit se trouver w» <$u»?~ 
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tnème point O pour ijtïe la conique, de centre O, passant par 

B, C, soit wne ellipse. 
Les trots points quelconques A* B, G déterminent un 

triangle ayant ces points pour sommets. Lorsque le point O se 
trouve sur un des côtés du triangle ABC, la conique de 
rentre O et passant par A, B, G, se réduit à un système de 
deux droites. Les côtés du triangle ABC sont donc les fron-
tières des régions du plai* pour lesqnelïes la coni^we à centre 
cherchée change de nature (ellipse ©u hyperbole). 

On voit ainsi que, si fe point O se trouve à llnférieur cln 
triangle ABC ou à l'intérieur des angles formes à partir de 
chaque sommet par les prolongements des côtés qui s'y croi-
sent, la conique cherchée est une ellipse; si le point O est 
choisi dans une des trois autres régions du plan, la conique 
est une hyperbole. 

Ceci posé, choisissons un point dans l'intérieur du triangle 
ABC. par exemple le centre de gravité G de ce triangle, 
et de ee point comme centre décrivons un cercle au rayon 
duquel nous donnerons des valeurs de plus en pLus grandes. 
A la limite, ce cercle comprendra toute la superficie du plan. 

Pour chaque valeur du rayon, construisons la figure à une 
écheire. telle que le rayon du cercle soit représenté par une 
grandeur constante. 

A l'a limite, le rayon croissant iadéfiniaient, le triangle ABC 
ê réduira sur la figure au point G et les régions du plan se 

réduiront à six, deux à deux opposées par le sommet et d'aires 
« gales ; dans eh&cfue groupe cte- deux régions égales, iï y en 
¡iiira une déterminant une ellipse et l'autre déterminant une 
hyperbole. A la limite, les superficies totales des régions du 
plan dans lesquelles, le choix d'un point G entraînera la déter-
mination, soit d'une ellipse, soit d'une hyperbole* sont donc 
égales. Il y a donc autant de probabilité à l'obtention, soit 
«l'une ellipse, soit d'une-Jiyp^rhole, lorsqu'on prend au bas«rd 
•l'abord Ws trois painis A, B, C puis le point O cpii (k»k. servie 
'le centre à ta. caaiqçue cherchée. 

45*2. 
( 188«> p-. 160« ) 

Les coniques semblablement situées qui ont même cercle 
directeur sont inscrites au même carré. Démontrer aussi 
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que, si deux telles coniques se coupent en M, les tangentes 
au point M font des angles égaux avec un coté du carré. 

* K . - W . G E N E S E . 

D E U X I È M E SOLUTION C 1 ) 

Par M. R. B. 

Il faut entendre par « coniques semblablement situées » des 
coniques ayant des axes parallèles, et par « cercle directeur » 
le cercle lieu des sommets des angles droits circonscrits à la 
conique. La question est dès lors facile à traiter. 

i° Les coniques dont il s'agit sont nécessairement concen-
triques et coaxiales. Soient a et a', ¡3 et P' les points où leurs 
axes rencontrent le cercle directeur commun. Les coniques 
sont évidemment inscrites au carré a¡3a'[3'. 

9° Le théorème classique : deux coniques homofocales se 
coupent ortho gonalement se généralise immédiatement, par 
une transformation homographique, comme ceci : Les tan-
gentes à deux coniques, en Van de leurs points de ren-
contre y divisent harmonique nient V angle formé par les 
droites joignant ce point à deux sommets opposés du qua-
drilatère complet circonscrit aux deux coniques. Dans le 
cas actuel, deux tels sommets sont les points à l'infini des 
côtés du carré ajâa'fi'. Gela démontre l'a seconde partie de 
l'énoncé. 

Autres solutions par M. C . BOULLAND et UN ABONNK. 

1617. 
«• 1801, p. 4:». ; 1892, p. 829; 1915, p. 368.» 

(Enoncé modifié pat* l'auteur de la question.) 

Du point P du plan d'une parabole, on abaisse les trois 
normales dont les pieds sont A, B, G : soient A', B', G' les 
seconds points de rencontre de ces normales avec la para-
bole. Les cercles décrits sur PA', PB', PC/ comme dia-
mètres déterminent sur BG, CA, AB des couples de points 
aa,, PPI, YYi- l-es droites A'a, C'y sont tangentes à la 

(') Voir 1916, p. 324. 
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parabole. Les droites A'aj, B ' ^ , C'y! sont des diamètres 
de la courbe en ces points. 

M . D ' O C A G N E . 

S O L U T I O N 

P a r E . - N . B A R I S I E N . 

La propriété énoncée pour l'une des normales s'étendra par 
svmétrie aux deux autres. Il suffira donc de la vérifier pour 
la normale APA' par exemple. Il est inutile de faire intervenir 
le cercle de diamètre PA' : il suffira de démontrer que les 
angles PaA' et PajA' sont droits. 

La parabole ayant pour équation y 2 — 2 p x , nous allons 
utiliser les formules de M. H. Brocard ( Ar. A., 1892, p. 4*-io+). 
Les ordonnées de B, G et A étant — b, — c, (b -f- c), les coor-
données du point P(£, 7)) et les ordonnées de A', B', C' sont 

1 p2 b2 4- c2 -4- bc bc(b-+-c) 
(\) S= — ' r< =—-—«— • 

xp xp2 

2 p2 -b b2 1 p2 -h c2 2 p2-h (b-h c)2 
'•*> •>'«• = — — ' ye = —s—> y*= (6 + c ) • 

L'équation de la droite BG est 

< ') ) 2p x -+- ( b 4- c ) y -4- bc — o. 

La tangente à la parabole au point A' a pour équation 

.rl 

En résolvant (3) et (4 ), on aura les coordonnées du pointa. 
11 restera à démontrer que Pa est perpendiculaire à la tan-
gente A'a. Si l'on résout (3) et l'équation 

[2p*-+.(b + c)*\y \2p2+(b + c)2\2 _ 
p x + ^ 2 ( 6 - H c ) « ' 

on trouve, pour les coordonnées de a, 

: __ [2/?2h- (6 -4- c)*]('Jtp*-h b2-+- c2)  
( l*""" 2pttp2-+-(b + c)2] 

I y a = " 
[ %p2 -+- ( b -4- c)2 ]* —• bc( b -h c)2 

Ann. de Matkémat., 4* série, t. XVIII. (Eévr. 1918.) 
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Le coefficient angulaire de à A' est 

y* '2/>»-+-(6-+-C)» 
Celui de Pa est 

bc{b -h c) {b -hc) 2 ] 2 — éc(6 -4- c)2 

•/j — JK« _ 2/?2 

^ — ~ '•*/>*-*- c2-h ¿c _ [2^?2-h (6 -h c)*j ¿ 2 -h c*)' 
4 ( 6 H- C)2J 

En ordonnant le numérateur et le dénominateur par rap-
port à /?, on trouve 

Or, si l'on effectue la division du numérateur en p6 par le 
dénominateur en la division se fait exactement, et le quo-
tient est 2 / > 2 - H (6 - I - c)2 : de sorte que JJL' se réduit à 

( 7 ) a = —l : • 
p(b-hc) 

En comparant (6) et (7), on a immédiatement = — » . 
L'angle PaP' est donc bien droit. 

Si A'«i est un diamètre de la parabole, on a pour l'ordonnée 
de ai 

2 p2 -h (b + c ) 2 

L'abscisse du point de rencontre de A'at avec BC est donné 
par (3) 

'ipjcoiy — — { b c)y&t — bc = '¿/>2-i-(è + c)2 — bc. 

Donc 
2 p* è2 -4- c* -4- bc 
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Par conséquent, Pc*! est bien perpendiculaire à A'«j. oc, est 

donc sur le cercle de diamètre PA'. 

Remarque. — L'équation du cercle décrit sur PA' comme 
diamètre est 

^ + -h xK<)x — (t) -+- Ç^a'-h -nyk' = o, 

îio Y* — M- — a, 

I 2 p* b-\-c y 
(¿pï-+- lA-^R C 2 - 4 - ¿>C) [ 2 / - > 2 - H (b + C ) 2 ] 

Son intersection avec la droite (3) donne donc les va-
leurs (5), (8) et (9) qu'il serait fort compliqué de calculer en 
résolvant (3) et (10). 

1629. 
( 1892. p. i', ; 1916. p. -V , . ) 

Soit B le centre de la sphère osculatrice, en A, à la 
ligne (A). Soit G le centre de la sphère osculatrice, en B, 
à la ligne (B). De'montrer que AC engendre une surface 
développable, et chercher les lignes pour lesquelles A G 
pivote autour d'un point fixe. 

G E S À R O . 

S O L U T I O N 

P a r M . M . - F . E G A N . 

Soient a, a', a" les cosinus directeurs de la tangente 
à (A) au point A (a?, y, z) \ soient b, b\ b" ; c, c', c" ceux de 
la normale principale et de la binormale, et soient /*, t les 
rayons de courbure et de torsion. Désignons par a, a', . . . , p, 
~ les éléments correspondants de la courbe (B) au point 

rh Ç) et par A. . . . , R, T, les éléments correspondants 
en C(X, Y, Z). 
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D'après les formules de Frenet, on a 

da b db _ a c de __ b 
^ ds ~~ r' ds ~~ t r ' ds 9 

On trouve facilement 

» dr (•i) t — x — br — et -T-ds 

avec deux équations semblables. Si l'on diiTérentie cette équa-
tion, en tenant compte des formules (i) et en désignant par dts 
l'élément de l'arc de (H), on trouve 

d\ ds 
( 3 ) ~ = — — E ? ) I . ds ds 

où l'on a mis 

m = t ds\ ds J 

De l'équation (3) et des deux autres semblables on déduit 
que ds — zh m ds. On peut évidemment disposer du signe de 
dn ; ds, écrivons donc di = m ds. 11 s'ensuit que 

a — — c. 

En dillVrentiant encore, on trouve 

Ë cIl lL 
p ds t 

On peut encore disposer du sens positif de la normale prin-
cipale à (B), nous pouvons écrire 

p = — ¿>, p = ml. 

Il s'ensuit que 

y = a' ¡3" — [3'a" = — a , 

et en différentiant l'équation [3 = — on trouve que 

T = mr. 
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Passons à la courbe (G). Le même ra isonnement donne 

/ A = — Y = 
i B = — P = À , 

] ¿ / S = JJI d<s = JJL m ds, 

^ \ m - - — ( t ~ \ 
j ~ t ds \ ds ) 9 

I p d ( dp \ 
F 

p = mt, ~ = mr, de — ni ds. 

L'équation A — a mont re que les tangentes à ( A ) et (G) 
aux points A et G sont parallèles, donc la droite AG engendre 
une développable (A). 

"2. Si (A) est un cône de sommet O, les courbes (A) et (G) 
sont visiblement homothétiques par rapport à 0 , la valeur 
de d$ ; ds est donc constante, et l'on a 

( ') ) JJL M = A . 

Cette condition est suffisante. On en tire en effet 

dX = À Î / S = a (JLm ds = k dx, 
X — x0= k(x — xQ)f 

avec deux équations semblables pour Y et Z. 
Subst i tuons dans (5 ) la valeur de u.m en fonction de /• et 

on trouve la condition 

pour que (A) soit un cône. 

3. Pour exprimer r et t en fonction de s, il faut adjoindre 
à (6) une seconde équation. Supposons par exemple r = const., 
on doit avoir k — i ; on serait porté à conclure que (A) est un 
cylindre lorsque ( A ) est une courbe de courbure constante. 
Ce serait une illusion, puisque dans ce cas les points A et C 
se confondent. Cherchons en eiîet les cas où cette particu-
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larité se présente. On a 

t — b r - c t ^ - , X — £ = 3 p — = — 6 p - h a r ~ , s ds ' 1 i/a k ds 
donc 

do , , v dr X — x = ar-~ -h b(r — o > — et -y- -ds ds 

Pour que A se confonde avec C, il faut et il suffit qu'on ait 

/• = p = const. 

Or, si /• est constante, m = / • ; / , p = mt = r, donc /«s 
courbes de courbure constante sont les seules pour les-
quelles A C se confondent. 

Supposons encore que l'on ait t = hr, c'est-à-dire que (A) 
soit une hélice sur un cylindre quelconque. Mettons de = ds \ r, 
l'équation (6) devient 

qui donne r en fonction exponentielle de e. On a s — J*r dz, 
s sera donc une fonction de s de même forme. 

En mettant Â = i , on trouve la condition que (A) soit un 
cylindre, et en mettant k — o on trouve la condition que (C) 
se réduise à un point, c'est-à-dire que ( l i ) soit sphérique. 

L'équation (6) s'intègre facilement lorsque r = hs, h étant 
une constante. 

Mettons en effet 

tclL — 6, s = r = h e 
ds 

On trouve 

d2 fi 

' r-=<ifelQdl. 

1657. 
(1893, p. I91B, p . 3a:..1 

On projette orthogonalernent un ellipsoïde sur tous ses 
plans tangents. Déterminer : i° l'équation de la surface 
qui limite la région occupée par toutes les ellipses de 
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contour apparent ainsi obtenues; 2° le nombre dès points 
de contact de cette surface et de Vaxe.de ces ellipses. 

M A N N I I E I M . 

in Soit C le cône de sommet M circonscrit à l'ellipse E et 
soit C' le cône obtenu en menant en M les perpendiculaires 
aux plans tangents à C. Les deux cônes se coupent suivant 
quatre droites. Soit MT l'une d'elles, tangente à l'ellipsoïde 
en T. Le plan MH qui lui est perpendiculaire est tangent 
À l'ellipsoïde. Par suite, le point M qui est quelconque est de 
quatre manières un point de la projection orthogonale de E 
sur un plan tangent. 

Les droites MT sont réelles ou imaginaires, La surface cher-
chée S sépare ceux des points M qui correspondent à des 
droites réelles de ceux qui correspondent à des droites ima-
ginaires; elle est donc le lieu des points tels que C et C' 
soient tangents. 

Ces deux cônes ayant mêmes plans principaux ne peuvent 
se toucher que suivant une génératrice MT' située dans un 
plan principal; l'autre génératrice MT", qui est aussi de con-
tact pour les deux cônes, est alors perpendiculaire à MT'. 

Le lieu cherché est donc celui des sommets des cônes cir-
conscrits à l'ellipsoïde E et qui ont une section principale 
formée de génératrices rectangulaires. C'est une surface des 
ondes de Fresnel, d'après Mannheim (voir E. S. M t . III, 
p. 22-3?. et les notes). 

Mobilisé, je ne puis me rapporter aux référencés indiquées, 
mais il est facile de reconstituer le calcul. Soit 

le cône circonscrit à E et de sommet M (a?, y, z ). Si nous 
écrivons cette équation 

A X 2 - B À ' Y 2 - B A " Z 2 - F - 2 B " X Y - F - 2 B ' X Z - 4 - 2 B Y Z - H . . = : o , 

D E U X I È M E S O L U T I O N ( * ) 

Par M. J. S K R . 

f i ) 

•>') Voir 191 ti, p. 325. 
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l'équation en s est ici 

- 53-+-s2(A -h A'-t- A") — s AA' — B"2) -4- A = o. 

L'une des racines est A-h A'4- A", puisque la somme des 
autres est nulle. On a donc 

(A + A'-4- A") S(AA' — B*2) - A = o. 

En développant l'équation (1), ou trouve 

A = i(E-S)' B=-É' 
A ~ ~~ « 2 6 2 c 2 ' ~~ ^ ^ bï ^ ~ 1 ' 

C = ari-f-^î-h 31 — a 2 — 62 — c2, 

et le lieu après suppression du facteur E a pour équation 

(2) C [ ( ¿>2-b r2) 4-jk2 (a2-b c2 ) ¿2 (a*4- ¿>2.) 
— a 2 — 62 c2 — a 2 c 2 J 4- a 2 ¿>2 c2 E = o. 

C'est une surface du quatrième degré comme le prévoit 
M. H. Brocard (t916, p. 026). Elle est formée de deux nappes 
entre lesquelles se trouvent les ellipses de contour apparent. 
Les points doubles sont ceux pour lesquels les deux cônes C 
et C' sont confondus- G est alors de révolution et ces points 
sont à l'intersection de S et des focales de E. 

20 En un point M de S ne passent que deux ellipses qui sont 
situées dans les plans perpendiculaires à MT' et MT". Si M 
est au sommet de l'une d'elles, l'ellipsoïde E est inscrit dans 
deux quadriques pour lesquelles le plan MT'T"est plan prin-
cipal : le cône C et le cylindre projetant l'ellipse. L'ellipsoïde 
admet donc aussi le plan MT'T* comme plan principal. 

Les points cherchés sont donc sur les courbes d'intersection 
de S et des trois plans de symétrie de E. Ces courbes se 
composent des trois cercles orthoptiques principaux et de 
trois ellipses coupant chacune les deux cercles orthoptiques 
non situés dans leur plan. Si nous faisons, en effet, z = o, par 
exemple, dans l'équation (1), celle-ci devient 

(xz
 4 - y2 — a2— b2) 
X 0 2 ( 6 * 4 - c2) 4- j 2 ( a 2 4 - c 2 ) — ( a 2 4 - c* ) (¿>24- c2)] = o. 
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[P'le] 
S U R L ' A F F I N I T É I M A G I N A I R E ; 

PAR M. R. GOORMAGHTIGH. 

Dans les développements qui suivent, nous consi-
dérons la transformation par affinité définie par les 
équations 

(i) x'=a?, / = * > . 

Les points réels de la transformée (r;) d'une courbe (r) 
correspondent à des points imaginaires de celle-ci. 
Ainsi, les constructions (*) qui, dans le cas d'un rap-
port d'affinité réel, permettent d'obtenir le centre de 
courbure en un point de la courbe (Tf) affine d'une 
courbe (r) connaissant celui de (r) au point correspon-
dant, sont en défaut dans le cas de la transformation 
envisagée. Dans cette Note, nous indiquons une solu-
tion d'un problème analogue, ainsi que plusieurs 
rapports remarquables que la transformation (i) permet 
d'établir entre plusieurs courbes connues 

1. Si la courbe (T) est un cercle (G) de centre O, 
de rayon a, la courbe (T') est une hyperbole équila-
tère (H) ayant l'axe 0 # p o u r axe réel. Deux directions 
rectangulaires sont conjuguées par rapport à (G) ; 

0 ) Voir Nouvelles Annales, 191$, p. 423 ; 1916, p. 78; 1917, p. 84. 
(2) Voir aussi notre Note Sur un rapprochement remarquable 

entre Vhypocycloide à trois rebroussements, le folium de Des-
cartes et la cardioide (Nouvelles Annales, 1916, p. 241-252). 

Ann. de Mathémat4' série, t. XVIII. (Mars 1918.) 7 
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à deux directions perpendiculaires correspondent donc, 
d'après la transformation (1), deux directions conju-
guées par rapport à (H), c'est-à-dire symétriques par 
rapport auxbiss^ctrices O Ç, O de Tangle des axes O x y . 

Il résulte de là que la courbe affine de la développée 
de (r) n'est autre qu'une causticoïde de la courbe (Tr) : 
c'est l'enveloppe de la symétrique de la tangente en un 
point de (Tr) par rapport à la parallèle menée par ce 
point à OY;. 

2. Construction du centre de courbure de la trans-
formée d1 une courbe*— La remarque qui précède donne 
le moyen de trouver une construction du centre de 
courbure y en un point Q de (r') quand on connaît une 
méthode pour construire le centre de courbure G de (T) 
en l'un de ses points M. Faisons au point Q de (Tf) 
une construction qui est la transformée par l'affinité (i) 
de celle qu'on fait en un point quelconque M de (JT) 
pour trouver le centre de courbure C en ce point; on 
obtiendra ainsi le pointS où la symétrique t' de la tan-
gente t à (r') en Q, par rapport à la parallèle menée 
par Q à Or\, touche son enveloppe. Connaissant o on 
en déduit y au moyen de la propriété fondamentale des 
causticoïdes : soit y7 le point où la perpendiculaire 
élevée en o sur t1 coupe la normale à (r1) en Q ; y est le 
symétrique de y' par rapport à Q. 

3. Soit encore une transformation géométrique T; 
au moyen de l'affinité (i) on en déduit une autre T'. 
Désignons par (r<) la courbe déduite de (T) par la 
transformation T, et par (1^) celle déduite de (F ) au 
moyen de la transformation T7. Si l'on connaît une 
méthode pour construire le centre de courbure en un 
point Mj de (r,), connaissant celui de (T)au point cor-
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respondant M, on pourra encore en déduire une mé-
thode pour obtenir le centre de courbure en un point 
Q, de (T\) connaissant celui de (Tf) au point corres-
pondant Q. 

Au moyen de la construction rappelée plus haut on 
déduit du centre de courbure y de (Tr) le point cor-
respondant o de la causticoïde de (r7); au point obtenu 
on applique la construction affine de celle au moyen 
de laquelle on passe du centre de courbure de (F) à 
celui de (r4). On obtient ainsi le point de la causticoïde 
de (r;) correspondant à O«, d'où l'on déduit le centre 
de courbure de (1^) en 

On trouvera une application de cette méthode au 
paragraphe o. 

4. Comme première application des développements 
qui précèdent, nous signalerons un rapprochement 
remarquable entre la transformation podaire et une 
autre transformation géométrique S. 

D'après la remarque faite au début du paragraphe 1, 
la courbe affine du lieu de la projection de O sur la 
tangente en un point variable de (r) est le lieu de 
l'intersection Q, de la tangente t en un point variable Q 
de (F) avec la droite menée par O et ayant une direc-
tion symétrique de celle de t par rapport à Oij. 

La transformation podaire a pour affine latrans-
formation G qui fait correspondre à une courbe (T') 
le lieu (r'j) des milieux des segments que deux axes 
rectangulaires 0£, Or, déterminent sur une tangente 
variable de (H). 

On peut donc déduire, de la construction bien connue 
de la tangente à la podaire d'une courbe, une méthode 
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pour obtenir la tangente (*) en un point Q, de la 
courbe (r , ) déduite de ( f ) par la transformation ts 

Flg. T. 

La droite qui joint Q4 au milieu q de OQ est la 
symétrique de la tangente à (T\) en Q< par rapport 
à la parallèle menée à O*/] par ce point. 

ix. Appliquons maintenant à la transformation la 
méthode du paragraphe 3 pour construire le centre de 
courbure yK de (r't) en Q, connaissant celui de (F) enQ. 

Du centre de courbure donné y, on déduit d'abord 
le point 5 où la symétrique de t par rapport k l'ordon-
née de Q touche son enveloppe : 

On projette le symétrique y1 de y par rapport à Q 
en o sur la parallèle menée par Q à O Q t . 

Connaissant le point 8, on en déduit, par la cons-
truction affine de celle qui donne le centre de courbure 
de la podaire d'une-courbe, le point f où touche 
son enveloppe : 

( l ) Pour la construction de la tangente, voir : G. DE LONGCHAMPS, 

Period, di Matemigo3, p. 2 4 1 ; M . D ' O C A G N E , Nouvelles 
Annales, question 2264, 1915, p. 478. — Voir aussi : M A N N H E I M , Prin-
cipes et développements de Géométrie cinématique, p. 16. 
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Par 8 on mène une droite qui a une direction 

symétrique de celle de OQ par rapport à 0£ et qui 
coupe OQ en d\ la parallèle menée par d à QQf 

rencontre QS en / , Of coupe Q{q en f . 

Connaissant le point / ' , on obtient immédiatement 
le centre de courbure cherché : 

La perpendiculaire élevée en f sur Q\f passç par 
le symétrique du centre de courbure cherché par 
rapport à . 

6. La lemniscate de Bernoulli et la kreuzcurve 
circulaire. — Si (T) est l'hyperbole équilatère (H), 
lapodaire de (r) par rapport à O est une lemniscate de 
Bernoulli. La courbe (F) est alors le cercle (C) et la 
courbe (r'j) est la kreuzcurve circulaire dont les asymp-
totes sont parallèles à 0 £ , O^ et à laquelle (C) est 
quatre fois tangent. La transformée par Vaffinité (i) 
d'une lemniscate de Bernoulli (B) est donc une 
kreuzcurve (K). Il résulte d'abord de là que ces courbes 
ont les mêmes propriétés descriptives (*). 

On peut ensuite remarquer que, la kreuzcurve (K) 
étant la polaire réciproque de l'astroïde droite 

? 1 1 
(2) ( x - f - y - } - ( x — y Y — i a 6 

par rapport à (C), on a ainsi un moyen de déduire des 
propriétés connues de la lemniscate (B) des propriétés 
de l'astroïde (2) et aussi des développées d'ellipses qui 
lui sont affines. 

Par exemple, on sait que les points de contact des 
quatre tangentes menées d'un point de la. lemniscate 

(1 ) Ces propriétés sont celles des quartiques à trois points doublés 
à inflexion. 
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k la courbe sont sur une droite qui enveloppe l'hyper-
bole homothétique de (H) pour le rapport i • 2. On en 
déduit immédiatement ce théorème de M. Laisant : 

La normale en un point d* une ellipse coupe la 
développée en quatre points pour lesquels les tan-
gentes sont concourantes. 

Le lieu du point de concours est Vellipse qui a ses 
sommets aux rebroussements de la développée. 

7. Considérons la demi-croix de Malte (M) qui est 
parallèle à l'astroïde (2) et a Oj? comme tangente au 
point autotangentiel O. Sa polaire réciproque par 
rapport à (C) est la campyle d'Eudoxe (E) ayant pour 
équation 

la courbe affine de celle-ci est la lemniscate de 
Gerono (G) 

a 2 

4 

Puisque la courbe (M) et Pastroïde (2) sont paral-
lèles, si par O on mène une semi-droite s, les tangentes 
à (K) et (E) aux points où ces courbes rencontrent s se 
coupent sur la perpendiculaire ëlevée en O sur s. En 
passant de là aux courbes (B) et (G) on trouve ce rap-
port intéressant entre les lemniscates de Bernoulli et 
de Gerono : 

On considère une lemniscate de Gerono dyaxe a 
et une lemniscate de Bernoulli d'axe 2 a ayant 
mêmes tangentes nodales. Les tangentes à ces 
courbes aux points où elles rencontrent une semi-
droite s 1 menée par O se coupent sur la symétrique 
de Si par rapport aux tangentes nodales. 
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8. Construction du centre de courbure de la 

kreuzcurve circulaire et de la kohlenspitzcurve 
équilatère. — Si l'on considère la lemniscate de Ber-
noulli comme spirale sinusoïde d'indice 2, on voit 
que le centre de courbure en un point M de (B) appar-
tient à la perpendiculaire élevée sur le rayon vecteur 
OM au point qui le divise dans le rapport 2 : 1 . 

D'après le paragraphe 2, on aura donc la construc-
tion suivante du centre de courbure de (K)au point Q, 
correspondant au point Q de (G) (fig. 2) : on divise OQ, 

Fig. 2. 

dans le rapport 2 : 1, et par le point R obtenu on mène 
une parallèle à Q, Q qui coupe la droite qui joint Q, 
au milieu <7 de OQ en <7,, la perpendiculaire élevée 
sur q{Qi au symétrique q2 de qK par rapport à Q, 
passe par le centre de courbure cherché. On en déduit 
cette construction simple : 

On prolonge la droite qui joint le milieu q de OQ 
à Q, au delà de Q< des f <afe Q, ; la perpendiculaire 
élevée sur <jrQ4 au point obtenu passe par le centre 
de courbure cherché. 

Si l'on considère la kohlenspitzcurve équilatère 
obtenue en transformant (K) par l'affinité 
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r / = ¿y), on voit facilement qu'on peut employer, pour 
obtenir le centre de courbure de cette courbe, une 
construction identique à celle que nous venons de 
trouver pour la kreuzcurve. Ceci résulte aussi de la 
remarque suivante : la kohlenspitzcurve considérée se 
déduit par l'affinité (i) d'une lemniscate de Bernoulli 
(imaginaire) qui a Ox et O y pour tangentes nodales. 

9. On sait que le lieu des centres des coniques dont 
un foyer est fixe et qui ont avec une courbe donnée un 
contact du second ordre est la développée de la podaire 
de cette courbe (1 ). 

Si l'on observe que l'affinité (i) fait correspondre les 
droites OS, O^ aux droites isotropes menées par O, 
on a ce résultat : 

Le lieu des centres des coniques (S) qui touchent 
0 £ et Orj et qui ont un contact du second ordre avec 
une courbe (Y') est une causticoïde de la courbe (T\) 
déduite de (F) par la transformation S. 

En particulier : 

Le lieu des centres des coniques qui ont un contact 
du second ordre avec une astroïde et qui touchent 
les tangentes cuspidales est une autre astroïde. 

Au moyen de la trans formation par polaires réci-
proques par rapport à (C) on déduit des coniques ( S ) 
<jue nous venons de considérer des hyperboles équila-
tères qui ont un contact du second ordre avec la polaire 
réciproque de (V) et dont les asymptotes sont paral-
lèles à O? et OT|. A U lieu des centres des coniques ( S ) 
correspond l'enveloppe de la polaire de O par rapport 

(') Nouvelles Annales, 1916, p. ai. 
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à ces hyperboles. Si Ton passe ensuite à la figure 
affine, on est amené à considérer la transformation qui 
fait correspondre à une courbe donnée l'enveloppe des 
polaires de O par rapport aux cercles osculateurs de 
celte courbe. 

En observant que Qq est la tangente en f au lieu 
des centres des coniques (S), on voit aisément que le 
point ou (apolaire de O par rapport au cercle oscu-
lateur au point variable d1 une courbe touche son 
enveloppe appartient à la perpendiculaire élevée en 
ce point de la courbe sur la droite qui le joint à O. 

On pourra facilement déduire de la propriété de 
lastroïde trouvée plus haut le théorème suivant : 

Les polaires du point double d'une lemniscate de 
Bernoulli par rapport aux cercles osculateurs de la 
courbe enveloppent une kohlenspitzcurve équilatère. 

Par un point de la lemniscate passent trois cercles 
qui osculent la courbe en un autre point; les points 
d osculation appartiennent a la perpendiculaire élevée 
au point considéré sur le rayon vecteur de ce point. 
Au moyen des considérations qui précèdent, on déduit 
de là ce théorème : 

Parmi les quatre tangentes qu'on peut mener à 
une astroïde par un point P du cercle inscrit, F une 
a une direction symétrique de celle de O P p a r rap-
port aux tangentes cuspidales 0£, OY). La conique 
qui touche cette tangente et C une des trois autres 
en son point de contact avec Vastroïde et qui touche 
en outre les tangentes cuspidales a un contact du 
second ordre avec la courbe. ' 

10. Centre de courbure de la sinusoïde. — Au 
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moyen de l'affinité définie par les équations (i) on 
déduit de la chaînette 

y 
x = a ch — a 

la sinusoïde 
y 

x = a cos — : a 

nous appellerons l'axe y la base de la sinusoïde. 
Le centre de courbure en un point M de la chaînette 

est le symétrique, par rapport à M, du point où la nor-
male coupe la base. On déduit de là, d'après la méthode 
indiquée plus haut, cette construction du centre ¡de 
courbure en un point Q de la sinusoïde : la symétrique 
de la normale par rapport à l'ordonnée de Q coupe Oj^ 
en V; la perpendiculaire élevée sur QV au symétrique 

Fig . 3. 

de V par rapport à Q coupe la normale au symétrique 
du centre de courbure par rapport à Q. D'où cette 
construction simple (fig- 3) : 

Le centre de courbure en un point Q de la sinu-
soïde appartient à la perpendiculaire élevée sur la 
symétrique de la normale par rapport à-Vordonnée 
de Q, au point où cette symétrique coupe la base. 

11. La radiale de la chaînette est la campy le 
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il en résulte que, si l'on mène par le point O des seg-
ments équipollents aux normales de la chaînette, le 
lieu des extrémités de ces segments est la même cam-
pale d'Eudoxe. L'affine de cette courbe étant une lem-
niscate de Gerono, on voit que, si l'on mène par O des 
segments équipollents aux segments tels que QV, le lieu 
des extrémités des segments sera une lemniscate de 
Gerono. Comme QV est symétrique de la normale à la 
sinusoïde en Q par rapport à l'ordonnée de Q, on a 
donc ce théorème : 

Si Von mène par un point des segments équipol-
lents aux segments des normales à une sinusoïde 
compris entre les points dJ incidence et la base, le 
lieu des extrémités de ces segments est une lemnis-
cate de Gerono. 

Le raisonnement précédent montre que si, d'une 
manière générale, on considère le lieu (r2) des extré-
mités des segments équipollents aux normales d'une 
courbe (T) portés à partir d'un point, et le lieu (r'2) ana-
logue pour la courbe affine (r') de (T), les courbes (r2) 
et (r2) se déduisent aussi l'une de l'autre par l'affinité ( 1). 

1 2 . Centre de courbure de la courbe x 
— En passant de la sinusoïde 

• y 
x = a sin — 

a 
successivement aux courbes 

se = a sh à-

a 

• 1 y • u y 
a sin — ai sh — > a a 
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on voit facilement que la construction du centre de 
courbure de la courbe considérée est identique à celle 
que nous avons donnée pour la sinusoïde. 

On trouve de même que le lieu des extrémités des 
segments équipollents aux normales de la courbe por-
tés à partir d'un point est encore une lemniscate de 
Gerono. 

13. Courbes \kr\l=C. — Considérons la spirale 
logarithmique ayant pour équation en coordonnées 
polaires 

p = c 

c et a étant des constantes. On peut aussi écrire cette 
équation sous la forme 

l\o%[(x-+- i y ) ( x — iy)] 

Y OL L Y | X — loge -i- ion arc tang-^ = log c -4- - log ^ - • 

La courbe affine aura pour équation 

L\og[(x-+-y)(x — y)] = loge -+-1log y z ^ ' 

Si l'on rapporte cette courbe aux axes 0£ , OT\, on 
voit qu'elle a une équation de la forme = C; cette 
classe de courbes renfermé les paraboles et hyper-
boles d'indices quelconques ainsi que les courbes 
poly tropiques. 

Au moyen de la méthode du paragraphe 2, on déduit 
de la construction bien connue du centre de courbure 
de la spirale logarithmique celle du centre de cour-
bure en un point Q d'une courbe = G (fig* 4) î 
elle s'applique quels que soient k et L 

La symétrique de la tangente en Q par rapport 
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à Vordonnée de Q rencontre en S la symétrique 
de OQ par rapport à 0£. La perpendiculaire élevée 

Fig. 4. 

en S sur QS passe par le symétrique du centre de 
courbure par rapport à Q. 

De la propriété fondamentale de la spirale logarith-
mique on déduit aussi cette propriété caractéristique 
des courbes \kr{

1 — C : 

La symétrique de la tangente en Q par rapport 
à l'ordonnée de Q détermine sur la symétrique 
de OQ par rapport à un segment OS que la 
tangente divise dans un rapport constant. 

La podaire d'une spirale logarithmique par rapport 
au pôle étant une autre spirale logarithmique, on a 
encore cette proposition : 

Le lieu des milieux des segments que les axes 0£, 
Or, déterminent sur les tangentes à une courbe 

C est une courbe du même genre. 

On sait que les points de contact des tangentes me-
nées d'un point à la spirale appartiennent à un cercle 
passant par ce point et par le pôle. 

Les points de contact des tangentes menées d'un 
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point à la courbe ¡py/^ G appartiennent à une hy-
perbole équilatère qui passe par ce point et par O et 
dont les asymptotes sont parallèles à 0 ? , O Y J . 

14. Radiales des courbes transformées. — Pro-
posons-nous de déterminer la radiale (R/) de raf-
fine (T;) de (T) connaissant la radiale (R) de (T). 

Soient G' le symétrique de C par rapport à M, C" la 
projection de G' sur la symétrique de la tangente en M 
à (T) par rapport à la parallèle menée par M à O T ) 
( f ig . 5). La courbe (R7) est l'affine du lieu de l'extré-

F i g . 5. 

mité du segment OC2 équipollent a MC7. Si l'on ob-
serve que les directions de GC f et CM sont symé-
triques par rapport à on trouve ce théorème : 

La radiale (R7) de Vaffine ( F ) de (T) est Vaffine 
de la podaire, par rapport à O, de la courbe qu'on 
déduit de la radiale (R) de (T )par la transforma-
tion inverse de là transformation S. 

Ainsi, la radiale d'un cercle (C) coïncide avec ce 
cercle; la courbe qu'on en déduit au moyen de la 
transformation inverse de la transformation g est l'as-
troïde qui touche quatre fois (G) et a ses rebrousse-
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ments sur 0£ , Or\ ; la podaire de l'astroïde est la rosace 

(x*-i-jr*y = A 2 ( I P 2 —JK2)2. 

La radiale de l'hyperbole équilatère (H) est donc la 
sextique ( { ) 

O 2 — 7 2 ) 3 = a 2 0 2 - v - ^ 2 )2. 

[M*2i|3] 

S U R F A C E S P A R A L L È L E S A U X S U R F A C E S C Y C L I D B S ; 

PAU M. A. MYLLER. 

Les courbes ou les surfaces parallèles à une courbe 
ou à une surface quelconque donnée ont fait l'objet de 
quelques recherches générales (2) . On a étudié aussi 
des cas spéciaux : les courbes parallèles aux coni-
ques (3), à quelques quartiques particulières ( ) ou à 
d'autres courbes spéciales (5). 

Dans ce qui suit il s'agira des surfaces parallèles aux 
surfaces cyclides (°), c'est-à-dire aux surfaces du qua-
trième ordre, qui ont le cercle imaginaire de l'infini 
pour ligne double. Les résultats se rapportent aussi 
aux courbes parallèles aux quartiques bicirculaires, 

(') Cf. L O R I A - S C H Ü T T E , Spezielle ebene Kurven, t. II, p. 2 9 6 . 

( 2 ) C A Y L E Y , Quart. Journ. Math., t. X I , 1 8 7 1 . 

( 3 ) C A T A L A N , Nouv. Ann. Matht. I I I , 1 S 4 4 > C A Y L E Y , Ann. di 
Maternt. X I I I , 1 8 6 0 ; G o m e s T E I X E I R A , Mém. cour, par l'Ac. de 
Belgique, t . L V I I I , 1 8 9 8 . 

( 4 ) L O S E H A N D , Math. Ann., t . L X I V , 1 9 0 7 . 

( 5 ) G . L O R I A , Math. Ann., t . L X I V , 1 9 0 7 . 

( 6 ) D A R B O U X , Sur une classe remarquable de courbes et de sur-
faces algébriques, P a r i s , 1873. 
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quartiques qtfi correspondent dans la Géométrie plane 
aux cyclides. 

On définit les surfaces parallèles de la façon sui-
vante : Etant donnée une surface F si l'on prend sur 
la normale dans un point quelconque M, d'un côté et 
de l'autre de la surface, deux points M' et M" tels 
que 

MM'= MM'= const. 

et si l'on fait varier M sur la surface, on obtient 
comme lieu des points M7 et M" une surface parallèle 
à F. 

La cyclide peut être définie comme l'enveloppe d'une 
série de sphères S (génératrices) qui coupent à angles 
droits une sphère fixe 2 (directrice) et dont les 
centres décrivent une quadrique fixe Q (déférente). 

Considérons une série de sphères S' concentriques 
avec les sphères S et telles que le rayon R/ de chaque 
sphère S' diffère du rayon R de la sphère concen-
trique S d'une quantité fixe 8 

R' = R ± o. 

Les sphères S' auront comme enveloppe une sur-
face P à deux nappes, correspondant chacune aux 
valeurs 4 -8 et — 8, qui sera parallèle à la cyclide 
donnée. Pour le démontrer il suffit de montrer que, 
si M est le point de contact de la cyclide avec la sphère 
génératrice S, le point M7 d'intersection du rayon de 
la sphère S passant par M avec la sphère concen-
trique S' sera aussi le point de contact de la sphère S' 
avec son enveloppe la surface parallèle. 

Prenons le centre O de la sphère S pour origine des 
coordonnées et le plan tangent en O à la déférente pour 
plan xOy. 
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Soit 

Z\ R* — O 

l'équation de la sphère S. Une sphère génératrice infi-
niment voisine avec le centre dans xOy aura pour 
équation 

_ d o t ) * + + ~ rfpy » o 

ou, en gardant seulement les infiniment petits du pre-
mier ordre, 

L'intersection de cette sphère avec la précédente se 
trouve dans le plan 

et par conséquent le point de contact M de S avec l'en-
veloppe se trouve sur la droite 

x = — R — * doi 

Prenons aussi la sphère S' 

• x* -+- y* -h Zi — ( R rb o )* = o 

et la sphère voisine 

^î 4 - £ J — i d a . x ~ > id$y 

- ( H ± î ) » - î ( R ± 8 ) J - a ( R ± 

Le point de contact M' dd S' avec son enveloppe se 
Ann. de MathémaU, 4« série, t. XVIII. (Mars 1918.) 8 
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trouve sur la droite 

<m 
à?' 

Par conséquent M' se trouve sur la droite OM. 
Nous allons prouver maintenant que les sphères S' 

coupent à un angle fixe 9 une sphère fixe S' concen-
trique avec S. Soient O le centre d'une sphère généra-

trice S de rayon R et w le^centre de la sphère direc-
trice S de rayon p. Soient OA un rayon de S tangent 
en A à S et to A le rayon deJS qui doit être perpendicu-
laire à OA. Prenons sur OA deux points B et C d'un 
côté et de l'autre du point A et à la distance o de ce 
point. Considérons les sphères S' ayant le centre O et 
passant par B et C. Leurs rayons seront égaux à R - j - ô 
et R — S. La sphère S' ayant le centre to et passant 
par B et C a un rayon de longueur constante p' quelle 
que soit la sphère génératricéT On a ~ 

" ' p'2 _ 

Si nous désignons par 9 Sangle <oBA ou coGA, on 
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obtient du triangle toBA ou toCA 

(J) tang8 = | ; 

or, 9 étant l'angle sous lequel les sphères S' coupent la 
sphère fixe 2', le théorème est démontré. 

En nous servant du théorème connu qu'une cyclide 
peut être considérée de cinq manières différentes 
comme l'enveloppe d'une série de sphères qui coupent 
à angles droits une sphère fixe, on peut dire aussi, 
d'après ce dernier résultat, qu'une surface parallèle à 
une cyclide peut être considérée de cinq manières dif-
férentes comme l'enveloppe d'une série de sphères qui 
coupent à angle constant une sphère fixe et dont les 
centres décrivent une quadrique fixe. 

Cherchons si parmi les surfaces parallèles a une 
cyclide donnée il y en a une dont les sphères généra-
trices coupent la directrice sous un angle nul; alors 
ces sphères génératrices sont tangentes à une sphère 
fixe. La formule (i) nous montre que cela est possible 
seulement si p = o, c'est-à-dire si la cyclide est telle 
qu'une de ses sphères directrices se réduit à un point O. 
Dans ce cas toutes les surfaces parallèles jouissent de, 
cette propriété. Soit Q la déférente correspondant à ce 
point O. La cyclide sera l'enveloppe des sphères ayant 
leurs centres sur Q et passant par O. Elle sera donc le 
lieu des points symétriques du point O par rapport aux 
plans tangents à Q. Il est,facile de voir que ce lieju est 
l<i podaire d\me quadrique homothétique à Q, deux 
fois plus grande, le centre d'homothétie étant en O. 

Cherchons aussi si parmi les surfaces parallèles à 
une cyclide il y en a qui sont aussi des cyclides, Si 
une telle surface existe elle sera l'enveloppe d'une 
>érie de sphères génératrices qui coupent en même 
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temps une sphère à angle constant et une autre à angle 
droit. En effet, elle possède comme surface parallèle 
une série de sphères génératrices qui coupent une sphère 
fixe à angle constant, mais la surface étant aussi cyclide 
cette série doit être une des cinq séries des sphères de 
la cyclide qui coupent une sphère fixe k angle droit. 

Le problème revient donc à chercher l'enveloppe des 
sphères qui coupent deux sphères données respective-
ment à angle droit et à angle constant. 

Montrons d'abord que toutes les sphères S qui cou-
pent à angles donnés a et ¡3 respectivement deux sphères 
données, coupent k angle constant une sphère quel-
conque fixe passant par l'intersection des deux sphères 
données. 

Soient 

(2 ) \ ( (v — a)*-h y*-h- z* — r* — o 

les équations des deux sphères données. La sphère 

(3 ) (jr p. = 0 

les coupe aux angles a et $ si l'on a 

j R 2 n - p 2 — a R p c o s a , 

( (É — arp cosji. 

Une sphère passant par l'intersection des sphères (2) 
a pour équation 

<»> ( - ¿ ¿ V - M ^ - n S ? ] " 
En calculant l'angle 6 que fait la sphère (3) avec la 
sphère (5) on obtient, en tenant compte des condi-
tions (4), 

XR cosot -h r cosp 
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Cette formule étant indépendante de Ç, Ŷ , Ç et p dé-
montre le théorème. 

L'équation (6) donne, à un 6 donné, deux valeurs 
pour A. Par conséquent il y a deux sphères passant par 
l'intersection des sphères (2) qui coupent les sphères S 
sous un angle donné. Si pourtant ô est droit, l'équa-
tion (6) donne une-seule valeur pour X, et par consé-
quent il existe seulement une sphère S passant par 
l'intersection des sphères données qui coupe orthogo-
nalementles sphères S. On obtient l'équation de cette 
sphère S en remplaçant dans (5) X par 

r cos j3 

R cos a 

En particulier il existe deux sphères qui coupent 
les sphères S à l'angle zéro. Ces deux sphères K. for-
ment donc l'enveloppe des sphères S. En éliminant p 
entre les deux équations (4), on obtient l'équation du 
lieu des centres des sphères S qui est une quadrique 
de révolution R déférente de la cyclide qui se réduit 
aux deux sphères K. On peut alors constater facilement 
que la quadrique R est tangente à la sphère S le long 
du cercle qui est l'intersection des sphères (2). 

En revenant a la question posée, on voit que la 
cyclide dont la surface parallèle est aussi cyclide se 
réduit à deux sphères et dans ce cas toutes les surfaces 
parallèles sont cyclide*. 

Ce résultat se rapporte aux cyclides générées par oo2 

sphères S qui leur sont doublement tangentes, c'est-
à-dire à celles dont la déférente est une véritable qua-
drique. Il existe pourtant des cyclides pour lesquelles 
la quadrique déférente se réduit à une conique. Si ces 
cyclides ont aussi la propriété que leurs surfaces paral-
lèles soient aussi cyclides, leurs sphères génératrices 
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doivent aussi couper deux sphères fixes respectivement 
à angle droit et constant et par conséquent la conique 
déférente ne peut être qu'une section plane de la qua-
drique R. Cette conique déférente est tangente à la 
sphère directrice 2 car R est tangente. La cyclide est 
donc une cyclide de Dupin. 

Inversement la cyclide de Dupin pouvant être définie 
comme l'enveloppe des sphères données 2,, 22, 23, 
deux quelconques de ces trois sphères jouent le rôle 
des sphères (2) et par conséquent les sphères généra-
trices de la cyclide de Dupin sont des sphères S du 
problème précédent. 

On peut déduire de cela une propriété des cyclides 
de Dupin. Prenons deux sphères 2, et 2i, passant par 
l'intersection de 21 et22 , qui coupent les sphères géné-
ratrices de la cyclide aux angles a et ¡3. Nous savons 
que cela est possible. De même par l'intersection des 
sphères 2^ et 23 nous prenons une sphère 2'3 qui coupe 
les génératrices à l'angle y. Observons que ce procédé 
n'est applicable que si un des angles a, [3, r au moins 
n'est droit. 

Par conséquent la cyclide de Dupin peut être consi-
dérée comme l'enveloppe des sphères qui coupent trois 
sphères données respectivement aux angles a, ¡3, y dont 
un au moins n'est droit. 

S O L U T I O N S . D E Q U E S T I O N S P R O P O S É E S . 

1660. 
{1894, p. 1*.) 

Les deux tangentes au point double d'une cubique étant 
réellesy si d'un point At de la courbe on peut mener deux 
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tangentes réelles, il n'y a qu'un des points de contact, 
soit Â2, d'où Von puisse mener de nouveau des tangentes 
réelles; alors A2 donne A3, . les points ainsi obtenus 
tendent vers le point d'inflexion réel de la courbe. , 

A . A S T O R . 

SOLUTION 

P a r UN A N O N Y M E . 

N e w t o n a m o n t r é q u e t o u t e c o u r b e du t r o i s i è m e d e g r é , p e u t 

être r e g a r d é e c o m m e la p e r s p e c t i v e d ' u n e c o u r b e p a r a b o l i q u e 

ayant p o u r é q u a t i o n 

y2 = A # 3 - f - B a : 2 - 4 - C a ? - t - D = o. 

C o n s i d é r o n s la c o u r b e d o n t l ' é q u a t i o n est 

by1 = x*(x -4- a ) , 

a et b é t a n t p o s i t i f s ; l ' o r i g i n e est un p o i n t d o u b l e à t a n g e n t e s 

réelles d i s t i n c t e s . A v e c y = t x , on a 

x = — a -4-bt*, 
y ~ — at-¥- btK 

Les trois points t l y t t , t3 sont en l f g n e d r o i t e si l 'on a 

h 13-+- £31\ -+- ti ¿2 = —. 
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ou donc pour les points A * dont le tangentiel est A i , 

t\ H- itA.tt-+- ¿2 = o. 

Sous l a condition b 
t\ > *2, 

équivalente à Xi > o, l 'équation ( i ) a d e u x racines de même 

signe, le signe c o m m u n étant contraire au signe tx \ leur p r o -

duit étant k l e carré de l 'une surpasse k o n prend celle-là 

et elle donne t s ; on continue ainsi. Les points A o n t des 

abscisses positives. 

G o m m e on a 

¿2 = — U — i\/t\ — k*, 

z étant le signe de ¿i, on a 

I <11 = ! <11 -t- / « F ^ * * . 

et les t vont en croissant; la différence | i21 — | ¿11 va en crois-

sant, les modules des t croissent plus vite que les termes d'une 

progression ari thmétique croissante, | t n | est un infiniment 

grand. O r la courbe a trois points d'inflexion dont un seul 

est réel, à savoir le point à l'infini dans la direction Oy; 

c o m m e la valeur infinie de t donne ce point, le fait annoncé 

est établi . 

Si l'on passe, au contraire, d'un point A 3 à son t a n -

gentiel A 2 , . . l e point limite est le point double. 

Dans le cas de la parabole s e m i - c u b i q u e , a — o, la relation 

entre tx et t2 se réduit à 

¿2 -t- i t x = o, 

la relation ¿ 2 = o devant être écartée. 

1672. 
p. 4"; 1917, p . 238.) 

La podaire du centre de la courbe 

4 — a * ) 1 - } - Y j a ^ x * = o 

a pour équation 

( 0 

avec k 1 = 
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Le rapport de l'aire de là première courbe à celle de la 

seconde est ~ E . - N . B A R I S I E N . 

S O L U T I O N 

P a r M . R . G O O R M À O H T I G H . 

Considérons u n e f a m i l l e d e d é v e l o p p a n t e s d ' a s t r o ï d e T ; la 

première des d e u x c o u r b e s e n v i s a g é e s d a n s l ' é n o n c é est une 

courbe l i m i t e r® e n t r e le» c o u r b e s T à r e b r o u s s e m e n t s et cel les 

sans r e b r o u s s e m e n t s . O n n o u s a m o n t r é {Nouvelles Annales, 
1916, p. 29) q u e , si l 'on p r o j e t t e un p o i n t v a r i a b l e M ( a , ¡3)de 

la parabole 

lax = aï^- y%, 

en P sur la c o r d e f o c a l e p r i n c i p a l e x — o, la c o u r b e c o n s i -

dérée est l ' e n v e l o p p e du c e r c l e de c e n t r e P , de r a y o n P M . L e s 

rayons de c e r c l e qui p a s s e n t p a r les p o i n t s c a r a c t é r i s t i q u e s 

font a v e c la d i r e c t i o n p o s i t i v e de l ' a x e y des a n g l e s 0 tels q u e 

c o s 8 = [ 3 : a . L a c o u r b e T 0 p e u t d o n c ê t r e définie p a r les 

équations p a r a m é t r i q u e s 

» 1 X =z OL Sl'n 6 = - («2—62)2 
ia% r 

t r = = P + a c o s 6 = i ( 8 a 2 - ( 3 2 ) . 

En p o s a n t 

P : a = z = sin cp, 

on voit q u e l 'aire de c e t t e c o u r b e a p o u r e x p r e s s i o n 

4 f y dx = f p 2 (3a 2 — p * ) / « * — |32 d$ 

= 3a* f z*(3—z*))/i — z*dz 
do 
f IL IL \ 

= 3 a 2 y 3 J* sin 2 «p cos2<p d y — j* s i n 4 ç c o s î y d y J 

Si x, y désignent maintenant les coordonnées de la pro-
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jection de l'origine sur l'une des tângentes à T0 correspondant 
au point M de la parabole, on a 

aA ar2 — S2 

— = tang20 = ji* ' 

y = p + a cosô — p sin20 = P2 )• 

Par conséquent, 

l'équation de la podaire est donc 

D'après un théorème de Catalan, l'aire d'une courbe con-
vexe vaut la différence des aires de sa podaire et de sacontre-
podaire par rapport à un même point intérieur à la courbe. 
La développée de T0 est une astroïde dont le cercle G a pour 

rayon l a rosace à quatre branches, podaire de cet astroïde, 

a pour aire la moitié de celle du cercle C, c'est-à-dire \ TZCL1. o 
Par suite, l'aire de la podaire de T0 vaut 

les aires de T0 et de sa podaire sont donc dans le rapport 
de i5 à 19. 

1775. 
{1893, p. 387; 1916, p. 3 i . ) 

On donne un point O et une droite D fixes. Une figure 
de grandeur invariable formée d'un point 10 et d'une 
droite A se déplace de façon que 10 reste sur D et que A, 
s1 appuyant toujours sur cette droite, passe toujours par O. 
On demande le lieu d'un point arbitraire du plan de la 
figure mobile. Examiner les différentes formes de ce lieu, 
lorsqu'on fait varier les données. M A I V N H E I M . 
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SOLUTION 

P a r M . R . B O U V A Ï S T . 

Soit P le p i e d dé la p e r p e n d i c u l a i r e a b a i s s é e de O sur D ; 

p r e n o n s p o u r o r i g i n e P , p o u r a x e s fixes P O a? et la d r o i t e 

D == P y . S o i t P j le pied de la p e r p e n d i c u l a i r e abaissée de w 

sur A. p r e n o n s p o u r a x e s m o b i l e s w P t X et O P i Y == A. 

Si X et Y sont les c o o r d o n n é e s r e l a t i v e s , x et y les c o o r -

données a b s o l u e s d 'un p o i n t ÎVI de la f i g u r e m o b i l e , on a é v i -

demment, en p o s a n t P t ( o = — Z, P O = a , 

x — l coscp 4 - X coscp — Y sin cp, 

équations qui d é f i n i s s e n t en g é n é r a l u n e q u a r t i q u e u n i c u r s a l e . 

Nous n ' e n t r e r o n s pas d a n s l ' é t u d e g é n é r a l e de c e t t e c o u r b e et 

nous n o u s b o r n e r o n s à s i g n a l e r q u e si a == /, X = — ^ , Y = o, 

le point M d é c r i t une cissoide droite a y a n t p o u r p o i n t de 

rebroussement le milieu O ' de O P , qui e s t la t a n g e n t e de 

rebrousseraient, l ' a s y m p t o t e é t a n t la p a r a l l è l e à D m e n é e par 

le point O", s y m é t r i q u e de O ' par r a p p o r t à P . C e t t e g é n é r a -

tion de la c issoide d r o i t e est d u reste bien c o n n u e . 

Soient AA', BB' les axes d'une ellipse telle que 

Vangle BAB' soit égal à k et n étant premiers entre 

eux; P un point de AA' ou de ses prolongements; 
P O M Q P J M ! ... une ligne brisée rectangulaire dont les 

éléments font avec A A' les angles -+- dont les som-
mets P0, P,, ... sont sur AA;, les sommets M0, Mj, ... sont 
sur Vellipse et tellement placés que deux sommets suc-
cessifs M,, M/+1 ne soient pas symétriques par rapport 
à AA'; P0 coïncide avee P/i si k est pair ; avec P^n si k est 
i m p a i r . L É M E R À T . 
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S O L U T I O N 

P a r L ' A U T E U R . 

U n e e r r e u r t y p o g r a p h i q u e a o b s c u r c i la q u e s t i o n . Il faut 

Ire, l i g n e 5, y au lieu 
4 

r a p p o r t é e à ses a x e s , est 

( i ) ¿r'H ^ 

lire, l i g n e 5, y au lieu de — ( 1 ) . L ' é q u a t i o n de l 'el l ipse. 
4 n 

t a n g 2 

F a i s o n s t o u r n e r les a x e s de 45°, de m a n i è r e q u e le g r a n d 

a x e de l 'e l l ipse d e v i e n n e la b i s s e c t r i c e p o s i t i v e des n o u v e a u x 

a x e s de c o o r d o n n é e s ; les l i g n e s o b l i q u e s a u x a x e s de l 'el l ipse 

s o n t m a i n t e n a n t p a r a l l è l e s a u x a x e s de c o o r d o n n é e s ; dési-

g n o n s par Ç et T) les n o u v e l l e s c o o r d o n n é e s ; on a 

^ S"4"y' „ Z L z J . 

y 2 yi 

l ' é q u a t i o n ( i ) d e v i e n t 

/ \ » » K T : > N . . KTT ( 2 ) T : 2 — î F r , c o s h E 2 — s i n 2 = o. n m 

C h e r c h o n s les l i m i t e s d e P o u r que les d e u x v a l e u r s de rj 

s o i e n t é g a l e s , il f a u t a v o i r 

, , i a / - K i r 
^ = ± — - j t— = A , a — k y i cos — • J0 Ktt 2 n 

V L c o s 2 n 

C o m m e t o u t est s y m é t r i q u e par r a p p o r t à la b i s s e c t r i c e 

p o s i t i v e , rj a les m ê m e s l i m i t e s . 

L ' é q u a t i o n ( 2 ) s ' é c r i t 

Ti2 — 7. cos -4- £ 2 — A 2 sin2 = o, n n 

( 1 ) Cette correction est faite dans la reproduction de l'énoncé 

qui précède. 



d'où l'on t i r e 

( 109 ) 

Y) £ K T C . Kir / TTv" 
s = À C 0 S — ± s , n — v l - ( v • 

Posons 

Il vient 

i 

c e qui d é m o n t r e la p r o p o s i t i o n . 

1909. 
(1901, p. 48.) 

On compare à un thermomètre centigrade un autre ther-
momètre marquant aussi*? et ioo° dans la glace fondante 
et Veau bouillante, mais gradué de telle sorte que, 
quand on passe de 6° à (B-+-1)0, le volume VB s'accroît 
d'une fraction constante fi, non du volume à o°, mais du 
volume à 8°. Quelle est la température centigrade t d'un 
milieu pour lequel la lecture sur le second thermomètre 
dépasse de T la lecture faite sur le premier? 

L B M E R A Y . 

SOLUTION 

P a r L 'AUTEUR. 

Les d e u x t h e r m o m è t r e s s o n t i d e n t i q u e s , sauf p o u r la g r a -

duation. S o i t & = i o o K la d i s t a n c e e n t r e les d e u x r e p è r e s o 

et 100, c o m m u n s a u x d e u x i n s t r u m e n t s . É c r i v o n s a a u l ieu 

de 100. O n a les trois c o n d i t i o n s 

( i 4 - P ) « = i - 4 - K a , ( n - p ) 8 = n - K t , 8 = ï -+-1 . 

E l i m i n o n s 8 e t jï en é l e v a n t les d e u x m e m b r e s d e la p r e « 

mière é q u a t i o n à la p u i s s a n c e c e u x de la s e c o n d e à la p u i s -

sance ^ ; il r e s t e 

1 1 

(I + K A ) « Î = ( I + K Î ) T + ' , 



( n o ) 
qu'on peut écrire 

( [ + K a ) « [ ( i + K f l ) « ] = i + K ; 
posons 

i + K t=.x, d'où t — ^r — 
IV K 

Kf—1 r 1 ~\x 
(i+Ka) Ka = x. 

~ ( K T - l ) 

Posons 

( i + K a ) ï " , ' , ~ I ' = ! A , (i-f- K a)Ka= B = (i -+- h)h 

il vient 
.r 

AB*r = x ou 

Posant enfin 

- = y , B*=C, a 

on est ramené à la forme 

R = O , C = B B R I — 1 . 

Pour la résolution de ce type d'équations, voir 1896, p. 548; 
1897, P* 54 • Sur les racines de l'équation x = ax. 

1910. 
(1901, p. 95.) 

On donne V hyperboloïde à une nappe 

x 2 f ! __ _ 
^ ^ Tiï ~~~ ~~ 

On considère deux génératrices G et K de même système 
dont les pieds sur le plan de Vellipse de gorge sont aux 
extrémités d'un même diamètre : 

i° Trouver les éq-nations de la droite A perpendiculaire 
Commune à C et K ; 
, 20 Trouver la surface lieu de A (conoïde de Plucker)\ 

3° Trouver sur cette surface le lieu des points tels que 
les plans tangents fassent un angle donné 6 avec le plan 
de l'ellipse de gorge. Construire les projections de ce lieu 
sur les plans de coordonnées. C H . B I O C H E . 
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SCKSHH 
P a r UN ABONNÉ. 

En désignant par cp un paramètre variable, les équations des 
oénératrices G et K sont 

x _ z y 
a 
— = - coscp — sin o. — — — sin cp -f- coscp 
" C ' ' O C 4 

x z . y z . — — coscp 4-sincp, = — - s i n c p — coscp. a c T T b c 

Les équations de leur perpendiculaire commune sont 

cax coscp -{- cby sincp -+- z (a 2 cos2cp -+- b2 sin2cp) 

— c(a2—> ¿>2) sincp coscp = o, 

cax coscp -h cby sin cp — z (a2 cos2cp -h b2 sin2cp) 
-h c (a2— b2) sincp coscp = o. 

On en déduit, en additionnant et retranchant» 

ax coscp -4- by sin cp = o, 
z(a2 cos2cp b2 sin2<p) — c ( a 2 — b2 ) sincp coscp == o. 

En éliminant le paramètre cp entre ces deux équations, on 
obtient, pour la surface engendrée parla perpendiculaire com-
mune, l'équation 

abz(x*->ry2) •+- c(a2 — b*)xy = o; 

c'est un conoïde de Plucker. 
Désignons par V l'angle que fait la normale à cette surface 

en un point avec l'axe des z, nous avons ; 

c o s 2 V = Q2 b2(x2+y2)2 

i a2 b2 (x2 -h y2 )2 H- 4 a2 b2 z2 ( x2y2 ) j 
j _+. c2(a2— b2)2 (x2-hy2) -t- 8ab c(a2 — b2)xyz î 

Remplaçons dans cette expression xy par sa valeur tracée 
de l'équation du conoïde, nous obtenons, après quelques 
l'éductions, 

<t* b* tartg2 Y ( x* 4- y2 ) -4- 4 a* b*z* — c* ( a* — b1 )* = o ; 



( ) 
ce qui représente une surface du second degré, de révolution 
autour de l'axe des z. La courbe est l'intersection de cette 
surface et du conoïde; elle est, par suite, du sixième degré. 

Pour obtenir l'équation de sa projection sur le plan des xy, 
nous tirons de l'équation du conoïde 

c(a2 — b2) xy abz = — -z-^-y x2-\- y2 

et en portant cette valeur dans l'équation de la surfaee du 
second degré, nous obtenons 

a2b2 tan g* V(x*-hy2)3 — c2(a2— b2)2 j (x2-hy2)2 — \x*y* \ = o; 

ou, en passant aux coordonnées polaires p et u>, 

c2(a2 — 62)2 

a 2 6* tang2 V 
COS21 (x). 

C'est l'équation d'une rosace. 
La projection de la courbe, sur le plan des y * , s'obtient en 

éliminant x entre les équations des deux surfaces, ce qui ne 
présente aucune difficulté. On arrive ainsi à l'équation 

a*b*c*(a*— b2)2 (8** —tang* 
4a 2 b 2 c 2 (a 2 —b 2 ) 2 tang*V>**2 

- h & ( a2 — b2 )* ( z2 — tan g2 V y2 ) = o. 

C'est une courbe du sixième degré ayant un point double 
à l'origine et toutes ses direcfions asymptotiques parallèles 
à l'axe des y. 

L'équation étant du second degré en y 2 , on peut la résoudre 
par rapport à cette inconnue et discuter la courbe par cette 
méthode. Mais l'équation est trop compliquée pour obtenir 
des résultats simples et remarquables. 

2161« 
(1910, p. 336.) 

Une pyramide régulière, de sommet S, a pour base 
un rectangle ABCD. On considère le paraboloïde de révo-
lution de sommet S qui passe par le cercle circonscrit au 
rectangle ABCD et le parallélépipède dont ce rectangle 
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est la section droite. Démontrer que le solide commun à 
ces deux corps, limité au plan de base de la pyramide, a 
un volume double de celle-ci. M . D ' O C A G N E . 

D E U X I È M E S O L U T I O N ( * ) 

P a r UN A B O N N É . 

Soient 

(7) y2 = 4 niz 

la parabole qu'on fait tourner autour de l'axe des z, h la hau-
leur de la pyramide, r le rayon du cercle ABGD, ia et 'ib 
les côtés du rectangle. Alors on a 

a 2 ¿>2 _ r2 — 4 m / u 

La section du paraboloïde par un plan parallèle à l'axe, à la 
distance rsinB, est une parabole égale à (a). Le plan de base 
limite cette parabole par une corde de longueur 2/*cos6; 
l'aire de la section est donc r3cos30 = 3m, et le volume com-
pris entre deux sections parallèles 02 est donné par l'inté-
g raie 

V(02, 0 , ) = ^ f 2cos>Ô dS 
$mJ o, 

Mettons a = r sin a ; alors b = r sin ( - — a ), et le volume 

demandé est 

V 

ra 
= ± L / (cos*e - sin*8)d0 

3 W o 
r* 

= S 111 10L 
6 m 

_ Sabh 
" 3 ' 

Autre solution, par M . M . - F . E G A N . 

C. Q . F . D . 

(') Voir 1911, p. 288. 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. XVIII. (Mars 1918.) 9 
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22:8. 
1913, p. 4'i2. i 

Soient (i), (2), (3), (4) les quatre côtés d'un quadrila-
tère complet et ABC le triangle formé par les diagonales. 
Soient Ai, A2, A3, A; les points d'intersection respectifs du 
côté opposé BG avec les parallèles menées du sommet A à 
Ci), (2),(3). (4); et supposons qu'on forme les points ana-
logues Bl5 B2, B3, B4, Ci, C2, C3, C4. Alors les quatre sys-
tèmes de trois points A 2 B 3 C i , A j B ^ C s , A 4 B i C 2 , AaBaGj 

sont respectivement en ligne droite (1'), (2'), (3'), (4') et 
ces quatre lignes droites sont parallèles entre elles. 

T . Ono. 

S O L U T I O N 

P a r M . B . B O U V A I S T . 

Nous supposerons que les cô t é s (1) et (2), (3) et (4) sont 
opposés , et a, ¡3, y, 8 les s o m m e t s (1, 4), (•, 3), (3, 2), (2, 4); 

soit a' l ' intersect ion de ao avec B C ; m e n o n s la d r o i t e A A 3 et 
soit I son intersect ion avec a8; le triangle G A A 3 , coupé p a r l a 
transversale a i a ' , donne 

A ' G I À 3 A A 

ï 7 ^ 7Â" a G ~ 1 ' 

or on a 
a ' G Y_G A £ 

a'A 3 y A a A 

la division ( X A Y C ) étant h a r m o n i q u e , d 'où 

J A 3 = 1A. 

O n en d édu i t que les t ro is p o i n t s A3 , B2 , Ci sont sur la qua-

trième tangente c o m m u n e aux coniques inscrites dans ABC 

et a y a n t leurs c e n t r e s sur (4). 

S o i t tu le point de. BC où se coupent ( i) et (2); ce point eu 

est le centre d une conique i n s c r i t e dans A B C et t a n g e n t e à 
A i B i C - j , A 2 B â C ; ; si A A i coupe (2) en I, A A 2 c o u p e (1) en I', 

on a 
toAi — CjD A 2 = II', 

ce qui montre que les droites A i B 4 C 3 , ' A 2 B3C4, tangentes 
menées à une conique par deux points symétr iques par rapport 
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an centre de celle-ci et situés sur une asymptote, sont paral-
lèles. 

Autre solution par M . J . L E M A I R E . 

2260. 
(1915, p . 477 . ) 

On donne un losange ABGD et le cercle inscrit 0. Une 
tangente variable rencontre les côtés BG et CD en M et N, 
entre B et G, G et D. Montrer que l'aire du triangle ÀMN 
reste constante. V. T H B B A U L T . 

S O L U T I O N 

P a r M . J . L E M A I R E . 

Si E et F sont les points où GB et CD touchent le cercle O, 

A 

nous pouvons écrire 

aire A ¡UN =aireAEGF— aireAEM— aire AFN — aire CMN, 
= aire AEGF — i aire OEM —aaireOFN — aire CMiV, 
= aire AEGF — aire OEMNF — aire CM3V, 
= aire AEGF — aire OEGF = const. 

Autres solutions, par M \ 1 R . B O U V A I S T , R . GOOHMAGIITIGII . T . O N O 

et un Abonné. 

2261. 
(1915, p . 477 0 

On considère un tétraèdre SABG trirectangle en S et 
une sphère quelconque T passant par A, B, C et recoupant 
les arêtes SA, SB, SG en oc, ¡3, y. Montrer que : 
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i° Le sommet S, Vorthocentre du triangle ^ point 

de concours des médianes du triangle ABC et le centre 0 
de la sphère circonscrite au tétraèdre SABC sont en ligne 
droite ; 

i0 Le sommet S, Vorthocentre du triangle ABC, le point 
de concours des médianes du triangle a¡¡Jy et le centre tu 
de la sphère circonscrite au tétraèdre Sajiy sont en ligne 
droite. V . T H É B A U L T . 

S O L U T I O N 

P a r M . R . G O O R M A G H T I G H . 

Soient a b, c les milieux de BC, CA, AB ; a', b\ c' ceux 
de SA, SB, SC. Les perpendiculaires élevées en a, 6, c sur les 
faces SBC, SCA, SAB concourent au centre O de la 
sphère SABC. Dans le parallélépipède Sa'b'c' abcO, la dia-
gonale OS coupe le plan abc au centre de gravité G du 
triangle abc, qui est aussi celui du triangle ABC. 

Si l'on prend pour centre d'inversion le point S et pour 
puissance celle de S par rapport à I\ le plan a43y est l'inverse 
de la sphère SABC ; la droite SGO est donc perpendiculaire 
à ce plan et renferme, par suite, l'orthocentre du triangle a{Jy, 
puisque le tétraèdre Sajiy est trirectangle en S. 

La proposition du 2° est identique à la première si l'on 
prend pour tétraèdre fondamental le tétraèdre Saj3y. 

Autres solutions, par MM. H. B O U V A I S T , T. O.\o et un Abonné. 

2262. 
(1915, p. 477.) 

Soient D, E, F les points de contact du cercle inscrit I 
avec BC, CA, AB, et A h Bj, Ci les milieux des côtés d'un 
triangle ABC : 

i° Calculer les distances du point cp de Feuerbach aux 
côtés du triangle ; 

Démontrer la relation 

n A B C 9 D cos — = o E cos b cp r cos — : 
1 2 2 7 2 

3° Montrer que la perpendiculaire sur AD menée du 
point commun à B J C J et EF passe au milieu du rayon ID' 
du cercle. D' étant Vextrémité du diamètre DID'. 

V . T H É B A U L T . 
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» 

S O L U T I O N 

P a r M . H . G O O R M A G H T I G H . 

I° Les coordonnées normales relatives du centre de la 
„ a 

conique circonscrite S — = o sont 1 x 

a(i[i + c f - a a ) , P(cy + a a — ¿>P), y ( a a b ¡3 — cy); 

celles du point de Feuerbach cp, centre de l'hyperbole de 
Feuerbach 

Z(p — a)(b—c)yz=.o, 
«ont donc 

l(p-a)(b-c)\ l-(p-b)(c~a)\ L(p-c)(a-b)2. 

En remarquant que 

on déduit de là comme coordonnées absolues de cp 

(/> — a)(b — c)- ( p — b) (c~ay~ (p — c) (a — b)~ 
a a ( R - 2 r ) ' -2 b(R — zr) ' a c ( R — a r ) 

La relation proposée exprime que cp appartient au cercle 
inscrit; il existe une relation analogue pour tout point de ce 
cercle. Elle résulte du théorème de Ptolémée, si l'on observe 
que les côtés du triangle DE1F sont proportionnels à 

cos - A, c o s - B , c o s - C ; i i i 

la relation proposée suppose que a soit le côté moyen du 
triangle ABC. 

On peut d'ailleurs obtenir aisément des relations analogues 
à la relation proposée, mais qui ne s'appliquent qu'au pointes. 
Appelons d, e, / les côtés du triangle DEF ; le point <p étant 
l'inverse, par rapport au triangle DEF, du point à l'infini dans 
la direction perpendiculaire à la droite d'Euler 01 de ce 
triangle, les coordonnées normales de cp par rapport au 
triangle DEF sont 

d e f 
e 2 ~ / 2 ' p-d-' d2—e^ 
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D'après une propriété connue, les distances <pD, <pE, cpF 
sont inversement proportionnelles à c<\s coordonnées ; on a 
donc 

, B , G , G
 9

A 
cos2 cos- — cos2 COS2— 

cpD : cpE ; cpF = A • a 
COS — cos — 

2 1 
• A * B 

COS2 c o s 2 — 
2 2 

G cos — •1 
ou encore 

— c c — a a — b cp D ; cp E ; cp F 
. A . B . G sin — sin — sin — 

•i 2 2 

On en déduit, par exemple, en supposant encore que a soit 
le côté moyen, 

oD sin — = oE sin H C P F sin — 9 à ' t i 1 2 

acpDsin — = & © E s i n bccpFsin — > 
2  1 2 2 

ce D cos3 — = cp E cos3 1- cp F cos3 — • 
2 " 4 '1 4 2 

3° Soient L et N les milieux de AD et Ai, T le point 
d'intersection des droites EF et B J G J , D" le point où la 
perpendiculaire menée de T à AD rencontre le diamètre DID' 
du cercle inscrit. D'après les théorèmes d'Hamilton et de 
Mannheim, le point cp est à l'intersection de DT et D'N. Le 
point D" étant rorthocentre du triangle DLT, la droite LD" 
est perpendiculaire à DT, et, par suite, parallèle à cpD'. Or, 
si l'on appelle M le point d'intersection- de AD avec D'cp, on 
voit, en considérant le triangle ADI coupé par la trans-
versale MND', que M est au tiers de AD à partir de A. Il 
résulte de là que L est au q.uart de MD à partir de îM ; par 
conséquent, D" est au quart de D'D à partir de D',"donc au 
milieu de D'I. 

Autres solutions, par MM. R . B O Û V A I S T et T; O N O . 



( ) 

Q U E S T I O N S . 

-23o9. On considère les cubiques circulaires T rencontrées 
dans la deuxième partie de la composition de géométrie ana-
lytique de l'Ecole Polytechnique en 1917, savoir celles que 
d é f i n i t l'équation 

x(x2 -h y2) — (h2 — a*)x — lahy = o, 

nil a est regardé comme fixe et h comme variable. 
On appelle H et H'les points de contact de chaque cu-

b i q u e T avec ses tangentes parallèles à O ^ i 1 ) , ! et I' ses 
points de contact avec ses tangentes parallèles à O C et C 
ses centres de courbure répondant à H et H'.. On demande : 

i° De trouver le lieu des points I et I' et de déterminer, en 
particulier, les points de ce lieu où la tangente est parallèle 
à Oj'en faisant voir comment ces derniers points sont liés 
aux points H et H' correspondants; 

De trouver le lieu des points C et C' et de donner la 
^instruction géométrique qui permet de déduire chaque 
POINT G du point H correspondant. M. D ' O C A G N E . 

-360 On considère l'hyperboloïde de révolution à une nappe 
n2 — ÏYZ — izn — ixy = 1. 

Montrer que si /;, q, r sont trois nombres arbitraires deux à 
deux différents, les coordonnées d'un point courant de cet 
liypcrboloïde peuvent se noter : 

„ _ p(q — r ) 

y-

(r—p){p ~q) 
q(r — p) 

(p - q)iq — r)' 
r ( p - q ) 

(9 r ) ( r p) 
On trace dans un plan (H) un triangle de référence cquilatéral. 

') Voir la figure, 1917 , p . 255 . 
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/?, g, r désignant les coordonnées trilinéaires normales d'un 
point du plan, étudier la correspondance entre le point(/>,^,r) 
du plan et le point x , JK, z de l'hyperboloïde qui correspond 
aux valeursp, q, r des trois paramètres. Considérer en parti-
culier les courbes planes de (H), qui correspondent aux sections 
planes de l'hyperboloïde, aux parallèles et au cercle de gorge 
notamment. 

Montrer que les coordonnées d'un point du cône asymptote 
peuvent se noter : 

a? = ( [ x ~ r ) s , Y — (r — X)2, z = ( l - H ) \ 

X, [i, r étant tross nombres arbitraires. 
Étudier les génératrices de l'hyperboloïde, indiquer les para-

mètres tels que/?, q, r qui appartiennent aux points des deux 
génératrices qui sont issues du point />o^oro de la surface. 

Quelle est dans le plan (H) la représentation des générations 
de la surface ? 

On considère la cubique g.iuche tracée sur l'hyperboloïde 
qui correspond à la condition 

p H- q -h r — o. 

Etudier sa projection sur l'un des plans de coordonnées. 
Montrer qne x = y = z z est pour elle un axe de symétrie ter-
naire. A M S L E R . 

E R B A T A . 

1917, page 276, ligne 14 (en remontant), au ¿¿eu de « spirale 
logarithmique même », lire « même spirale logarithmique ». 

1917, page 4o3, ligne 10 (en remontant ), au lieu de donnent, lire 
donne. 

1917, page formule (18), au lieu de (a2H-62)4, lire (a--+-b"f• 
1917, page 407, ligne 2, équation (3o), supprimer = 0 . 
1917, page 4oS, ligne 1, au lieu de à l'équation, lire à l'ellipse 

ayant pour équation. 
I9I7> PaSe 44°J ligne ID, au lieu de x(n +1) , lire x{x + i). 
1918, page 34, ligne dernière, la note doit être reportée page 35. 
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[ M l f ] 
THÉORÈMES GÉNÉRAUX 

SUR » E S SYSTÈMES DE COURRES ET DE POINTS ; 

P A R M . M A T H I E U W E I L L . 

1. C o n s i d é r o n s un faisceau l i n é a i r e de courbes r e p r é -

senté par l 'équat ion 

et prenons trois de ces courbes. 

Dans l 'équat ion 

! I ) X, (S -h X2) -h X2(S -r- X'2) -f- X3(S -h X"£) = o, 

on peut disposer de A,, a 2 , X 3 de manière que cette 
équation soit une i d e n t i t é ; i l faut pour cela que l 'on 
ait 

X, X2 -4- X3 = o, 
À, X -+- X2X'-h X3X"= o, 

ce q u i est t o u j o u r s poss ible. A d o p t o n s pour A,, Aa , X3 

un des systèmes de valeurs q u i satisfont à ces d e u x 

relations; p o u r ce système, l ' é q u a t i o n ( i ) représente 

une courbe passant par u n point q u e l c o n q u e du p l a n ; 

si nous considérons trois points q u e l c o n q u e s , de coor-

données xKyK, x2yoi o n a u r a donc 

x ^ S i - t - x s , ] -hX 2 [ s 1 -hX's 1 ] +X3[s,-+-X"5:1j = o, 
X1[S2-hXS2] + X ? [ S 2 + X ' S 2 ] + X 3 [ S 2 + À " S 2 ] = o, 
X,[S 3-hXS 3] + = O. 

I l en résulte que le déterminant formé avec les 

quantités S i 2 , , S , - h , . . - , S 2 H - À 2 2 , . . . e s t n u l , 

et l 'on a le théorème suivant : 
Ann. de Mathémat., 4* série, t. XVIII. (Avril 1918.) 10 
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THÉORÈME. — Le déterminant formé avec les puis-
sances de trois points quelconques du plan, par 
rapport à trois courbes faisan t partie d 'un faisceau 
linéaire, est nul. 

L e t h é o r è m e , très g é n é r a l , s ' a p p l i q u e , e n p a r t i c u l i e r , 

à t r o i s c o n i q u e s passant p a r q u a t r e p o i n t s , à trois 

c e r c l e s a y a n t m ê m e axe r a d i c a l , etc. 

C o n s i d é r o n s , de m ê m e , q u a t r e c o u r b e s fa isant part ie 

d ' u n m ê m e r é s e a u l i n é a i r e et q u a t r e p o i n t s d u p l a n , 

n o u s a r r i v e r o n s , p a r le m ê m e r a i s o n n e m e n t q u e p l u s 

h a u t , au r é s u l t a t s u i v a n t : le d é t e r m i n a n t formé p a r les 

p u i s s a n c e s de q u a t r e p o i n t s d u p l a n , p a r r a p p o r t à 

q u a t r e c o u r b e s fa isant p a r t i e d ' u n réseau l i n é a i r e , est 

n u l . D e m ê m e s i l ' o n c o n s i d è r e q u a t r e c o u r b e s ayant 

p o u r é q u a t i o n s : 

À 2 S h - À S + T = O, 

X ' 2 S + V S + T = o , 

V ' 2 S + = o , 

X w * S « h = o 

( S = o, 2 = o , T = o étant les é q u a t i o n s de trois 

c o u r b e s q u e l c o n q u e s ) , le d é t e r m i n a n t formé p a r les 

p u i s s a n c e s de q u a t r e p o i n t s q u e l c o n q u e s d u p l a n , par 

r a p p o r t à ces q u a t r e c o u r b e s , est n u l . 

O n p e u t , é v i d e m m e n t , g é n é r a l i s e r , et l ' o n a u r a , par 

e x e m p l e , les t h é o r è m e s s u i v a n t s : 

THÉORÈME I . — Le déterminant formé par les puis 
sances de sept points du plan, par rapport à sept 
coniques quelconques, est nul. 

THÉORÈME I I . — Le déterminant formé par les 
puissances de cinq points du plan, par rapport à 
cinq cercles quelconques, est nul. 



( ia3 ) 
Les cas p a r t i c u l i e r s sont en n o m b r e , p o u r a i n s i d i r e , 

i l l i m i t é . 
O n a, par e x e m p l e , les théorèmes s u i v a n t s : 

Le déterminant formé par les puissances de 
quatre points, par rapport à quatre cercles qui ont 
un point commun, est nul. 

Le déterminant formé par les puissances de 
quatre points, par rapport aux couples des côtés 
d 'un triangle pris deux à deux et au cercle cir-
conscrit à ce triangle, est nul. 

P a r m i ces quatre p o i n t s , supposons que trois soient 

sur le c e r c l e c i r c o n s c r i t ; so ient A = o, B = o, G — o 

les équat ions des trois cotés d u t r i a n g l e ; le résultat 

sera le s u i v a n t : 

A t Bi A t Ci B t Ci 

A-2 A2 C2 B2C2 
A3B3 À3 C3 B3C3 

VÎB, d é s i g n a n t le p r o d u i t des d istances d u p o i n t de 

coordonnées x , y , a u x d e u x droites A = o, B = o, el 

a insi de s u i t e . L e résultat se d é d u i t , d ' a i l l e u r s , f a c i l e -

ment, de l ' é q u a t i o n d u c e r c l e c i r c o n s c r i t e n c o o r d o n -

nées t r i l i n é a i r e s . 

Nous a l l o n s p a r t i c u l a r i s e r encore et a p p l i q u e r les 

raisonnements précédents a u x re lat ions entre les d i s -

lances de n p o i n t s d u p l a n . 

I L S o i e n t S = o, 2 = o, T = o les équat ions de 

trois c e r c l e s , e n coordonnées r e c t a n g u l a i r e s ; nous 

supposerons q u e le coeff ic ient de (x2-\-y2) soit 

I unité, dans c h a c u n e de ces é q u a t i o n s . L ' é q u a t i o n 

X , S - + - X , £ - + - X 3 T - h X 4 = o 



( ) 
représente u n c e r c l e q u e l c o n q u e ; é c r i v o n s q u ' i l passe 

par trois p o i n t s d o n n é s , et q u ' i l se r é d u i t à une droite, 

n o u s a u r o n s 

Xi S 2 - t - = o , 

Xj S 3 - h = o, 

X , - H X 2 - F - X 3 . . ~ O . 

D o n c , les p u i s s a n c e s de trois p o i n t s e n l igne 

d r o i t e , par r a p p o r t à t ro is c e r c l e s , sont l i é e s par l 'équa-

t i o n 

Si Si Ti i 
S f S 2 T 2 i 
S 3 S 3 T 3 1 

I I ! O 

i ° S i les t ro is c e r c l e s se r é d u i s e n t à des p o i n t s con-

fondus avec les t ro is po ints d o n n é s , on a u r a , en dési -

gnant par 1 2 le carré de la d i s t a n c e des p o i n t s (1) 

et (2), 

0 
2 

12 —2 I i3 
2 

21 O 
—2 
23 I 

— 2 2 
3l 32 0 I 

1 1 1 o 
ou 

a4 -f- -4- c* — 2 « 2 ¿>2 — 2 a 5 c2 — 2 62 c2 = o 
ou 

( a + 6 + c ) ( a + 6 - c ) ( a + c - é ) ( a - 6 - c ) = o , 

a , fr, c dés ignant les l o n g u e u r s des côtés d u tr iangle 

formé par les t ro is p o i n t s , t r i a n g l e r é d u i t i c i à une 

d r o i t e . 

2 0 S i les trois c e r c l e s se r é d u i s e n t à des p o i n t s et que 

d e u x de ces c e r c l e s - p o i n t s se confondent avec d e u x des 
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uints donnés A , B , nous aurons 

—2 — 2 
O 12 DI I 

2 2 
>1 o D i i 

= o 
2 2 2 

31 32 D 3 1 
I I I f ) 

ou 

D A \ B C + - D b \ c A + D G 2 . A B 4 - A B . B C . C A = o, 

et1 qui est le théorème de Stewart. 

3° E x p r i m o n s que le cerc le q u i a pour équat ion 

X i S H - X f 2 - + - X s T - h X 4 = o 

passe par quatre points , nous aurons 

S I Si Ti 1 
S 2 £2 T, 1 

S S S3 T3 1 
s* T; » 

relation entre les puissances de quatre points d ' u n 

rercle par rapport à trois autres cerc les . 

Supposons que les trois cercles S , S , T se réduisent 

à trois points , confondus avec trois des quatre points 

donnés, nous aurons 

0 
— 2 
12 

—2 
13 

—2 
21 0 

— 9 23" 

—2 
3i 

—2 
32 0 

— 2 
4i 

—2 
4? 

—2 
43 

ou 

d'-a'H b ' 2 -^ c ' 2 - a ' « ) -+- c ' 2 - h a' 2 — ¿>'2) 

4- c2 c'2(a'2-h b''2— c'i) — ia'*b'ic"i=--o, 
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r e l a t i o n entre les carrés des d istances m u t u e l l e s de 

quatre p o i n t s d ' u n e c i r c o n f é r e n c e . 

O n o b t i e n d r a , é v i d e m m e n t , d'autres r e l a t i o n s ana-

logues e n faisant les s u b s t i t u t i o n s 

a b c 

b' c a' 

a' b' 

b c' 
a b c a' b' c' 
c' a b' c a! b 

et a i n s i de s u i t e . 

D e u x d'entre e l les suff i ront à les d é t e r m i n e r toutes, 

car i l y a quatre a r b i t r a i r e s p a r m i les s i x d istances . 

4 ° L ' é q u a t i o n X , S + X a T + X 3 U - h X 4 V = o repré-

sente u n c e r c l e q u e l c o n q u e ; é c r i v o n s q u ' i l passe par 

quatre points d o n n é s , nous a u r o n s 

5 1 T T U , V , 

5 2 T 2 U 2 V 2 

5 3 1 3 

s . 

= O, 

ce q u i e x p r i m e que le d é t e r m i n a n t formé par les p u i s -

sances de quatre points d ' u n c e r c l e , par rapport à quatre 

autres cerc les d u p l a n , est n u l . 

S i les quatre cerc les sont des c e r c l e s - p o i n t s , con-

fondus avec les quatre p o i n t s d o n n é s , on a u r a 

0 
2 

I '2 
2 

1 3 
2 

1 4 

. — 2 
'2 1 O I F * 

2 
• 2 4 

3 Ï 2 
2 

3<2 0 
2 

3 4 

2 

4 L 

2 
4 2 

2 
4 3 0 

b'*b"*->r c'+c'k— ... = o, 

en d é s i g n a n t par a , a ' , ¿>, b', . . . les d istances mu-

t u e l l e s des quatre points ; cette égal i té peut s 'écr i re 

(aa'-+- bb'-h cc') (aa'+ bb'— cc' ) 
- h (aa' — bb' -+- Ce') (aa!— cc'— bb') = o. 



( ' 2 7 ) 
E n égalant à zéro l ' a n q u e l c o n q u e de ces facteurs, o n a 

le théorème de P t o l é m é e s u r le q u a d r i l a t è r e i n s c r i t . 

11T. L ' é q u a t i o n 

X 1 S-bX 2 T-bX 3 U-bX 4 V-+-X 5 = o 

représente u n c e r c l e q u e l c o n q u e . N o u s p o u v o n s d i s -

poser des \ de façon q u e ce soit u n e i d e n t i t é ; o n a u r a , 

en p a r t i c u l i e r , 
X, H- X2-I- X3-+- X; = o. 

D'autre part , e n adoptant les v a l e u r s de A q u i font de 

l 'équation une i d e n t i t é , nous p o u r r o n s fa ire passer ce 

cercle par quatre p o i n t s q u e l c o n q u e s du p l a n ; nous 

aurons d o n c la r e l a t i o n 

Si T, U, V, i 
s4 T2 U2 V2 I 

53 1 
54 I 
1 I I I o 

entre les p u i s s a n c e s de quatre points q u e l c o n q u e s d u 

plan par r a p p o r t à quatre c e r c l e s q u e l c o n q u e s . 

S i les q u i t r e cerc les se r é d u i s e n t à des points c o n -

fondus avec les q u i t r e points d o n n é s , o n a u r a 

0 
2 

I 2 
2 

i 3 
— 2 
14 1 

2 
2 I O 

— 2 
¿ 3 

— 2 
24 1 

2 
3 i 

2 
32 0 

— 2 
34 1 

2 2 — 2 
4i 4 2 43 o 1 

1 1 1 1 0 

relation entre les d istances m u t u e l l e s de quatre p o i n t s 
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q u e l c o n q u e s d u p l a n , o u 

S a2 a2( 6 2 4 - c 2 — a2 4 - b'2 -h c'2 — a'2 ) 
— a2 b2 c'2 — a2 c2 b'2 — b2 c2 a'2 — a'2 b'2 c'2 = o, 

e n a p p e l a n t a , b, c les d i s t a n c e s d ' u n des p o i n t s aux 

t ro is a u t r e s , et a\ c' les autres d i s t a n c e s c o r r e s -

p o n d a n t e s . 

S i V d é s i g n e le v o l u m e d u tétraèdre d o n t les arêtes 

ont p o u r l o n g u e u r a , ¿>, c , a\ b\ c'} le p r e m i e r m e m b r e 

de la r e l a t i o n est é g a l à 144 • V r - ; i l a d m e t les s u b s t i t u -

t i o n s 

a b c a b' c' a b c a' b' c' 
a b' c a b c' j a b' c' a' b c 

a b c à b' c' 
b' 

(en tout '¿4), 
b c' a b' c 

(en tout '¿4), 

ce q u i se v é r i f i e i m m é d i a t e m e n t . 

L e p r e m i e r m e m b r e p e u t a u s s i s ' é c r i r e 

F = ,\a2b2c2 — £ a 2 ( 6 2 4 - a't)% 

(b2-h c2 — a'2) ( c 2 4- a 2 — b'2)(a2-f- b2 — c'2). 

E n p a r t i c u l i e r , s i les p o i n t s A , B , C sont e n l i g n e 

d r o i t e , o n a 
b' — a! - + - c\ 

et l ' o n t rouve q u e — F est le carré d u p o l y n o m e 

b2(a'-f- c') 4- a'c'(a' 4- c') — a2a' — c2c', 

o n r e t r o u v e a i n s i * l a r e l a t i o n de S t e w a r t . 

S i , dans l a r e l a t i o n ( i ) , o n s u p p o s e q u e l e c e r c l e S 

passe par les p o i n t s i , 2 , 3 , le c e r c l e T p a r les 

p o i n t s 2 , 3 , 4 et a i n s i de s u i t e , o n a r r i v e a u résu l tat 

s u i v a n t : 
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c'est-à-dire q u e , s i l ' o n c o n s i d è r e quatre p o i n t s q u e l -

conques, la s o m m e des i n v e r s e s des p u i s s a n c e s de c h a -

cun d ' e u x , par r a p p o r t au c e r c l e q u i passe par les trois 

autres, est n u l l e . 

I V . C o n s i d é r o n s trois cerc les représentés par S = o, 

T = o, U = o ; soit G = o l ' é q u a t i o n d u c e r c l e o r t h o -

gonal a u x trois c e r c l e s ; l ' é q u a t i o n 

X| S -H XJT -H X3 U = O 

représente u n c e r c l e o r t h o g o n a l a u c e r c l e C . E x p r i -

mons q u ' i l passe par trois points donnés, nous a u r o n s 

S, T , U, 

S 2 Ï , U 2 

s3 T3 U 3 

D o n c , s i quatre cerc les sont o r t h o g o n a u x à u n m ê m e 

cercle, le d é t e r m i n a n t formé par les p u i s s a n c e s de trois 

points d ' u n des cerc les , par rapport a u x trois autres 

cercles, est n u l . 

E n p a r t i c u l i e r s i les cerc les S , T , U sont des c e r c l e s -

points, G est le c e r c l e c i r c o n s c r i t a u t r i a n g l e formé 

par ces tro is p o i n t s , et l ' o n a le résultat s u i v a n t : s i 

deux cerc les sont o r t h o g o n a u x , et s i l ' o n p r e n d trois 

points s u r l ' u n et trois p o i n t s sur l 'autre , le d é t e r m i -

nant formé avec les carrés des d istances des trois p r e -

miers p o i n t s a u x trois autres est n u l . 

S i les t ro is p o i n t s d u p r e m i e r g r o u p e sont en l i g n e 

droite, on a 
XI -H X2H- X3 = O; 

les trois p o i n t s A , B , G sont s u r une droite orthogo-

nale au c e r c l e c i r c o n s c r i t a u t r i a n g l e D E F formé par 

les trois autres p o i n t s ; c'est d o n c u n e droite passant 
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par le centre O de ce c e r c l e ; o n a les quatre équa-

t ions 

X I . A D - + - X 2 A E - + - X 3 A F = 0 , 

X I . B D V = 0 , 

X ^ C D - + - . . . 

X J H - X , 

= 
H - X 3 = O. 

E n p r e n a n t les d e u x p r e m i è r e s et la q u a t r i è m e , on a 

la r e l a t i o n 

' Â D 2 Â Ê * Â F 2 

B D * B E 2 B F 2 

S A D 2 ( B E 2 — B F 2 ) = 0 , 

r e l a t i o n r e m a r q u a b l e entre les d istances de d e u x points , 

p r i s sur u n d i a m è t r e du c e r c l e c i r c o n s c r i t à u n t r i a n g l e , 

a u x sommets de ce t r i a n g l e . 

R é d u i s o n s quatre cerc les d u p l a n à l e u r s centres de 

coordonnées xKyM x2y*, L ' é q u a t i o n 

H- X2 [ ( ^ — ar2 )« -h ( y — 7 2 )* ] -H . . . H- X5 = O 

représente u n c e r c l e q u e l c o n q u e ; e x p r i m o n s que 

l ' é q u a t i o n est une i d e n t i t é , n o u s a u r o n s 

XJ -H X2 + X 3 + X4 = 0 , 

XJA?! -+- X2A?S-H = 0, 

X i j i - h = o, 

C e système a d m e t t o u j o u r s des s o l u t i o n s p o u r les A. 
A d o p t o n s u n e des s o l u t i o n s , et é c r i v o n s q u e le cerc le 

passe p a r l e s points x, y , . . . et a u s s i par u n c i n q u i è m e 
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point d u p l a n , nous a u r o n s 

(2) 

X2 .I'2 H - X 3 . I 3 >S4. I4 - + - X 3 = O , 

! XJ.2F -4-X3.23 -4-X4.24 - H X S = 0 . 

2 2 
XJ.5R -F-XS.5 '2 -+- H- X5 = 0 . 

Les é q u a t i o n s des d e u x g r o u p e s (1) et (2) sont toutes 

xérifiées par des v a l e u r s A, d o n c tous les d é t e r m i n a n t s 

du c i n q u i è m e ordre sont n u l s . E n p a r t i c u l i e r , on a 

0 
2 

12 
—-2 
13 

—2 
«4 

2 —2 —2 
21 O 9.3 24 

2 
3i 

2 
4l 

2 2 —2 —2 
5 [ 5'2 53 54 

ce q u i est u n e r e l a t i o n entre les carrés des d istances 

mutuel les de c i n q p o i n t s d u p l a n , r e l a t i o n q u i admet 

120 s u b s t i t u t i o n s . O n a a u s s i 

xx ^ 2 xk 

0 
— 2 1 2 2 

1 3 

(M 

— 2 
2 1 0 

— 2 
2 3 

2 
2 4 

— T 
3 I 

— 2 
3 2 0 

2 
34 

= 0, 

ce q u i est une r e l a t i o n entre les carrés des d istances 

m u t u e l l e s de quatre p o i n t s , et les d istances de ces 

points à u n e d r o i t e d u p l a n . 

O n peut , d ' u n e m a n i è r e a n a l o g u e , c o n s i d é r e r l ' é q u a -
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l ion 

H-

-h — (y — r5)2] = o, 

un aura des résultats semblables aux précédents. 

V . T o u t e s les considérat ions précédentes s 'appl i -

quent à u n système de sphères, et l 'on peut, i m m é d i a -

tement, énoncer les résultats su ivants : 

i ° L e déterminant formé par les pu issances de trois 

points q u e l c o n q u e s , par rapport à trois sphères ayant 

même p l a n r a d i c a l , est n u l . 

L e déterminant formé par les puissances de quatre 

points q u e l c o n q u e s , par rapport à quatre sphères ayant 

deux points c o m m u n s , est n u l . 

3° L e déterminant formé par les puissances de c i n q 

points q u e l c o n q u e s , par rapport à c i n q sphères ortho-

gonales à une même sphère ou ayant un point c o m m u n , 

est n u l . 

4° L e déterminant formé par les puissances de s ix 

points q u e l c o n q u e s , par rapport à s i x sphères q u e l -

conques, est n u l . 

5" S i l 'on considère s i x points de l'espace, n u m é -

4 . 6, on a 

O 
- 2 

I 2 
—<•> 13 2 

M 
2 

i5 
-—s 
16 

— 2 
21 O* 

2 
23 

2 
26 

-2 
3l 

2 
32 O 

2 
6l 6 >2 2 

63 
2 

64 
2 

65 0 

6° L a re lat ion entre les carrés des distances m u -
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nielles de c i n q p o i n t s q u e l c o n q u e s de l 'espace est 

2 2 2 2 
o ri I 0 I4 1 > 

21 o 
2 

23 

3Ï2 . O 

4i~ 
2 

0 1 

I I I I I O 

S i T o n c o n s i d è r e c i n q points de l 'espace, la 

somme des inverses des p u i s s a n c e s de c h a c u n par 

rapporta la sphère q u i passe par les quatre autres est 

n u l l e . 

V I . C o n s i d é r o n s u n t r i a n g l e de côtés a , b, c, et 

soient x , r , 3 les d istances d ' u n p o i n t d u p l a n aux 

s mimets d u t r i a n g l e . JNous avons trouvé entre ces s i x 

(juantités la r e l a t i o n 

( I) lx2a2(y2-h z2 — x2-h b2 H- C2 — a2) 

— x2y2 c2 — x2 z2 b2 — y2 z2a2 — a2b2c2 = o. 

L e s carrés des d istances de certa ins p o i n t s r e m a r -

quables d u p l a n d u t r i a n g l e a u x sommets s o n t d e s f o n c -

tions r a t i o n n e l l e s de a , 6, c ; c e c i a l i e u , en p a r t i c u l i e r , 

pour l ' o r t h o c e n t r e , le p o i n t de concours des m é d i a n e s , 

des b i s s e c t r i c e s , etc. 

O n peut se proposer de trouver tous les po ints du 

plan p o u r l e s q u e l s les quant ités x2,y2, z2 sont f o n c -

tions r a t i o n n e l l e s de a 2 , b 2 , c 2 . D é s i g n o n s a 2 , fe2, c 2 

par a, ¡3, y , et y2, z2 par w, W, so ient w,, wK 

des va leurs de a , r , w r é p o n d a n t à la q u e s t i o n , par 

exemple, les carrés des d istances d u p o i n t de c o n -
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c o u r s des m é d i a n e s a u x s o m m e t s d u t r i a n g l e ; p o s o n s 

¡a = u\ -h X o, 

v— p j -HX '8, 

w = X o 
et s u b s t i t u o n s dans la r e l a t i o n ( i ) ; n o u s a u r o n s une 

é q u a t i o n d u s e c o n d d e g r é e n 8, q u i a d m e t t r a l a s o l u -

t i o n 8 = o ; i l r e s t e r a d o n c u n e r e l a t i o n d u p r e m i e r 

degré e n 8, d ' o ù n o u s t i r e r o n s 8 e n f o n c t i o n r a t i o n n e l l e 

de M , , C , , X , X ' , X", a , ¡3, y . 

N o u s e n d é d u i r o n s e n s u i t e les v a l e u r s de w, c, tv 

par les é q u a t i o n s ( 2 ) et n o u s a u r o n s l a s o l u t i o n c o m 

plète d u p r o b l è m e . E n d o n n a n t , d a n s les r e l a t i o n s t rou-

vées, des v a l e u r s a r b i t r a i r e s à X , X', X", o n a u r a tous les 

s y s t è m e s de v a l e u r s de x%,y2, z2; d e u x v a l e u r s s e u l e -

m e n t , par e x e m p l e x2 et y 2 , s u f f i r o n t p o u r d é t e r m i n e r 

le p o i n t c o r r e s p o n d a n t à u n s y s t è m e de v a l e u r s de X, V, X". 

V i l . U n e r e l a t i o n entre les d i s t a n c e s de c i n q p o i n t s 

d ' u n e s p h è r e est, c o m m e i l est f a c i l e de le v o i r à 1 a ide 

des m é t h o d e s p r é c é d e n t e s : 

0 I '2 
2 

1 3 
— 2 
» 4 

2 
2 1 O 

2 
2 3 

— 2 
2 4 

2 
3 I 

2 
3 2 O 

— t 
4i" 
— 2 
5 1 

2 
5 2 

2 
5 3 

— 9 

5 4 " 

o u , e n d é s i g n a n t e s d i s t a n c e s 5 1 , 5 2 , 5 3 , 54 p a r x, y\ 
z , t, les autres d i s t a n c e s p a r a , b, c , a ' , c ' , 

( 1 ) X # 2 p ^ 2 A = o. 



( ) 
Le c o e f f i c i e n t X n 'est a u t r e q u e 

a 2 a ' * ( 6 ' 2 - h c ' 2 — a 2 ) 4-

4 - c 2 c ' 2 ( a ' 2 4 - 6'* — c ' 2 ) — 2 « ' 2 6 ' 2 C ' 2 , 

< e s t - à - d i r e q u e A = o est l a r e l a t i o n q u e n o u s a v o n s 

t rouvée e n t r e les d i s t a n c e s m u t u e l l e s de q u a t r e p o i n t s 

d'un c e r c l e , [/., V, p n e s o n t a u t r e s q u e les v a l e u r s q u e 

prend A p a r des s u b s t i t u t i o n s é v i d e n t e s ; q u a n t à A, i l 

est égal à 

(aa 4 - 6 6 ' 4 - cc) (ad bb'— cc') 

X (aa'-h cc'— bb')(aa'— cc — bb'). 

L e d é t e r m i n a n t d u c i n q u i è m e o r d r e est d o n c f a c i l e 

à d é v e l o p p e r ; s i n o u s a p p e l o n s D le d i a m è t r e de la 

sphère, la r e l a t i o n est v é r i f i é e s i l ' o n y r e m p l a c e x'2, 
y'\ z2, t2 par D 2 — # 2 , D 2 — y2, . . . ; o n a d o n c 

( X 4 - jjl -+- v 4 - p ) D 2 4 - i h — o ; 

cette m é t h o d e f o u r n i t d o n c , très s i m p l e m e n t , l ' e x p r e s -

sion d u r a y o n de la s p h è r e c i r c o n s c r i t e à u n tétraèdre 

dont o n c o n n a î t les s i x arêtes . 

N o u s a v o n s é t a b l i u n e r e l a t i o n e n t r e les d i s t a n c e s de 

quatre p o i n t s q u e l c o n q u e s d u p l a n ; d ' a u t r e p a r t , n o u s 

avons é t a b l i u n e r e l a t i o n e n t r e les d i s t a n c e s de q u a t r e 

points d ' u n e c i r c o n f é r e n c e ; s o i e n t a , 6 , c les t r o i s 

cotés d ' u n t r i a n g l e , x , y , z les d i s t a n c e s d ' u n p o i n t A , 

du c e r c l e c i r c o n s c r i t , a u x t r o i s s o m m e t s A , B , C ; u n e 

c o m b i n a i s o n f a c i l e des d e u x r e l a t i o n s d o n t n o u s v e n o n s 

de p a r l e r d o n n e l a r e l a t i o n r e m a r q u a b l e 

S ^ 2 7 2 ( a 2 4 - 6 2 — c 2 ) — Z ^ a 2 4 - a2¿>2c2 = o. 

V I I I . N o u s a v o n s t r o u v é , e n t r e les d i s t a n c e s m u -

tuel les de q u a t r e p o i n t s d u p l a n , l a r e l a t i o n 

< n S a> a'1 ( 6 2 4 - c 2 — a 2 4 - 6'2 4 - c'2 — a'2 ) 
— £ a ' 2 6 ' 2 c 2 — a 2 6 2 c 2 = o. 
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a!s br, cf étant les distances de l ' u n des points D aux 

trois autres A , B , G . 

S i le p o i n t D décr i t une courbe f ( a ' b ' c ; ) = o, l ' é l i -

i i i ¡nat ion de c' entre l 'équat ion f = o et l a r e l a t i o n (Y) 

donne, entre a 1 et è' , une r e l a t i o n q u i représente une 

courbe formée de la p r e m i è r e courbe et d'une autre; 

on a a i n s i , d 'une manière générale, une équat ion repré-

sentant une courbe q u i se décompose; on peut déduire 

de là un grand nombre de théorèmes n o u v e a u x . 

N o u s étudierons des cas p a r t i c u l i e r s très s imples, 

en prenant p o u r ' t r i a n g l e A B C un tr iangle equi latera l . 

Déf in issons le l i e u d ' u n point M par l 'équat ion 

a 2 ^ - c'2 = a 2 , 

(pi i représente le cerc le décr i t sur A C comme dia-

mètre; d'où 
c'2 = a- — a'2 ; 

remplaçons c p a r cette va leur dans la r e l a t i o n ( i ) , i l 

v ient une re lat ion entre a'2 et / / 2 , le l i e u des points 

q u i satisfont à cette re lat ion est une courbe d u qua-

tr ième degré en y \ en prenant d e u x axes rectangu-

la ires se croisant au centre du tr iangle , Oa? étant paral-

lè le à B C , l 'équat ion est 

— 36 (\r2 4-JK2 )2-h 2i a2(x2 -hy2) - + - . . . = o, 

([lii se décompose en 

6 y2-h Sx2 — a y sfë — 3 ax — a1 = o, 

q u i représente le cerc le décr i t sur A G comme diamètre 

et en un second cercle q u i est s y m é t r i q u e d u premier 

par rapport à A B ; ces deux cercles forment le l i e u des 

points M pour lesquels i l y a, entre les distances M A , 

M B , la re lat ion dont nous avons par lé . 



( ) 
La re lat ion ( i ) , pour le tr iangle e q u i l a t e r a l , devient 

( I ) « . ( M Â V M B V M G 1 ) - FLK + S M Î ! . M B , - S M Â I = = O . 

Soil un p o i n t M p o u r l e q u e l on a 

MÂ2-4- MB2 = 2 MG2. 

Le l ieu de ce p o i n t est une droite q u i a pour équat ion 

( ' • ; . ) y-hx\/3 = o. 

Remplaçons dans la re lat ion ( 1 ) , M A -{- M B par 2 M C , 
i! vient 

(."{) a 2 .3 MG2 — a 4 

- MÂ2 — ¥ B 2 — MG2 2MC4 H- MA2 .MB2 = o, 

relation entre les trois distances M A , M B , M G , ou 

3y*+(ay*-h 3 xy* ) / 3 -h. . . = o, 

(pii se décompose en la droite y x^'ò = o et u n 

cercle i m a g i n a i r e . A i n s i , le l i e u des points M q u i 

satisfont à la r e l a t i o n (3) est formé d'une droite et d ' u n 

cercle i m a g i n a i r e . 

Soit la môme re lat ion 

M Â 2 - 4 - M B 2 = ' ¿ M G 2 , 

la relat ion (1) pourra s 'écr ire 

« » ( M À V M B V M G 1 ) 

- a ^ + M c ' V M Â \ M B 2 — ¡ i l ' - MB* = o, 

le l ieu des points q u i satisfont à cette n o u v e l l e re lat ion 

*era formé de la droite précédente 

y -h x y/3 = o 
lin. de Mathémat., 4e série, t. XVIII. (Avril 1918.) 1 I 
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et, cette fois, d ' u n c e r c l e - p o i n t , q u i n'est autre que le 
sommet G d u t r iangle e q u i l a t e r a l , résultat faci le ù 

vér if ier . 

S o i t , enfin, la re lat ion 

MÏÏ2 -4- MG 2 = K2 ; 

on trouve que le l i e u des points q u i satisfont à la rela-

t ion, t irée de la re lat ion ( i ) , 

a 2 ( M A 2 H-K*) - a * 4 - K 2 . M A 2 — K* — MA ' -H3 M~B2 . MG* = o. 

est formé de deux cerc les , savoir c e l u i q u i a pour 

équation 

MB 2 -* - M G 2 = K 2 

ou 
a2 ay K2 

xl yï = O 

3 v/3 2 

et u n second cerc le , q u i a pour équat ion 

.r2 -4- / y -+- ^ | H- K2 — a 2 = o. 
V / V 

L a méthode que nous venons d ' e m p l o y e r et q u i peut 

f o u r n i r u n très grand n o m b r e de théorèmes nouveaux 
consiste, non pas à é l i m i n e r une des quantités a'< 
6', c' entre la r e l a t i o n fondamentale et une équa-

t i o n j\a'b'c!)~ o, q u i déf init une courbe, mais à 
c o m b i n e r , de diverses m a n i è r e s , la re lat ion fondamen-

tale et l 'équat ion / = o. 
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[R6] 
S U ! LES TUEOItEMËS DES P l t O J E C T I O N S ET DES MOMENTS 

DES QUANTITÉS DE MOUVEMENT 
(Extrait d'une lettre à M. Appell); 

PAR M. J. ARNOVUEVITCH. 

E n é t u d i a n t votre Traité de Mécanique rationnelle 
j'ai fait la r e m a r q u e q u e le t h é o r è m e des p r o j e c t i o n s 

des q u a n t i t é s de m o u v e m e n t est u n cas p a r t i c u l i e r d u 

théorème des m o m e n t s , n o t a m m e n t q u a n d les m o m e n t s 

sont rapportés à u n axe s i t u é à l ' i n f i n i . 

R a p p o r t o n s u n s y s t è m e m a t é r i e l à d e u x s y s t è m e s de 

coordonnées r e c t a n g u l a i r e s f ixes et Oxyz, 

dont les p l a n s yt O , zK et yOz c o ï n c i d e n t ( p l a n de la (i-

> u re ). L ' é q ua t io n d e s ino m e n ts par ra p po r t à l 'a xe O , g 4 e s l 

£ 
dt Yi— 

dy i _ dx i 
dt J l dt 

Les c o o r d o n n é e s xyz et X\ r , Z\ d ' u n p o i n t m a t é -

r iel m et les c o m p o s a n t e s W Z et X , Y , Z , des forces 

extérieures sont l i é e s par les é q u a t i o n s 

, xx = jr, yl = y cosa -f- z s ina— a, 
l Zi = z cos OL—ysina-hè; 
i d'où 

1 dx dyi dy dx i 
~dt 

—r- 7 —= - r - c o s a H r-s ina; 
dt dt dt dt 

X, = X, Yi = Ycosa - f -Z sins 

dz 
dt 

Zj = Z cos a - Y sin : 
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E n portant les va leurs ( 2 ) dans l ' é q u a t i o n ( 1 ) nous 

a u r o n s 

d V r / dv dz . 
( 3 ) — 7 m I x ( —7- c o s a H - s i n a v ; dt -d [ \ dt dt 

dx . .1 
— ~dt c o s a + 3 s , n a — 

= c o s a -4- Z si 11 et)— c o s a -\-z s i n a —a)]. 

D i v i s o n s les d e u x m e m b r e s de cette é q u a t i o n par a;; 

o n obt ient 

d v^ X dx \ \ ( dy dz . 
(4 ) -7- 7 m \ —, ! \ x ( - 7 - c o s a h — s i n a v y dt ¿U l dt a \dt dt 

•22[ 

d x t ' J 1 — ^ ( r c o s a s i n a ) H 

X 4 - — j a?( Y c o s a 4 - Z s i n a ) 

— c o s a H- ¿ s i n a ) [ J . 

I m a g i n o n s que l'axe O f zK s 'é lo igne vers l ' i n f i n i tout 

en restant dans le p lan yO z ; la coordonnée a c r o î t infi-

n i m e n t et les termes de ( 4 ) contenant — s'annulent. v 7 a 
L ' é q u a t i o n ( 4 ) se r é d u i t d o n c h 

v } dt jLà dt JLAJLÎ 

q u i e x p r i m e le théorème des p r o j e c t i o n s des quantités 

de m o u v e m e n t sur l 'axe O x . 

INous a u r i o n s le même résultat en é c r i v a n t l 'équation 

des moments par rapport à l 'axe O { y { . E n effet, les 

d e u x axes 0 , ) ' , , s ' é l o i g n a n t vers l ' i n f i n i , coïn-

c i d e n t enf in avec la dro ite i n f i n i m e n t é l o i g n é e { y z ) du 

p l a n j O : . 

L e s mêmes c o n s i d é r a t i o n s étant faites sur les deux 

autres axes O j * et O s , 011 peut d i r e : 
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Les équat ions des p r o j e c t i o n s des quant i tés de m o u -

v e m e n t sur les axes O y , O z sont i d e n t i q u e s avec 

j(.s ('((nations des m o m e n t s des quant i tés de m o u v e -

ment par rapport a u x axes i n f i n i m e n t é l o i g n é s ( y z ) , 

i • ) et (xy)- C e s d e r n i e r s axes se trouvant dans le 

même p l a n , q u i est le p l a n i n f i n i m e n t é l o i g n é i l de 

l'espace, c o n s t i t u e n t avec les p r e m i e r s les s i x arêtes 

d'un tétraèdre p a r t i c u l i e r . 

C o m m e o n p e u t s u b s t i t u e r au p l a n I I u n p l a n P q u e l -

conque d é t e r m i n é , o n peut e x p r i m e r les s i x équat ions 

universelles d u m o u v e m e n t de la m a n i è r e s u i v a n t e : 

O n obt ient s i x équat ions d u m o u v e m e n t i n d é p e n -

dantes en é c r i v a n t le théorème des moments des q u a n -

tités de m o u v e m e n t par rapport à c h a c u n e des s i x 

arêtes d ' u n tétraèdre. 

Sous cette forme les s i x équat ions d u m o u v e m e n t 

donnent, dans le cas de v a l e u r s constantes des vitesses, 

les c o n d i t i o n s nécessaires d ' é q u i l i b r e d ' u n système 

matériel, e x p r i m é e s dans le n ° 1 0 0 de votre O u v r a g e . 

Kl les p e u v e n t d ' a i l l e u r s se d é d u i r e de ces é q u a t i o n s 

d'équi l ibre par le p r i n c i p e de d ' A l e i n b e r t . 

[ L 1 1 8 ] 

SUR LES FAISCEAUX DE CONIQUES ; 

PAR M. H. GOORMAGHTIGH. 

1. S o i e n t A , B , C , D les p o i n t s de base d ' u n fa isceau 

ponctuel de c o n i q u e s , et d é t e r m i n o n s le l i e u des centres 

de courbure de ces c o n i q u e s c o r r e s p o n d a n t au p o i n t 

de base A . 
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U n e d r o i t e q u e l c o n q u e m e n é e p a r A c o u p e e n /> etc/ 

les d r o i t e s B D et C D , les p e r p e n d i c u l a i r e s é l e v é e s en A 

s u r A B et A C r e n c o n t r e n t e n q' et p' les p e r p e n d i c u -

l a i r e s é l e v é e s s u r pq e n ^ et p \ s i P est le p o i n t d'in-

t e r s e c t i o n de p'q' a v e c la p e r p e n d i c u l a i r e é l e v é e en A 

s u r pq, le m i l i e u w de A P est le c e n t r e de courbure 

e n A de l a c o n i q u e d u f a i s c e a u q u i t o u c h e pq 
e n A ( « ) . 

P r e n o n s c o m m e axes de c o o r d o n n é e s les d r o i t e s Aq' 
et A B , et s o i e n t 

y = mx, x -h \y = b, x -+- [iy = c, 
y — V ¿F, y — ox 

les é q u a t i o n s de pq, B D , C D et des p e r p e n d i c u l a i r e s 

é l e v é e s e n A s u r A C et A D . O n e n d é d u i t c o m m e coor-

d o n n é e s de p et q 

/ b mb \ I e mc \ 
\ F -+- X M I -h X M / ' \ I -J- FI. M ' I -+- ¡JL M / ' 

c e l l e s de />' et q 1 sont 

b(mi-h i) b y ( m2 -+- i) 

et 
c ( m2 -+- î ) 

, o . 
i -h ¡XM 

L ' é q u a t i o n de p ' q* s ' é c r i t , p a r c o n s é q u e n t , 

[ b ( î -h u m ) — c ( i + y w ) ( i + À / n ) ] / 
. — ¿>Y(i H- u.m)x -+- bcy ( m 2 - h î) = o. 

( l ) Voir F . S E R R E T , Géométrie de direction; F O U R E T , Comptes 
rendus Acad. Sc., 1890; M A N N H E I M , Principes et développements 
de Geometrie cinématique, p. 6 7 8 ; C E S A R O , Natürliche Geometrie. 
p. I 3 O : voir AUSM une Note de M . B O U V A I S T , Nouvelles AnnaleS. 
1916, p. 345, 
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On a donc c o m m e équat ion du l ieu 

lVi y — yx)[b{y — ux) — c(y — Ix )] -t- bcy(x2-^y2) = o, 

ou. plus s i m p l e m e n t , 

, Y (y — y x ) (y — ox ) -f- ( y% ) = o. 

Le lieu des centres de courbure des coniques d' un 
faisceau, correspondant à l'un des points de base, 
est une cubique ayant ce point pour point isolé et 
dont les asymptotes sont perpendiculaires aux 
droites qui joignent ce point de base aux trois 
autres. 

L ' é q u a t i o n de la c u b i q u e montre que le p r o d u i t des 

distances to a u x droites y — o, y ~ y = 5 x est 

proportionnel à A w . 

Le carré du rayon de courbure d'une conique du 
faisceau en l'un des points de base est proportionnel 
au produit de ses projections sur les droites qui 
joignent ce point de base aux trois autres. 

Supposons maintenant que le point A soit un centre 

isogone d u t r i a n g l e formé par les points B , G , D ; on a 

alors y = y / 3 , 8 = — y / 3 , et l 'équat ion de la c u b i q u e 

décrit 

iy(y2— v^ = 

i est l 'équat ion d'une tr isectr ice de G . de L o n g -

champs. 

Si l'un des points de base d'un faisceau de 
i oniques est un centre isogone du triangle formé 
par les trois autres, le lieu de leurs centres de cour-
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bure correspondant à ce point de base est une trisec-
trice de G. de Longchamps. 

T r a n s f o r m o n s la f i g u r e p a r u n e i n v e r s i o n de c e n t r e A ; 

les c o n i q u e s d u f a i s c e a u o n t p o u r t r a n s f o r m é e s les 

c u b i q u e s c i r c u l a i r e s u n i c u r s a l e s passant p a r les in -

verses de B , G , D et a y a n t l e u r p o i n t d o u b l e e n A ; le 

c e r c l e o s c i l l a t e u r de T u n e q u e l c o n q u e des c o n i q u e s 

c o n s i d é r é e s a p o u r t r a n s f o r m é l ' a s y m p t o t e de l a c u b i q u e 

c i r c u l a i r e c o r r e s p o n d a n t e . L e l i e u des p r o j e c t i o n s de A 

s u r les a s y m p t o t e s des c u b i q u e s c o n s i d é r é e s est h o m o -

t h é t i q u e de l ' i n v e r s e de la t r i s e c t r i c e ; ce l i e u est donc 

u n t r i fol i u n i r é g u l i e r . 

Uenveloppe des asymptotes des cubiques circu-
laires unicursales circonscrites à un triangle ayant 
leur point double en l'un des centres isogones est 
une hypocycloïde à trois rebroussements. 

2 . C o n s i d é r o n s e n c o r e u n f a i s c e a u t a n g e n t i e l de 

c o n i q u e s a y a n t p o u r tangentes c o m m u n e s les droites 

a , d et d é t e r m i n o n s le l i e u d u c e n t r e de c o u r b u r e 

de ces c o n i q u e s c o r r e s p o n d a n t a u x p o i n t s o ù el les 

t o u c h e n t la Langente c o m m u n e a . 

S o i e n t B et C les p o i n t s d ' i n t e r s e c t i o n de a a v e c b 
et c , ¡3 et y c e u x de d a v e c b et c; s i M est u n p o i n t 

q u e l c o n q u e de a et s i ¡3' et y r d é s i g n e n t les p o i n t s où 

les p e r p e n d i c u l a i r e s é l e v é e s e n M s u r M ¡3 et M y r e n -

c o n t r e n t c e l l e s é l e v é e s s u r B C e n C et B , la d r o i t e ¡3'y' 

passe p a r le m i l i e u d u r a y o n de c o u r b u r e e n M de la 

c o n i q u e d u f a i s c e a u q u i t o u c h e a e n ce p o i n t ( ' ) . 

P r e n o n s c o m m e axes de c o o r d o n n é e s les d r o i t e s B y ' 

(') Voir la Noie de M. B O U V À I S T , Sur la détermination du 
centre de courbure en un point d'une conique ( Nouvelles Annales, 
1916, p. 349). 
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et B C ; soient m et c les ordonnées de M et G , 

, X) les coordonnées de [3, ( y , ¡JC) cel les de y . O n en 

déduit, pour cel les de |3r, 

— c ) ( X — m ) , c 

et, pour cel les de y ' , 

i m ( ¡x — m). o. 
Y 

L'équat ion d u l i e u s'écr it a lors 

i y ( y — c) [y(X — J ) — — y)] — c^x=o, 

ou, en désignant par d l 'ordonnée d u pdint d' intersec-

l ion des droites d et a, 
c S Y 

*y(y ~c)(y — d)— x = o. 

Le l i e u cherché est donc u n e parabole c u b i q u e de 

W a l l i s passant par les points d ' intersect ion de la tan-

gente c o m m u n e a avec les trois autres. 

Le lieu des centres de courbure des coniques d'un 
faisceau tangent iel aux points ou elles touchent 
¿"une des tangentes communes est une parabole 
cubique. 

SOLUTIONS DE QUESTIONS P R O P O S É E S . 

1894. 
( 1900, p. 5 7 i . ) 

On donne les trois surfaces du second degré 

Qi + a(z — 3 a 2 = o, 
Q 2 == zx -t- a(x — z) -+- 3 a 2 = o, 
Q 3 == xy -4- a (.y — x ) H- 3 a 2 = o ; 
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i® Démontrer que ces surfaces passent par une même 

cubique gauche ; 
•2° Trouver le lieu des centres des quadriques passant 

par cette cubique ; 
3° Trouver les droites situées sur ce lieu. 

C H . B I O C H E . 

S O L U T I O N 

P a r M . J . L E M A I R E . 

I° Les surfaces cylindriques Qi et Q2 contiennent toutes 
deux la droite de l'infini du plan xOy; le reste de leur inter-
section est une cubique gauche qui appartient bien à Q3. à 
cause de l'identité 

(x — a )Qj — ( y -H «)Q.2-b ¿aQ3== o. 

•20 L'équation générale des quadriques passant par cette 
cubique gauche étant 

X1Q1-+-X iQ1-hX8Q8= o, 

on obtient pour le lieu de leurs centres la surface 

(x — a)(y — a)(z — a) -h (x -h a) (y -h a) (z -h a) = 0. 

3° Cette surface contient, outre les droites de l'infini des 
plans de coordonnées, les droites suivantes : 

x — a = o, | y — a = o, l z — a = o, 
y -i- a — o, ( z -h a = o, f x -h a = o; 
x — a = o, ^ y a = o, \ z — a = o, 
z -h a = o, f x a = o, ) y + a = o ; 

x = o, ( y = o. ( >5 = 0, 
y -j- z = o, ) z x = 0, \ x y — o. 

1914. 
( 1901, p. 192.) 

Si une ellipse de grandeur donnée roule sur deux droites 
rectangulaires : 

i° Le lieu des foyers de cette ellipse se compose de quatre 
ovales dont chacun d'eux a une aire équivalente à celle 
d'un cercle ayant pour diamètre la distance focale ; 



2° Le lieu des sommets du grand axe se compose égale-
ment de quatre ovales ayant chacun pour aire celle du 
cercle décrit sur le grand axe comme diamètre ; 

3° Le lieu des sommets du petit axe est aussi formé par 
quatre ovales ayant chacun une aire équivalente à celle 
du cercle décrit sur le petit axe comme diamètre. 

Considérons une ellipse d'axes 2a et 26, de centre 0 , dont 
le grand axe est dirigé suivant Ox et le petit axe suivant 0 y . 
Soient : OX, OY les deux droites rectangulaires données, 
que nous prenons comme axes de coordonnées; 0 l'angle que 
0 x fait avec OX; a et ¡à les coordonnées d'un point M du 
plan de l'ellipse par rapport à ses axes Ox, O y . 

Dans le système d'axes Ox, Oy, la tangente à l'ellipse, qui 
fait un angle 0 avec Ox, a pour équation 

(1) x sin6 - f -y cosô = y/a2 sin20 h- 62 cos26. 

La tangente qui lui est perpendiculaire fait un angle de 90"-!- 0 
avec Ox et a pour équation 

\ -±) x cosô — y sinô = y/a2 cos20 -+- 62 sin26. 

Or, les coordonnées (X, Y) du point M par rapport à OX, 
OY, sont respectivement les distances de M aux droites (2) 
et (1). Ces coordonnées sont donc 

( 3; X = — a cos6 -+• ¡3 sin8 -h y/a2 cos20 H- ¿>2 sin20, 

(4) Y --- a sin0 -F- 3 cos0 H- y/a2 sin20 H- 62 cos20. 

Telles sont les coordonnées paramétriques d'un point M de la 
courbe roulette de M entraîné dans le roulement de l'ellipse. 
Cette courbe se compose de quatre ovales identiques, dans 
chaque angle droit de OX et OY. 

Étudions maintenant l'aire U de l'un de ces ovales. On a 

= y = (a sin0 -h ß cos0 — V
7a2 sin28 -+- 62 cos20) 

E . - N . BARISIEN. 

SOLUTION 

P a r L'AUTEUR. 
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O U 

= a 2 s i n 2 6 -+- Û* e o s 2 6 4 - -2a3 sin 6 e o s 6 aU 4 

— a s i n 6 / a * sin2 G-+-¿>2eos2 0 — ¡3cos6 y/a2 sin2 0 H-¿>2 cos*1) 
c2a sin26 cosO c 26sin0cos 2G 

y/a2 eos20 -b ¿>2 sin26 \ /a2 cos20 4- ¿>2 sin20 

c2 sinO cosO / a 2 sin20 4- 62 cos26 

y/a* eos2 6 b2 sin2 0 

Pour avoir l'aire de l'ovale, il faut intégrer de o à nz\ on a 
donc 

-, 271 ^ 271 
s i n 2 6 î / 0 4 - p2 / c o s 2 0 î / 0 4 - 2 a p / sinOcosOrfQ 

«. O * ' 0 
•,27r 

— a / / a 2 sin20 -+- 62 cos20 sinO ¿/O 

/ > 2 7 r , 

— p / y / a 2 si 
^ o 

r 2 
— c2a / 

! sin20 4- ¿>2 cos2 G cosO d0 

sin2 G cos 0 rfô 

• o cos20-4- ¿>2 sin20 
271 sin 0 eos2 0 dO s* ¿ 71 

Jo \/a 7o 
-, 2 7t 

y/a%l e o s 2 0 4 - b¿ s in - 0 

. « i 4 / a 1 sin20 4- b1 cos20 . . A „ 
4 - C2 I i / — r-r 7T-: SinQcOsOdO. J0 y a 2 eos20 h- b2 sin'2') 

Or, il est facile de voir que toutes ces intégrales, sauf les deux 
premières, sont nulles. Far exemple, considérons la quatrième 

sin-8 4- b2 eos20 sin 0 ¿/O. 
^ Z 

ï = / y/«5 si 
* o 

On peut l'écrire 
p 2 7T 

I = — / y / « 2 — c 2 c o s " 0 COS 6 ) . 
* 0 

Four 0 = o et 0 = -2 tt, on aura cos 0 - i. Par conséquent 
r = o. 
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L'aire U est donc 

( i ) u = 7i(a2 -f- p2). 

lille est équivalente à Vaire du cercle ayant pour rayon 
la distance de M au centre O de l'ellipse. 

Les cas donnés par l'énoncé sont : 
i° a = dt C, ¡3 = o. Alors U = TZC2 (aire du cercle focal ). 

a = d= a, ¡3 = o. Alors U — na 2 (aire du cercle principal ). 
3" a = o, ¡3 = zb Alors U = Ttb2 (aire du cercle secon-

daire). 

Ce sont bien les résultats demandés. 
Pour les sommets du rectangle des axes, a = ± a, {3 = 1 t b, 

U = 7r(a2H- 62). 
L'ovale a alors même aire que le cercle de Monge de l'el-

lipse. 
Sur Véquation cartésienne du lieu dont les coordonnées 

paramétriques sont (3) et (4) .— M. H. Brocard, ayant reçu 
communication de mon projet de réponse, s'est empressé de 
me faire connaître les études antérieures publiées à l'occasion 
d'un problème plus ancien, proposé sous le nom d 'el l ipse-
glissette, traité ou résolu plus ou moins complètement par 
T. Muir, 1889-1890, 1891-1892; J.-M. Lareu, 1891-1892, 1897-
1899; P.-G. Tait, 1891-1892; P. -H. Schoute, 1894-1896; E.-J. 
\anson, 1897-1899. 

(Voir Encyclopédie fr.-all. des Se. math., t. I, vol. II, 
\lgcbre, 1907, p. 107 : Élimination.) 

En rendant rationnelles les équations paramétriques (3) 
et ( 4 ), on a 

(f>) («2 _ — c2 j sin26 4- 2 a[3 sin0 cos0 
— O.OLX cos 6 -4- 2 (3x sin 0 — (a?2 4- a2— a2 ) -=: o ; 

(7) (a2— c2) sin26 -h 2ap sinG cosO 
— i$y cosO —2a y sinG-f- (y2-h ¡32— 6 2 ) = o. 

L'élimination de 6 est grandement facilitée par ce fait que les 
coefficients de sin28 et sinG cos G sont les mêmes dans ces deux 
équations. 

En les retranchant l'une de l'autre, on a 

(8) i(<tx — cos G — 4- ay) sinG 
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On combinera cette équation avec l'une ou l'autre des deux 
autres (6) ou (7). On aura ainsi une équation du second 
degré en sin8. L'équation (8) est aussi du second degré 
en sin6. Le résultant de ces deux équations en sin8 donnera 
une équation qui est, en général, du dixième degré. 

Dans le cas des foyers, a = dt c, p = o; le lieu, qui a alors 
les deux facteurs étrangers x2— 62 et y*—62, se réduit au 
sixième degré, et a pour équation 

(9) x2(y2 — b2 ) 2 y 2 (x2 — a 2) 2 — 4 c2x2y2 = o. 

On oblient, d'ailleurs, cette équation directement, en raison 
des propriétés des foyers. Soient (&, y)f (a?', / ) leurs coor-
données. On a 

xx'= b*, yy'—b2, ( x — x')2 -h (y — y' ) 2 = 4 c'2. 

• . < b% t b 2 v • j i- -
11 en resuite x = > y = — ? et I équation ou lieu est immé-
diatement 

C'est bien l'équation (9). 
Lorsque le point M est un des sommets de l'ellipse, ou bien 

est situé sur l'un des axes de l'ellipse, le lieu est du huitième 
degré. 

C'est ainsi que, pour les sommets du grand axe (« = ± a , 
•ï = o), on parvient à l'équation 

;[('2 a2 — b2)(x2-+-y2) 4- b*]* — \a2c2{x'^y'-) — 4a2 b2{x2 -\-y2)[2 

= 64 akx2y2(c2x2-+- b1* ) ( c2y2 H- 6*). 

Cette question, extraite des Archiv. Math. Phys., a reçu 
sa solution dans un article Sur les polynomes etc., de 
M. C. WILLÏGENS ( 1911, p. 97-116). La question 1915, malheu-
reusement, ne se trouvait pas rappelée dans cet article. Il nous 
semble inutile d'en reproduire ici l'énoncé. 

1 9 1 5 ( P . APPELL) . 

( 1901, p. 33 i ; 1917, p . 466. ) 

N o t e d e la R É D A C T I O N . 
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G est à l'obligeance de M. Appel! que nous devons éette 

indication, et nous lui en exprimons nos remerciements les 
plus sincères. 

1857. 
( 1903, p. 4T.) 

Une parabole est bitangente à une conique donnée S 
en un point fixe et en un autre point. Le lieu du foyer est 
une podaire de parabole. 

Cas particulier : i° La conique donnée S est une hyper-
bole équilatère; 2° La conique S se décompose en un 
couple de points. R . G I L B E R T . 

S O L U T I O N 

P a r UN ABONNÉ. 

Prenons comme origine des coordonnées le point de contact 
fixe et comme axe des x et des 'y la tangente et la normale 
à S en ce point. 

Les équations ponctuelle et tangentielle de S sont 

( $x — ay)2 — Yyi — 2py = o, 
U2~H 2XU -F- 2 P C> -4- = O ; 

a. 3, y désignant des constantes. 
Celles de la parabole sont 

( bx — ctyY— 2 b y = o, 
u2 -h 2 au 2 bv = o ; 

a. et b étant deux paramètres variables. 
En retranchant les deux équations tangentielles on obtient 

2 (a — OL)u - I - 2(b — — Y = O. 

C'est l'équation du point de concours des deux tangentes com-
munes, à S et à la parabole, autres que O r̂. Pour exprimer 
que ces deux courbes sont tangentes, il suffit d'écrire que ce 
point est sur l'une des deux coniques, sur la parabole par 
exemple, ce qui donne 

(6» — «¡3)*— b*((b - p) = o. 
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D'autre part, si l'on exprime que la droite 

y—yo — i(x — x o) = o 

est tangente à la parabole ; c'est-à-dire que le point a?0, y 0 

est un foyer de cette courbe, on trouve 

i(by0—ax 0 ) — j = o, b x0 -h ay0 = o ; 
d'où 

a = z b = yo 
nxï-t-yl)' l+yi)' 

Portant ces valeurs dans la relation ci-dessus, on obtient pour 
équation du lieu du foyer de la parabole 

C'est une cubique circulaire unicursale: c'est-à-dire une 
podaire de parabole. 

Si la conique S est une hyperbole équilatère, on a la rela-
tion 

Les tangentes à la cubique au point double ont pour équation, 
dans cette hypothèse, 

Elles sont rectangulaires et par suite la cubique est une stro-
phoïde.Si la conique S se décompose en deux points, et si x \ , y \ 
désignent les coordonnées du point, autres que l'origine, par 
lequel passent toutes les paraboles, on trouve pour équation du 
lieu des foyers 

4 j i y ( h - f2 )•— (*y\ -+- yor\ )2 = o. 

Cette courbe est une cissoide. 

Autre solution par "IVI. L . P O L I . 

2015. 
( 1905, p. 192 ; 1916, p. 3 6 i . ) 

Un trièdre trirectangle a son sommet sur le côté E d'un 
angle donné. Du point où l'autre côtéD de cet angle ren• 
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contre Vune des faces de ce trièdre, on élève un plan per-
pendiculaire à ce côté. Ce plan coupe E en un point d'où 
l'on abaisse la perpendiculaire A à la face considérée. 
On détermine de même B et G pour les autres faces du 
trièdre. Démontrer que les deux droites qui rencontrent 
A, B, C, D sont perpendiculaires à D et perpendiculaires 
l'une à Vautre. M A N N U E I M . 

S O L U T I O N 

P a r M . R . B O U V A I S T . 

l/énoncé est manifestement inexact, car la droite E ren-
contre A, B, C, D et ne satisfait pas aux conditions données. 

Soit 

E = 
^o JKu ô 

E - Ì L - Z - - Ì 

D = X O = y = * — -

les axes étant les arêtes du trièdre trirectangle donné, on voit 
de suite que les droites A, B, G ont pour équations 

( A » 

(B) 

Xo Z(I x — .7*0 - u = X\, 
Y 1 o 
-o.Ko 

y=y*~ —tt = / i » ( 1 o 

1 a Kfl 

= " a Po 

^ _ ^ .Xo ^o _ „ J — x 0 ^ p — 3 > \ 
z0 - yp*o 

PPo 

M Po= + P70-+- Y^o. 
Si a > Y ' l'i m'> n s o n t les coordonnées d une droite A 

^appuyant sur A, B, C, on aura 

n'= % y i — [i'xu l'= — y >2, nv=z y 
Ann. de Mathémat4' série, t. XVIII. (Avril 1918.) 12 
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la relation a'/'-b m' H- y' nr = o devient 

Izxg mpjp nyz 0 _ 

a, p, n étant les coordonnées de D. 
La relation a / ' + + + + y'n = o, qui 

exprime que la droite A rencontre D, devient 

«'(/-+- Tri - £-3) 
-h m -+- az2 — y^ i ) + y'(n -h — = o 

ou 

-h -h a s 0 -Y^r 0 ) -f- ajo) = o; 
or 

/ = — y7O, "i = Ï ^ O - ^ O , ^ = — P^o; 

cette relation est vérifiée identiquement; D est donc sur 
riiyperboloïde ( ABC). Comme du reste le cône asvmptotique 
de ABC est capable d'une infinité de trièdres trirectangles, le 
plan perpendiculaire à D mené par le centre de (ABC) cou-
pera ce cône suivant deux génératrices rectangulaires, aux-
quelles correspondront sur ( ABC) un couple de génératrices 
du système opposé à D, perpendiculaires entre elles et per-
pendiculaires à D. 

2196. 
(1912, p. 384.' 

Une sécante quelconque d une ellipse donnée rencontre 
rellipse de Frégier en deux points de Frégier ¡i et (j/ et 
rellipse donnée en B et C. Le cercle de diamètre BC ren-
contre Uellipse donnée en deux points A et A' qui corres-
pondent aux points JJL et JJL'. W. G A K D E C K E . 

D E U X I È M E S O L U T I O N ( 1 ) 

P a r M . H . B R O C A R D . 

L'ellipse donnée et l'ellipse de Frégier étant homothétiques 

(') Voir I < ) Î 3 , p. 3 7 0 . 



p . m r rapport d'homotliétie, on en déduit que les directions JJIJJL' 

et A V sont symétriques par rapport à O j . Si donc un cercle 
passe par A, A'et rencontre l'ellipse en deux autres points B,, 
(],, la corde BtCj sera parallèle à ¡xiX. 

Parmi ces cercles, il y en aura donc un passant par B, C, 
intersections de |JIJJI' avec l'ellipse. Mais BG passant par ¡x, ou 
par JJL' est nécessairement vue de A ou de A' sous un angle 
droit. BG est donc un diamètre du cercle BCAA' et l'on en 
conclut les propositions indiquées dans l'énoncé. 

2199. 
t1915, p . 384.i 

On considère un point M du plan d'une parabole (P), 
tel que l'une des trois normales abaissées de M sur (P) soit 
bissectrice extérieure de l'angle des deux autres. Montrer 
(pie le lieu des sommets du triangle formé par les tan-
gentes aux pieds des normales se compose d'une parabole 
et d'une quadrique. E . - N . B A R I S I F N . 

S O L U T I O N 

P a r M . H . B R O C A R D . 

Les formules que j'ai conseillées (1892, p. 4*), pour la solu-
tion de la question 1515, trouvent ici une application tout 
indiquée. 

Kn effet, les trois normales MA, MB, MG étant issues d'un 
même point M, on sait que le triangle BCA a son barycentre 
sur l'axe 0a? de la parabole 

y2 = ipx. 

Les ordonnées de ces trois points pourront donc être repré-
sentées par 

— — c, + ( i + c). 

Comme la sous-normale est constante et égale à p, on voit 
que les coefficients d'inclinaison des trois normales MB, MG, 
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MA ont pour valeurs 

b c b -h c 
y y p 

(loc. cit., p. •>*). 

Les coefficients d'inclinaison A et — y des bissectrices de 

l'angle BMC seront donc les racines de l'équation 

b c _ - a A 
_P = 

b\ c\ 

ou 
P~ — bc 

A 2 _ . 2 X J L I — O . p ( b H- c ) 

Cotte équation «levant être vérifiée par le coefficient d'indi-
P 

TTc' 

(K) 3/>2 = (b -+- c)2-t- -ibc. 

Mais on a vu ( loc. cit., p. G* ) que les sommets A', B', C du 
triangle des tangentes en A, B, C ont pour coordonnées 

naison de AM ou — — , on en déduira la relation 

(A') 

(B') 

( C ) 

X. Y. 

bc b H-
}.p •1 

C ( b -b C) b 
>P •J. 

b(b-h C) C 

'ip I 

L'équation du heu de chacun de ces points sera donc le 
résultat de l'élimination de b et c entre l'équation (E) et les 
équations (A'), ('B'), (C'), ce qui donnera, pour A', la para-
bole 

= 3/>* — 

et pour les points B' ou C, l'équation d'une quartique. 
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2245. 
(1915, p. 144.I 

On considère : une ellipse ; Vellipse EJ concentrique à E, 
de mêmes directions d'axes et dont les longueurs d'axes 
sont le tiers de celles de E; un point fixe G. Les côtés de 
tous les triangles inscrits dans E et ayant G pour centre 
de gravité enveloppent une conique F qui sera une ellipse, 
une hyperbole ou une parabole suivant que le point G 
sera à l'intérieur de E1; à l'extérieur de EL5 ou situé sur EJ.  
Dans quel cas V sera-t-elle une hyperbole équilatère? 

E . - N . B A R Ï S I E N . 

S O L U T I O N 

Par M. T. O N O . 

x2 y2 

Soient E == — -h ~ — *> y\). On sait que l'enveloppe 
des côtés des triangles considérés est une conique représentée 
par 

(a- — Q)x\)bkx2 — 18a2 b2xlyl xy -+- ( b2 — 9y\ )a^y2 

— 3 ( a 2 b2 — 9 b2 x\ — 9 a2y \ ) ( b2 xx x -H a2y{ y ) 

- j ( a2 b2 - 9 b2x2 - 9 a 2 y 2 )2 = o 
4 

1 voir Y intermédiaire des Mathématiciens, 1910, p. 220; 
[<)ii, p. 227). Par conséquent, suivant que 

Si a'* b'* x\ p\ <, >, = ak b'+(a2 — 9 f ) (b2 — ), 

e est-à-dire 

> , = 0 , 

l'enveloppe est une ellipse, une hyperbole ou une parabole. 
Quand elle est une hyperbole équilatère, on a 

( < Z 2 — ( b 2 — 9 J K ? )a* — o , 

ce qui montre que le point G doit être sur l'ellipse 
¿23.2 a i y i ^ a 2 + b2 

a* b2 ~ 9 

Autre solution par M. M . - F . E U A N . 
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2252. 
i 1915, p. :U)2.< 

On considère un volume dans lequel Vaire de la section 
par un plan parallèle à un plan fixe P est une fonction 
du second degré de la cote du plan sécant. Ce volume est 
limité par deux bases parallèles au plan P, dont les aires 
sont B et B': l'aire de la section parallèle aux bases et 
équidistante des bases est B" ; les cotes des plans des bases 
et du plan de la section B" sont a, ¿>, c. La cote du centre 
de gravité du volume a alors pour expression 

B B'-f- iB" 

Le volume peut être en particulier un prismatoïde. 
C . F O N T E N É . 

S O L U T I O N 

P a r UN A B O N N K . 

Prenons un système d'axes rectangulaires quelconque, l'axe 

des z étant perpendiculaire au plan fixe. Puisque c = —» 

la formule à démontrer peut s'écrire 

ah bB'-+- 2(a -h b)B" 
B -h B'-f- 4 B" 

Soit 
S = OLZ'2 -+- FIZ -+- Y 

l'expression de la surface d'une section parallèle au plan fixe 
On a 

B = aa 2 -b pa + v, 

B' = a b*-*r $b •+- Y, 
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Si V est le volume du solide, on a aussi 

r b 
\ = / (a + 

« 

= ( 6 — a) ( è2 -4- aè h- a 2 ) -r | (b — a) (6 -+- a) •+• y (¿> - a) 

= ^ ^ ( B + B'-MB'') . 

Soit s0 la cote du centre de gravité, on a 

rb 
V J 0 = I (a s 2 - h -h y ) 2 dz 

a 
__ a 6* ĵ M y^2 _ aa^ fia» _ y a2 

4 3 2 4 ^ 2 

(4 a 2 ) 
et par suite 

3 zn == - a (a3-+- 63-h a2 6 -h abn-) 2 £ (a2-i- ab H- 62j -h 3 v ( « -i- ¿>) 

Î T T T F T T ^ 

Après quelques transformations sans difficultés, on trouve 
Hien la formule demandée. 

QUESTIONS. 

i3o7 ( E N O N C E RECTIFIÉ;. — Un tétraèdre inscrit à un 
ellipsoïde est tel que les plans tangents à cette surface, aux 
commets du tétraèdre, soient parallèles aux faces opposées de 
celui-ci. On joint les sommets du tétraèdre à l'un quelconque 
des foyers de l'ellipsoïde, chacune des droites obtenues étant 
limitée au sommet dont elle est issue et à la face opposée, 
démontrer que les quatre segments ainsi déterminés ont même 
LONGUEUR. H . BRICARD. 
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2361. Soit w le centre d'un cercle (w) tangent aux trois 

côtés BG, CA, AB d'un triangle ABC en ot, fi, y. Les droites 
A a, B ¡3, Cv se coupent en 10', la droite OJO)' rencontre le 
cercle (w) en P et Q. Démontrer que la conique ABGPQ touche 
le cercle (tu) au point de Feuerbach situé sur ce cercle. 

B . BOUVAIST. 

2362. Soient ABC un triangle, Aa, Bp, Cy trois droites ren-
contrant BC, GA, AB en a, [3, y et telles que 

angle Â~â. (TB = angle Gy.BA = angle ÏÏp.ÂC = V. 

On mène, par a, les parallèles aa', aa" à B ¡3 et G y, qui ren-
contrent AG et BA en a' et a"; par ¡3, les parallèles (33 
à G y et A a, qui rencontrent BA en ¡3', CB en ¡3"; par y, les 
parallèles yy', yy" à A a et B[3, qui rencontrent GB en y', 
AG en y". 

Démontrer que les six points a', a \ ¡3', p", y', y" sont sur 
un même cercle (F). Déterminer le centre et le rayon de (1). 
(Généralisation du cercle de Taylor.) 

Lieu du centre de (T) lorsque Y varie. B . BOUVAIST. 

23H3. Une droite A variable autour d'un point fixe P ren-
contre le cercle circonscrit O à un triangle ABC en Mi et M*. 
La perpendiculaire à A issue de A rencontre le cercle O en K 
et la perpendiculaire abaissée de K sur BC coupe le cercle 0 
en a. L'orthocentre du triangle aMjMj décrit une conique de 
centre P. V. T H É B A L L T . 

2364. Dans un triangle ABC on considère les points Oi et 0 2 

envisagés par Droz-Farny (question 1850, p. 23g, N. A., 1900, 
et 1917, p. 36o). Montrer que l'orthopôle de la droite Oi 0 2 est 
sur la droite qui joint le centre de gravité du triangle à 
l orthopôle de la droite d'Euler. V , T H É B A L L T . 

2365. Dans un triangle ABC la transversale réciproque, par 
rapport au triangle, de la droite des centres des cercles d'Apol-
lonius, est perpendiculaire à la droite d'Euler. 

V . T H É B A U L T . 
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[ O 1 « ] , . 
NOTE DE GEOMETRIE INFINITESIMALE ; 

PAR M. R. B O U V A I S T . 

P R O B L È M E I . — Soient sur deux courbes ( M ) et ( M / ) 
deux points M et M ' , tels que la droite M M ' touche 
son enveloppe ( T ) en T , les normales en M et M ' 
à (M) et ( M ' ) se coupent en N, les tangentes corres-
pondantes en K . Déterminer la tangente en N à la 
courbe ( N ) et la tangente en K. à la courbe ( K ) . 

Soient ( f i g . I ) T ' , M\ les points d ' intersect ion 

Fig. i . 

<le la tangente en N k ( N ) avec M M ' , K M , K M ' ; jx et 

les centres de c o u r b u r e en M et M ' ' À ( M ) et ( M ' ) ; 
Ann de Mathemat., 4' série, t. XVIII. (Mai 1918.) l3 
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W le p o i n t de rencontre de ¡AU. avec M M ' ; ¡ X | , ¡X, les 

points d ' intersect ion de la n o r m a l e e n T à ( T ) avec Muu 

M ' J J L ' . Posons enf in 

KM^T=V, KM^N = V', NMIVT^O, WM = B'. 

a. Détermination de la tangente en N à (N). — 
S i d{N), ( ¿ ( M ) , d(W) sont les arcs i n f i n i m e n t petits 

correspondants de ( N ) , ( M ) , ( M ' ) , nous aurons 

sf/TS3\ _ Mii _ <*(M') ¿M. 
K } ~ cosV jjlN c o s V (Ji'N ' 

o r , T dés ignant l 'angle de cont ingence de ( T ) en T , 

o n a 
d(M) = M [Ai dt, d(M') = M' ^ dx, 

d ' o ù 
M {JLI [JIM M ' JUT J FJI'M' ^ 

cos V "¡Tn" ~~ cos V' {JL'N ' 
o r 

el 

•d'où 

<o 

o n a auss i 

d'où 

WM' {JLM {JL'N 

WM [jl N ¡x' M' 

M T m/if / M T 
M (i-i = M = T7, n cos6 ' cosft 

MT cos 6' cos V' WM 
M T cos 0 cos V WM" 

MT' M', M' Mj K _ 
MT' M\K M ! M ~~ 11 

MT' MMj M\ K MM, sinV 
M'T' Mi K Mt Mj ~ M M; sitiV" 

•or 
MMi tangV = MN, M'M't tangV'=M'N, 

d ' o ù 
MT _ MTN_ cos V _ cos V sin 6' 
M'T' M'N cos V ~ cos V sin0 ' 
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d'où 

MT' M H ' 
M'T' __ sin 26' WM' _ WW' 
MT ~ sin 26 WM " W ' 
M'T M'W 

H' étant le p o i n t d ' intersect ion de K N avec M M ' . 

D'où la c o n c l u s i o n su ivante : Les points H et W , 

T et T ' se correspondent dans une homographie 
ayant pour points doubles M et M'. 

3. Détermination de la tangente en K à ( K ) . — 
Soient a et ¡3 les intersect ions de la n o r m a l e en K à ( K ) 

avec JMJJL, M ' p / . d ^ et dyJ dés ignant les angles de c o n -

tingence à ( M ) et ( M ' ) en M et M ' ; on a 

d(K) = Ka dix = Kprfjx', 
d'où 

K a K y 
v 7M{ji v 7 M' >/ ' 

or 
d(M) _ MK_ TM 
d(M') ~~ M'K TM'' 

(.roù 
MK TM _ M ¡a Kp 
M'K TM' ~ M K a ' 

ou, en dés ignant par <p et les angles a K M , ¡3 K M ' , 

MK2 TM _ Mfx coscp # 

TM7 "" M'fx' coscp" 

soit alors S le p o i n t d ' intersect ion de la tangente en K 

ii ( K ) avec M M ' ; on a 

MS _ _KS_ M'S _ KS 
coscp cos8' cos©' cosÔ'* 



d o ù enfin 
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W S _ COS30 ' M Y _ M K * M Y 

M T ~ c o s ' ô M [JL ~~ ^7J7 3 M [JI * 
M ' T 

Remarque. — Je n ' i n s i s t e r a i pas s u r cette dernière 

r e l a t i o n , les c o n s t r u c t i o n s q u i e n d é c o u l e n t et les nom-

breuses c o n s é q u e n c e s q u e l ' o n p e u t e n t i r e r , ce cas 

a y a n t été é t u d i é par M a n n h e i m , avec tous les dévelop-

p e m e n t s q u ' i l c o m p o r t e . 

Quelques conséquences de la détermination de la 
normale en JN à ( N ) . — i ° S u p p o s o n s que les 

courbes ( M ) et ( M / ) so ient des droites : dans ce 
WM , 

cas ^y-yp ~ i ? o n a u r a d o n c par une c o n s t r u c t i o n très 

s i m p l e p o u r d é t e r m i n e r le p o i n t T c o n n a i s s a n t le 

p o i n t T ' et r é c i p r o q u e m e n t : L a p a r a l l è l e à K M menée 

par T 7 rencontre K N e n U , U M ' r e n c o n t r e la para l lè le 

à M M ' menée par K e n V , la p a r a l l è l e à K M menée 

par V r e n c o n t r e M M ' au p o i n t T . C ' e s t a i n s i par 

e x e m p l e q u e T o n p o u r r a d é t e r m i n e r le contact d'une 

droite de S i m s o n avec son e n v e l o p p e . 

U n cas p a r t i c u l i è r e m e n t s i m p l e est c e l u i ou les 

droites ( M ) , ( M ' ) sont r e c t a n g u l a i r e s ; o n a a lors 

MT # M T _ 
Wv ' M T T 

les p o i n t s T et T ' sont d o n c c o n j u g u é s h a r m o n i q u e s 

par rapport à M et M ' , o u e n d'autres termes : 

Si Von projette un point N d^une courbe (N) sur 
deux axes rectangulaires en M et M', la tangente 
en N à {IN ) et la droite joignant N au contact de MM' 
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avec son enveloppe sont symétriques par rapport aux 
projetantes. 

Ce cas se prête d ' a i l l e u r s a u n e d é t e r m i n a t i o n très 

simple d u centre de c o u r b u r e de ( N ) e n N connaissant 

le centre de c o u r b u r e de l ' e n v e l o p p e de M M ' et r é c i -

proquement. 

C h e r c h o n s tout d 'abord ( j i g . 2 ) le p o i n t o ù la 

Fig . 2. 

y / Y , 

/ T X 

M' 
€C 

K 

V N ' 

y 1 M 

droite T N t o u c h e son e n v e l o p p e ; soit y" ce p o i n t ; la 

p e r p e n d i c u l a i r e e n y" à T N coupe l a n o r m a l e en N 

en y ' , et l ' o n a 

dy" étant l ' a n g l e de c o n t i n g e n c e e n y" de l ' e n v e l o p p e 
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de TPS ; or 

df=z—d 0, 
d'où 

R n étant le r a y o n de c o u r b u r e de ( N ) en 3N. y ' est par 

su i te le s y m é t r i q u e par rapport k ]N d u centre de cour-

bure y de ( N ) en N . D o n c : 

La symétrique de la tangente à une courbe (j\) 
en .IN par rapport à la perpendiculaire abaissée de J\ 
sur une droite fixe, touche son enveloppe au symé-
trique par rapport à J\, de la projection sur elle du 
centre de courbure de (IN ) en JN. 

C e c i posé, nous aurons ( f i g . 2 ) 

d( T) __ f T . T V _ TN - Rn sinaO 
d{N) ~ Y ' I N . N Ï ' "" RN s i n V 

V étant l 'angle d u r a y o n vecteur K I S avec la tangente 

en j \ à (M ) tel q u ' o n le déf in it en coordonnées pola i res . 

O n a a u s s i , en posant INlvYl = to et en appelant N ' l ' i n -

tersect ion de la n o r m a l e en N avec la p e r p e n d i c u l a i r e 

élevée ù N K en K , 

K.\ sin w costo . 
1 iN — :—— = — i\ J\J sin w cos to, 

sin Y 
d'où 

d(T) _ NN' sinto costo -4- Rn sin^O — Rj deu 
~ R N sin V =

 R N d() ' 
or 

NN' • d f ) = dV -+- do) et RJN = 
dV 
dw 

D NN' NN' sin w cos w ÏVN'sin^O 
RT = - 5 :—77 1 r—77 

R N smv sin Y' 
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A b a i s s o n s de K u n e p e r p e n d i c u l a i r e K H s u r l a t a n -

o-ente en N , j o i g n o n s H T et N T ; les p e r p e n d i c u l a i r e s 

élevées e n H et N à T H , T l \ c o u p e n t la n o r m a l e à M M f 

e n T e n y , ety ' j , o n v o i t f a c i l e m e n t que les angles y T H , 

ATM sont é g a u x et q u e T o n a 

T _ N N ' s i n ' 2 w f NN'sinsG 
1 Y i — :—77— y 1 Y i = :—T~r— > 2s inV ' s s i n v 

< T o il 
N N' 

R T = _ T T L + 2 T Ï T . 

Exemples. — a. S i ( N ) est u n c e r c l e de centre K 7 

( T ) est une h y p o c y c l o ï d e à quatre r e b r o u s s e m e n t s , 

N N ' = R n , d'où R t = T Y t H - a T Y ' j , 

el comme P est s u r K H , 

R X = 3 P H . 

S i ( N ) est u n c e r c l e ayant son centre w s u r K j ^ 

el touchant K ^ ? , ( T ) est u n e h y p o c y c l o ï d e a t r o i s 

rebrousse ments , 

NN' d'où R T = 2 ( T Y ! + T Y I ) . 

y . L a droite» j o i g n a n t les p r o j e c t i o n s d ' u n p o i n l 

d'une e l l i p s e ( E ) s u r ses axes, e n v e l o p p e , c o m m e o n 

le sait, l a développée de l ' e l l i p s e ( E , ) a y a n t p o u r 

sommets les sommets de l a développée de E , l a f o r m u l e 

précédente p e r m e t t r a d o n c de d é t e r m i n e r le centre d e 

courbure e n u n p o i n t d ' u n e développée de c o n i q u e . 

E l l e p e r m e t t r a de m ê m e de d é t e r m i n e r le centre d e 

courbure e n u n p o i n t de l a k r e u z c u r v e , l i e u des i n t e r -

sections des p a r a l l è l e s a u x axes de E , menées p a r l e s 
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points de rencontre de ces droites avec u n e tangente 

var iable à E . 

Je r e m a r q u e r a i enf in que la c o n s t r u c t i o n indiquée 

sera p a r t i c u l i è r e m e n t s i m p l e dans les cas où les 
NN' > • d\ 

courbes ( N ) seront telles que c 'est -à -d ire 

soit constant, courbes contenues dans l 'équat ion polaire 

p" = a11 s i n ( n w -+- a ) . 

2° C h e r c h o n s , en conservant la f igure et les notations 

précédentes, à d é t e r m i n e r la n o r m a l e a u p o i n t T ' à la 

courbe ( T 7 ) . 

N o u s aurons , en posant N T / r f = T ' , T ' = = co -}- 9 — 

HT' = dio H- rfO = dr — d~, 

dr et dz dés ignant les angles de cont ingence en N et T 

à ( N ) et ( T ) . 

O r s i la n o r m a l e à ( T ' ) en T ' rencontre les normales 

à ( N ) et ( T ) en N et T en a et ¡3, on a 

<r. 

et 

d(T) = T'a dr, dT = T f i d z , 

dto 4- ¿8 = -

T'a dio i 
T'fi ~ rfO ~~ dV 

dio 

D o n c : Si Vort projette en M et M ' sur deux axes 
rectangulaires Kx et Ky un point N d'une courbe (N) 
d'équation polaire p" = an s i n ( j i a ) - f - a) ( K étant 
l'origine et l'axe polaire), la tangente en N 
à (N) rencontre MM' en T7, la normale en T' à la 
courbe (T7) lieu de T' rencontre les normales à (N) 



( »69 ) 

en "S et à la courbe enveloppe de MM' en son point 
de contact avec cette droite en deux points OL et fi tels 

T' i 

3° C o n s i d é r o n s m a i n t e n a n t d e u x courbes ( M ) e t ( M ' ) 

telles q u e les n o r m a l e s e n d e u x p o i n t s M et M ' s ituées 

sur une m ê m e p e r p e n d i c u l a i r e à u n e d r o i t e O x , se 

coupent e n u n p o i n t N de cette dro i te O x . S i 

(M ) ̂ y - f ( x ) = o, ( M') » 7 - / , (a?) = o, 

on voit f a c i l e m e n t q u e l a c o n d i t i o n n é c e s s a i r e et s u f f i -

sante p o u r q u ' i l e n soit a i n s i est q u e l ' o n a i t entre les 

coordonnées de M et M ' l a r e l a t i o n d i f f é r e n t i e l l e 

y*; n i = , 
d'oii 

transformation q u i fait c o r r e s p o n d r e à la c o u r b e 

(M) —/(or, y ) = o 
la courbe 

E n se reportant a lors k la f o r m u l e ( i ) d u p r o b l è m e I , 

on v o i t q u e T o n a, e n conservant les notat ions de ce 

problème, 
MT cos2 V' __ WM 

WT COS2V ~ W M ' ' 

où T étant à l ' i n f i n i 

WM _ cos2 V' t 

W M ' ~ ~ c o s 2 V ; 

le p o i n t W sera d o n c le p o i n t d ' i n t e r s e c t i o n de la 

p e r p e n d i c u l a i r e é levée e n K à N K avec M M ' ; o n a e n 



effet 

( ) 

WM' __ WK \VM _ WK WM _ cos*V' 
cosV cosV cosV' cos V7 WM' cos2V 

D ' o ù l a p r o p o s i t i o n s u i v a n t e : 

Si Von considère dans un système d^axes rectan-
gulaires les deux courbes 

(M) = / < > , y ) = o, (M') = / ( * , = o, 

deux points M et M' de ces courbes dont les coor-
données sont liées par les relations 

les normales à ces courbes en M et M ; se coupent en 
un point N de Ox, si K est le point cTintersection 
des tangentes à (M) et (M7) en 1M et M', la perpen-
diculaire élevée en K à K N coupe MM' en W , le 
point W appartient à la droite qui joint les centres 
de courbure pi et ¡JL' de (M) et (M') en M et Mf. 

Exemples. — a. L a t r a n s f o r m a t i o n q u e nous venons 

de m e n t i o n n e r fait c o r r e s p o n d r e k u n e c o n i q u e l ' u n e 

de ses asymptotes ; d o n c : 

La tangente au point M d'une hyperbole ren-
contre l une des asymptotes en K , la normale en M 
rencontre Vaxe focal en JN, la perpendiculaire 
élevée ci K N en K rencontre la perpendiculaire 
abaissée de M sur Vaxe focal en W , la perpendicu-
laire abaissée de W sur Vasymptote considérée 
passe par le centre de courbure de Vhyperbole en M. 

p. L ' é q u a t i o n g é n é r a l e des spiriques est 

(a?»-4-y*+ R*)* = 4a*(xM- 6*); 
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la transformation 

l e u r fa i t c o r r e s p o n d r e le c e r c l e 

( X — a ) 2 + Y2 = R2, 

d ' o ù u n p r o c é d é g r a p h i q u e e x t r ê m e m e n t s i m p l e p o u r 

c o n s t r u i r e le c e n t r e de c o u r b u r e e n u n p o i n t d ' u n e de 

ces c o u r b e s , q u i c o m m e o n le sa it c o m p r e n n e n t c o m m e 

cas p a r t i c u l i e r s les c a s s i n i e n n e s et les l e m n i s c a t e s . 

P R O B L È M E I I . — Soit O M N , un triangle rectangle 
en O, le sommet O est fixe, le sommet M décrit une 
courbe (M) et le côté MN est normal à (M) en M; dé-
terminer la tangente à la courbe (N) décrite par N. 

S o i t P l e p o i n t d ' i n t e r s e c t i o n de la n o r m a l e e n N 

à (JN ) a v e c O M ; s o i e n t y le c e n t r e de c o u r b u r e de ( M ) 

e n M , I le p o i n t d ' i n t e r s e c t i o n de P N avec l a p e r p e n d i -

c u l a i r e é l e v é e e n y à MIN.„ 

N o u s a v o n s , e n d é s i g n a n t p a r d § l ' a n g l e de c o n t i n -

g e n c e de ( M ) e n M , 

d( M ) =3 y M db, d( N ) = NI de ; 

s i do est l a v a r i a t i o n a n g u l a i r e de O M , o n a de m ê m e 

d( M) = MNrfo rf(N) = NPtf<p, 
d'où 

t N _ MN . 
NI ~ PN ; 

or 
Y M __ NI _ Nv 
MN ~~ NP ~ N H ' 

H étant l a p r o j e c t i o n de P s u r M N ; p a r s u i t e 

My _ MY 
MN ~ NÏÏ' 
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donc, en dés ignant par K le s y m é t r i q u e de N par r a p -

port à y , 
i i i 

N~K == NM" NH ; 

d'où la construct ion suivante : s i K est le s y m é t r i q u e 

de L\ par rapport a u centre de c o u r b u r e y de (M) en M , 

s i H est le c o n j u g u é h a r m o n i q u e de M par rapport 

à JN et K , la p e r p e n d i c u l a i r e élevée en H à MIN 

coupe O M en P , PIN est normale k la courbe ( N ) en N . 

Applications. — S i ( M ) est une courbe définie par 

l 'équat ion p = /(<*>), le vecteur O P représentera en 

grandeur et en s igne p", compté pos i t ivement sur la 

d i r e c t i o n TC TO. 
S i donc nous considérons une courbe déf in ie par 

l 'équat ion p o l a i r e 

P = «1 >1 -+- «2 /'-2 -H • • • / 

où /*,, 7*2, r,t sont les rayoi\s vecteurs O M n O M 2 , . . . , 

O M n correspondant au m ê m e angle a>, de courbes 

données n~/¡(to), a , , a 2 , . . . , a„ des constantes, la 

connaissance des centres de courbures y / des courbes 

r / = fi(i0) permettra de d é t e r m i n e r les vecteurs O P f , 

d'où le vecteur 
n 

Ô F = 2 « / Ô F / , 
1 

d'où enfin le centre de courbure de la courbe 

* p = Sot;r^-

Cette méthode s ' a p p l i q u e i m m é d i a t e m e n t a u x cissoïdes 
et aux conchoïdes; p o u r ces dernières notamment e l l e 

est p l u s s i m p l e que la d é t e r m i n a t i o n des centres de 

c o u r b u r e q u i résulte de la cons idérat ion d u cerc le des 
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i n f l e x i o n s . P o u r le l i m a ç o n de P a s c a l , par e x e m p l e , o n 

a l a d é t e r m i n a t i o n s u i v a n t e : 

Soient O un point d'un cercle de centre W, P un 
point variable du cercle, si sur O P nous portons une 
longueur constante P M = / , le lieu de M est un 
limaçon de Pascal. POJ coupe le cercle en N , N M le 
coupe en H , la parallèle à P N menée par H coupe M W 
en I , P I coupe N M en K , le milieu Y du segment N K 
est le centre de courbure du limaçon en M . 

P R O B L È M E I I I . — Soient Ox et O y deux axes rec-
tangulaires, Px' une parallèle à Ox, ( M ) une courbe 
donnée, un point M de ( M ) se projette en m et m' 
sur Vx' et O y, le point M / d1intersection de M m' 
et O m décrit une courbe ( M ' ) ; déterminer les rela-
tions qui lient les tangentes et les rayons de cour-
bure aux courbes ( M ) et ( M ' ) aux points correspon-
dants M et M 7 . 

S o i e n t tang cp et tang 9' les coeff ic ients a n g u l a i r e s des 

tangentes à ( M ) et ( M ' ) e n M et M ' ; posons O P = a ; 
les coordonnées de M ( x , y ) et de M ' ( X , Y ) par rapport 

a u x axes Ox et O y sont l iées par les r e l a t i o n s 

J a 

d'où par d i f f é r e n t i a t i o n 

J ' a 
ou e n c o r e 

d(M')sin<p' = ¿/(M) sin cp, 

£ / (M')cosç /= d (M) 

d'où 
y a 

^ tL 
tangçp tang© 7

 = o. 
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Cette é q u a t i o n s ' interprète i m m é d i a t e m e n t ; e l l e 

e x p r i m e q u e , s i l a p a r a l l è l e m e n é e par m ! à l a tangente 

à ( M ) e n M c o u p e Ox en V , m V est p a r a l l è l e à la t a n -

gente e n M ' à ( M ' ) . 

D e cette c o n s t r u c t i o n o n d é d u i r a i t f a c i l e m e n t q u e 

les tangentes e n M et M' à ( M ) et ( M ' ) se c o u p e n t e n T 

s u r mm! ; cette p r o p r i é t é étant c o n n u e , j e n ' i n s i s t e r a i 

pas. 

L a r e l a t i o n 
y a 

tango tan g 9 

peut s é c r i r e 

d'où 

dx -

a 
7 = o , tangcp tangcp 

d\ coso Y do ado' 

d o n c 

sino sin2cp sin2 cp' ' 

, d( M ) , RF(M') do = d<?' = — , 
"M «M' 

dx = c?(M) coscp, dY = sincp'; 

tang^ HMsin3cp RM'sin3cp' 

D e cette f o r m u l e peut se d é d u i r e une c o n s t r u c t i o n 

s i m p l e d u centre de c o u r b u r e de ( M ' ) en M ' , c o n n a i s -

sant le centre de c o u r b u r e de ( M ) e n M , et r é c i p r o -

q u e m e n t ; e l l e peut en effet s ' é c r i r e 

a tangcp 
, tangcp' — i RM sin2 cp coscp # 

2 R>i' sin2cp' cote©' >.RM sin2o coscp ' 

or la r e l a t i o n 
~ L y a _ „ 

tangcp tangcp 

m o n t r e que la s y m é t r i q u e de l a tangente en M à ( M ) 
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par r a p p o r t à Mm c o u p e O y e n u n p o i n t R t e l q u e 

q r __ a t a n g ? . s o { t Q i e c e n t r e de c o u r b u r e en M tangcp 

à ( M ) , p r e n o n s s u r M G le p o i n t C7 te l que M C = C C ' ; 

p r o j e t o n s C ' e n y s u r l a s y m é t r i q u e de m ' M par rapport 

à M G ; la p a r a l l è l e à O x menée par y coupe M m en a 

et 
Ma = 'IRM sin5cp coscp; 

soit a lors M 4 l ' i n t e r s e c t i o n de M m avec les 

droites R M , , O a se c o u p e n t e n S , M S coupe O y e n R ' , 

et l a r e l a t i o n ( i ) m o n t r e q u e 

O R ' = 2RM' sin*cp' coscp'; 

de cette f o r m u l e se d é d u i r a l a l o n g u e u r R M , par l a 

c o n s t r u c t i o n i n v e r s e de c e l l e q u i nous a d o n n é M a , en 

partant de R M . 

Applications. — L a t r a n s f o r m a t i o n q u e nous venons 

d ' e n v i s a g e r est l a t r a n s f o r m a t i o n c l a s s i q u e c o n n u e sous 

le n o m à'hyperbolisme; j e n ' i n s i s t e r a i d o n c pas sur 

ses très n o m b r e u s e s a p p l i c a t i o n s . 

[ M 1 5 k a] 

NOTE SUR LES CUBIQUES CIRCULAIRES; 

PAR M. F. BAXITRAND. 

I . M . G o m e s T e i x e i r a (Nouv. Ann., 1 9 1 6 , p. 4 4 9 ) 

a i n d i q u é u n mode de c o n s t r u c t i o n des c u b i q u e s 

c i r c u l a i r e s , e n fa isant r e m a r q u e r que c e u x q u e l ' o n 

c o n n a î t d é j à sont p e u n o m b r e u x . M a i s i l ex iste p o u r 

les c u b i q u e s générales des procédés de g é n é r a t i o n 
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c l a s s i q u e s q u i , c o n v e n a b l e m e n t p a r t i c u l a r i s é s , d o i v e n t 

s ' a p p l i q u e r a u x c u b i q u e s c i r c u l a i r e s . C ' e s t ce q u e 

nous n o u s p r o p o s o n s de d é m o n t r e r p o u r le p r o c é d é 

b i e n c o n n u d û à M a c - L a u r i n . 

S o i e n t À B C D u n q u a d r i l a t è r e q u e l c o n q u e , E , F , G 

ses p o i n t s d i a g o n a u x , P u n p o i n t de son p l a n . L e s p o i n t s 

de contact des tangentes menées de P a u x c o n i q u e s d u 

fa isceau A B C D sont s u r u n e c u b i q u e , et r é c i p r o q u e -

m e n t toute c u b i q u e p e u t être e n g e n d r é e de cette façon. 

I l suffit de c h o i s i r p o u r P u n p o i n t q u e l c o n q u e de l a 

courbe et p o u r A , B , C , D les p o i n t s de contact des 

tangentes issues de P . 

L a c u b i q u e passe e n A , B , C , D et les tangentes e n 

ces p o i n t s sont les dro ites P A , P B , P C , P D . E l l e passe 

a u s s i en E , F , G et les tangentes e n ces p o i n t s se 

c o u p e n t en u n p o i n t Q , s i tué s u r la c u b i q u e et q u i est 

le p o i n t de c o n c o u r s des p o l a i r e s de P par r a p p o r t a u x 

c o n i q u e s d u fa isceau. D e p l u s , la tangente E Q , p a r 

e x e m p l e , est c o n j u g u é e h a r m o n i q u e de E P , par r a p -

port a u x côtés d u q u a d r i l a t è r e q u i se c r o i s e n t e n E ; de 

m ê m e p o u r F Q et G Q . L a c u b i q u e passe a u s s i en P ; la 

tangente correspondante étant P Q . E n f i n P et Q sont 

s i tués s u r l a c o n i q u e l i e u des pôles de l a dro i te P Q 

par rapport a u x c o n i q u e s d u fa isceau A B C D ; car ce 

sont les p o i n t s de contact de cette d r o i t e avec les d e u x 

c o n i q u e s d u fa isceau q u i l a t o u c h e n t . 

C e mode de g é n é r a t i o n des c u b i q u e s g é n é r a l e s , d û à 

M a c - L a u r i n c o m m e n o u s l 'avons d i t , peut être p r é -

senté sous u n e forme u n p e u d i f férente. O n p e u t 

r e m a r q u e r en eflet que les p o i n t s de contact des t a n -

gentes issues de P , avec les c o n i q u e s d u fa isceau, sont 

les points d o u b l e s de l ' i n v o l u t i o n d é t e r m i n é e , s u r les 

transversales issues de P , p a r les c o n i q u e s d u fa isceau; 

o u , s i l ' o n veut , par les côtés et les d i a g o n a l e s d u q u a -
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d r i l a t è r e A B C D . O n sait que ces points doubles 

p e u v e n t se c o n s t r u i r e avec l a règle et le compas et, p a r 

su i te , e n p a r t i c u l a r i s a n t c o n v e n a b l e m e n t les données, 

on o b t i e n d r a avec les m ê m e s i n s t r u m e n t s une c o n -

s t r u c t i o n des c u b i q u e s c i r c u l a i r e s . 

I l suffit p o u r ce la de supposer que les points A , B , 

G , D forment u n groupe o r t h o c e n t r i q u e et que le 

p o i n t P est re jeté à l ' i n f i n i dans une d i r e c t i o n q u e l -

c o n q u e ; c ' e s t - à - d i r e que les tangentes sont menées 

p a r a l l è l e m e n t à une d i r e c t i o n fixe. D a n s ce cas, en 

effet, les c o n i q u e s d u fa isceau sont des h y p e r b o l e s 

é q u i l a t è r e s q u i d é t e r m i n e n t sur la droite de l ' i n f i n i 

une i n v o l u t i o n dont les points doubles sont les po ints 

c y c l i q u e s . L a c u b i q u e passant par ces points est dès 

lors c i r c u l a i r e . 

N o u s voyons a i n s i que les points A , B , G , D sont les 

points de contact des tangentes p a r a l l è l e s à l ' a s y m p -

tote r é e l l e et q u e E , F , G sont les p ieds des hauteurs 

d u t r i a n g l e A B G . E n ces d e r n i e r s points les tangentes 

sont s y m é t r i q u e s de la d i r e c t i o n fixe par rapport a u x 

hauteurs correspondantes. E l l e s concourent en Q q u i 

est le p o i n t d ' i n t e r s e c t i o n à d istance finie de la courbe 

avec son asymptote r é e l l e . G e p o i n t est s i tué s u r le 

c e r c l e des n e u f po ints de A B C . 

R é c i p r o q u e m e n t , toute c u b i q u e c i r c u l a i r e peut être 

engendrée de cette façon. M suffit de c h o i s i r , c o m m e 

points de base d u fa isceau de c o n i q u e s , les points de 

contact des tangentes para l lè les à l 'asymptote r é e l l e et, 

c o m m e p o i n t d ' é m i s s i o n des tangentes, le p o i n t r é e l 

s i tué à l ' i n f i n i s u r la courbe. I l en résulte c o m m e c o n -

séquence i m m é d i a t e que : dans toute cubique circu-
laire., les points de contact des tangentes parallèles 
à l'asymptote réelle forment un groupe orthocen-
trique. 
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P o u r o b t e n i r les p o i n t s de l a c u b i q u e , o n a u r a d o n c 

à t r o u v e r les p o i n t s d o u b l e s des i n v o l u t i o n s <$étei^ 

m i n é e s s u r les dro i tes p a r a l l è l e s à l a d i r e c t i o n fixe p a r 

les côtés et les h a u t e u r s d u t r i a n g l e A B C ; te q u i p e u t 

se fa ire par l a c o n s t r u c t i o n s u i v a n t e : 

On donne un triangle A B G et une direction fixe 
quelconque. Parallèlement à cette direction, on 
mène une droite qui rencontre les côtés A B et A C en 

Fig. i. 

b et c et les hauteurs correspondantes en y et ¡3. Les 
droites A y et A fi coupent le cercle circonscrit à A B C 
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en y, et ; soit w te point de concours de Bj3, et Cy{ * 
Les droites qui joignen t le sommet À aux poin ts de 
contact des tangentes, issues de to, au cercle circon-
scrit, coupent la parallèle ci la direction fixe en 
deux points qui décrivent, quand celle-ci se déplace 
parallèlement à elle-même, une cubique circu-
laire ( f i g . i). 

I I . L e c a l c u l permet d 'arr iver a u x mêmes résultats. 

P r e n o n s des coordonnées t r i l i n é a i r e s et chois issons l e 

t r iangle E F G p o u r t r i a n g l e de référence. L e s h y p e r -

boles équi latères c i rconscr i tes à A B C sont conjuguées-

par rapport à E F G . L e u r équat ion est donc de ht 
forme 

(r) fx*-f- gy*hz% = o 

avec l a c o n d i t i o n 

<»)• f + g + h^o, 

q u i e x p r i m e qu'e l les passent en D , orthocentre de A B C 

et centre d u cerc le i n s c r i t à E F G . 

L a tangente à une h y p e r b o l e a u p o i n t y, z a p o u r 

é q u a t i o n 

( 3 ) f x X -i- gy Y -t- ks Z = o. 

S i l 'on écr i t q u ' e l l e est p a r a l l è l e à la droite fixe 

( 4 ) / X -+- m Y -h n 'L = o, 

c'est -à -d i re q u ' e l l e rencontre cette droite sur la droites 

de l ' i n f i n i 

« X + è ï + c Z = o, 

o n trouve l a r e l a t i o n 
(5) f(cm — bn)x -h g{an — cl) y H- h(bl — am)z = <>-
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P a r l ' é l i m i n a t i o n de / , g et h entre ( i ) , ( 2 ) et ( 5 ) , 

on a r r i v e à l ' é q u a t i o n d u l i e u cherché q u i peut se 

mettre sous l ' u n e des formes suivantes : 

Sa?2 [(an — cl)y — (bl — am)z] = o, 
Zyz[(bl — am)y — (an— cl )z] = o, 

(ax-\-by 4- cz) (lyz -+- m zx -f- n xy) 
— (Ix -+- my -f- nz) (ayz -+- b zx -4- c xy) = o. 

A u m o y e n de ces différentes formes d'équat ions, o n 

vérif ie a isément les propriétés énoncées p l u s haut. O n 

voit notamment que les tangentes en E , F , G c o n -

courent au p o i n t 

(cm — bn)x = (an — cl) y = (bl — am)z, 

q u i est le quatr ième p o i n t c o m m u n a u cerc le E F G et à 

la c o n i q u e 
lyz -h m zx -h n xy = o. 

O n voit auss i que l ' é q u a t i o n de la c u b i q u e s'obtient 

par l ' é l i m i n a t i o n d u paramètre X entre les d e u x é q u a -

tions 

a yz H- b zx -h cxy — X (l yz -h m zx -h n xy) = o, 
ax -4- b y - t -cz —\(lx my ->rjiz) =0. 

L a droite de l ' i n f i n i et la droite 

Ix -t- m y +- nz = o 

sont les transformées isogonales d u c e r c l e E F G et de 

la c o n i q u e c i - d e s s u s . I l en résulte u n nouveau mode 

de générat ion des c u b i q u e s c i r c u l a i r e s . 

I I I . N o u s a l l o n s maintenant démontrer q u e l q u e s 

propriétés de ces courbes en nous servant des coor-

données cartésiennes. D a n s ce système de coordonnées, 
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l e u r é q u a t i o n générale est 

(atf+PjOia?»-*-^*) 
ax2 -h '2 h xy -f- by2 -h -f- 2 / y H- c = o. 

P r e n o n s pour o r i g i n e le p o i n t Q où l 'asymptote 

réel le coupe la courbe, et pour axe des x la tangente 

en ce p o i n t . L ' é q u a t i o n précédente p r e n d la forme 

( a x -+- fiy) ( x* -f- y2 ) -+- ax2 -f- 2 // xy h- H- 2 f y = o. 

I l reste à e x p r i m e r que l 'asymptote r é e l l e passe à 

l ' o r i g i n e , ce q u i fournit pour h la v a l e u r suivante : 

brtT'^ra 32 
h = ir- ' 

E n la portant dans l 'équat ion c i -dessus , on obtient 

p o u r l 'équat ion déf in i t ive des c u b i q u e s c i r c u l a i r e s 

{ax -h $y) -H 1 j j y ̂  -i- 2 f y = o. 

JNous poserons 

P = ax -f- G = x- -h y--+- — x -+- \ y ; 
a p 

de sorte que l 'équat ion s 'écr it 

P.C + a / r = o 

et résulte de l ' é l i m i n a t i o n du paramètre var iable K 

entre les d e u x équat ions 

G -h 2X J'y = o, P — ^ — 

I l s 'ensuit u n mode de générat ion, au m o y e n d ' u n 

faisceau de cerc les et d ' u n faisceau de droites p a r a l l è l e s 

q u i se correspondent h o m o g r a p h i q u e m e n t , analogue à 

c e l u i q u i est donné par M . G . L o r i a dans ses Spezielle 
ebene Curven (t. I, p. 33). 
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P o u r a b r é g e r u n p e u le l a n g a g e , n o u s a p p e l l e r o n s l e 

cercle C = o cercle focal et le point Q point principal 
(voir G . L O R I À , loc. cit.) ; T sera le t a n g e n t i e l de Q . 

L e c e r c l e f o c a l n e r e n c o n t r e la c u b i q u e q u ' e n d e u x 

p o i n t s à d i s t a n c e finie, s a v o i r l e p o i n t p r i n c i p a l et s o n 

t a n g e n t i e l . L e s a u t r e s p o i n t s de r e n c o n t r e é t a n t r e j e t é s 

h l ' i n f i n i . , le c e r c l e est b i t a n g e n t à l a c u b i q u e a u x 

p o i n t s c y c l i q u e s . P a r s u i t e , s o n c e n t r e est l e f o y e r s i n -

g u l i e r de l a c o u r b e ; de sorte q u ' e n d é s i g n a n t p a r y \ 

l e s c o o r d o n n é e s de c e l u i - c i , o n a 

a b 

P r o p o s o n s - n o u s de d é t e r m i n e r les p o i n t s de la c o u r b e 

oit l a t a n g e n t e est p a r a l l è l e à l ' a s y m p t o t e . N o u s t r o u -

v o n s d ' a b o r d q u ' i l s sont s i t u é s s u r l a c o u r b e 

(zx H- l f i ( x — x0) — a (y — y0)] — / a = o, 

e e s t - à - d i r e s u r u n e h y p e r b o l e é q u i l a t è r e q u i a p o u r 

a s y m p t o t e s l ' a s y m p t o t e r é e l l e de la c u b i q u e et l a p e r -

p e n d i c u l a i r e a b a i s s é e d u f o y e r s i n g u l i e r s u r c e l l e - c i . 

E n c o m b i n a n t s o n é q u a t i o n a v e c c e l l e de l a c u b i q u e , 

n o u s o b t e n o n s 

a O 2 -h y2 — x0 x — 2 y 0 y ) 2 y [(3 (x — x0) — a ( y — y0)] = o 

o u b i e n 

a(a?2— y2) -h 2 fi xy — 2x0( OLX-\- f l y ) = o, 

q u i i^eprésente u n e a u t r e h y p e r b o l e é q u i l a t è r e . C e l l e - c i 

p a s s e à l ' o r i g i n e o ù e l l e est t a n g e n t e à l ' a s y m p t o t e 

r e e l l e de l a c u b i q u e ; e l l e passe a u s s i e n T et p a r l e s 

p o i n t s d ' i n t e r s e c t i o n d u c e r c l e f o c a l et d e s o n d i a m è t r e 

p e r p e n d i c u l a i r e à l ' a s y m p t o t e r é e l l e . S o n c e n t r e « s t 

a u m i l i e u de Q T . 
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La première de ces hyperboles peut encore être 

définie comme le lieu des milieux des cordes de la 
cubique parallèles à l'asymptote réelle. En effet, si £ 
et y\ sont les coordonnées d'un point du lieu et 

les équations d'une carde, l'équation qui donne les 
valeurs de p correspondant aux points d'intersection 
est 

•+• a j ( «S -t- piQ ) I P « - aro ) - « (iî - y * ] - / « j ? 

-+•(«£ + M -n2— — ajKoï) ) -+- 2/yj = o ; 

et l'on voit que la somme des racines est nulle si le 
point est sur l'hyperbole précitée. En résumé : 

Les points de contact des tangentes à la cubique 
parallèles à l'asymptote réelle sont les points d'in-
tersection de deux hyperboles équilatères. 

La première a pour asymptotes Vasymptote réelle 
de la cubique et la perpendiculaire abaissée du 
foyer singulier sur celle-ci. Elle est le lieu des 
milieux des cordes de la cubique parallèles à 
Vasymptote réelle. 

La seconde passe par le point principal, où elle 
touche l'asymptote réelle, et son tangentiel. Son 
centre est au milieu du segment qui joint ces 
points. Elle passe en outre par les points ¿¡Tinter-
section du cercle focal et de son diamètre perpendi-
culaire à l'asymptote réelle. 

Si l'on pose 

a? = Ê-4-pp, ' y = 7) — ap 

a 
m 
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l'équation de la cubique s'écrit 

( y — mx) (x1-^y'2— ix0x — iyoy ) — = 

La droite 
y — mx -+- X, 

parallèle à l'asymptote réelle, la coupe en deux points 
à distance finie qui sont situés sur le cercle 

/ K*\ J 2 — 2 x0 x — 2 l y o -f- y ) y — o . 

Ce cercle coupe l'axe O y en un point R tel que 

tandis que le cercle focal le coupe en un point U tel 
que QU = 2y0 . Donc 

2K 2 2K2 

RU = —?— ou bien X = -r-r-, . A RIJ 

Par suite, en portant à partir de l'origine une longueur 
égale à > on obtient l'ordonnée k l'origine de la 
droite et il en résulte pour les cubiques circulaires le 
mode de génération suivant : 

Soit TQU un triangle rectangle en Q. Par les 
sommets T et Q on fait passer un cercle variable 
qui coupe Vautre côté en R. On porte à partir de Q, 

2K2 

suivant QU, une longueur QS = ^ ^ > K étant un 
paramètre constant, et par le point ainsi obtenu on 
mène une parallèle à une direction fixe. Ses points 
d'intersection avec le cercle variable décrivent une 
cubique circulaire. 

Réciproquement, toute cubique circulaire peut 
être engendrée par ce procédé. 
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En passant maintenant des coordonnées cartésiennes 
aux coordonnées polaires, l'équation des cubiques 
prend la forme 

p*(a cosw -h P sinw) 
— 2p(a cos w -+- (3 sin w) (,r0costo h-^ 0 s in a>) -t- 2 / s i n w = o. 

Une transversale issue de l'origine rencontre la 
courbe en deux points, autres que l'origine, et le rayon 
vecteur du milieu du segment qui les joint est égal à 

x = ¿r0costo sin eu. 

Le lieu de ce point milieu est donc le cercle 
x0x— y0y = o, 

c'est-à-dire le cercle décrit sur le segment qui joint le 
point principal au foyer singulier comme diamètre. 
On a donc ce théorème : 

Si, autour du point principal, on fait pivoter une 
transversale qui rencontre la cubique en deux 
points, autres que Vorigine, le lieu du milieu de 
ces deux points est le cercle décrit sur le segment 
qui joint le point principal et le foyer singulier 
comme diamètre. 

Cette proposition est connue, au moins sous une 
autre forme (voir G. L O R I A , loc. cit.). On peut la 
compléter de la façon suivante : 

Le cercle décrit sur le segment qui joint le point 
principal et le foyer comme diamètre passe par les 
points de contact des tangentes à la cubique issues 
du point principal. 

Après ce qui précède, cela est à peu près évident 
géométriquement. 

Voici comment on peut le démontrer par le calcul. 
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La première polaire de l'origine pa* rapport à la 
cuixkjue a pour équation 

(<xx -+- (x0v-+-yoy) — * f y ~ <>• 

Par une combinaison avec l'équation de la courbe, 
on obtient 

Xt yi ^ X — y^y — G) 

c'est-à-dire l'équation du cercle précédent. 
L'équation polaire de la cubique donne encore, en 

désignant par p4 et p2 les rayons vecteurs de ses points 
d'intersection avec une transversale issue de l'ori-
gine, 

if sin to 
p i p 2 = r—: • 

a costu -f- p sin w 

Par suite, si l'on porte sur la transversale une lon-
gueur égale à la moyenne géométrique de o{ et o2, on 
obtient une courbe qui a pour équation 

( a x -f- $y)(x2 -H ) — i f y = o. 

C'est une cubique circulaire qui présente la particula-
rité suivante : l'origine est à la fois centre, point d'in-
flexion et foyer singulier de la courbe. 

[ B 1 2 a ] [ L l l e ] 

CONTRIBUTION A LA RÉSOLUTION GÉOMÉTRIQUE 
DE L'ÉQUATION DU TROISIÈME DEGRÉ; 

PAR M. Aumc. 

Considérons l'équation 
x 3 - * - px -f- q *= o 
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dont les racines sont représentées par les vecteurs 

a1==GAi, a2=: GA2, a3=GA3. 

En posant 
x = GX, 

on aura identiquement 

cpO) = X* -+- px -h q ~ (x — a{)(x— a2)(x — a3) 

= ^ A ^ . Â I x . Â T x 
avec 

ai -+- a2-\- a3= SGAi = o, 2 a t a2 — 2 GA!. GA2 = />, 

«î et 2 a3 = GAi. GA2. GAS = — q. 

La première de ces relations montre que G est le 
barycentre de A{ A 2 A 3 ; on tire des deux autres 

i i i __ p 
GA, GA, GA3 9 

Si, dans l'équation dérivée 

<p'(a?) = 3 ¿r2 -4- p = o, 

nous posons p = — 3 / 2 , les racines seront 

G F =-+- / , GF = - / , 

et il est clair que G est au milieu de FF ' . 
On a 

yf(x) = 3(x 4 - / ) (a? - / ) = cp'(GX) = 3 F X . F X . 

On connaît la formule 

y'(x) _ 3(x2 — /*) _ i , 
y(x) px^-q x — ai x — a2 x — a3 

d'où 
3FX.F'X i f i 

A ^ . A î X . A a X AjX A2X A3X 
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Lorsque X vient en F ou en F', on a 

i i i _ i i i _ 

ÂTP ÂTf ÂIF ~~ Â 7 F ÂTF7 ÂTF7 "" ' 

ce qui constitue une propriété caractéristique des 
points F et F ' ; nous verrons plus loin que ces points 
sont les foyers de l'ellipse de Steiner, tangente aux 
trois côtés du triangle A4 A2A3 en leurs milieux. 

Nous poserons 

i i i _ 3 

Â 7 X Â T X ^ Â T X ~ Y X ' 

d'où, d'après ce qui précède, 

Â T X . Â T X . Â T X = F X . F X . Y X . 

Nous dirons que le vecteur YX ainsi défini est la 
moyenne harmonique des vecteurs A,X 5 A2X ? A 3 X ; 
plus brièvement, nous dirons que Y est l'harmonique 
de X par rapport à A, A2 A3. 

On pourrait étudier la transformation générale qui 
fait correspondre à X son harmonique Y ; on verrait 
qu'à tout point X situé dans le voisinage de A/ corres-
pond un point Y dans le même voisinage, de sorte que 
les sommets A/ sont les points doubles de la transfor-
mation; à tout point X dans le voisinage de F ou de F' 
correspond un point Y situé dans le voisinage de la 
droite de l'infini. 

Nous avons identiquement 

px q = x (x* ^ -+- ^ ) ' 

Posons 

2 p 
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d'où 

3 _ _ _ / ? _ I I I 

> GÏJ ~ 9 ~ GÂl Gît GT3 ' 
2GU est la moyenne harmonique des vecteurs GA/; en 
d'autres termes, l'harmonique de G est son symétrique 
par rapport à U. 

Nous aurons donc 

CP(AR) = x(x-— /*) — i f 2 ( x — M ) , 

d'où nous tirons la formule générale vectorielle 

<p(GX) = Â^XÂ^X.ÂTX = GX . F X . F X -f- ^ F G . F G . Û X . 

Si X vient en G, on a 

ATG.ÂIG.ÂTG = q = aFG.FG.Ï ÏG; 

Si X vient en U, on trouve 

ÂTO.ÂTÛ.Â^lJ = GU.FU.Fnj , 
d'où 

1 1 1 _ 3 F Û . F 7 Û _ 3 

aTTJ STÛ V U ~~ Â7IJ.Â7IÎ.Â7Û ~~ GTJ ' 

ce qui montre que G est l'harmonique de U. 
Nous avons donc l'interprétation géométrique 

p = 3GF.GF', q ±= 2GF.GF'.TJG. 

Nous avons 
GÂ^-h A ! A 2 = GÂ~2, 

d'011, en posant A, A2 = 63, on aura 
b j — a 3 — b î = a t — a3, ¿3 = a2—at. 

On en tire 
bt -h ¿>2 -+- i>z = 

b 1 ¿>2-t- 6263-H 63= ai ai4- a%av — a\ — a| — 
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et, c o m m e a{ -f- a 2 -4- a 3 = o, 

bibz-h b%b3-4- b3bt — 3(ai#3-4- ata3-h a 3 a j ) = 3 p. 

On a également 

b% — ¿>3 = 2 ¿IL — CL2 — = . 

Nous considérerons les vecteurs 

5 M 1 = s ^ = GM; = = m 3 ; 

y/3 y/3 y/3 

il est clair qu'on aura 
» 1 ^ 2 + m 2 m 3 - h m 3 m ! = a j 4- a 2 a 3 - h a 3 a \ = />, 

et /nB seront les racines de l'équation 

<]>(#) = x3-\-px -h r — o 
avec 

bib 2b 3 m i m<z m% = —- — — f . 
3 / 3 

Les deux triangles A4A2A3 , M1M2M3 peuvent être 
qualifiés de réciproques, c'est-à-dire qu'on a 

GM, — my = 

¿ 3 G M 2 — G M 3 _ M , M. 2 

3 y/3 y/3 ' 

Chaque vecteur est égal au côté correspondant de 
l'autre triangle divisé par y/3 : en outre, ces deux 
triangles ont leurs ellipses de Steiner homofocales. 

On aura comme précédemment 

<j,(a?) = x*-\-px H- r = x ^x* -4- -h ^x -+-
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Posons 

ip 
d'où 

3 r i i 
2GV P GM, GMa GM, 

2GV est la moyenne harmonique des vecteurs GM,, 
GM2, GM3; en d'autres termes, l'harmonique de G 
(par rapport à M< M2M3) est le symétrique de G par 
rapport à V. 

On a 

<J*(a?) = 'if*(x — v), 

d'où la propriété générale vectorielle 

+ (GX) = MrX.M^.MTX = ^ . F X . F ^ + 2FG.F7G.VX. 

Si X vient en G, on a 

MrG.M7G.MlG = r = 2 F G . F G . W ; 

Si X vient en V, on trouve 
M7V.M7V.MTV = G V . F V . F V , 

d'où 

I I I 3 F V . F V 3 
M T V M 2 Y M 3 V M , V . M 2 V . M 3 V GV 

ce qui montre que G est l'harmonique de V par rap-
port à MÎ M2M3. 

Nous savons que le discriminant A satisfait à la rela-
tion 

A = 4 / > 3 - H 2 7 ? * = — [ ( « U — A 2 ) ( « 2 — « 3 ) ( « 3 — « T ) ] 2 

= — 27 m\m\m\ 
= — 27 r2, 
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et comme 

or* 

P = f i ~ 3 ' 

il vient, après réductions, q* r* = 4 / S w2 -h t>2 = / 2 

ou 
G Û ' - I - G V 2 = G F * . 

Telle est la relation simple entre les vecteurs dont 
nous avons donné la signification géométrique. 

Il en résulte que GV est parallèle à la bissectrice 
extérieure de FUF' et GU parallèle à celle de FVF' : 
on a, en outre, 

G Û * = V F . F % 

G V 2 = = ÏÏF.Fir, 

d'où il résulte que GU et GV sont des diamètres con-
jugués de l'ellipse de Steiner. 

On sait que la racine a/ de l'équation 

xz-\- px q = o 

est donnée par la formule de Cardan 

et, comme A — — 27r2, 

a.— 3/ — g -h ir 3 / — q — ir 1 -+- ir 3/ 
~ + V / 

et, en tenant compte de q2-{- r2=z 4 f6, 
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et, en utilisant les relations ci-dessus, 

at __ i ^ i 
y p y— u -+- iv y — u—iv 

On trouverait, par permutation des u et des 

rrij __ i ^ i 
y j z y— p + iu y— p — tu 

Nous avons trouvé précédemment, en appelant b i 1b2 t b3 

les côtés de A< A 2A 3 , 

61 ¿>2 -+• b2 b3 -+- ¿>3 bi = 3p \ 

mais comme b{ -h b2-h ¿ 3 = o, on a également 

b*-h bibt-h b\ = — (M2 + 6263 + ¿>3 M = — 3/>, 

car 

On sait, d'après une remarque due à M. Laisant (4 ), 
que si l'on construit sur A a A 3 deux triangles équi-
latéraux de côté et d'autre de la droite A 2A 3 , et si l'on 
appelle to, <s>' les centres de ces deux triangles, on 
aura 

GaJ.Gô?= GF* = GF \ 

F, F/ étant les foyers de l'ellipse de Steiner. Mais on 
trouve aisément que 

= 7 ( 6 3 — 6 2 ) + 
O 2 y 3 

(*) Congrès de Toulouse, 1887; voir Géométrie de Rouché et de 
Co.cibero.usse, U II, p. 6̂ 4« 

Ann. de Mathémat4' série, t. XVIII. (Mai 1918.) 
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d'où 

G ^ . G V = ; i ( 6 1 — 2 6 ^ 3 + 6 ' + 3 6 f ) 
3 D 

= 1 ( 6 1 + 6 , 6 3 + 6 1 ) = - £ = / » , 
9 J 

ce qui montre que F, F' sont bien les foyers de l'ellipse 
de Steiner. 

On connaît le théorème suivant : Si, sur chaque 
côté A a A 3 . . . d'un triangle A 1 A 2 A 3 , on construit 
à Vintérieur et à Vextérieur des triangles équi-
latéraux de côté A a A 3 . . . , les centres de ces 
triangles forment un triangle équilatéral. 

On obtient ainsi deux triangles équilatéraux de côtés 

c, cy, cy», d , d p , d j (avecy* = i). 

Je dis qu'on a 
cd = 3/2. 

En effet, 
bibz-h bi 63-H — — ¿>1 — 

= 3(6I624- bzbx) = 9/?; 

mais le premier membre se décompose comme il suit : 

— ( b i - h y - f - 6 3 y « ) ( b i 4 - 6 2 y 2 -4- 6 3 y ) = 9 P , 

et chacun des facteurs entre parenthèses est respecti-
vement égal à 3c et à 3d comme il est aisé fie s'en 
rendre compte. 

Il vient donc 
' cd = p = 3 / 2 . 

La même propriété a lieu pour les triangles équila-
téraux construits sur M4MaM3 . 

Pour que U se trouve sur la droite FF' (et dans ce 
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cas V se trouve aussi sur cette droite), il faut et il 
suffit que /?8, q2, r2 et, par conséquent, A aient des 
des arguments égaux (mod7i). 

Dans ce cas, les sommets A4, A2, A3 sont également 
sur FF' ou forment un triangle isoscèle ayant cette 
droite comme axe suivant que A est négatif ou positif 
en prenant FF' comme axe initial de coordonnées. 

[ H 5 a ] 
INTÉGRATION DE L'ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE LINÉAIRE 

A COEFFICIENTS CONSTANTS; 

PAR M. J. -B. P O M E Y . 

Soit l'équation différentielle linéaire à coefficients 
constants et à second membre 

y{m) ^ axyim-V + aiy{m-2) t . amy — f ( x ) . 

Je pose 

L'équation F (*) = o 

est l'équation caractéristique, dont j'appelle les ra-
cines a n a2, . . ., am. Je les suppose inégales. 

L'équation différentielle elle-même pourra s'écrire 
symboliquement, pour abréger, 

J aurai 

^ ( « ^ « ^ ( » / - a i X a / — « » ) . . • ( * / —«/-i)(«/—«/+i)-•.(«!—«m). 
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Je pose 

F'( * ) , = « , = F'(«,)' = a - H p \ a f" 2 + M a^"3 -+•.. • -H Pm-i, 

ce qui détermine les coefficients jp'. J'écrirai symboli-
quement, pour abréger, 

Enfin, je poserai aussi 

I / = r e~*ixf(x)dx 
*o 

et je remarque qu'il y a m intégrales de ce genre. 
Gela posé, la solution y qui, pour # = o, se réduit 

à y 0 en même temps que ses m — i premières dérivées 
deviennent égales à y'Q, y'^ . . . , est donnée par 
la formule 

y - ¿ à 6 1 F ' ( a / ) ' 
i 

C'est cette formule que nous proposons. 
Pour la vérifier, il suffit de former les dérivées suc-

cessives ; on a ainsi 

Or, en vertu des identités d'Euler, toutes ces formules 
se réduisent; on a, en effet, 

•r-1 a?1-2 ^ ai"-' 
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Formons F r , il vient 

et cette équation se réduit à 

* / = / ( * ) , 

parce que ol¿ est racine de F(¿) . 
Donc y est solution. 
Pour montrer que y et ses dérivées successives se 

réduisent à j 0 , j '0 , . . . , y{"l~x\ je forme l'expression : 
y(m-1) + p¿t yim-2) + . . . pim_v y 

d'après les valeurs de ces dérivées simplifiées par les 
relations d'Euler et j'obtiens : 

ámd V (ay) ' 
/ 

Le second membre est une fonction linéaire des 
quantités y0,y0 , . . » y1™'", qui, dans la formule pro-
posée pour notre intégrale, jouent le rôle de con-
stantes arbitraires. Il faut les déterminer, ce qui peut 
se faire, en donnant à x la valeur zéro dans l'équation 
précédente et dans les équations du même type, obte-
nues en donnant à i les valeurs i, 2, 3, . . ., m. Or, si 
dans l'équation précédente, nous faisons x = o, nous 
avons I y = o , e*jx=: i;puis F/

a.(<zy) = o dès que ¿est dif-
férent de j et, pour i = y, nous avons F'a.(a/) = F'(oc/). 
L'équation se réduit donc à la suivante où, dans le 
premier membre, les quantités . . sont les 
valeurs de y et de ses m — i premières dérivées pour 
x = o, savoir 

yT'x>+p\ y{om-i] + pin-i y* = KSro ), 

ce qui est une identité. Donc les inconnues J 0 , J ' 0 , ..., 
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y m-1) f ,gU r e n t dans les seconds membres doivent 
bien avoir les valeurs qu'on leur a données; les con-
stantes arbitraires y0, y'0, . . . , J'(0m-1) sont bien égales 
aux valeurs de y et de ses (m — i) premières dérivées 
pour x = o. 

Il est d'ailleurs facile de voir que le déterminant des 
équations qui déterminent les valeurs à donner aux 
constantes arbitraires est différent de zéro, de telle 
sorte qu'il n'y a pas d'autre solution possible pour les 
valeurs à leur attribuer que celle qui a été indiquée. 
Si, en effet, il y avait une relation linéaire identique 
entre les F ^ j ^ ) , c o m i n e ce serait le cas si le déter-
minant s'annulait, 011 aurait 

2 ^ ( 7 0 ) = 0. 

Or je dis que toutes les quantités , A2, . . ., Aw sont 
nulles. 

Pour prouver, par exemple, que l'on a A ¿ ~ o , il 
suffît de poser 

y»= y» = */, ri = Am~l) = 

On a alors, en général, 
Fa.( a/) = o 

si j est différent de z ; mais comme les racines sont 
simples, on a 

d'où 
- A/F'(a¿) = o 

j 

et^ par suite : A¿= o. 
Il est donc prouvé que le déterminant n'est pas nul. 
Les traités de calcul différentiel indiquent bien que 

l'intégration de l'équation différentielle linéaire à 
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second membre se ramène aux quadratures, quand on 
sait intégrer l'équation sans second membre, mais je 
n'ai pas vu la solution explicite que je viens de donner 
dans le cas de l'équation à coefficients constants. Je 
trouve qu'il y a une certaine analogie entre la formule 
que je propose et la formule d'interpolation de La-
grange. 

C O R R E S P O N D A N C E . 

M. L. Poli. — Solutions des questions 774 et 1444. 
— La solution de la question 774 est donnée dans la 
Théorie des nombres d ' E D . L U C A S , Tome I (seul 
publié), pages 92-93. Cette question, de Prouhet, 
remontant à 1866, doit donc disparaître de la liste de 
celles qui sont restées sans solution. 

Il en est de même pour la question 1444, de Gesàro, 
dont la solution se trouve dans l'Ouvrage précité, 
page 207. 

M. F . E g a n . — Sur la solution de la question l o l l 
( 1 9 1 8 , p. 7 0 ) . — La solution de M. Chapuis n'est pas 
tout à fait exacte. Un système de deux droites n'est 
pas une forme intermédiaire entre ellipses et hyper-
boles, à moins que les droites ne soient parallèles. Il y 
a trois couples de droites satisfaisant cette condition : 
par exemple BC et la parallèle passant par A. Chaque 
couple a une infinité de centres, situés sur l'un des 
côtés du triangle médian. C'est donc ce triangle qui 
doit remplacer le triangle ABC dans le raisonnement 
de M. Chapuis. 
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L'analyse conduit assez rapidement à la même con-
clusion. Soit 

lyz -4- mzx -H nxy = o 

une conique circonscrite k ABC. En éliminant z entre 
cette équation et celle de la droite à l'infini, 

x -by -h z = o, 

on obtient une équation dont le discriminant 

L — (l -k- m — n)2 — 4/m 

décidera par son signe si la conique est une ellipse ou 
une hyperbole. Or, si le centre est (a, (3, y), on trouve 

l m 

_ N _ A — l -+- m — n 
= ï ( a _ i _ P _ T ) = ~ ( Y - f - a - p H p - b Y - a ) ' 

d'où 

A = _ 62(a -+- p - y) (P H- y ~ «) ( ï -+- a - P) (« •+• P + ï ) -

Donc A change de signe chaque fois qu'on traverse 
l'un des côtés du triangle médian. A l'intérieur de ce 
triangle, A a le signe négatif, la conique est donc une 
ellipse. 

ERRATA. 

1918, page io5, ligneS, au lieu de on nous aulire or nous avons. 
1918, page io5, ligne 14, au lieu de de cercle, lire de ce cercle. 
1918, page 106, ligne 12, au lieu de cercle C, lire cercle inscrit C. 
1918, page 106, ligne i3, au lieu de cet lire cette. 
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[L121] 
SUR LES SYSTÈMES LINÉAIRES TANGENTIRLS 

DE CONIQUES ; 

PAR M. R. BRICARD. 

1. Proposons-nous d'abord de chercher les cercles 
qui font partie d'un réseau tangentiel (système linéaire 
à deux paramètres) de coniques donné. 

Soient 

(1) f(u,v,w)= au2 -h a' v2-h a" w2 

-h 2 bvw -h 2 b' WU -4- 2 b" av = o 

l'équation tangentielle d'une conique C et 

(2) F Or,y, I) = A^2-4-A'^2-f-2B"a7^-f-2B'^-i-2BjK + A'/=:o 

son équation ponctuelle en coordonnées cartésiennes 
rectangulaires. On sait que les coefficients A, A', . . . 
sont proportionnels aux mineurs correspondants du 
déterminant 

a b" b' 
b" a' b . 
b' b a" 

Pour que G soit un cercle, il faut qu'on ait 

B" = o, A — A' = o 
ou 

(3) bb'—a"b' = o, 
( 4 ) a' a" — b2 — a a" -+- b'2 = o. 

Supposons que G fasse partie d'un réseau tangentiel 
Ann. de Mathémat4a série, t. WIII . (Juin 1918.) 16 
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défini par l'équation 

/ = X1/1-+- X2 /1 -+ -Ws = o, 
o ù 

f i = aiu^-h a 
On a 

ci — a j -4- «2 

a' = À! -+- «2X2-4- «3X3, 

Si l'on considère A,, et X3 comme des coordonnées 
homogènes, les équations (3) et (4) représentent deux 
coniques qui se coupent généralement en quatre points. 
On en conclut qu'il existe en général quatre cercles 
dans un x̂ éseau tangentiel de coniques. On peut pré-
voir des cas où il y en aura une infinité. 

2. Cherchons à déterminer, sous une forme aussi 
simple que possible, la relation qui existe entre ces 
quatre cercles. On pourrait poursuivre à cet effet 
l'étude du système (3), (4). Mais il vaut mieux pro-
céder de la manière suivante : 

Soient (A), (B), (G) trois cercles donnés, ayant 
pour centres les points A, B, C et dont les rayons 
sont R^, R f . Cherchons un quatrième cercle (D), 
de centre D et de rayon R j , appartenant au réseau 
tangentiel défini par les trois premiers. 

Pour n'aborder que le cas général, je supposerai que 
les points A, B, G ne sont pas en ligne droite ( ' ) . 

Soient , j ' i les coordonnées cartésiennes rectan-
gulaires du point A. I/équation tangentielle du cercle A 
s'obtient immédiatement en écrivant que la distance 

C1) Si les points A, B, G sont en ligne droite, on trouve une 
infinité de cercles (D),]dont les cenlres D sont sur la droite ABC 
€t qui sont bitangenls à la conique bitangente aux cercles (A) , 
< B ) , (C) . 
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du point A à une tangente au cercle est égale à ce 
qui donne 

A2 — R 2 S = o, 
en posant 

A = x\ u y \ v wt S = 11*-+- v2. 

Les équations des cercles (B), (G), (D) ont des 
formes analogues. 

Si les quatre cercles font partie d'un réseau tan-
gentiel, on a l'identité 

( 5 ) A ( A 2 - R 2 S ) + P ( B 2 ~ R | S ) 

T ( G2 — R2 S ) h- S ( D2 — R2 S ) = o, 

a, ¡5, y, 3 étant certains coefficients. Or cela peut 
s'écrire 

SD2— ( a R2 -h p -h y R 2 -+- ô R2 ) S = — a A2 — ¡3B2— YC2. 

Le premier membre, égalé à zéro, donnerait l'équa-
tion tangentielle d'un cercle de centre D; le second 
membre, égalé à zéro, celle d'une conique conjuguée 
au triangle ABC. Par conséquent D est nécessairement 
le centre du cercle conjugué au triangle ABC, c'est-
à-dire l'orthocentre de ce triangle. La relation entre 
les points A, B, C, D est symétrique. Disons, pour 
abréger, qu'ils forment un système orthocentrique. 

Cherchons maintenant une relation entre les 
rayons R^, Rc , R^. A cet effet, remarquons 
que chacun des points A, B, C, D est le centre d'un 
cercle conjugué au triangle formé par les trois autres. 
Désignons par pa, pCJ oj les rayons des quatre 
cercles. 

On a, entre les points A, B, C, D, la relation 
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Elle peut en effet s'écrire, par exemple, 

A2— p 2 S r = — 4 B 2 - 4 C * - £|D® 
PI; P? PS 

et exprime bien que le cercle de centre A et de rayon prt 

est conjugué par rapport au triangle BCD. 
La relation (5) et la relation (6) doivent être iden-

tiques ( * ). On a donc 

*P5 = PP? = TP? - $P3 = « Rg + p RJ + Y RS -H * RJ. 

Si Ton désigne par K la valeur commune de ces quan-
tités, il vient 

P?/ pf 

V Pà PÂ PC PS J 
et enfin 
(7) Pl Pb Pc Pd 

En résumé : 

Il existe en général quatre cercles dans un réseau 
tangentiel de coniques. Leurs centres forment un 
système orthocentrique et leurs rayons Rc., 
R</ satisfont à la relation (7), p ,̂ pc, pa dési-
gnant les rayons des cercles conjugués aux quatre 
triangles formés par les quatre points. 

On peut encore donner à la relation entre les quatre 
cercles une forme géométrique qui permet de constru ire 

(M Si en effet ces deux relations étaient distinctes, on en con-
clurait, par l'élimination de S, que la conique réduite au point 
double 1), par exemple, est conjuguée par rapport au triangle ABC, 
ce qui n'est pas vrai. 
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run d'eux, étant donnés les trois autres. Pour cela, 
remarquons d'abord qu'étant données quatre coniques 
(A), (B), (C), (D) appartenant à un même réseau tan-
gentiel, leurs quatre cercles orthoptiques ont même 
centre radical. En effet il existe par hypothèse entre 
les premiers membres des équations tangentielles des 
coniques une relation 

a A. -+- (3B-4- y G - f - S D = o, 

qui peut s'interpréter ainsi : il existe une conique (G) 
dont Inéquation s'écrit indifféremment 

a A -+- p B = o, 

y G + S D = o, 

et qui appartient par conséquent à la fois au faisceau 
tangentiel déterminé par (A) et (B) et au faisceau 
tangentiel déterminé par (C) et (D). 

En vertu d'un théorème classique, les cercles orthop-
tiques de (A), (B), (G) ont même axe radical; de même 
les cercles orthoptiques de (C), (D), (G). De là résulte 
la proposition énoncée. 

Comme le cercle orthoptique d'un cercle de rayon R 
est le cercle concentrique de rayon Ry/2, on voit aisé-
ment comment, étant donnés les cercles (A), (B), (C), 
on construira le cercle (D) dont on connaît déjà le 
centre. 

3. Étudions maintenant la correspondance entre les 
foyers des coniques du réseau tangentiel. On peut 
supposer celui-ci défini par les trois cercles (A), (B) 
et (C). L'équation générale des coniques est donc 

( 8 ) X ( A * ~ R J S ) - h (¿(B* - S ) -f- v ( C 2 — R? S ) = o. 

Soient P, Q, R les pieds des hauteurs du triangle 
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ABC (ce sont aussi les pieds des hauteurs des triangles 
BCD, CDA et DAB). Je dirai que le triangle PQR 
est le triangle pédal du système orthocentrique 
(A, B, C, D) et aussi du réseau tangentiel considéré. 
Le point A par exemple est le centre d'un cercle (A') 
tangent aux côtés du triangle PQR. 

Soient A' le premier membre de l'équation tangen-
tielle de ce cercle et ra son rayon, de sorte qu'on a 

A' = A2 — S, 
d'où 

A»= A'-hrgS. 
Soient de même 

B 2 = B ' + - r 2 S , 
C2 = G' -h r2 S. 

L'équation (8) peut s'écrire 

X [ A ' + ( r 2 - R â ) S ] 
H- fi.[ B' -h (r 2 — ) S ] -+- v [G' -t- (/*3 — R^ ) S ] = o, 

et l'on voit que la conique représentée par cette équa-
tion est homofocale à la conique 

(9) XA'H- (¿B'-f- vG'= o. 

Mais, comme A', B', C' sont trois coniques inscrites 
au triangle PQR, il en est de même de la conique (9). 
Ainsi : 

Les coniques d'un réseau tangentiel sont homo fo-
cales aux coniques inscrites au triangle pédal du 
réseau. 

Il en résulte que la correspondance entre les foyers 
des coniques d'un réseau tangentiel quelconque n'est 
pas plus générale que la correspondance entre des 
foyers des coniques inscrites dans un triangle; on 
sait que cette dernière correspondance consiste en ceci : 
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les deux foyers de l'une quelconque de ces coniques 
sont deux points inverses par rapport au triangle. 

Enonçons encore la propriété particulière suivante, 
qui se déduit immédiate ment des développements qui 
précédent : les coniques conjuguées par rapport à 
un triangle sont homofocales aux coniques inscrites 
dans son triangle pédal. 

4. Abordons maintenant les systèmes linéaires tan-
gentiels de coniques, à trois paramètres (je dirai plus 
brièvement : les S3). Ils contiennent évidemment une 
infinité de cercles. Cherchons le lieu de leurs centres, 
en nous bornant à l'étude du cas général. 

Soient 
/ ¿ = CHU2-f-,.. — o (i = i , 2 , 3, 4 ) 

les équations tangentielles de quatre coniques quel-
conques, et 

/ = AU2 - + - . . . = XI/I -T- XI / I •+• X 3 / S -+- X 4 / 4 = O 

l'équation d'une conique quelconque du S3 qu'elles 
déterminent. Pour que / soit un cercle, on doit avoir, 
comme on l'a vu, 

(3) bb'—a"b"=z o, 
(4) a'a"—b2- ad'-h b'*= o. 

L'équation tangentielle du centre de / e s t 

f[[, = b'u -l- bv -h a!' w = 0 . 

Ce centre a donc pour coordonnées cartésiennes 

b' b 
x = — Î y = —r, ; a" J a" 

d'où 
b'=a"x, b^a'y. 
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Les équations (3) et (4) peuvent donc s'écrire 

b" 
XV 7, = O, J a! 

a — a 

D'autre part, a", b\ a'—a, b! et b sont cinq fonc-
tions linéaires et homogènes des quatre variables X,, 
\ 2 i 11 existe donc entre ces cinq quantités une 
relation linéaire et homogène, que l'on peut écrire 

— ( a' — a) -h kb"-{- lb' -h mb -h na" = o, 

/»•, /, m, n étant des constantes, ou 

a' — a . b" . 6' ¿> 
h- A —~ -)- l —7. —h —J. —(— /l = O, 

a a a a 

ou enfin, d'après les relations précédemment écrites, 

x- — y2-h kxy -+- Ix H- my -h n = o, 
ce qui représente une hyperbole équilatère. Ainsi : 

Le lieu des centres des cercles d'un S3 est une 
hyperbole équilatère H. 

Si (A), (B), (C) sont trois quelconques de ces 
cercles, de centres A, B, C, ils déterminent un réseau 
tangentiel qui contient un quatrième cercle (D) dont 
le centre D est l'orthocentre de ABC. Ce centre appar-
tient bien à II, ce qui concorde avec le fait que le 
réseau considéré fait partie du S3. 

o. Il existe dans le S3 une infinité de coniques ayant 
un foyer donné. Quel est le lieu du second foyer F' 
( je veux dire du second foyer réel, si F est réel, du 
second foyer imaginaire, si F est imaginaire)? Les co-
niques considérées sont assujetties à quatre conditions 
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tangentielles linéaires, deux par le fait qu'elles sont 
au S3, deux par le fait qu'elles touchent les isotropes 
issues de F. Elles forment donc un faisceau tangentiel 
et touchent, outre ces isotropes, deux droites MX 
et MY. D'après le théorème de Poncelet, MF et MF' 
sont également inclinées sur MX et M Y. MF' est donc 
une droite fixe, et c'est le lieu demandé. 

Ce résultat se précise par la considération de l'hyper-
bole H. 

Soient F et F' les deux foyers d'une conique quel-
conque Cdu S3. Soient A, et A2 les deux points où FF' 
rencontre H. Il existe deux cercles (A<), (A2) de 
centres A< et A2, appartenant au S3. 

Considérons le faisceau tangentiel déterminé par ces 
deux cercles. Il contient une seule conique ayant son 
foyer en F, et cette conique, faisant partie du S3, se 
confond nécessairement avec C. Son second foyer F' 
est le conjugué harmonique de F par rapport à A, A2 

[car les foyers des coniques du faisceau tangentiel 
défini par (At) et (A2) forment sur A{ A2 une involu-
tion dont A< et Aa sont les points doubles]. Fr appar-
tient donc à la polaire de F par rapport à H. Ainsi : 

Le lieu des seconds foyers F' des coniques du S3 

qui ont un foyer donné F est la polaire de ce point 
par rapport à H. 

Observons que A,, A2, A3 étant trois points quel-
conques de H, celle des coniques du réseau tangentiel 
défini par les cercles (A,), (A2), (iV3) qui a son foyer 
en F est l'une des coniques considérées. Or on a vu 
au n° 3 que le second foyer F' de cette conique est 
l'inverse de F par rapport au triangle pédal de A4 A2A3. 
On peut donc énoncer la proposition suivante : 

A,, A2, A3 étant trois points quelconques d'une 
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hyperbole équilatère II et F étant un point quel-
conque de son plan, Vinverse de F par rapport au 
triangle pédal de A, A2A3 appartient à la polaire 
de F par rapport à H. 

[ K l 5 ] 
NOTE SUR LES TRIANGLES ISOLOGIQUES ; 

PAR M. V. THÉBAULT. 

D'une manière générale, deux triangles ABC et 
A ^ B ^ , , situés dans un même plan, sont isologiques 
lorsque les obliques, menées respectivement de A, B, C 
à Bj CM C1A1 , A4 B{ sous un même angle 9, dans le 
même sens de rotation, sont concourantes. Il en résulte 
d'ailleurs que les obliques menées de A,, B<, C, à BC, 
CA, AB, sous le même angle, dans le sens opposé, 
sont aussi concourantes. 

Or, si l'on considère un triangle A i B,C l aplati, 
c'est-à-dire ayant ses sommets alignés sur une même 
droite à, la définition précédente est en général défec-
tueuse quant à la deuxième partie. Les obliques 
menées de A, B, C surB 4C,, C4A4 , A1B1 sont con-
courantes (point de concours à l'infini), mais celles 
qui sont tracées de A n BM C n sur BC, CA, AB ne le 
sont pas nécessairement. 

Il nous semble intéressant de rechercher dans quelles 
conditions deux triangles ABC et A ] B, C4, dont le der-
nier est aplati, sont isologiques. 

1. Soient un triangle ABC et une droite quel-
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conque A de son plan contenant trois points A n 

et G,. Les droites ^ , S2, issues respectivement de A, 
B, G et faisant avec A un même angle 9 sont parallèles 
(point de concours à l'infini). Traçons deux droites 
X{ix> et B4 a) faisant respectivement avec BG et CA, 
dans le sens opposé de rotation, un même angle 6. 

Une translation parallèle à A, suivant BB4 par 
exemple, amène B4 en B, A{ en a{, G, en c{ sur une 
droite Af, et co en to,. La démonstration générale se 
déduira par une translation inverse qni mènera A, 
en A. 

Par (o4 traçons la droite (0<K faisant avec BA 
l'angle 6. Elle rencontre A4 en K. 

Désignons par a, ¡3, y les angles de la droite A res-
pectivement avec les côtés BC, CA, AB. Les droites 
Boj|, K O J m étant antiparallèles par rapport aux 
angles A, B, G du triangle, forment entre elles les 
angles 

A ou i8o°— A, B ou i8o°— B, G ou i8o°— G. 

Ces droites forment avec A des angles 

(6 — a) ou i 8 o ° — ( 0 - h a ) , 
(0 — p) ou i 8 o ° — ( 6 - f - p ) , 
( 0 — y ) ou 18o° — (0 y ). 

Dans les triangles BOJ, aK e t a ^ K , par exemple, on 
a donc 

B a i sinB _ sin(0 ± 
ÔVK X sïrTC ~ sin(0 =b y ) ' 

d'où 
B o i _ A B sin(0 ± ¡3) ^ 

( I ) ai K AG X sin(0d= Y)' 

les signes -f- et — étant convenablement groupés. 

Pour que la droite issue de CM faisant avec AB 
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l'angle 0, passe en to, il faut et il suffit que K coïn-
cide avec G,, c'est-à-dire que la relation (i) soit 
vérifiée. 

Telle est la condition déterminant le triangle aplati 
B< AfCj , B< et A, étant donnés. Deux relations ana-
logues fixent A, et B n si Ton donne B, et G, ou Ai 

et C,. 

2. Dans les Nouvelles Annales ( ' ) , nous avons 
étudié le cas particulier de la figure où les droites qui 

joignent les sommets des triangles ABC et A1B (C1 

sont parallèles. Il est aisé de constater que la rela-
tion (i) y est vérifiée, car 

BA! __ BR _ AB sin (e— ¡B) 
ÂTC7 - RG ~ AG X s in(6-h y ) ' 

(') Généralisation d'un théorème de M. T. Lemoyne, 1914, 
p. 218. 
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Enfin dans ce dernier cas, si 9 = 90°, 

Bi A i _ A B cos ¡2 

A i Ci A G cos Y 

Ainsi se trouve établi et généralisé le théorème fon-
damental de M. Neuberg sur Forthopôle : 

Soient A', B', C' les projections des sommets du 
triangle ABC sur une droite quelconque A de son 
plan. Les perpendiculaires abaissées de Af sur BC, 
de B' sur CA, de G sur AB concourent en un même 
point (o. 

L'orthopôle w de A par rapport au triangle ABC est 
donc l u n des centres orthologiques des triangles ABC 
et A< B, C,, le second centre étant à l'infini. 

3. Les propriétés de Forthopôle, dans les cas parti-
culiers de la droite A par rapport au triangle, sont 
parfois bien suggestives pour les élèves. Nous en avons 
proposé un certain nombre de ce genre dans le Journal 
de Vuibert, 1910, pages 7 et 76; dans VEducation 
mathématique, 1912, page I5I. 

Ainsi, si A se confond avec Fun des côtés du triangle, 
son orthopôle devient Forthocentre du triangle. A A', 
BB', CC' sont les hauteurs, lesquelles sont par consé-
quent concourantes. 

Il est à remarquer que les hauteurs sont les seules 
droites, issues des sommets du triangle, qui soient 
concourantes tout en faisant avec les côtés un même 
angle, dans le même sens de rotation. 

Cette propriété a permis à M. R. Marchay d'obtenir 
ce remarquable théorème qui semble par suite spécial 
aux triangles orthologiques ( , ) : 

( 1 ) Journal de Vuibert, 1916, p. 70. 
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Deux triangles ABC, le étant tracés dans un 
même plan, si par A, B, C on abaisse respective-
ment sur I cI a , Iaïb les perpendiculaires \'cl'b, 

qui déterminent un triangle ; ei que 
de même on abaisse de \a, I*, I^/es perpendiculaires 
B'C', C'A', A'B' ii/r BC, CA, AB qui déterminent le 
triangle A'B'C', on a la relation 

(aire ABC) x (À'B'C) = (aire I„J 6I c) X (aire VaVhVc). 

Dans un triangle ABC, AI, BJ, GT sont les milieux des 
cotés BG, G A, AB ; D, E, F sont les contacts de ces côtés 
avec le cercle inscrit I, <p le point de Feuerbach et P t , Q1? Rj, 
PÎJ Q2, R2 les projections orthogonales de cp sur les côtés 
des triangles A Ì B J C Ì et D E F . Démontrer les relations : 

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES. 

2263. 
\1915, p. 478.) 

sin A sinB sin G 2' 

B G 
cos — C O S — 1 '1 

<pp1> ' 9Q2 0Q2 ?R2 
o. 

V . T H É B A U L T . 

S O L U T I O N 

P a r M . R . GOORMAGHTIGII . 

I° Soient I et O les centres des cercles inscrit et circonscrit 
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au triangle ; on a, d'une part (*), 

(6 — c)R (c — q)R ( a - b ) R 
? A > = >01 ' , 0 1 » ç ? G l = — l o i — 

La solution de la question 2262 montre, d'autre part, que 

r* J b — c c — a a — b <pD = A' cpE = A g-, = g-, 
sin — sin — sin — 

2 2 2 

Le facteur k se calcule en exprimant que la somme algébrique 
des aires E'pF, FcpD, DcpE est égale à celle du triangle DEF. 
On a ainsi 

Jt>yr\ (c — a) (a — b) A 
. B . c c o s - ; sin — sin — 2 2 

S' désignant l'aire du triangle DEF. Si l'on observe que 

— S a ( c — a) (a — b) = 4 S(R — 2r) , 

A B C b = ir2 cos — cos — cos — y 
2 2 2 

on obtient aisément 

et, par suite, 
4 R ( R — 2 r) 4 Ï Ï Ï ^ 

(b — c)r (c—a)r (a — b)r 
? D = ? E = V * F = — ™ 

2 01 sin — 2 01 sin — 201 sin -
2 2 2 

Par conséquent 

© A , x C P B J X cpGx R3 . A . B . C R3 r / R \ 2 
J—pr -TT- = — sin — sin — sin — = — = — • c p D x c p E x c p F r 3 2 2 2 r3 4R \ a r / 

2° et 3° Les relations proposées résultent immédiatement 
de l'équation du cercle circoncrit à un triangle en coordonnées 
normales, si l'on observe que les cotés du triangle A ^ j G ! 

(J) Voir Journal de Vuibert, 34e année, p. 5 et p. 5i. Voir aussi 
Mathesis, 1914, solution de la question 1934. 
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sont proportionnels à sin A, sinB, sin G et ceux du triangle DEF 

proportionnels à cos ~ A, cos i B, cos i G. La relation du 2° 
s'applique à tout point du cercle des neuf points, celle du 3° 
à tout point du cercle inscrit. 

Au moyen des relations 

<pPi : ?Qi : <?Ri = - r ~ — : —-— : — ' 1 1 b — c c — a a — b 

• 1 i • 1 n> • 1 n sin — A sin - B sin - G 
<pP2 : <?Qa : <?R2 = -t : — - — : — 1 1 4 b — c c — a a — b 

on obtient aisément des relations qui ne s'appliquent qu'au 
point <p, par exemple : 

i I i 
<pp, "f" ?Qi + cpR, O, 

b -h c c -h a a -f- b 
~<pT7" ?Qi ' cpRt ~~ 

. A si n — . B s in — 
) 

. G sin — i 
o, 

VQ-2 ^ ? R 2 
o, 

3 A ' COS3  
2 cos3 — 2 cos* — 2 o cpl>2 <pR2 

o 

Autres solutions par M M . R . BOUVAIST et O N O . 

2264. 
(1915, p. 478 ) 

Démontrer que, si la tangente en P à une courbe ( P ) 
quelconque coupe les axes rectangulaires Ox et Oy en S 
et T, et si la tangente en la courbe (M), que décrit le 
milieu M de ST, coupe Ox et O y en U et V, on aura 

M U _ P S 

MV ~ P T ' 

et déduire de là une construction géométrique de la tan-
gente UV quand le point P est donné et réciproquement. 

M . D ' O C A G N E . 
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S O L U T I O N 

P a r M . H . GOORMAGHTIGH. 

Soient M', U', V' les symétriques de O par rapport à M, U, V. 
Les coordonnées 7) de M' sont fonctions d'un paramètre / ; 
l'équation TS et l'équation dérivée par rapport à t s'écrivent 

Ti^-Hj-y = ft, r/a?-4- = + VÊ-

En désignant par P' la projection de P sur O x , on a donc 

TP ; TS = OP' : OS = 

D'autre part, l'équation de la tangente en M' au lieu de ce 
point étant 

- • < > ) = V O - O , 
on a 

V ' M ' : v 'U'= ,, - T P : T S . 
fi £ — 

Par suite, 
MU : M V = M'U' : M'Y' = P S : P T . 

Si l'on appelle K le point où M'P' rencontre Ox, on a la 
relation 

K S : T M ' = P S : T P = M U ' : M'V' = S U ' : T M \ 

Par conséquent KS = SU'; M'P et M'U ont des directions 
symétriques par rapport à Ox. La tangente en M à la 
courbe (M) s'obtient donc en menant par M une droite ayant 
une direction symétrique, par rapport à Ox, de celle qui 
joint P au symétrique de O par rapport à M. Réciproquement, 
pour déduire le point P de la tangente en M à la courbe (M), 
il suffit de mener par le symétrique de O par rapport à M une 
droite ayant une direction symétrique de celle de UV par 
rapport à O x \ l'intersection de cette droite avec TS est le 
point P cherché. 

A U T R E S O L U T I O N 

P a r M . J . L E M A I R E . 

Soient ST et S'T' les tangentes à ( P ) en deux points voisins 
P et P', M et M' les milieux des segments interceptés sur elles 

Ann. de Mathémat4e série, t. XVIII. (Juin 1918.) 17 
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par Ox et Oy, ut t p les points où MM' coupe Ox et O y . 
Gomme M est le milieu de ST, on a (Jig. i) 

vT __ ii S 
75™ uO* 

v T _ uS' 
To ~ u s ' 

p T « S 
pT' ¿¿S' 

d'où il résulte que ST, S'T', MM' sont tangentes à une para-

bole inscrite à l'angle xOy. Si P' vient se confondre avec P, et 

par suite M' avec M, on voit (Jig. 2) que la tangente UMV en M 

à (M) touche la parabole (K) inscrite à x Oy et tangente en P 
à ST ; on a donc bien la relation demandée, d'après le théorème 
de Ghasles relatif au rapport anharmonique des traces, sur 
une tangente mobile, de quatre tangentes fixes à une conique. 

Fig. 1. 

Supposant P connu ainsi que la tangente ST à (P) en ce 
point, la construction de îa tangente UV en M à (M) revient 
à la détermination de la deuxième tangente menée de M à la 
parabole (K); mais voici une construction élémentaire (Jig. 3): 
si nous supposons le problème résolu, et si nous appelons Mi 
le point où OM coupe la parallèle TUi à VU, nous pouvons 
écrire 

M) Ut MU _ PS 
Mi T MV ~ PT ' 

de même 

par conséquent 
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par conséquent PMj est parallèle à O x ; connaissant P et ST, 
on a donc aisément Mj, puis Ui, et la parallèle menée par M 
à TUt est la tangente cherchée. 

Fi g. a. 

Inversement, étant donné M et la tangente UV en ce point 
à (M), on a de suite la droite TS ayant son milieu en M,, 
puis TUi parallèle à UV, d'où Mi sur cette droite et sur 
OM, et la parallèle menée par à Ox coupe ST au point P. 

F i g . 3. 

Tout ce qui précède s'étend immédiatement au cas où les 
axes O x et O y ne se coupent pas à angle droit et où M, au 
lieu d'être te milieu de ST, partage ce segment de droite dans 
un rapport donné ; par suite les tangentes aux divers points 
de STaux courbes correspondantes enveloppent la parabole (K). 



( 220 ) 
On en conclut ce théorème : la normale à une conique 2 
•coupant ses axes en S et T, on sait que le point M tel 

que = k décrit une conique (M); les tangentes aux 

coniques (M), obtenues quand k varie, aux points M corres-
pondants de la normale, enveloppent une parabole qui touche 
les axes de S, la normale et la tangente en M ; on sait 
^'ailleurs que cette parabole touche la normale au centre de 
-courbure de £ au point M. 

Autres solutions, par UN ABONXK, M M . R . BOUVAIST et T . O N O . 

Construire les foyers et les sommets de l'axe focal d'une 
conique dont on donne un point, le centre de courbure 
-correspondant, et : i° soit un axe ; soit le centre. 

M . D ' O C A G N E . 

I° Soient X'OX Taxe focal, Y'OY l'autre axe d'une conique, 

2265. 
( 1015, p. 478.) 

S O L U T I O N 

P a r M . J . L E M A I R E . 

Y 

V 

T X 

M un point de la courbe, T et T', N et N' les points où la 
tangente et la normale coupent ces axes, co le centre de 



courbure en M, D et D' les points où les parallèles à TT' 
menées par N et N' coupent OM : on sait que les parallèles 
menées par D et D' respectivement à Y Y' et XX' passent en u> 
(construction de Mannheim). Si Ton suppose donnés le point M, 
le centre de courbure u> en ce point, et l'axe X'OX, la perpen-
diculaire en N à la normale et la perpendiculaire menée de w 
sur l'axe se rencontrent en D ; joignant DM, on obtient le 
centre O, puis l'axe Y'OY, d'où les points N' et T' ; le cercle 
de diamètre N'T' coupe l'axe focal aux foyers de la conique ; 
ayant les foyers et un point de la courbe, on obtient sans 
peine les sommets de l'axe focal. La courbe est une ellipse ou 
une hyperbole suivant que N est, ou non, situé entre les foyers^ 

9,° La perpendiculaire en O à OM coupant la normale en Cr 

un sait que wG et NN' ont le même milieu, d'où la construc-
tion suivante, si l'on suppose donnés M, to, et O : traçant la* 
perpendiculaire en O à OM, on a le point C; du milieu de wC 
comme centre, si l'on décrit une circonférence qui passe en Or 

elle coupe la normale en N et N'; les droites ON et ON7 sont 
les axes, et l'on termine la construction comme ci-dessus, 
construction qui s'applique aussi bien si l'on suppose connu* 
l'axe Y'OY que l'axe X'OX. 

Autres solutions, par U N A B O N N É , M M . R. B O U V A I S T et T . O N O . 

2266. 
(1915, p. 47«.) 

On considère toutes les conchoïdes d'une courbe (M)* 
quelconque par rapport à un pôle O. Pour chaque posi-
tion du rayon vecteur OM, le lieu des centres de courbure 
répondant à toutes ces conchoïdes est une conique T dont 
on donnera une détermination géométrique complète. 
Reconnaître à quelle condition géométrique T est une 
ellipse, une parabole ou une hyperbole, en remarquant 
qu'elle ne peut jamais être un cercle. Examiner spéciale-
ment le cas oit la courbe (M) est une spirale d'Archimède 
de pôle O et déterminer dans ce cas les axes de la conique 

M . D ' O C A G N E . 

S O L U T I O N 

P a r M . R . GOORMAGHTIGH. 

Les conchoïdes d'une courbe (M), par rapport au pôle Oy. 
sont les podaires, par rapport à ce point, des courbes parallèles-
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à Fantipodaire ( P ) d e ( M ) . Appelons P le point où Ja perpen-
diculaire élevée en M sur OM touche la courbe ( P ) , G! le 
centre de courbure de ( P ) en P, et A la projection de G 
•sur PCf. Le centre de courbure G de la conchoïde décrite par 
un point M' de OM s'obtient donc de la manière suivante : 
on projette M' en P' sur ACl5 puis Ci en Q sur O P \ et Qien R 
sur AGt ; le point G est à l'intersection de M'A avec OR. 
Comme le point Q décrit le cercle (to).ayant OCi pour diamètre, 
le lieu considéré dans l'énoncé revient donc au suivant ; la 
parallèle à OA menée par un point variable Q de (to) recoupe 
ce cercle en Q' et rencontre ACi en R ; lieu du point d'inter-
section de Q'A et OR. A une droite Q'A correspond une 
droite OR ; à une droite OR correspondent deux droites AQ'. 
Le point G décrit donc une cubique ; comme la droite OA 
fait partie du lieu, le lieu proprement dit est une conique F. 
Elle passe par A, Ci et par les milieux to et A' de OCi et OA; 
elle est de plus tangente au cercle (to) en A. 

Le centre et les axes de T s'obtiennent par une construc-
tion simple. Le diamètre du cercle (to) parallèle à OA ren-
contre ce cercle en B et B' et la droite AGi en D, les 
droites AB et AB' rencontrent OD en deux points E et E' 
de T; le milieu K de EE' est le centre de la conique. La 
droite OD est, en effet, un diamètre de T puisqu'elle passe 
par les milieux des cordes parallèles A'to et Ci A. 

Soient T et T' les milieux de AE et AE'; les axes de T sont 
dirigés suivant KT et KT'. Les tangentes à F en E et E' sont 
parallèles à Ci A et coupent respectivement KT et KT' en L 
<it L' ; pour obtenir les longueurs des demi-axes de T il suffit 
de construire les moyennes proportionnelles à KT et KL, 
d'une part, et à KT' et KL', d'autre part. 

Des considérations qui précèdent, on déduit aussi que (to) 
^est le cercle osculateur de la conique F au point M. Le point to 
est donc l'une des intersections de T avec sa développée. On 
peut encore observer qu'en considérant les cas où QR est 
tangent au cercle (to), "on obtient les points de T dont les tan-
gentes passent par O. 

Si le point, Q' est situé sur l'arc Ci A du cercle (to) et si, en 
outre, Q' R = OA, les droites Q'A et OR sont parallèles. On 
en déduit que T est une ellipse, une parabole ou une hyper-
bole suivant que OCi est inférieur, égal ou supérieur à 3 OA. 
4ia nature des intersections de T avec le cercle (to) montre 
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d'ailleurs que F ne peut jamais être un cercle. R e v e n a n t à 
l'énoncé de la question, on peut énoncer ainsi les 'conditions 
qui précèdent : 

La conique T est une ellipse, une parabole ou une hyper-
bole suivant que la distance de 0 au centre de courbure de 
l'antipodaire ( P ) d e (M) au point correspondant à M est infé-
rieure, égale ou supérieure au triple de la distance de 0 à la 
normale de (P). 

Dans le cas où (F) est une parabole, E' est à l'infini; le 
sommet est au milieu de LT et le foyer est à l'intersection 
de LT avec la médiatrice de EL. 

Quand (M) est une spirale d'Àrcliimède de pôle O, (P) est 
une développante de cercle et Ct coïncide avec A; F est donc 
alors une ellipse. Le point A et le milieu A' de OA sont les 
sommets de l'un des axes de F. D'après ce qui précède, A' est 
le centre de courbure deT au point A; on a donc, en désignant 
les demi-axes de T par a et 3, 

£ = I A A \ a 2 : (3 = AA\ 

L'un des axes est donc AÀ', l'autre est égal au côté du carré 
inscrit dans le cercle décrit sur OA comme diamètre. 

Autres solutions, par U N A B O N N É et par M . R . B O U V A I S T . 

2267. (1915, p. 479-) 

Démontrer géométriquement que si la normale en un 
point M d'une parabole rencontre en N l'axe de cette 
courbe, en P la tangente au sommet, et que si Q est le 
milieu de MN, le rayon de courbure en M est le double 
de P Q . M . D ' O C A G N E . 

S O L U T I O N 

P a r M . R . B O U V A I S T . 

Soit T Fintersection de la tangente en M avec la tangente 
au sommet, soit F le foyer, soit enfin T t le symétrique de T 
par rapport à Q, les trois points T, Q, T! se trouvant du reste 
sur une même parallèle à l'axe. Le cercle des centres, relatif 
à la position considérée de l'angle mobile FTM, est le cercle 
FQTj, coupé par TF en C, le rayon de courbure cherché est 
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égal à TG, or on a 

TG.TF = 9 .TQ 2 = 2PQ.MQ = 2PQ.TF, 
d'où 

TC = 2MQ. 

A U T R E S O L U T I O N 

P a r M . J . LEMAIRE. 

Soient F le foyer de la parabole, A sa directrice, S son 
sommet, A le point commun à A et à l'axe, D le point où la 

Fig. 1. 

0 

\ p 

\ M 

/ ; \ Q 

! : \ 
A c S F M' Q' N 

normale en M coupe A, M' et Q' les projections de M et Q 
sur l'axe. 

Gomme M'N = AF, on a 

M'Q' = A S , d'où QM = PD, 

et par conséquent 
PQ = DM, 

ce qui démontre le théorème, puisque le rayon de courbure 
en M est le double de DM. 

On peut ajouter les observations suivantes : 

i° Mener MJ parallèle à l'axe ANX, et NJ perpendiculaire 
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à MN. Le centre de courbure tu est à la rencontre de MN avec 
la perpendiculaire J to à JM. 

MJNT est un parallélogramme. Les triangles rectangles 
P'TN, MJto sont égaux, etc. 

2° Achever le rectangle NMTK et le parallélogramme NP'TI. 
On sait que MK passe par le foyer F et que Kto, perpendi-

culaire à MFK, passe par le centre de courbure to. 
NKIto est un rectangle, etc. 

3° Mener FC perpendiculaire à MF. On sait que le point G 
où elle rencontre MN est au milieu du rayon de cour-
bure M to, etc. 

Addition par M. H . B R O C A R D . — Le cercle de courbure 
en M rencontre la parabole en un autre point R, et la corde 
commune RM est symétrique de MT par rapport à MM'. La 
perpendiculaire à RM menée par to et la droite NX déter-
minent des triangles rectangles égaux, dont on déduit aisé-
ment 

MT 
to M = = pM, sina cosa 

a étant l'angle MTN. 
On a ensuite 

UM = p>i sin 2a == 2MT. 

MR rencontre AN en V, et Von sait que Y est le milieu 
de UM, ou que la corde MR est quadruple de la tangente MT, 
relation signalée ici par G. de Longchamps (1880, p. 68-71), 
parmi d'autres propriétés que le lecteur pourra tirer de la 
figure décrite ci-dessus. 

Note. — Sur la même figure il pourra être intéressant de 
considérer aussi la corde RM commune à la parabole et au 
cercle de courbure en M. 

Le milieu S de RM est la projection de G sur RM. 
D'après une propriété connue, RM est symétrique de MT 

par rapport à MA. 
Soient Y, L, G les rencontres de RM, BC, GS avec Ox, et 0 

l'angle MTx. On voit que MG, BG, GG, perpendiculaires 
à MT, Oa?. MR, forment entre elles l'angle 8. 

Dans la série de triangles rectangles à angle 8, ainsi déter-



( 2*6 ) 

minés, on obtient facilement les relations 

sino coso 
et 

S M = CM sin 2 8 = i M T ; 

donc 

HM = a SM = 4 MT. 

Fig. 2. 

La corde ci-dessus est donc quadruple de la tangente MT, 
propriété signalée ici par G. de Longchamps (1880, p. 68-71). 

Le lecteur pourra aisément ajouter d'autres propositions. 

Autres solutions par U N A B O N N É et par M M . T . O N O et V . T H É B A U L T . 

2268. 
(1915, p. 479-) 

Si, d'un point M pris sur une conique, on mène à cette 
courbe les trois normales MP, MQ, MR, autres que la 
normale en M, le triangle PQR, inscrit à la conique 
donnée, est en même temps circonscrit à une conique fixe. 

G. FONTENÉ, 
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S O L U T I O N 

P a r M . R . B O U V À I S T . 

Cette proposition et celle de la question 2259, résolue 
(1916, p. 447)? sont évidemment polaires réciproques par rap-
port à la conique donnée; il suffit donc d'établir Tune des 
deux, la première par exemple. 

Soient M le point considéré de l'ellipse (E), a, B, y les con-
tacts avec È des droites QR, RP, QP. Désignons par 13 et V 
les intersections avec l'axe focal de et M a, TJ et Y appar-
tiennent à une involution dont le point central est le centre 0 
de (E) et dont deux couples de points conjugués sont les 
sommets de (E) situés sur l'axe focal, on a donc 

OU. OY = — a\ 
on aura de même 

OUT .OV' = — 

U' et Y' désignant les points d'intersection des droites consi-
dérées avec le petit axe. Ces relations montrent que la projec-
tion du point P sur les axes de (E) est sur la symétrique 
de Ma par rapport à 0 , le point P est donc le pôle par 
rapport au cercle décrit sur les foyers de ( E) comme diamètre 
de la tangente au point a' de (E) symétrique de a par rapport 
au petit axe. Il appartient donc à l'ellipse ayant pour sommets 
les sommets de la développée de (E). 

A U T R E S O L U T I O N 

P a r M . J . LEMAHVE. 

On sait (question 2259) que le triangle normal circons-
crit, formé par les tangentes en P, Q, R à la conique, est 
inscrit à la conique (T) ayant ses sommets aux rebrous-
sements de la développée de la première; par conséquent le 
triangle PQR est circonscrit à la conique (T) polaire réci-
proque de (T) par rapport à la conique donnée. 

Autre solution de M. T. ONO, Voit' aussi, page 84, Coiresp., 
M . F . B À L I T R À N D . 

2270. 
(1915, p. 479-) 

Démontrer que le cône qui a pour sommet le point 
double d'une courbe de Viviani et pour base cette courbe 
est de révolution. F. B A L I T R A N D . 
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S O L U T I O N 

P a r M . R . G O O R M A G H T I G H . 

Soient S et T la sphère et le cylindre dont l'intersection est 
la courbe de Viviani V. Le centre O de S et le point 
double A de la courbe V se projettent en O' et A' sur un 
plan perpendiculaire à l'axe de T; ce plan coupe S et F sui-
vant deux cercles qui se rencontrent en deux points M et M' 
de V. Le second de ces cercles a O'A' pour diamètre. Les 
triangles rectangles O ' M A ' , M O ' O sont égaux; par suite, 

M A ' = O O r = A A ' . 

L'angle MA A' vaut donc 45°; par conséquent, le cône qui pro-
jette V de A est de révolution et l'angle au sommet vaut 90°. 

Autres solutions, par M M . R. B O U V A I S T et J. L E M A I R E . 

2271. 
( 1915, p . !>3i 

Etant donnée une hyperbole par ses asymptotes et un 
point M, démontrer que le centre de courbure en M peut 
être obtenu par l'une des constructions géométriques 
suivantes : 

i° On mène la tangente en M qui coupe les asymptotes 
en A et B, et Von élève en ces points les perpendiculaires 
aux asymptotes qui coupent la normale en M respective-
ment en a et ¡3 et se rencontrent en P. On joint PM et, 
par CL, on mène une parallèle à la tangente en M; la 
parallèle à PB, menée par le point dyintersection de ces 
deux droites, passe par le centre de courbure. 

20 On joint Ça, ety par on mène une parallèle à PA ; 
la parallèle à la tangente en M, menée par le point de 
rencontre de ces deux droites, passe au centre de cour-
bure. 

3° On joint Ba, et, par M, on mène une parallèle à PA ; 
la parallèle à PB, menée par le point de rencontre de ces 
deux droites, passe au centre de courbure. 

F . B A L I T R A N D . 
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S O L U T I O N 

P a r M . J . L E M A I R E . 

Il suffit de prouver que ces diverses constructions donnent 
le milieu de ap qui est, comme on sait, le centre de courbure 
de l'hyperbole en M. 

ï° Si Q est le point commun à PM et à la parallèle menée 

par a à la tangente en M, le théorème de Thalès donne, en 
appelant to le point où la parallèle à PB menée par Q ren-
contre la normale, 

up _ QP 
M (3 ~~ MP * 

et, à cause des triangles semblables PMA et PQa, 

toft _ Q « t 

M"p ~ MA' 

d'ailleurs, les triangles Qato et BM(i sont semblables, et 

to a 
M~p 

Q f . 
MB ' 

comme MA = MB, on a bien to,3 = ioa, c. Q. F. D. 
2° Soit R le point de rencontre de Ba et de la parallèle 

menée par ¡i à PA; le triangle aAB étant isoscèle, <*M est 

bissectrice de A a B ; comme Rpa = A a M, le triangle Rafi est 
aussi isoscèle, et la parallèle menée par R à la tangente 
en M, étant perpendiculaire à la base a{3, passe au milieu de 
cette base, c'est-à-dire au centre de courbure. 
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S désignant îe point où la parallèle menée par M à PA 

coupe Ba, ce point est le milieu de Ba, puisque M est le 
milieu de AB ; par suite, la parallèle menée par S à PB passe 
au miMeu de aji. c. Q. F. D. 

Autres solutions, par MM. R. GOORMAQHTIGH , T. O N O et P H . DU 

P L E S S I S . 

2272. 
( 1915, p. &Ji.) 

On mène d'un point M les quatre normales à une 
ellipse CE) et les tangentes à cette ellipse aux pieds des 
normales. Il existe une parabole ( P ) et une seule qui 
touche ces quatre tangentes. Démontrer que les points où 
elle la touche sont sur l'hyperbole d'Apollonius (H) de M. 

F . B A L I T R A N D . 

S O L U T I O N 

P a r M . R . BRICARD. 

Soit a l'un des points de rencontre de (H) avec (E), c'est-
à-dire le pied de l'une des normales abaissées de M sur (E). 
La tangente en a à (E) rencontre de nouveau (H) en un 

point a'. L'angle Ma a' étant droit, il en résulte, en vertu 
d'une propriété bien connue de l'hyperbole équilatère, que 
Ma' est perpendiculaire à la tangente en a à (H). Mais on 
sait que (H) peut être définie comme lieu des points tels que 
les perpendiculaires abaissées de ces points sur leurs polaires 
par rapport à ( E) passent en M. Il résulte de là que le point a' 
est le pôle, par rapport à (E), de la tangente en a à (H). 

Cela posé, la polaire réciproque de (H), par rapport à (E), 
doit être tangente à la polaire du centre de (E), c'est-à-dire 
à la droite de l'infini. C'est donc une parabole, qui touche en 
outre les quatre tangentes analogues à aa', et se confond par 
conséquent avec la parabole (P) de l'énoncé. (P) touche aa' 
au pôle de la tangente en a à (II), c'est-à-dire, comme on 
vient de le voir, au point a' qui appartient à (H), et la pro-
position est ainsi établie. 

Autres solutions, par M M . R . BOUVAJST , J. L E M A I R E , et I ' À U T E U R . 

2273. 
( 1815, p. 53i..) 

Si A et A' sont deux points de rebroussement diamétra-
lement opposés d'une hypocyclmde à quatre rebrousse*-
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rue ni s, les bissectrices des angles que les tangentes à cette 
courbe font avec AA' ont pour enveloppes les deux hypo-
cycloïdes à trois rebroussements ayant l'un un point de 
rebroussement en A et le sommet opposé en A', et l'autre 
vice versa. M. D ' O C A G N E . 

SOLUTION 

P a r M . J . L E M À I R E . 

Soient O le centre du cercle de diamètre AA' contenant les 
quatre points de rebroussement de la première courbe, M un 
point de ce cercle, P et Q ses projections sur AA' et sur le 

diamètre perpendiculaire BB', R la projection du même point 
sur la tangente en A au cercle; comme QR = OA = QP, le 

triangle QRP est isoscèle et PR est bissectrice de APQ ; c'est 
de cette droite qu'il s'agit de chercher l'enveloppe. 

Observons que PR est la droite de Simson relative au 
point M et au triangle inscrit dans le cercle O et ayant un 
sommet en A' et deux sommets confondus en k\ triangle dont 
je cercle des neuf points est le cercle O' de diamètre OA : 
l'enveloppe de cette droite est donc l'hypocycloïde à trois 
rebroussements tritangente à ce dernier cercle, qu'elle touche 
en A, et ayant par suite un point de rebroussement en A', 
Même raisonnement pour l'autre bissectrice, qui est la droite 
joignant le point P à la projection de M sur la tangente en A' 
au cercle O. 

Autrement : les deux cercles O et O' étant homothétiques 
par rapport à A, le point N où AM coupe O' est le milieu 
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de AM, et par suite aussi de PR; si N' est le second point 

commun à PR et au cercle 0', l'angle ANN' est double de 

l'angle RAN; l'arc AN'est donc double de l'arc AN; et comme 
ces arcs sont de sens contraires, la droite NN' enveloppe bien 
une hypocycloïde à trois rebroussements circonscrite au 
cercle O' et touchant ce cercle en A. 

Autres solutions, par M M . R . BOUVÀIST et U N A B O N N É . 

2274. 
( 1915, p. 

Dans un triangle ABC, La , L/,, Lc sont les centres des 
cercles exinscrits. Les droites qui joignent les sommets au 
point de Lemoine du triangle L A L R L C rencontrent les 
côtés BG, GA, AB respectivement en a, ¡3, y. Montrer que le 
cercle affy passe au point <p de Feuerbach du triangle ABG. 

V . T I I É B A U L T . 

S O L U T I O N 

P a r M . B O U V A I S T . 

Soient Aa, A ,̂ Ac les distances du point de Lemoine L du 
triangle LaL^Lc aux côtés LcLa , LaL^, on a 

kg _ A/, _ Ag 
LCL^ LCLa La Lb 

d'où 
. A . B . G Aasin — A^sin— Acsin — i __ -i _ 2 

a b ~~ c ' 

si maintenant oa, 8/„ désignent les distances du point L aux 
côtés BG, GA, AB, on a visiblement 

A B = i Aasin—, oc-h §a = 2 A/, sin —i 2 2 
* , . c 
Qa -+- Oc = 2 Ac SI n — > 

2 

d'où, ra , rc désignant les rayons des cercles exinscrits, 

= r b $ l > = ''c Oc-

Soit maintenant \Ja\Jbh'c le triangle formé en menant par Lrt, 
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Lb, Lc des parallèles à BG, GA, AB, les triangles ABC, L^L^L^ 
sont homotliétiques, soit L'le centre dhomothétie, si ù'af 8/,, 
désignent les distances de L' à BG, GA, AB on aura, par con-
struction même, 

= = r<i fl, rc 

L et L' sont donc inverses par rapport à ABG ; or le centre 0 
du cercle circonscrit à LaLALr, qui est inscrit dans \Ja\JhVc, 
et le centre I du cercle inscrit dans ABG, sont deux points 
homologues; le point L' est donc sur la droite 01, le point L 
est par suite sur l'hyperbole équilatère ABGI, et le cercle afjy 
circonscrit au triangle a, ¡3, y conjugué à cette hyperbole, 
passera par le point de Feuerbach cp, centre de cette courbe. 

Remarques. — i° Soit M un point quelconque de l'hyper-
bole équilatère ABGI; les droites AM, BAI, CM, coupent BG, 
GA, AB, en a, ¡3, y; le cercle a^y, circonscrit au triangle a{3y 
conjugué à l'hyperbole ABCI, passera par le point de Feuer-
bach o, centre de cette courbe, d'où les propositions sui-
vantes : 

Soient D, E, F les points de contacts de côtés BC, GA, AB 
d'un triangle ABG avec le cercle I inscrit dans ce triangle; 
si ci partir du. point 1 nous portons sur ID, IE, IF et dans 
le même sens des segments égaux, ID', IE', IF', les droites 
AD', BE', CF' coupent BC, CA, AB en a, (3, y; le cercle a|3y 
passe par le point de Feuerbach du triangle ABG. 

En particulier le cercle passant par les pieds des bissec-
trices intérieures d'un triangle passe par le point de 
Feuerbach. 

2° Soit ABG un triangle, soit M un point de son plan; les 
droites AM, BM, CM coupent BC, CA, AB, en a, p, y; le 
cercle aj3y rencontre encore les côtés du triangle en a', ¡3', y'; 
les droites A a', B ¡3', Gy' se coupent en M'. Le cercle a(3y 
coupe le cercle des neuf points du triangle ABC aux centres yn 
et (x>2 des hyperboles équilatères ABGM, ABCM'. Si le cercle a(3y 
est inscrit dans ABC, oji et u>2 sont confondus, les deux cercles 
sont tangents. On retrouve ainsi très simplement le théorème 
de Feuerbach. 

Autres solutions par I ' A U T E U R et par M . R . G O O R M A G H T I G H . 

Ann. de Mathémat., 4« série, t. XVIII. (Juin 1918.) 18 



( 234 ) 

2275. 
(1915, p. 532.1 

Les asymptotes d'une hyperbole et les droites qui 
joign&nt un point quelconque de cette courbe à ses deux 
foyers sont tangentes à un même cercle. 

ÏW. D ' O C A G N E . 

S O L U T I O N 

P a r M . J . L E M A I R E . 

Soient M un point quelconque de l'hyperbole (1 ), 0 son 
centre, F et F' ses foyers, ia son axe transverse, de sorte 
que MF — MF = ia. 

Le point I où la normale en M coupe l'axe non transverse 
est le centre d'un cercle touchant le prolongement de FM 
en A, et F'M en A'; si l'on observe que AF = A'F', la relation 
ci-dessus donne MA = M A ' = a . D'ailleurs, le cercle circon-
scrit au triangle MFF' passe en 1, et les angles MIA et F ' IO 
sont égaux; les triangles MIA et F '10 sont alors semblables 
et donnent 

IA _ a 
10 ~ c ' 

c demi-distance focale; les tangentes menées de 0 au cercle I, 

faisant avec 01 des angles qui ont 2 pour sinus, sont les 

asymptotes de l'hyperbole, ce qui démontre la proposition. 

Autres solutions, par U N A B O N N É et par M. T. O N O . 

2276. 
( 1915, p. ;V,2.) 

Etant données dans un plan deux coniques f et tp, les 
tangentes menées ci ç des foyers de f et les tangentes 
menées à f des foyers de <p sont huit tangentes d'une 
même conique. F . B A L I T R A N D . 

S O L U T I O N 

P a r M . G . H U M B E R T . 

Le théorème proposé est un cas particulier d'une propo-
sition relative aux courbes de quatrième classe. 

( ' ) Le lecteur est prié de faire la figure. 
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Soit C4 une courbe à?ordre quatre; une conique (Ji la 

coupe en huit points; si l'on joint ceux-ci deux à deux par 
quatre droites (chaque droite contenant deux points, et par 
chaque point ne passant qu'une droite), les quatre droites 
coupent de nouveau C; en huit points, qui sont sur une 
conique <J2. 

C'est là un théorème bien connu : transformons-le par 
polaires réciproques, en supposant la conique dj formée de 
deux droites. 

Par deux points, I et J, on mène les tangentes à une 
courbe I \ de quatrième classe, ce qui donne deux systèmes 
de chacun quatre droites, ¿/j, . . . , d>+ et 8,, . . . , 84. Par le 
point d'intersection de dt et de 8/ (i = 1, 2, 3, 4 ), on mène les 
deux autres tangentes à r 4 : les huit droites ainsi obtenues 
touchent une conique S2. 

C'est le théorème proposé, si l'on suppose que r4 se décom-
pose en deux coniques, f et cp, et que I, J sont les points 
cycliques du plan : d\ et 8t et o2 seront les tangentes 
menées de I et J à f \ dz et o3 et 84 joueront le même rôle 
pour cp. Alors les huit droites finales de l'énoncé précédent 
seront les tangentes menées à ehacune des coniques par les 
foyers réels de l'autre. 

Autres solutions, par I ' A U T E U R , MM. R. B O U V A I S T , J. L E M A I R E et 
P I C A R D A T . 

2278-
( 1915, p. M M 

Une ellipse étant donnée par ses foyers F et F' et un 
point M, on élève en F une perpendiculaire à FM qui ren-
contre en a la normale en M ; au point a on élève à la 
normale une perpendiculaire qui rencontre FM en p; la 
parallèle ci FF' menée par (3 passe par le centre de cour-
bure de Vellipse en M. F. B A L I T R A N D . 

S O L U T I O N 

P a r M . J . L E M A I R E . 

Soient N le point commun à FF' et à la normale en M (*), 
10 le point où la parallèle à FF' menée par ¡3 coupe la nor-

(*) Le lecteur est prié de faire la figure. 
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male, P le point de MF' qui se projette en N sur la normale : 
on sait que la perpendiculaire en P à MF' passe au centre de 

courbure; il suffit donc de prouver que MP = MN x Mio. 
Les triangles semblables à la figure donnent 

d'où 

et, par suite, 

Autres solutions par M M . DE B E I R E S , R . G O O R M A G H T I G H et T . O N O . 

A U T R E S O L U T I O N 

P a r M . P u . DU P L E S S I S . 

On sait, d'après Mannheim, M étant le milieu de AB, que le 
centre de courbure [JL est le milieu de a¡3. Or, il suffit de faire 
la figure ( ] ) pour qu'il saute aux yeux que chacune des cons-
tructions ci-dessus aboutit au milieu de aft. En effet : 

Si la parallèle à la tangente AB menée par a coupe PM 
en M' et PB en B', puisque M est le milieu de AB, M' est le 
milieu de aB'; donc la parallèle à B'(3 menée par M' passe par 
le milieu p. de a(3. 

Si la parallèle à PA menée par p coupe Ba en y, le 
triangle yaj3 est isoscèle comme aAB; donc la parallèle à AB 
menée par y, c'est-à-dire la hauteur, issue de y, du triangle 
yxp passe par le milieu tx de sa base. 

3° La parallèle à A a menée par M passe par le milieu M" 
de aB. Donc la parallèle à Ba menée par M" passe par M' et 
par ¡JL. 

Autres solutions, par MM. R. G O O R M A G H T I G H et T. O N O . 

MP __ Ma _ M ft 
MN ~~ MF ~ Ma ' 

MP" _ M ß _ M co 
^ - MF - MS 

MP — M N x M io. c. Q . F. n. 

( ' ) OLI laisse ce soin au lecteur. 
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2279. 

i 1915, p. 632.) 

Soit OAB le triangle formé par deux diamètres conju-
gués d'une ellipse et la tangente en un point M à cette 
courbe. Elevons en A et B les perpendiculaires à la tangente 
et soient a et $ les points où elles coupent respectivement les 
perpendiculaires abaissées de M sur OA et OB Démontrer 
que la droite ap passe par le centre de courbure de 
rellipse en M et par le point de rencontre des hauteurs 
du triangle O A B . F . B A L I T R A N D . 

S O L U T I O N 

P a r M . J . I . E M A I R K . 

Appelons to le point où ap coupe la normale en M, il suffit 
de prouver que 

ô \ r 2 

M TO = OM.sinO 

OM' désignant le demi-diamètre conjugué de OM, et 6 l'angle 

MOM'; la figure donne 

M <•> — A a \1A 
B S — M ( M B 

d'où 
M A . B B + M B. A a 

= AB ' 

si OK est la distance de O à la tangente en M, les triangles 
semblables MAa et OKA, MB£ et OKB donnent 

A A = 
MA. AK 

OK ; B3 = 
MB.BK 

OK 



( a38 ) 
l'expression de Mto peut alors s'écrire 

MA. MB _ . MA.BM 

c'est bien la valeur du rayon de courbure, car 

MA.MB^ÔivF2 et OK = OMsinô. 

Si OK coupe en II, un calcul tout à fait analogue au pré-
cédent donne 

KA.KB 
K H = - w 

d'où il résulte que II est l'orthocentre du triangle OAB. 

2280. 
(l'J16, p. 9',.i 

Si Von divise la suite naturelle des nombres impairs en 
groupes successifs de termes dont les nombres sont indi-
qués par les carrés des termes de la suite de Fibonacci, la 
demi-somme des termes extrêmes du nième groupe est égal 
au terme de rang m de la suite de Fibonacci. 

R . G O O R M A G H T I G H . 

S O L U T I O N 

P a r L ' A U T K U H . 

Désignons par un le terme de rang n de la suite de Fibo-
nacci. En utilisant les notations de M. Laisant [Propr i é t é de 
deux suites sommables {Nouvelles Annales. 1915, p. 116-
119)], on a 

f i n ) = -in — 1 , F ( / 7 ) = " 2 , 

< = ujt. 

On a ensuite, d'après une propriété connue, 

q>(n) — <p(i) — (2) -+-...+ vin) — u\ -+- u\ -f- ujt = un urt+l. 

Par conséquent, la somme Sn du AiUtue groupe considéré est 

F [ * ( / i ) ] -F[4»(#»-+-i)] = ul ujn 

UFT+L — = U2N. 
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Or, on sait que 

un+1 — u ì i - 1 = ll-2n> 

On a donc 
S 

Puisque le groupe considéré est constitué par une progres-
sion arithmétique u% termes, la demi-somme des termes 
extrêmes de ce groupe vaut uin. 

Autres solutions, par M M . F. C A H N et L. P O L I . 

2281. 
( 1916, p. 95.) 

Soient K et B les points de contact des tangentes issues 
d'un point P à une conique S, les tangentes menées par 
A et B à une conique S' homofocale à S, touchent un-
cercle dont le rayon reste constant si P se déplace sur une 
conique homothétique et concentrique à S. En particulier, 
si A et B sont les extrémités de deux diamètres conjugués 
de le carré du rayon de ce cercle est égal à la diffé-
rence des carrés des demi-axes de 2 et E'. 

R . B O U V À I S T . 

S O L U T I O N 

F a r U N A B O N N É . 

Si l'équation tangentielle d'une conique est 

«2 U2 ¿2 P2 __ ! 0 f 

l'équation quadratique des points A et B où elle est rencon-
trée par une droite de coordonnées u0 et est 

(a2wg H- b2vl — i)(a* a2-+- ¿>2p2 — 1 ) 

— ( a 2 u0 U -+- b2V0V— i ) 2 — o . 

Si la droite est la polaire du point P(A, fi), cette équation 
s'écrit 

/ a 2 32 \ / — + ^ — 1 \(a2u2-t- b^v2— i) — (xu -f- — i)2 = o. 

L'équation d'une conique homofocale à 2, étant 

a1 u - b 2 v2
 — 1 — K ( A 2 -F- P'2 ) = O , 
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cette conique et les points A et B définissent un faisceau tan-
gentiel. Pour qu'il y ait un cercle parmi les coniques du fais-
ceau, il faut et il suffit qu'on ait, x 0 , y 0 et R désignant les 
coordonnées du centre du cercle et son rayon, 

1 [ ( i * % - i j ^ t t ^ ^ - i ) - ( * " - + - P * - » ) * ] 

-h Ct̂ lû'-V- £2^2 — I — r2) 

= {i| v*) — (x0u + y<>i> — \ 

En égalant les coefficients correspondants, on trouve 
d'abord 

Xa(3 = p „ / 0 , Xa = = 
d'où 

X = «x, % = 

Le centre du cercle est donc le point P, pôle de AB; ce qu'il 
est facile de voir par la Géométrie. 

En égalant ensuite les autres coefficients, on trouve 

- - a 2 62 

v ~ a* ft2 — cS-b*' 
puis 

X [ 6 « a « - h a 2 — 6 * ( a * H - R 2 ) ] = — 6 « ( a 2 — K), 

X [ 6 2 a 2 - h « 2 ,32 — a 2 (62-+- R2)] = — K); 
d'où 

Par suite, si le point P se déplace sur une conique homo-
tliétique et concentrique à 2 , R2 reste constant. En parti-
culier si A et B sont les extrémités de deux diamètres conju-
gués de S, on a 

¿>2 a2 H- 2 b * , 
d'où 

R2 = K ; 

c'est-à-dire que R2 est égal à la différence des carrés des 
demi-axes de S et 2'. 

Autres solutions, par MM. M. F A U C H E U X et L. P O L I . 



( M l ) 

NÉCROLOGIE. 

Albert GAUTHIER-VILL ARS 

(1801-1918) . 

C'est avec consternation que nous apprenons, au 
moment de mettre sous presse ce numéro, la mort 
subite de noire éditeur M. Gauthier-\ illars. 

M. le Secrétaire perpétuel E. Picard, en en faisant 
part à l'Académie des Sciences, a rappelé les services 
rendus à la Science par la maison Gauthier-Villars, et 
déclaré que cette fin prématurée excitera les regrets 
unanimes de l'Académie. 

Ces regrets seront partagés par les lecteurs des 
Nouvelles Annales et par ses camarades de l'Ecole 
Polytechnique, dont il fut élève (promotion i 881)-

\ous en adressons l'expression respectueuse et sin-
cère à la famille de celui qui vient de disparaître, et 
dont la vie entière fut celle d'un homme de bien, 
intelligent, d'une haute probité et d'un ardent patrio-
tisme. 

L À R K D A C T I O N . 

Ann. de Mathémat., 'f* série, t. XVIil. (Juillet 1918.) 
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Slllt L'ORTHOPOLE ET CERTAINS LIMAÇONS DE PASCAL 

ASSOCIÉS AU TRIANGLE ; 

P A R M . R . G O O R M A G H T I G I I . 

I. Si l'on projette les sommets d'un triangle ABC 
sur une droite d, les perpendiculaires abaissées de ces 
projections sur les cotés correspondants concourent en 

que, si la droite d pivote autour d'un point P, sou 
orthopole décrit une conique. ]\ous allons déterminer 
le lieu du symétrique \ de AI par rapport à la droite (L 
quand celle-ci tourne autour du point P. 

(') Sur les cercles podairea relatifs ci un triangle jixe (Bulle-
tin de VAcadémie royale de lie!giqu?, j ui 1 iet-uosU 1910). 
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Le point N peut être défini de la manière suivante 

(fig. \) : soient A', B', G' les projections de A, B„G 
surrf; a, ¡3, y les points où d rencontre les hauteurs 
AH, BH, CH;.y, y' les milieux de Aa, B Cy ; le 
point JN est à l'intersection des .droites A.'a', C'y'. 
Or ces droites enveloppent les cercles Ta, F^, Tc qui 
ont leurs centres aux milieux 1»A„P, de l'A,, ÇB, 
PC et qui touchent respectivement lçs hauteurs AJI, 
BH, CH. D'autre part, les droites A ' a , C'y' sont 
les symétriques, par rapport à d, des perpendiculaires 
abaissées de V, C' sur BC, CA, AB. Par suite, les 
droites A/a', B'jî', C'y' se co\ipent sous des angles 
égaux à ceux du triangle. 11 résulte de là que le point A 
décrit un limaçon de Pascal qui est risqptique^l'angle A 
des cercles et r o celle d'angle B de T(. et Ta et 
celle d'angle C de \ a et F/,, 

Lorsqu une droite d pivote au tour d'un point fixe, 
le symétrique de Vorlhopôle de d. par rapport ci d, 
décrit un limaçon de Pascal. 

Cette courbe p isse par les projections de P sur les 
côtés. 

2. Le limaçon de Pascal considéré est une conclioïde 
du cercle PrtP^Pt.; déterminons la constante modulaire. 
Menons par Pb et l\ les parallèles P,,V, P,N' à 
et \ ; la constante cherchée est égale à ]N ¡V. Or il est 
aisé de voir que le parallélogramme formé par les 
droites [j'iV P/,.Y, y'iN, Pr.N' est égal au parallélo-
gramme déterminé parles perpendiculaires à AB et AC 
menées par P et le milieu P' de; PH, et l'on a, par 
suite, ISÎV = PP'. 

, Le point double Q du limaçon est le point où N'IS 
recoupe le cercle P^P/JV Les distance QP/,, (¿Pr 
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étant proportionnelles aux sinus des angles de J N I V 

avec N'Pj, et IV Pc, l'égalité des parallélogrammes con-
sidérés plus haut montre que les distances de Q à Prt, 
Pô, P, sont proportionnelles aux cosinus des angles 
de PH avec les côtés du triangle. 

Cela posé, soit cp l'orthopôle du diamètre 8 du cercle 
circonscrit parallèle à PH; les distances de © aux 
milieux a, 6, c des côtés du triangle sont aussi pro-
portionnelles aux cosinus des angles de o avec les côtés. 
Par conséquent, les distances de Q à Prt, Pc sont 
respectivement égales à ©a, cpc. Or les points 
p£, 1\ sont les symétriques de a, h, c par rapport au 
milieu P" de la droite qui joint P' au centre O du 
cercle circonscrit; le point Q est donc le symétrique 
de ÇD par rapport à P7 . 

On a donc la proposition suivante, qui permet de 
déterminer complètement le limaçon correspondant à 
un point P donné : 

Le limaçon de Pascal correspondant au point P 
est une conchoïde du cercle égal au cercle des neuf 
points ayant pour centre le milieu de la distance 
de P au centre O du cercle circonscrit, la constante 
étant égale à la moitié de la distance de P ci Vor-
thocentre H. Le point double est le symétrique de 
l'orthopole du diamètre du cercle circonscrit paral-
lèle à PII, par rapport au milieu du segment com-
pris entre O et le milieu de PH. 

De ce qui précède'il résulte encore que les limaçons 
correspondant à des points P à égales distances de H 
sont égaux entre eux, et que les limaçons considérés 
deviennent des cardioïdes quand P appartient au cercle 
de centre H dont le rayon est égal au diamètre du 
cercle circonscrit. Quand P se déplace sur une droite 
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issue de H, le point double du limaçon correspondant 
décrit une parallèle à cette droite. 

3. Considérons maintenant le cas où P coïncide 
avec O. Soient G le centre de gravité du triangle, 

l'orthopôle de la droite d'Euler, le point com-
plémentaire de {fig* 2). D'après ce qui précède, le 

K i g . 2 . 

H 

point double Q< du limaçon qui correspond au cas 
spécial considéré est le symétrique de cp, par rapport 
au milieu 0 ; du segment compris entre O et le centre O.j 
du cercle des neuf points. Si l'on observe que 

3 ; ^ 
0 ( j 0 - - - - 0 y G et ©l'fi — Sy'jG et qu'on applique le 
théorème de Menelaus au triangle O'cp, G coupé par la 
transversale Oy© ,̂ on voit que passe par Q< ; en 
appliquant ensuite le même théorème au triangle 
OgQiO' coupé par la transversale cpjGc^, on trouve 
que Q, est le symétrique de 0<> par rapport à cp'r 

D'autre part, l'orthopôle d'un diamètre du cercle 
circonscrit au triangle ABC est le foyer de la parabole 
inscrite au triangle abc dont ce diamètre est la direc-
trice; en remarquant que O est l'orthocentre du 
triangle abc, et que <p't est, dans ce triangle, l'ortho-
pôle de sa droite d'Eu 1er, on trouve donc le théorème 
suivant : 
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Le I1 e à 'des sj 'métriqilës des foyers des para boles 

inscrites à an triangle, par rapport à1 lëdrs direc-
trices, est un limaçon de Pascal. 

Ce limaçon passe par les sommets du triangle; il 
est une conchoïde d'un cercle égal au cercle cir-
conscriVayahtpour cd titre Vorthocentre du "triangle* 
la c6 il s tan te étant égale à la' distance de P ortho-
centre au centre du cercle circonscrit. 

Le point double du limaçon est le symétrique du 
centre du cercle circonscrit par rapport ci l'orthopôle 
de la droite d'Euler. 

\ . Mous avons signalé dans Mathesis ( 1 9 1 0 , p. Si, 
question 1890) la proposition suivante : 

Les perpendiculaires abaissées d'un point va-
riable Il du cercle circonscrit à un triangle sur les 
côtés recoupent le cercle circonscrit en \ l 7 B,. C, : 
les points où la droite de Simson de R rencontre les 
côtés du triangle \,B,C, décrivent trois limaçons 
de Pascal Lrt, L/,, Lc. 

Ces côitrbes peuvent tftrte considérées comme des 
cas particuliers de celles obtenues"ci-dessus'. 11'est, eh! 

eifet, aisé de îiibntrer que lélimabon h a est 1& pod.virë, 
pàr'rajipôii; à A, du cerdle de centre O taiigënt à BC ; 
cette courbe est donc une conchoïde du cercle de dia-
îiièt're YO, le jiôlé étant le sommet A et la Cônstante 
égale it O a . Ou obtient donc la même courbé enxsup-
posant qué, dans la définition des limaéotis considérés 
plus haut, le point P coïncide avec! le sommet A. 

Aihsi, les limaçons L L ^ , Lc sont aussi les lieux 
d!es symétriques des orthopôles des droites Menées 
par les sommets, par rapport ci ces droites. 
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o, H résulte encore (le ce qui précède que, lorsque 

d passe par l'ortliocentre, le symétrique N de l'ortho-
pôle de d, par rapport h d, appartient au cercle des 
neuf points. D-uis ce CAS, le point N jouit de propriétés* 
remarquables qu'on peut déduire de l'étude de l'ortho-
pôle de la minière suivante. C msidérons la figure 
formée par un triangle V j W2 ( . le cercle circonscrii. 

une droite d< et les droites qui interviennent dans la 
construction de l'orthopôle S de<i1 ; en projetant cette 
ligure sur un plan passant par d{1 on trouve la propo-
sition suivante : si Ton mène, par les projections de.-» 
sommets d'un triangle ABC sur une. droite d, des 
droites qui ont des directions conjuguées à celles des 
côtés du triangle par rapport à une ellipse circons-
crite S dont Taxe est parallèle à ces droites son! 
concourantes. En étendant ensuite, d'après le principe 
de continuité, cette propriété au cas où S est remplacée 
par l'hyperbole équilatère (H) circonscrite à ABC et 
dont l'axe est parallèle à d, on est amené à considérer 
la définition du point N comme intersection, des 
droites A'a', B'^', C'y'. 
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Or, dans le triangle A2B2C2, Torthopole S de la 

droite d{ appartient aux droites de Simson des points 
où cette droite rencontre le cercle A0B0C2. Si l'on 
transforme cette propriété et si l'on observe que, dans 
le cas où d passe par II, ce point est une des inter-
sections de (II) et ¿/, 011 voit que les parallèles menées 
par II à A7a', B'fV, C'y' rencontrent alors les côtés BC, 
C \ , AB en trois points qui appartiennent à une 
droite A (') qui passe par \ (Jig. 3). 

D'autre part, la droite de Simson d'un point du 
cercle circonscrit à AoB^Co par rapport à ce triangle 
est la tangente au sommet de la parabole inscrite qui a 
ce point, pour foyer. En transformant cette propriété, 
on trouve que la parabole 71 inscrite au triangle ABC et 
qui est tangente à A est aussi tangente aux droites 
menées par II et inclinées h 4;*>° sur d et que l'axe de 
cette parabole a une direction symétrique, par rapport 
à d, de celle de la perpendiculaire abaissée de li sur A. Il 
résulte de là que le symétrique de II par rapport à A 
est le loyer de T: et que la projection II' de H sur A 

( ') Celte proposition est identique à ce théorème connu, qui est 
donc, une conséquence directe de celui de Sinjson : 

Deux droites rectangulaires menées par Vorthoccntre déter-
minent sur tes côtés trois segments dont les milieux sont en 
ligne droite (Mathesis* 1 ç> 13, p. :>5(». question 19\\ \ Intermédiaire 
des Mathématiciens, 191C», p. question 1(350; Journal de 
Vuibert, 1916-1917, p. 5(>, question 8482 ). 

Ce théorème peut èlre généralisé de la manière suivante : 

Les parallèles aux droites cle Simson des extrémités d'un dia-
mètre du cercle circonscrit, menées par l'inverse triangulaire O 
d'un point quelconque de ce diamètre. déterminent sur les côtes 
trois segments dont les milieux sont sur une droite; le symé-
trique de O par rapport à cette droite appartient au cercle cir-
conscrit. 
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appartient au cercle abc; par suite, i\ est la projec-
tion de O sur A. 

Le centre h de (H) est à l'intersection des parallèles 
à AV, B'^', CV menées par a, c; h est donc le 
point diamétralement opposé à JS sur le cercle abc et 
appartient, par conséquent, à HH'. Or nous avons 
montré [Note sur Vorthopôle ( ï fa thes i s , 1914)] que 
l'orthopôle d'une droite d{ par rapport à un triangle 
A0B2C2 appartient à la transversale réciproque de la 
symétrique de d{ par rapport au centre du cercle A2B2C2. 
On en déduit facilement que, dans le triangle ABC, 
le point N appartient à la transversale réciproque d'' de 
la symétrique d'de d par rapporta h. 

En réunissant ces diverses propriétés, on trouve donc 
la proposition suivante : 

Lorsqu'une droite d passe par Vorthocentre H du 
triangle, le symétrique N de Vorthopôle de d, par 
rapport à d, appartient au cercle des neuf points; 
dans ce cas, les droites qui joignent II aux symé-
triques des sommets, par rapport à d, rencontrent 
les côtés correspondants en trois points qui appar-
tiennent ci une droite A passant par M: le point IS est 
la projection du centre du cercle circonscrit sur A; 
La perpendiculaire menée de II à A coupe le cercle 
circonscrit en deux points; l'un de ces points est le 
foyer de la parabole inscrite qui est tangente à A ; 
st\ par l'autre point, on mène une parallèle à d, la 
transversale réciproque de la droite obtenue passe 
par le point ?S. 
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[Wh'b] 

m L1IVP0UVCLÔÏIIE A" TROIS- IIEBROIISSEMENTS ; 

PAR M. J. LËMAiRE. 

1. Une hypocydoïde à trois rebroussements, étant 
une courbe de troisième classe, admet six tangentes 
communes avec une conique, de sorte qu'il existe une 
relation et une seule entre six pareilles tangentes; 
cette relation est exprimée parle théorème suivant que 
j'ai admis, dans une étude précédente (A. i . , i<)i>, 
p. /\\) el i 10), comme une conséquence d'un théorème 
plus général dû à M. (i. llumbert : 

.Pour que six tangentes d'une lî^ touchent une 
même conique, il faut et il suffit que la somme des 
angles qu elles font avec la tangente T T à V hypo-
cycloïde en Vun de ses sommets soit égale à Iït.\ 
h désignant un nombre entier (la notation H3 repré-
sentant toute hypocycloïde à trois rebrcîussements ). 

Cet le proposition peut être établie de la manière 
suivante : 

Rappelons d'abord qu'une tangente à une II3 étant 
déterminée sans ambiguïté par l'angle w que fait avec 
la direction T T la demi-tangente qui est du même 
côté que le centre par rapport à T ;T, nous pouvons 
désigner par la notation to la tangente correspondant à 
l'angle co, supposé compris entre zéro et t,. 

Considérons deux coniques quelconques (C) et (C) , 
el soient a,, a2, . . . , a,. et a^, a'2, . . . , a'f> les angles 
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définissant les deux groupes de tangentes communes à 
chacune d'elles et à une H3 que nous appellerons (II) ; 
démontrons que 

(1) S ï / ^ ^ i , 

le signe EHE voulant dire ; égale h h~ près, h entier. 
On sait que, si une coniqué variable passe par quatre 

pôints iixes d'une cubique, la corde qui joint les deux 
autres points d'intersection dès deux courbes coupe la 
cubique en un'troisième point qui est fixe; corrélative-
ment, si une coiïiqtie variable touche quatre tangentes 
fixes d une courbe de troisième classe, du point coift-
mun aux deux' autres tangentes communes, on peul 
mener une troisième tangente à la courbe, qui est 
fixe. 

Si donc (S) désigne la conique tangente aux droites 
a,, a2, a3, a,0 a;

5, et si (3 est la sixième tangente coifi-
mune à cette conique et à (H), les tangentes a,; et ac 

d'une part, y!., et ¡3 d'autre part, se coupent sur une 
même tangente 9 à (11), et nous pouvons écrire ( A . A.., 
n ) i 3 , p. 5 4 ) 

d'où 

et par suite 
Sa/, 

soient de même (S') la conique tangente aux droites a,, 
a2, a3, a'i? a., et via sixième tangente commune à celte 
conique et à (H); on a, comme ci-dessus, 

0C4-+- ¡3 =~ a'4 -f- y 

a'- 4- 3 - , 1 '2. 

a3-f- a 6 = a g -+- [i 

== «! -f- a2 + a3 H- a* H- a 5 -f- S ; 
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el, par conséquent, 

S oc/e == «] -h a2 -h a3-s- ai -f- ai -f- y ; 

en continuant de proche en proche, on arriverait à la 
relation 

S a/,.== a', H- a!, -f- ai, -+- ai -h a'5 -f- 'f, 

où cp est la sixième tangente commune à (H) et à la 
conique tangente aux droites a'1? a'.,, a'3, a'4, a'„ ; comme 
il n'existe qu'une seule conique tangente à ces cinq 
droites, les sixièmes tangentes o et a'0 coïncident né-
cessairement, es = a'6, et la relation ci-dessus est préci-
sément la relation (1) qu'il s'agissait d'établir. 

Ainsi E a* conserve une valeur constante quand la 
conique (C) varie; en considérant en particulier le 
cercle tritangent à (H), on trouve que cette somme est 
bien de la forme hr: (A entier), ce qui démontre la 
première partie du théorème; la seconde en dérive 
immédiatement, à cause de la remarque faite plus liant 
relativement à la détermination d'une tangente par son 
angle avec T 'T. 

Soit A BC un triangle T formé par trois tangentes 
à (H ) perpendiculaires aux tangentes issues d'un point 
quelconque II: nous savons que H est l'orthocenlre de 
ABC, et que (Ili est l'enveloppe des droites de Simson 
du triangle : considérons le faisceau des hyperboles 
équilatères (h) circonscrites à ABC, et cherchons le 
lieu des points de contact M des tangentes à ces hyper-
boles parallèles à Aine direction donnée D; sur une 
parallèle quelconque L à D, il y a deux points tels 
que M à dist nice iinie, les points doubles de 1''involu-
tion déterminée sur L par les cotés opposés du qua-
drangle orthogonal ABOI, et un point à l'infini qui 
correspond à l'hyperbole (h) ayant L pour direction 
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asymptotique : le lieu de M est donc une cubique (F), 
laquelle passe aux sommets du quadrangle, et aussi 
évidemment aux pieds des hauteurs du triangle T; 
cette cubique coupe la droite de l'infini au pointa Vin-
fini sur D et aux deux points doubles de l'involution 
déterminée par les hyperboles du faisceau sur cette 
droite, c'est-à-dire aux points cycliques. 

On voit ainsi que les sommets d'un triangle, Fortho-
centre et les pieds des hauteurs appartiennent à une 
infinité de cubiques circulaires. 

Pour que L soit une asymptote de (F), il faut et il 
suffit que l'un des points P et V où elle coupe la 
courbe, P' par exemple, soit rejelé à l'infini, l'autre P 
devenant alors le milieu commun aux segments déter-
minés sur la droite par les côtés et les hauteurs corres-
pondantes du triangle T; on sait que c'est là une pro-
priété caractéristique des dx^oites de Simson et que P 
est alors sur le cercle des neuf points de T, et l'on a ce 
théorème : 

Par les sommets, Vorthocentre et les pieds des 
hauteurs de tout triangle T d'une II3, passent une 
infinité de cubiques circulaires, et l'enveloppe des 
asymptotes réelles de ces cubiques est Vhypocy-
cloïde (M) elle-même ; le lieu clu point commun à 
une cubique et à son asymptote réelle est le cercle 
1 ri tangent à (H). 

Du mode de génération de (T) il résulte que les tan-
gentes à cette courbe aux quatre points A, B, G, II 
sont parallèles à l'asymptote ; ces points sont les centres 
d'anallagmatie de la cubique. 

À', B', C désignant les pieds des hauteurs du 
iriangle T, les tangentes à (F) aux points A', B, G en 
ligne droite de cette cubique coupent la courbe en 
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trois nouveaux points qui sont sur une droite dite 
satellite de la première. Comme les tangentes en B 
et C sQjqLt parallèles à l'asymptote, leurs points tangen-
Mel& coïncident avec le point, réel à l'infini sur (T), et 
la satellite de A'BC est l'asymptote, d'où l'on conclut 
,que la tangente en \ ! à la cubique coupe eet,te courbe 
au même point P que son asymptote, et que les tan-
gentes aux points analogues.B' et O passent aussi en P; 
•donc : 

Si l'on joint an point P du cercle tri tangent à 
une H;) aux pieds des hauteurs d'un triangle T quel-
conqueil existe une cubique circulaire tangente en 
ces points aux droites ainsi tracées, et contenant les 
sommets et Vorthocentre de T, et Vasymptote réelle 
de cette cubique passe en P et enveloppe Vhypocy-
cloïde, quand T varie et que P se déplace sur le 
cet 'c le tr i tan gen t. 

3. Depuis la publication de l'étude rappelée plus 
haut, j'ai eu connaissance.-de plusieurs Mémoires sur 
l ' i l : { , dus à M. Gob, professeur à l'Athénée de Liège 
(Mémoires de la Société royale de Liège) qui a donné 
en particulier de curieuses propriétés des ellipses 
Iritangentes à cette courbe. 

>Je me bornerai à en extraire l'énoncé du théorème 
suivant, donné sans démonslrai ion par Steiner, et établi 
par M. (lob, et à en indiquer une autre démonstration 
simple : 

ABC étant, un tricuigle'ï formé par les tcuigentes 
perpendiculaires à trois tangentes concourantes 
d'une lla, si l'on inscrit à ce triangle une conique 
variable ( ï ) passant par l'orlhocentre H. la tan-
gente 1 à cet te conique au point M diamétralement 
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opposé à H touche Vhypocydoïde considérée (il )> 
enveloppe des droites de Simson de T. 

D'abord il n'existe -qu'une droite A de direction don-
née, car cette direction, fixant la tangente en H à (D, 
détermine une conique unique. 

Comme par II passent deux paraboles inscrit es au 
triangle, la droite de l'infini est bitangente à l'enve-
loppe de A, qui est ainsi une courbe de troisième 
classe (A). 

Cette courbe est manifestement tangente aux côtés 
et aux hauteurs du triangle. Soit LN le point où A coupe 
BC, supposons que la tangente en H à (S) vienne se 
confondre avec la parallèle à BC, qui coupe AC et AB 
en b et c, A vient se confondre avec BC, et le point de 
contact de ce côté avec l'enveloppe (A) est la limite 
de i\, c'est-à-dire le point de contact A, de BC avec la 
conique correspondante. D'après .le théorème de Brian-
chon, Ce et A ,XI concourent, de sorte que 

A ! G _ H C I 

Â T B ~~ TTb ; 

mais, D désignant le pied de la hauteur issue de A, on 
a aussi 

D B _ L I E 

ÏÏÏÏ ~~ \u> ; 

par conséquent, 
A , G _ 1 > B 

A ! B ~~ ÏÏG' 

et cette relation est vraie en signe comme les précé-
dentes. On en conclut que A, et D sont symétriques 
par rapport au milieu de BC, c'est-à-dire que A, est ie 
point où (H) touche ce côté; les courbes (A) et (1.1 > 
sont donc tangentes en A r et aux deux autres points 
analogues B, et C{ ; comme eil^s louchent, aussi, les 
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hauteurs de T et sont bitangentes à la droite de l'infini, 
elles coïncident, ce qui établit la proposition. M. Gob 
démontre que le lieu du point M est l'ellipse tritan-
gente à (H) aux points A,, Bf, G,. 

[K*6] 

EXTENSION D'US THÉORÈME DE M. S. OHE; 

PAR M . N . A G R O N O M O F . 

Dans The Tôhoku Mathematical Journal (ic)i(), 

p. 225), M. S. Oue a énoncé le théorème suivant : 

Etant donnés les points A h, A2, A;}, A ; sur une 
circonférence, les cercles d'Euler de trois quel-
conques de ces points concourent en un même point 
( i , a , 3 , 4 ) . 

Etant donnés les points A,, A2, A;}, A4, A;i sur une 
circonférence, les points (2, 3, i, 5), (1, 3, 4, 5), 
(1, 2, 4i 5), (1, 2, 3, 5), (1, 2, 3, 4) sont sur une 
même circonférence [1, 2, 3, 4? 5]. 

E tan t don nés les poin ts A s, A 2, A 3, A 4, A 3, A c 

sur une circonférence, les cercles [2, 3, 4? 6], 
[ i , 3 , 4 , 5 , G ] , [ 1 , 2 , 4 , 5 , 6 ] , [ I , 2 , 3 , 5 , 6 ] , [ 1 , 2 , 3 , 4 , 6 ] , 

[1, 2, 3, 4? 5] concourent en un même point 
( 1 , 2, 3 , 4 , 5 , 6 ) , etc. 

V oici une généralisation du théorème de M. S. Oue : 

Etant donnés n points sur une hypersphère de 
m dimensions, les centres de gravité de (n — \)quel-
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conques de ces points sont sur une même hyper-
sphère ( i, 2, 3, .. n). 

Soit 
x\ 4 - x\ -h x\ H-... -H x% = R2 

l'équation d'hypersphère. Si les coordonnées de 
n points sont 

a 2 . H « 3 , 1 - V 7 ^ 2 — « 1 , 1 — *?/i 

a i , 2 i a 2 , 2 î a 3 , 2 î V ~ a l , 2 ~ a 2 , 2 ~ • • • ~ * ï n - 1, 2 i 

a l , / n a 2 , / n V/K" aï ,w a l , « ••• 

celles de centres de gravité sont 

I /i — i ' 

f «2,2 
(J(i, 3, .... n) ' n — i 

/ R-—g?.?— a m-i -+-.»-+• y/ R-— «r.q— a?»- i ,w . 

n — i 
a2,l a2,3 -+-•••-+-

(J( [, n) ^ « — i 

f v H - - a ï . , — 4 - . . . + V/R7" 

On voit que, quelles que soient les valeurs de a, les 
points (J sont sur une même hypersphère 

. y/lV'—• • a^- , ,1 • y / H ' - . • • - R2 

3 n n — i J (n — i y1 

Ann. de Malhémcit4e série, t. XVIII. (Juillet 1 9 1 8 . ) 2 0 



( 258 ) 
Etant donnés + i) points An À2, A3, ..., AJl+i 

sur une hypersphère de m dimensions, les hyper-
sphères (2, 3, 72-f-ï), (1, 3, 71 + 1), 
i 1, 2, . .., n ) concourent en un même point [>. « » + •]• 

Les équations (2, 3, . . . , /* -f- 1 ) , . . . sont 

x j — 1 -h . . . 
/i — 1 ) 

\/R2 — ... — g?«-,,?-*-- ..-t-y/R2 — . . . — a^-i,/; , 
(n-

()n vérifie facilement, que les hypersphères 
( 2, 3, . ^ 4- 1), (1, 3, . . / i 4- i), . . . passent par le 
point 

a M -h a , 2-4-. . ? 
n — 1 

a?, 1-4- . .-has^n., , 
// — i 

Aussi même on peut démontrer que : 

litant donnés (11-f-2 ) points A,, A 2 , . . . , A „ + 2 

sur une hypersphère de m dimensions, /cw points 
[2, 3 n -f- 2], [1, 3, . . . , n-\- 2], ..., [1, 2, ..., n-\-1] 
sont sur une même hypersphère [1, 2, . . n -+- 2]. 

Etant donnés ('m 4 -3) points A,, A2, A, /+3 

sur une hypersphère de m dimensions, les hyper-
sphères (2, 3, . . . , /i 4- 3), (1, 3, . . . , //. 4 -3 ) , 
('1, 2, . . . , n 4- 2) * concourent en un même point 
[1, 2, . . , N 4 - 3 ] . 

Etc. 

Pour m = 2, « = 3, on retrouve les théorèmes de 

M. S. Due. 
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CORRESPONDANCE. 

M. M.-F. Egan.—Au sujet de la question 1617 (voir 
la solution, 1918, p. — Le théorème énoncé dans 
la question peut s'exprimer comme il suit : « Soient 
A, B, G les pieds des normales abaissées d'un point P 
à une parabole, et soit A' le deuxième point de ren-
contre de AP avec la courbe; les tangentes à la para-
bole en B, G, A', ainsi que la droite BG et le diamètre 
mené par A', touchent une même parabole de foyer P. 
BG est la tangente au sommet de cette parabole. » 

Une transformation par polaires réciproques, par 
rapport à un cercle de centre P, donne l'énoncé sui-
vant : Soient A, B, G les pieds des normales à une 
ellipse issues d'un point P situé sur la courbe, A' le 
point de l'ellipse diamétralement opposé à A, Q et R 
les pôles de BG et P V ; les points B, G, A/, P, Q, R 
sont sur une même circonférence dont PQ est un 
diamètre. 

Ceci se démontre assez facilement. En elTet, les nor-
males à l'ellipse en P, A, B, C concourent, donc P, A', 
B, C sont sur un cercle de Joaehimsthal (J). Les 
angles PBQ, PGQ étant droits, PQ est un diamètre 
de (J). Soit O le centre de l'ellipse. O est le milieu 
de A V, et la droite OR passe par le milieu de PA', 
OR est donc parallèle à AP et par conséquent perpen-
diculaire aux tangentes en A et A' à l'ellipse. Or, 
d'après un théorème de Laguerre ( ' ) , le cercle de Joa-

(1 ) Voir C A S E Y , Analytical Geometry, i8g3, p. 219. 
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chimsthal passe par le pied de la perpendiculaire 
abaissée du centre de l'ellipse sur la tangente en A', 
c'est-à-dire par le point R : ce qui achève la démons-
tration. 

Soit 1' la section d'une quadrique X par le plan polaire 
d'un point P par rapport à cette quadrique, la dévelop-
pable circonscrite à Y et à une quadrique homofocale 
à X est circonscrite à une sphère dont le rayon reste con-
stant si P décrit une quadrique homothétique et concen-
trique à En particulier, si Y passe par les extrémités 
de trois diamètres conjugués de S, le carré du rayon de 
cette sphère est égal au double de la différence des carrés 
des demi-axes de £ et S'. R. Boi V A I S T . 

La solution ne dilï'ère pas de celle de la question 2281, mais 
les calculs sont un peu plus longs parce qu'il y a trois variables 
au lieu de deux. 

Si l'équation tangentielle de S est 

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES 

2282. 
(11116, p. 9"».) 

S O L U T I O N 

P a r UN ABONNI-

a'1 ii--+- b-c2 H- c2 w2— i — o, 

4'équation de Y est 

— ( a u -h 3 v -f- y a ' — i )"2 — o : 

a, 3, y étant les coordonnées de P. 
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La quadrique ayant pour équation 

a2 u2 -f- b- r2 H- c-w2— i — K ( W.2 -4- v2 -H w2 ) = o 

détermine avec F un faisceau tangentiel et, pour qu'il v ait 
dans le faisceau une sphère, de rayon K et de centre .r0, y y, 30 r 

on doit avoir 

^ [ ( S + l l + S - . J i a ' i ^ / ^ + c » ^ - . ) 

a'2 h2 b2 v2 -h c2 — i — K ( a2 4- r2 -+- <p2 ) 

= U [ R2 ( IL2 -h c2 -f- (V2 ) — ( X() U -r- Jo -î- -0 ^ — O2 ] • 

tën égalant les coefficients correspondants, on trouve d'abord 

A = xQ = a, y0 = = 7 ; 

et si F passe par les extrémités de trois diamètres conjugués 

puis 

À - i j - ( R 2 - a 2 ) j = -- ( a 2 - K ) f 

[** ( S S - 0 - ( H 2 ~ H = - ( 6 ' 2 - K)> 

d'oii l'on lire, après quelques transformations, 

R2 - :>.K, 
puisque alors 

Les propositions sont donc démontrées. 
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2283. 
( 1916, p. <)6.i 

et S' étant deux ellipsoïdes homo focaux, un plan tan-
gent à S coupe Z' suivant une conique dont l'aire est in-
versement proportionnelle au cube de la projection sur 
une perpendiculaire au plan sécant du demi-diamètre 
de conjugué de ce plan sécant. R. BOI vaist. 

S O L U T I O N 

PAR UN AI ÎONNÉ. 

Soient 
.r2 y'1 z2 

—- -H- H — l — O a2 b2 c-

l 'équation (Je l 'ellipsoïde et 

x cos a -h y cos [i -f- 3 cosy — p = o 

celle du plan sécant. 
Ce plan coupe l 'ellipsoïde suivant une ellipse dont le produit 

des axes a pour valeur 

^ abc( a- cos2 a -+- b'1 cos'2 3 -f- c2 cos'2 y — p-) 

( a2 cos2 a -i- b2 cos2 3 -f- c2 cos'2 y y1 

L'équation tangentiel le de S étant 

a'2il2 -H b2 r'2 -f- c2 w2 — 1 — K ( u - — v- -r- <v2 ) = o ; 

si l'on exprime que le plan sécant est tangent à cet ellipsoïde, 
on trouve 

a- cos2 a -f- b- cos'2 3 -;- c2 cos2y — p 2 = K 

et, par suite, 

S2 = Kabc 

(a 2 cos2a -f- b2 cos2 ¡B -4- c2 cos2y)2 

Mais la projection du demi-diamètre conjugué du plan sécant 
sur la perpendiculaire à ce plan, n 'est autre chose que la dis-
tance de l 'origine au plan tangent à S' parallèle au plan séeant. 
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Soit h cette distance, on a 

/ / 2 = a 2 cos2 a h- cos*i3 -4- c* cos«y, 

et, par suite, 
K abc 

^ 

A5 

2284. 
(191«, p. 96.) 

^ -S' étant deux quadriques homofocales, plans tan-
gents à X parallèles aux plans tangents à un cône honio-
focal au cône asymptotique de coupent suivant des 
coniques dJaire constantes. R . B O U V A I S T . 

S O L U T I O N 

P a r U N A B O N N É . 

Soient 

l'équation de X' et 

¿r2 yi ¿2 
— r- + t t T- H — o, a 2 _a b2— A c 2 —A 

ou bien, en coordonnées tangentielles, 

a 2 m2 -+- ¿>2 P2 -h c2 w2 — 1 ( M2
 w i ) = o 

celle d'un cône homofocal à son cône asymptotique. 
Soient d'autre part 

a2 a 2 -h b'1 v2 + c2 w2 — 1 — K ( u2 -+- v2 -f- w2 ) = o 

l'équation tangentielle de S et 

x cos a -h y cos ¡3 H- z cos 7 — p — o 

l'équation ponctuelle du plan sécant. 
En exprimant qu'il est tangent à S et parallèle à un plan 

tangent au cône homofocal du cône asymptotique de 2', on 
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trouve respectivement 

a 2 cos2a -+- b2 cos2 [J c2 cos2y — />2 K, 
r/2 cos2 a -+- cos2 ¡i c2 cos2 y = X. 

Le produit des axes de la section de par le plan sécant 
ayant pour valeur 

abc {a2 cos2 a -h ¿>2 cos2 6 -4- c2 cos2 y — /?2) 
b = ! 7 > 

(a 2 cos2a -h b2 cos2 ¡3 c2 cos2y)2 

on voit, en vertu des relations précédentes, qu'il est constant. 

2285. 
(1916, p . 96.) 

Soient À', B', C /ES pieds des trois céviennes AM, B M, CM 
de triangle ABC, et N le point d'intersection de AM avec 
Vaxe d'honiologie des triangles A B C , A ' B ' C ' . Démontrer 
que 

N A ' _ M V 

N A ~ 2 M A " 
T . O N O . 

S O L U T I O N 

P a r M . R . B O U V A I S T . 

L'axe d'honiologie coupe BC, GA, AB en P, Q, R. on a 

N V _ R A P A ' M A ' _ C ' B Ç A ' 

N A ^ I T B T B ' Ï Â " G 7 ! C Ï Ï ; 

or 
R B _ C / B G A ' _ B A ' 

R Â ~ C ' A E T ~ G P ~ B P ' 

d'où 

G P — G A ' _ B P — B A ' _ P A / _ _ P A — P C - ; - G A ' A C A ' 

G P ~ B P ~ ~~ " P B " G B ~~ C B ' 

d'où enfin 
N A ' _ M A ' 

N Â ~~ 2 M A ' 

Autres solutions par MM. G . BOULLOUD , M. F A U C H E U X , J. L E M A I R E 

e t L . P O L I . 
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2286. 
(1916, p. 96.) 

Factoriser le déterminant 

labc — c3 — b* a 
— c* >.abc — a* b 
— ¿>3 — a3 •2 abc c 

a b c 0 
T. O N O . 

S O L U T I O N 

P a r UN A B O N N É . 

Multiplions les colonnes du déterminant A par 1 ,1 ,1 , bc — a-
et ajoutons; on trouve ainsi le facteur a -h b -4- c. D'autre 
part, en divisant les colonnes par bc, ca, ab, 1, puis en mul-
tipliant les lignes par a. b, c, abc, on voit que A est égal au 
déterminant 

•>. a2 — c'2 — b2 a2 

— c2 >.b2 — a2 b2 

— b* — a2 xc2 c2 

a2 b2 ' c2 0 

A' est un polynome en a-, b'2. c2 , divisible par a -h b h- c : 
il contient donc le facteur 

( a -h b -{- c ) ( a -h b — c) (a — b -}-- c ) ( b -+- c — a) ~h m. 

Le quotient de A' par w est une forme quadratique symé-
trique en a 2 , b2, c2. En multipliant les colonnes de A' par 
1, 1, 1, — 3 et ajoutant, on trouve le facteur a2-h b2 -f- c2. Le 
facteur qui reste est donc / i ( a 2 + 6 2 + c) . Enfin, en exa-
minant le coefficient de a 8 , on trouve que k = —1. Donc 

A = — (a2-4- b2-{- c2y2m. 

Autres solutions par MM. R. B O U V A I S T et L. P O L I . 

2287. 
(1916, p. i'.H.) 

Soient (a', £}', y') les coordonnées normales d'un point P 
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sur le cercle circonscrit au triangle ABC. Véquation de 
la droite Wallace correspondant à P est représentée par 

Y'* P'ï = Q 
c("à -r- y' cos B ) a (¡j'-f-a'cosG) b ( y' -+- (3' cos A ) 

T . O N O . 

S O L U T I O N G É N É R A L I S É E 

P a r M . K . B O U V A I S T . 

J'ai montré (TV. A., 1 9 1 5 , p. 556) que l'équation du cercle 

isopodaire correspondant à l'angle 7-—V, d'un point P par 

rapport à un triangle ABC était, en posant 

A = act H - c y , A a ' = a a ' H- b ¡3' - h c y ' , 

G = a p»y H- b ay H- caj3, [¿a' = a$'y'-H fea'y'-i- ca'B', 

Aa'Ca'C — «¿>c 

X A [ ^ a'Cy'-b P'cos A-h {3'sinA tangV) ({}'-+- y'cos A -— y'sin A tangV) 

-h ~ ^'(a'-r-y'cosB n-y'sin B tangV) (y'-b a'cosB — a'sin B tangV) 

-i- y'( x'cosC-ba'sin G tangV) (a'-h 3'cosC—[¿'sinC lang V)j = 0 . 

Si P est sur le cercle circonscrit Gît' ==0, l'équation de la 

droite de Wallace relative au point P et à l'angle ^ — V peut 

donc s'écrire en posant 

(0 

or 

= Y -+- cos A -h sin A tangV, 
— a - H y ' cosB -h y' sinB ¡LangV, 

Vl = ? -f- a' cos G -h a' sin C tang V, 

-b y' cos A — y' sin A tangV, 

lX 2 = Y -+- cl cosB — a' sinB tangV, 
V 2 = a -1- fi' cos G — t3' sin C tangV, 

a ' c 
a 

P'P Y'Y 2 -+- K l H-* " ^ T v i v 2 = 0 ; 

Xj ̂ v , = X2{xev2; 
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cette relation exprime en effet que la droite de WalLace 
coupe les trois côtés du triangle en trois points en ligne 
droite d'où, en posant Xt = A.2;JUV2 = k, 

ca'XiX2 {¿1 = k a y', 
a FI 'VJ JJL! [JL2 = k bA', 

b y' Xi vi v2 = k c'i'\ 

l'équation (i) devient 

c JJLJ avi bki 

qui, pour V = o, est la forme donnée par l'énoncé. 

A u t r e s s o l u t i o n s p a r MM. M. FAUCHEUX et L. POLI. 

2289. 
(1916, p. i j 8 . ' 

On construit une ellipse au moyen des cercles décrits 
sur les axes comme diamètres. La droite menée par le 
centre pour obtenir quatre points, M, M',... est une asymp-
tote de V hyperbole homo focale à l'ellipse et passant par M. 
Extension à Vespace. G . F O N T E N K . 

S O L U T I O N 

P a r M , H . BOUVAIST. 

Soient Ox et: O y les axes de Fellipse, la tangente au point M 
de la courbe et la tangente au point Mj correspondant d,u 
cercle principal par exemple coupent Ox en T, comme MT 
est la normale à l'hyperbole homofocale à Fellipse passant 
par M, OMi perpendiculaire à MjT sera une asymptote de 
cette hyperbole. 

x2 y2 z2 

L'ellipsoïde h -, ! = i — o est le lieu de l'intersec-
r a2 b2 c2 

tion des plans parallèles à O x y , Oxz, Oyz menés respecti-
. x y z vement par les points où la droiie - = = — coupe les 

sphères 

x2-+-y2 —f- z2 = c2, x2-hy2-j-z2 — b2, ¿r2+ y2 -+- z2— a 2 , 
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plans a: — aa, z = cy, les quadriqaes homofocales à 
l'ellipsoïde passant par le point a a, ¿/[j, cy, auront pour 
équations 

x2 y2 z2 
1 —^ L — r - l = O, 

A étant déterminé par l'équation 

a2 £2 

a2-T-A ' b2 -F- A C 2 - R - À 
= O, 

a y 5 équation qui exprime que la droite —=*— = — est commune a p y 
aux cônes asymptotiques de ces deux surfaces. 

Autres solutions par E.-N. B A R I S I E N et par M M . G. BOULLOUD, 

M . F A U C H E U X e t L . P O L I . 

2290. 
( 1910, p. 368.) 

Si d'un point P d'une strophoïde dont les tangentes au 
point double sont O x et Oy. on mène ci la courbe deux 
tangentes PAG, PBD, A et B étant sur Ox, G et D sur Oy, 
on a 

(uÂ~m) ( ( 7 c — ô l > ) = c o n s t -

R . B O U V A I S T . 

S O L U T I O N 

P a r UN A B O N N É . 

Prenons le point O pour origine et Ox et Oy pour axes de 
coordonnées. La strophoïde a pour équation 

(y H- ex ) ( x2 -h y2 ) — axy = o. 

En posant y = tx on a pour les coordonnées d'un point de 
la courbe les expressions 

at at2 

( c - f - O U - + - ' * ) ' y ~ ( c - + - 0 ( i - w 2 ) 

L'équation de la droite qui joint les deux points t et t[ 
est 

[ c(t-r-ti) -i- tti — t{t\}x 
-h f—C -r- Ctt{ — tt{ (t H- ¿2)] y— Cltt\ — o. 
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Gela posé, on sait que les paramètres de deux points tels 

que les tangentes en ces points se coupent sur la courbe sont 
égaux et de signes contraires. Donc, si t désigne le paramètre 
du point P et si l'équation précédente représente la droite 
PAB, celle de PCD s'en déduira en changeant le signe de t\. 

On a alors 

i _ c(t-¿t)-f- tii — t^tf i _ c(t — ti) — ttx — r-t\ 
OÂ~~ âtïx ' ÔB~~ - attx 

et, de môme, 

i __ — c^-clt^ttx (¿-hii) i c — clti— /¿,(7 — 
OG ~ ~âtt] ' ÔD ~~ — alt\ ' 

par suite, 

i i \ / î i \ 4 
y OA OB/VOG OD/ (iHt\ ' 

Mais les paramètres des points d'intersection de la droite 

u x -h v y — i = o 

avec la strophoïde sont donnés par l'équation 

¿3 -r- ( 6' — av ) t- -i- ( i — au) t c = o 

et sont, par suite, liés par la relation 

titih — — c. 

Donc les paramètres des points de contact des tangentes à 
la courbe issues de P vérifient la relation 

" ï = 
et l'on a 

( o k ~ i m ) (<yu ~ or») = è = c o n s t-

2291. 
( 1016, p. .!6S.Î 

Soient O le point double d'une cubique nodale, Ox 
et O y les tangentes en ce point, M un point de la courbe, 
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'Y\\ la tangente en ce point ; TM rencontre la courbe en Mi, 
soit T l a tangente en ce point; la conjuguée harmonique 
de TM, par rapport à OMJ, TM rencontre Ox et O ^ en A 
et B; la conique passant par OAB et tangente en M à la 
cubique a, avec celle-ci en M, un contact du troisième 
ordre. R . B O U V A I S T . 

S O L U T I O N 

P a r UN A B O N N É . 

On doit à Laguerre le théorème suivant (Ar. A., 1870, p. 25(j ; 
Œuvres complètes, t. Il, p. 140): 

« Si d'un point A d'une hypocvcloïde à trois rebrousse-
ments, on mène à la courbe la tangente dont le point de con-
tact ne coïncide pas avec A; en désignant par T le point de 
contact de cette tangente, si l'on prolonge TA d'une longueur 
égale à elle-même, le point T', extrémité de ce prolongement, 
est le foyer de la parabole qui suroscule en A l'hypocv-
cloïde. » 

Si l'on étend, par projection, ce théorème aux quartiques 
qui ont trois points de rebroussement; puis si l'on transforme 
par dualité le théorème ainsi généralisé, on obtient, par les 
cubiques à point double, la proposition qui fait l'objet de la 
question 2291. 

Il suffit de remarquer que le point A et le point à l'infini 
sur la tangente forment une division harmonique avec T 
et T . 

2 2 9 2 . 
(1916, p. 368.) 

Soit 1I3 une hypocycloïde à trois rebroussements tan-
gente à deux droites rectangulaires OB gi OA en A B, 
l'hyperbole équilatère qui touche AB et admet pour 
asymptotes OA et OB a, en dehors des cotés du triangle 
OAB, trois tangentes communes avec II3, montrer que le 
centre de gravité du triangle formé par ces trois tan-
gentes est le point 0 . R . B O U V A I S T . 

S O L U T I O N 

P a r M . L . P O L I . 

L'équation tangentielle générale des hypoeyeloïdes à trois 
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rcbrousèemeiits. en coordonnées rectangulaires est. 

«> ( u2-f- v2) -h auz-\- buïv -4- cuv2-\- du3 = o. 

Si les axes choisis ont deux tangentes rectangulaires quel-
conques OA et OB, l'équation sera 

(H 3 ) w (¿¿2-f- v2) -h bu2v -h cuv2 = o 

et les points de contact auront pour équation 

( A ) vb -f- w = o, 

( B ) M C + (V = o. 

La droite AB a pour coordonnées (b, c\ —br). Elle est 
tangente à H3. 

Une hyperbole équilatère qui admetOAetOB pour asymp-
totes a pour équation k uv — w2. Si l'on écrit qu'elle touche AB 
il faudra faire k = bc. 

Et les tangentes communes à l'hyperbole et à 1I3 seront les 
solutions du système 

( «•• ( u2 -h v2 ) -h uv ( bu -h cv ) = o, 
( bcnv — w2. 

Faisons — i, et portons u = dans la première équa-

tion. On trouve 

on aurait de même 

Les tangentes communes, autres que les axes et AB, ont 
donc pour coordonnées 

i 1 
/ i y / i y 
\b*c) \bc*J 

i 
( 1 V .,/ ' Y* 
\b2r) - a - U r O 

i 
/ 1 'v' / 1 v 

x désignant une racine imaginaire cubique de l'unité. 
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La première est réelle et les deux autres imaginaires con-
juguées. 

Les sommets du triangle qu'elles forment ont pour coor-
données ponctuelles 

[ — a c)\ — a 2(6c2) '^J, 

| — i*(b*cf\ — [— (b*c)\ — (bc2y\. 

Et l'on voit aisément que la somme des abscisses comme 
celle des coordonnées est nulle (i + a + a ! = o), c'est-à-dire 
que le centre de gravité du triangle coïncide avec l'origine. 

A u t r e s s o l u t i o n s p a r UN ABONNÉ e t pa r M. M. FAUCHEUX. 

2294. 
11916, p. joo.) 

Enveloppe du plan d'un triangle ABC variable dont 
les sommets décrivent les arêtes d'un trièdre de façon que 
le point de contact du plan avec son enveloppe soit tou-
jours au centre de gravité des masses m2 placées 
aux trois sommets A , B , G . A . P K L L E T . 

S O L U T I O N 

P a r M . M . FAUCHEUX. 

Prenons les arêtes pour axes de coordonnées: soit 

x y z 
( i ) - = i 

a b c 

l'équation du plan variable, a, ¿>, c sont fonctions de deux 
paramètres. Nous pouvons supposer c fonction de a et de b. 

Pour trouver le point de contact avec l'enveloppe, il faut 
y joindre les deux équations obtenues en dérivant successi-
vement par rapport à a et b 

f x z Oc 
* a- T c- àa 

/ Z. ' — — 
( ¿>2 c2 ôb ~ 
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et le système (2) doit être vérifié pour 

mx a m.2 b m 3 c ( 3 ) x — — , y — ' ni . _l_ r»i 1 jvi _ mì -f- mt -+- nitm2-h m3 m{4- m24- m^ 

ce qui fournit les conditions 

ni\ m3 de 
a ^ c da ' 

ou 
mx dLogc 

h m 3 — — — — o, « da 

( i > et 

//?=> dLoçc 

a, b, c sont liés par la relation 

da db .. 
m i h my —, h m 3 d l J 0 g c = 0i a " b 

am\ bmiCm* = const. 

Pour trouver l'équation de l'enveloppe, il suffit d'éliminer 
a, c entre les équations (3) et cette équation. 

L'équation cherchée est 

= A, 

k étant une constante arbitraire. 
L'équation montre que toutes les surfaces sont homothé-

tiques par rapport à l'origine, ce qu'il était facile de prévoir. 

Autre solution par M. L. P O L I . 

(1910, p. .¿00.) 

La somme des carrés, la somme des cubes, la somme des 
quatrièmes puissances des n premiers nombres impairs 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. XVIII. (Juillet 1918.) 21 
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sont données par les formules suivantes : 

(2 n — 1) m (m -4-1) , 
1.2.3 

S3 = Si x ( m 1 — 1), 
5S4 = S 2 x ( i m 2 — 7); 

pour n = 5 k zt 1, S4 est divisible par S2. 

S O L U T I O N 

P a r M . R . M ASSART. 

Dans la formule 
nm — 1 m — I 

G . F O N T E N É . 

m -). 
(m — 1 ) ( m — 1 ) 

1.2.3 

( Z m _ j - /i'"-») 

( m [ ) (nl 1) (m 3 ) V 

permettant d'obtenir les sommes des puissances entières suc-
cessives des n premiers nombres naturels, faisons successi-
vement m = 1, 2, 3, 4, . . . ; nous trouvons 

V — N ( N L Ï 
1 2 

~ 5 » 
1.2.3 

_ , n2(n-f-i)2 

2,3 3= , 
4 

v _ n ( n H-1 ) (2 n -+-1 ) ( 3 n'2 -h 3 n — 1 ) 

La somme S2 des carrés des n premiers nombres impairs 
étant égale à 

= 2 •« - o * = - n
 * > s_ 

1 
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vaut donc 

4n( / i + i ) (2 / i + i) j/I(/2 4 - I ) 
6 2 h " 

__ i n ( 4 /¿2 — i ) _ ('2 /i — i ) 'i n (2 n h- i ) 
1 . '2 . 3 1 .2 .3 

On trouve de même 

n 

s , = 2 ( » « - o ' 
i 

« n n n 

= 8 ^ — 1 2 ^ n2 - H G V n _ V I 

i i t i 
= ' 2 r t s ( n + F ) ! — 2/ l ( r t + l ) ( î / i + l ) + 3 / l ( / l + l ) - / l 
= 2 — II2 = Ai2 (2 /¿2 — I ) = Sj X (2 712 — 1 ), 

n 

S i = 2 ( « » - o 4 

i 
« « n n n 

(T^/i* — 32 V ^ n ' - s S i t - n S 1 

1 

• 8 w 2 ( n + i)2 

: 16 ( 

1 1 1 1 
_ 8 n ( n -b i ) ('). n 4- i ) ( 3 n2 -h 3 n — i ) 
~ ¡5 

-4- 4 n ( n -h i ) (2 n -4- 1 ) — 4 n ( n -+• 1 ) -H 71 
_ 48 /¿5 — 4o /i3 -I- 7 n _ n( \n — 1 ) ( 2 n - h 1 ) (r 2 n 2 — 7) 
~~ i5 i5 

= S, v I Î19 . /1«- ; ) , 

d'où 

5 S4 = S2 x (12 n 2 — 7). 

De cette dernière relation il résulte que S4 est divisible j 2 72,2 n par S2 quand la fraction - est entière, ce qui a lieu 
dès que n = 5k dt 1, ainsi que l'indique le développement 

1 i(2jk2± ioÂ-j-Q — 7 o u 12 (2.5 A:2 ih i o Â" ) H- 5 

A u t r e s s o l u t i o n s p a r E . -N. BARISIKN et p a r MM. J . BOUCHARY, 
CHALDE e t L . P O L I . 
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2296. 
(1916, p. 47B.) 

Ktant donnés une ellipse E de foyers F, F' et un point M 
de son plan qui se projette en P et Q sur les axes; si 
Tj, T2 sont les points de contact des tangentes ci E issues 
de M, et N1? N2, N3, N4 les pieds des normales à E issues 
du même point M, les onze points suivants 

M, P, Q, F, F', T„ T,, N„ N,, N„ N4 

sont, situés sur une même strophoïde oblique dont le point 
double est en M. Cette strophoïde reste la même pour une 
autre ellipse de foyers F et F'. 

Les foyers imaginaires de Ë sont aussi situés sur cette 
strophoïde. E . - N . B A R I S I E N . 

S O L U T I O N 

P a r M . G . BOULLOUD. 

Si l'on cherche le lieu des points de contact des coniques 
homofocales à E avec les tangentes issues de M, on trouve 
une strophoïde. En effet, sur une droite A issue de M, il existe 
un seul point du lieu qui s'obtient, par la conique du fais-
ceau, tangente à A. De plus, par le point M passent deux 
coniques, homofocales à E et qui sont orthogonales ; le 
point M est donc un point double à tangentes rectangulaires. 
Le lieu cherché passe également, par les points cycliques, car 
ceux-ci font partie du faisceau. Ce lieu est donc une cubique 
circulaire ayant un point double à tangentes rectangulaires, 
c'est-à-dire une strophoïde. 

D'après ce qui précède, elle passe par les foyers réels ou 
imaginaires de E et par les points M, T, et T2. 11 est facile 
de montrer qu'elle passe par les pieds N1} N2, N3 et N4 des 
normales issues de M puisque l'un d eux, Ni par exemple, est 
le point de contact de M ^ avec la conique du faisceau, autre 
que E, passant par Nt et orthogonale à cette dernière. 

On voit également que l'un P des deux autres points 
(P et Q) est le point de contact de MP avec la conique du 
faisceau passant en P. 

A u t r e s s o l u t i o n s pu r MM. It. BOUVAIST, J . LEMAIRE, VINOIGUERRA 
e t UN ABONNE. 
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2297. 
(1916, p . 418.) 

Soient TT, T2 , T3 les trois points de contact des tangentes 
menées d'un point M à une cardioide dont le point de 
rebroussement est O. Le lieu du point M tel que les droites 
OTJ, OTO, OT3 et la tangente de rebroussement forment 
un faisceau harmonique est une quartique. 

E . - N . B A R I S I E N . 

S O L U T I O N 

P a r U N A B O N N É . 

Soient 

( x- H- y2 — a ax)2 — 4 a2(x- -f-JK2 ) = o 

l'équation de la cardioide et 

x ~ - ( y - (i + x«)» 

les coordonnées d'un de ces points en fonction d'un para-
mètre variable X. 

L'équation d'une tangente à la courbe est 

( 3 X2 — i ) x -h X( X2 — .3)y-+-:\a — x = o; 

ou bien, en l'ordonnant par rapport à X, 

X3y -+- 3 X2 x — 3 \y -+- \a — x = o. 

Ditîérentions cette équation par rapport à X, nous obte-
nons 

X 2 J K + S X Î T — y — o . 

qui représente évidemment le rayon vecteur du point de con-
tact de la tangente avec la cardioide. Le coefficient angulaire 

de ce rayon vecteur est donc égal à y — y i ' Si on le désigne 

par u et si l'on élimine X entre les deux équations 

X3y -h 3X2ît — 3Xjk -+- 4 a — x — o, 
X2

 [JL H - 2X — FI. = o, 

on obtient l'équation qui donne les coefficients angulaires des 
trois droites OT1? OT2, OT3. 
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Cette élimination ne donne lieu à aucune difficulté spéciale 

et l'on arrive à l'équation 

( i) O2 — i\ax -h 
— 6 x y IJL2 — 3 ( X 2 — Y - — \ a x ) t u — 2 Y ( J a — x ) — o . 

Il faut maintenant exprimer que les trois racines pu? fxs, \x3 

de cette équation et la valeur ¡JL = o, correspondant à la tan-
gente de rebroussement, forment une proportion harmonique, 
ce qui s'exprime par 

'À i i 
JJL j ¡JU ut3' 

ou bien par 

•J> ¡À 2-h ¡¿3 ¡J-i ( ¡JLj -h » JL ̂  —i— ¡JL 3 U; j 
[JLj ¡JL o ¡JL-j [J- j ¡J-2 [J-.j 

ou enfin 
f-L? — ( ¡J.1 -4- ¡J-2 "h |X3 ) H-" '1 Kl |J.2 = 

Remplaçant les fonctions symétriques p.! -h \x.2 K3 e t 

Ki K* Pa r l e u r s valeurs tirées de l'équation (i) ci-dessus, 
on voit que Ki doit être racine de 

(y) (x- — y 2 + 4 ctx-h 4 a2) k3— K2 "~f~ (4 a ~~ x ) — 

Retranchant (a) de (i), on a 

iy(\a — x) 

Substituant cette valeur dans (a), on obtient pour équation 
du lieu cherché 

2JK2(4« — X)2 (x2 — y*-i- 4ax -4- 4« 2 ) 
-4- Ç>xy2($ a — x) (x2 -y2 — 4 a x ) — (x'2 ~~ Y' — 4ax)* = o, 

équation d'une sextique qui ne paraît pas décomposable. 

2298. 
( 1916, p. «79-) 

Etant donnés une parabole et un de ses points M, on 
mène en ce point la normale qui coupe à nouveau la 
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courbe en Mt et son axe en M. Démontrer géométri-
quement : 

I° Que le point M et le pôle P de MM}, par rapport à la 
parabole, sont équidistants de la directrice ; 

Que la perpendiculaire élevée en N à MMj et la 
perpendiculaire abaissée de M sur l'axe se coupent sur le 
diamètre du point P . F . B A L I T R A N D . 

S O L U T I O N 

P a r M . R . G O O R M A G H T I G H . 

Soient A la directrice, F le foyer, T le point où la tangente 
en M rencontre A, M' le point où MF recoupe la courbe. La 
droite TM' est tangente en M' à la parabole et est parallèle 
à MMj; le point P est donc à l'intersection de MT et du dia-
mètre du point M'. Comme M'M et M'P sont symétriques par 
rapport à M'T, les points M et P sont symétriques par rapport 
a T et, par suite, équidistants de A. 

Désignons par Q et Q' les projections de M et M' sur A, et 
par R le point où la parallèle menée par M à A coupe la per-
pendiculaire élevée en N sur MN ; les triangles rectangles 
QFQ', MNR sont égaux. Par suite, Q'R est parallèle à FN et 
le point R appartient au diamètre de P. 

A u t r e s s o l u t i o n s p a r M M . G. BOULLOUD,R. BOUVAIST, X . CHAPUIS, 
M . F A U C H E U X e t J . L E M A I R E . 

2 2 9 9 . 

I 1916, p. 479 » 

Soient A.BC un triangle, O le centre du cercle circons-
crit, a le pied de la hauteur issue du sommet A sur BC. 
On considère la parabole ayant pour foyer a et pour 
directrice OA, et les deux autres paraboles analogues. 
Démontrer que ces trois paraboles ont trois tangentes 
communes (en dehors de la droite de Vinfini) et trouver 
ces tangentes. F . B A L I T R A N D . 

S O L U T I O N 

P a r M . J . L E M A I R E . 

Soient A', B', C les milieux des côtés du triangle, D et E 
les points où Aa coupe la droite B'C' et le cercle circonscrit 
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à A'B'C'; on sait que la droite de Simpson relative à ce 
triangle et au point a du cercle est la parallèle menée par D 
à A'E; mais D est le milieu de a A, et A'E est parallèle à OA; 

A 

i ^ X - V j M , , 
:u \ \ 1 x 

/ \ ! \ 

cette droite de Simpson étant la tangente au sommet de la 
parabole inscrite à A'B'C' et de foyer a, celle-ci n'est autre 
que la parabole ayant a pour foyer et OA pour directrice : 
cette parabole et les deux paraboles analogues sont donc tan-
gentes aux trois droites joignant deux à deux les milieux des 
côtés du triangle donné. 

A u t r e s s o l u t i o n s p a r M M . H . BOUVAIST, H . BROCARD, X . CHAPIÎIS 
e t L . P O L I . 
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Œuvres de Charles Hermite, publiées sous les auspices 
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l'Institut. In-8°, Tome IV; vi-5c)6 pages, •>. planches (Paris, 
Gauthier-Villars, 1917); prix a5fr. 

K M . B O R E L . — Leçons sur les fonctions monogènes, uni-
formes d'une variable complexe, rédigées par G. Julia. In-8°, 
\ i 1-166 pages (Paris, Gauthier-Villars, 1917); prix 7fr,5o. 
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[I 1 9 c ] 

SUR UNE CATÉGORIE D'ÉQUATIONS INDÉTERMINÉES 
N'AYANT EN NOMBRES ENTIERS QU'UN NOMBRE 
FINI DE SOLUTIONS; 

P A R M . E D M O N D M A I L L E T . 

I. On connaît actuellement des catégories étendues 
d'équations indéterminées (voir notre Note des Nou-
velles Annales, août 1916), 

(1) F(x,y) = o 

à coefficients entiers de degré quelconque, qui n'ont 
qu'un nombre fini de solutions en nombres entiers x, y . 
Mais il ne semble pas qu'on se soit beaucoup préoc-
cupé de donner un moyen réellement pratique d'avoir 
une limite supérieure du module de ces solutions, en 
vue, par exemple, de permettre la résolution com-
plète de (1) par un nombre limité d'essais directs. 

C'est ce problème que nous allons étudier pour les 
équations (1) de la forme 

(2) F O , y) = <pw(a?, y) -+- y) -h . . .-h <p0 = o, 

où cp5 est un polynome homogène et de degré s à coef-
ficients entiers réels; on suppose que les directions 
asymptotiques sont distinctes (*), aucune n'étant pa-

(') Le cas où une des directions asymptotiques est parallèle à 
l'un des axes se ramène au cas où il en est autrement par un chan-
gement de variables linéaire à coefficients entiers et de déter-
minant égal à 1. On peut d'ailleurs le traiter directement d'une 
manière analogue. 

Ann. de Mathémat., 4* série, t. XVIII. (Août 1918.) 22 
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rallèle aux axes, en sorte que ®n possède un terme 
en xn et un en yn, et de plus que 

<p„= A (y—cxx)...(y — ch x)bn-U{x, y), o^k^n, 

. . . , Ck étant des nombres réels, yé. o, rationnels et 

distincts, tandis que l'équation = o a 

n — k racines imaginaires toutes finies, ^ o et dis-
tinctes. On sait, en effet, et on le vérifiera tout à 
l'heure, que les équations (2) de ce type n'ont qu'un 
nombre fini de solutions en nombres entiers. On 
peut d'ailleurs supposer l'équation (2) irréductible. 

Rappelons que la courbe (2) en coordonnées carté-
siennes rectangulaires possède k asymptotes réelles 
non parallèles aux axes 

(3) y = CiX -1- dh -¿ = 1,2,...,*, 

avec 

di étant fini, et, ici, rationnel. 
Pour les valeurs de x dont le module est assez grand, 

les points réels y de la courbe (2) sont dans le voi-
sinage d'une des asymptotes (3); occupons-nous d'abord 
de ces points. 

Soit c une des quantités ct, . . ., cn. Je pose 

(4) 
X X 

fn(t) = <pa(f, /), / ; , ( / ) = ?'„(i, t), / „ _ , ( * ) = -1(1 ,0 , 

(5) F(.r, y) = x»f,l(t)+x»-ifn„i(t) -+- Bx»~K 
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On a 

- 4 - x/l~2[(d + E ) ! R + ( I / + £ ) S + B ] = O , 

R, S étant des polynomes en ® u n polynôme 
i ¿ + e en — et > ou x x 

ou encore, si G représente le coefficient de xn~2 dans 
le second membre, 

(6) + ( . ) = . y i ( c ) + § - o t e + 

Soit 
F'0, y) = Kyn-+- + • . A n > 

où Ai est un polynome en x de degré les points 
réels de la courbe situés sur l'asymptote y = ex -h d 
satisfont à t = o ou à 

A0(cx -+- d)n~\~ Ax(cx->r- dy-1 -+-. . . + À„ = o, 

équation qui est de la forme 

( 7 ) D ^ - 3 - h . . .-f- D„_2 = o. 

Cette équation, où l'on suppose les D/ entiers, n'a 
pas lieu identiquement, sans quoi l'asymptote ferait 
partie de la courbe (2), et F ne serait pas irréductible. 

Dès lors, |D„_2 | e s t u n e limite supérieure du mo-
dule des racines entières réelles de (7). Si l'on envi-
sage successivement les k asymptotes réelles, soit A 
une limite supérieure > | D„_a j des quantités | D , ^ I 
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correspondantes : pour ¡ # | > A , la courbe n'a aucun 
point entier (c'est-à-dire à coordonnées entières) sur 
une asymptote. 

Soit maintenant | # | > A : pour les valeurs entières 
de x et y qui satisfont à cette condition et à l'équa-
tion (2), 

M (7 bis) z — y—ex— N > o , M ^ o, 

où M, N sont des entiers premiers entre eux, N ne 
dépendant que des dénominateurs des fractions irré-
ductibles égales à c et d. On a donc 

Supposons alors que nous ayons pu trouver une limite 
inférieure A4>A de \x \ telle que pour les valeurs de 

les deux quantités ^ ^ et tj; ^— -L j soient ^¿o 

et de signes contraires : l'équation (6) en e possédera 

une racine de module < ~ à laquelle correspondra un 

point x, y de la courbe (2) à coordonnées non entières 
toutes deux, pour chaque valeur de Af. Il suffira 
pour cela, d'après (6), que 

G ' pour I e l=jq" (8) N > Xf'n(c) 

Cherchons alors une limite supérieure de |C | , 

pour | # | > A , en tenant compte de l'expres-

sion de C 

R et S sont des polynomes de degré n — 2 en ^ ^ £ ; 

il est facile de trouver des limites supérieures de | R | 
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et | S | , par suite de |G — B| quel que soit 

et dans les mêmes conditions on obtient sans 

peine une limite supérieure de | B|, puisque 

B = <pn_2(i, 0 + 0-+- . • t = c-f- d
 ; x x 

on en conclut une limite supérieure T de | C | < r 
applicable pour toutes les valeurs de | # | > A et 

i NT de | e | ̂  jq- • Il suffira de prendre A< ^ ^ ^ pour que 

la condition (8) ait lieu; les racines c, étant ration-
nelles, se calculent par un procédé connu. 

On opérera de même pour les k asymptotes. Soit £ 
un nombre supérieur ou au moins égal aux k quan-
tités A4 correspondantes : pour toute valeur de 
la courbe possède k points réels y non entiers. Il en 
est de même pour toute valeur de | y y\ étant un 
nombre que l'on peut déterminer par la même méthode 
en intervertissant les rôles de x et de y, ou encore en 
remarquant que, si | x | < l'équation (2) en y a une 
limite supérieure du module de ses racines réelles 7j 
telle que | y | < TQ ; par suite si \y | on a | x | ^ 

Il y aura toutefois k s'assurer que ces k points x, y 
sont distincts, lorsque k > 1. Soient alors 

yz=cx-\-d, y — C\X di 

deux asymptotes distinctes, et deux points correspon-
dants parmi les k points précités, avec 

/ = + i + y Y = ci x -+- di -+- Si ; 

on n'aura pas y =y{ si 
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ou, a fortiori, si 

\c-cl\\x\> ± + ± + \dt-d\. 

Il suffira de choisir £ de façon que, pour toutes les 
combinaisons deux à deux des quantités c, c«, on ait, 
en outre des conditions déjà indiquées, 

( 9 ) — — | * | > 5 . 

On supposera que cela ait été fait. 

II. La question posée au début du n° I est complè-
tement résolue quand k = n. Lorsque k<Cn, nous 
supposons que les n — k racines imaginaires de 

,C) = o sont distinctes. Soit c l'une d'elles, 

c = y 4- 8*', d == y' -+- 8' i, o pé o. 

Les formules (4) à (6) s'appliquent encore, et 
y — ex -f~ d est une asymptote imaginaire. Les points 
réels de la courbe situés sur cette asymptote satisfont 
à 8 ' = o. Soit A' une limite supérieure des quan-

Io' I > plus grande que chacune d'elles, pour les 

diverses asymptotes imaginaires (ou encore, si l'on y 
trouve avantage, une limite supérieure de ces quantités 
et de £). Pour | x A', il n'y a aucun point réel sur les 
asymptotes imaginaires. 

Dans (6), on a„ 
G (10) s = et-h e2i = xf'n(c) =zy — cx~d'^ 

e ne peut être réel pour un point (x, y ) réel que 
si — e 2 = + S ' = o, ce qui est impossible quand 

c'est ce que nous supposerons. 
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Nous envisagerons des limites supérieures G, | C | 

et G7, > | G' | des modules de G et de sa dérivée C' par 
rapport à e pour chaque valeur de x de module ^A' et 
pour les valeurs de t de module = p, o étant un nombre 
positif que l'on choisira convenablement dans chaque 
application : ces limites C|, Cj sont faciles à déter-
miner. 

Nous allons maintenant considérer une quantité 
telle que 

pour toute valeur de |rr?| ^ S ,̂ l'équation (10) en s a, 
comme nous allons le montrer, une racine, forcément 
imaginaire, de module S p. 

Soit l'intégrale 

prise dans le plan complexe des s le long d'une circon-
férence K de rayon p ayant pour centre l'origine. On 

sait que ——. est le nombre des racines de cette équa-1 2TTÎ * 
tion comprises dans le cercle K. Je dis que J est ^ o. 
En effet, soient X4 + iY{ le numérateur, e(X -f- iY ) 
le dénominateur; d'après (i 1), sur la circonférence, 

X nombre donné > 2; 

| X , - H » Y , | > I - X | X + i Y | > i - i 

si e = pe1'?, dt == pie'fdo sur la circonférence, on a 
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et 

x = i - { > Y = { > 

Xt-fr-»Yt _ XXt -h YYt -f- t (XY| — Y \ t ) 
X -h Î Y X*H-Y* 

J - i et, puisque —. est reel, 1 * ITZl 

~ L = - L f d XXl-H YYl -

2711 271 JK
 ? X«H-Y* ; 

cette expression est ^ o, car 
X X t ^ i - i y , ¡ Y Y i l ^ e t XXi > | YYi j, 

X étant > 2. Les conditions (i i) entraînent donc l'exis-
tence dans K d'une racine e de (6) ou ( 10), au moins. 
A chaque asymptote imaginaire correspond ainsi une 
racine £ au moins de l'équation (10) correspondante. 

Soient les deux asymptotes 

y ex d, y — C{X -4- d\, 

et les équations (6) ou (io) correspondantes 

y = ex -+- d -+• e. y = Cy x -h d{ -h si ; 

les points y correspondant à une même valeur de x 
sont distincts si 

| c - o, I \ x\ >\d—di\ + \ E| -H I e, |. 
ou si 

(12) | C — C! 11 x | > | d — dx | p -h pt 

( | e , | <p M p, étant pour t{ la quantité analogue à p 
pour e). 

D'ailleurs le point x, y satisfaisant à (io) ne peut 
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être réel que si 

c'est-à-dire si l'on n'a pas 

(i3) l « I M > l « ' l + p. 

Soit alors une valeur de | x | qui satisfasse à la fois 
aux conditions (9), (11), (12) et ( i3) : pour toute 
valeur de x telle que 

0 4 ) M ^ É i , 

la courbe (2) a A* points réels non entiers et 11 — k points 
imaginaires tous distincts deux à deux. On peut de même 
trouver un nombre Y|, tel que pour 

0 5 ) \ y \ l - n t 

la même propriété ait lieu. Finalement les points 
entiers de la courbe (2) sont tels que 

(16) M < S i , 

Les calculs et les raisonnements se simplifieront 
notablement dans certains cas particuliers, par exemple 
si les asymptotes passent toutes par l'origine (d — o), 
c'est-à-dire si, dans (2), <çn_.i(x,y)z=o. Nous allons 
le vérifier sur un exemple. 

III. Envisageons l'équation indéterminée 

l' a3 

, x I) - A ; r 0 2 — 1 ) = o, A = 
( i?) \ P 

\ a, (S premiers entre eux. 

Les asymptotes ont pour équations 

a . — n - i ' y / 3 y = c.r, y — cj x, y = cj*x, c = y J = ~ 
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On peut supposer a < (3, x et y positifs ; alors on a les 
solutions évidentes x = o ou ± i, y = o ou ± i. 
Soit x et y > i ; on a y < x et, comme on le voit direc-
tement, x > 10. 

Considérons, pour chaque valeur de l'équation 
en y 

y3—y — °3 (x3— x) — o] 

elle aura deux racines imaginaires dès que 

2 7 C 6 ( A ? 3 —• x ) 2 — 4 > O, 

ou, pour x > 1, dès que 
2 B 3 

(18) iL. 
3 y/3 a 

Cette condition peut être remplacée par 

82 
(19) * > I 0 > 

comme on le vérifie facilement. 
Donc, à chaque valeur de x positive satisfaisant 

à (19) correspondent pour (17) deux valeurs imagi-
naires dey. Nous n'envisagerons que des valeurs de x 
vérifiant les inégalités (19). 

D'autre part, l'équation (6) en e, pour l'asymptote 
réelle, avec / ¿ ( c ) = 3c2, est 

(ex -+- E)3— (ex -F- e) — c*x3 •+- c%x — O, 
ou 

3c2 x2e = (c — c*)x -h e — 3 exe2— e3, 
ou 

E - c3 

3ce2 

£ = -
3c2x 3c*x 

Ici, A — 1, N = ¡3. Il nous suffit, dans l'application 
de l'inégalité (8), d'envisager des valeurs de x satis-
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faisant à ( 1 9 ) . De plus, e, n'ayant alors qu'une valeur 
réelle, qui ne peut s'annuler pour x > o, puisque 
l'asymptote réelle coupe la courbe à l'origine, a le 
le même signe que pour les valeurs de ¿cassez grandes, 
c'est-à-dire le signe -K On pourra donc prendre ici 

c — c3-+- LHJ- __ 3cs*< c — c 3 -h - — 3cs'2 < c = £ = F, a? ¿r p 

car 

3C£2__ i + c i > 3 c e * ~ 3 c * e + c » = c M 3 ^ - 3 - + i ) > o , 
# \ c2 c / 

V > N T _ = _0_ ^ 
5 \fn(o)\ 3 c* 3a' 

Finalement, quand [3 = 2, l'équation (17) n'a d'autres 
solutions en entiers que les solutions banales qui cor-
respondent h x et y égaux à o ou dz 1 ; il en est de même 
quand ¡3 > 2, sauf peut-être pour les solutions qui satis-

32 
feraient à 11 < x < • — 3 a 

Corrélativement, on voit de suite que les valeurs 
de y correspondant à ces solutions possibles sont plus 
petites que ^ ^ 1 > avec [3 2. 

En se basant sur ces conditions 

B2 S -+-1 
(20) , ! < * ? < i S y C Z - — , 2 < ( 3 , 02 O 

on peut obtenir une série de cas où il n'y a certaine-
ment d'autres solutions que les solutions banales indi-
quées, en remarquant que 

— = Xp35 y (y2 — 1) = Xa3 : 

i° Cas où ¡3 impair divise un des nombres x, x — 1, 
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x -f- i, comme il arrive quand ¡3 est premier impair : 

i, d'où Q 3 _ I < | 1 , 
' 3 a 

ce qui est impossible; 

2° Cas où a impair divise un des nombres y, y — i , 
y H- i (exemple, a premier impair) : 

/ ^ a 3 - i, d'où ^ 1 > a3 — i ; 

si cette condition n'a pas lieu, il n'y a que les solutions 
banales précitées; 

3° On trouvera de même des conditions relatives 
à |3, soit quand p = p,fî2, ou ¡3 = ¡3,, [32, p8 

étant des nombres premiers impairs distincts, soit 
quand ¡3 = avec ¡A > o, premier impair; 

¡32 
1 1 < T7- est déjà une condition de même nature; 3 a J 

4° On n'a que les solutions banales précitées quand 

Remarque. — On pourrait étudier par des procédés 
analogues les équations indéterminées de degré n 

f ( y ) = c»f(*), 

où manquent les termes de degré n — 1 erix et y; mais 
je ne veux pas insister à ce sujet. 

(') Le ns III constitue une réponse partielle à la question 4597 
de Y Intermédiaire des Mathématiciens (1915, p. 267). 
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[ K ^ e ] 

DEUX THÉORÈMES DE Mil. LEMOYNE ET FONTENÉ 
SLR L'ORTHOPOLE ; 

P A R M . V . T H É B A U L T . 

Nous nous proposons de donner une solution élémen-
taire du théorème fondamental de M. T. Lemoyne sur 
l'orthopôle d'une droite A par rapport à un triangle 
ABC ( ' ) et de généraliser celui de M. Fontené (Nou-
velles Annales de Mathématiques, 1906, p. 56). 

1. M. T. Lemoyne (Nouvelles Annales, 1904, 
p. 4°°) énonce sans démonstration le théorème sui-
vant : 

Les axes radicaux des cercles podaires de chacun 
des points d'une transversale A, par rapport à 
un triangle ABC, passent par un point fixe <p; ce 
qui revient à dire que o a même puissance par rap-
port à tous ces cercles. Lorsque A coupe le cercle 
ABC, en deux points M n M2, les droites de Simson 
de Mf et M2 se rencontrent au point 9. 

Nous avons démontré en la généralisant la deuxième 
partie de cette proposition (Bul le t in de Mathéma-

( ' ) Une élégante démonstration de ce théorème, la seule qui, 
croyons-nous, soit parue aux Nouvelles Annales, a été donnée par 
M. R. Bouvaist ( igi5, p. 558). — Voir aussi une démonstration 
analytique de M. Neuberg : Sur les cercles podaires relatifs à un 
triangle fixe ( Bulletin de l'Académie royale de Belgique, 1910). 
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tiques élémentaires, 1910, p. 261, et Nouvelles 
Annales, 1915, p. 221). Considérant le cas où A est 
un diamètre du cercle circonscrit O au triangle ABC, 
nous avons remarqué que par l'orthopôle cp de A passe 

une troisième droite de Simson relative au triangle 
ABC, celle du point K. symétrique de l'orthocentre H 
de ABC par rapport à cp. 

Cette droite est du reste Taxe de la parabole de 
foyer © et de directrice A. On arrive à ce résultat en 
montrant que la droite de Simson du point K', diai»é% 
tralement opposé au point K sur le cercle O, est paral-
lèle à A. 

Plus généralement, A étant une sécante quelconque 
qui rencontre le cercle O en M4 et M2, la perpendi-

w. 
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culaire de A sur A coupe O en K,, la perpendicu-
laire K4 K2 à BG rencontre O en K2 . La droite de 
Simson de K2, par rapport à ABC, passe au point 
de concours des droites de Simson de M* et M2, 
c'est-à-dire à Vorthopôle cp de A. 

Soient L le pied de la perpendiculaire K,K2 surBC, 
a la projection de A sur A, cp l'intersection de la paral-
lèle Lcp à Aa avec la perpendiculaire aa' à BC 
( voir la figure). 

Lcp est la droite de Simson de K2 par rapport à ABC. 
Traçons la perpendiculaire M^ul ,^ à BC, (Jij étant 

sur la parallèle f^ à BC; 

ACP = K , L = ¡A, JA'I, 

et |jL,(p est égal et parallèle à ul̂  a, 
Les quatre points [JL̂ , a, K< étant concycli-

ques, [jij a et M'A sont antiparallèles à M^Kf par 
rapport à M, [àj et AK4 et par suite parallèles entre 
elles. 

Si H' est l'orthocentre du triangle BM< C, on a faci-
lement 

|JIJ H' — FJTJM', MI H ' = A H ; 

d'où 
JJL,M,=: (JLI H ' — MJ H' = ( J L I M — A H = H ¡3, 

etMj JJL, H[3 étant un parallélogramme, ¡JL, cp est la droite 
de Simson de M, par rapport à ABC. 

De même JJL2cp est la droite de Simson de K2 par 
rapport à ABC. 

Par suite, cp point de la droite de Simson de M2 est 
aussi l'intersection des droites de Simson de M| et M2, 
c'est-à-dire l'orthopôle de A. 

2. Désignons par S,, S2, 33 les angles de Lcp respecti-
vement avec AB? BC, CA. 
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Le parallélisme de AK4 et L<p donne 

( K j A , AB) = (<pL, AB) = a i; 
de même 

l ^ B C = 1 C A C = (cpL, AC) = o3. 
Or 

v . Kj B x Kj G n . . . . (1 ) cpa = Ki L = = 2R sino, sino3 . 

Le cercle u>a de diamètre A y passe en a et A', pied 
de la hauteur AA' de ABC; soit a; l'intersection de 
et de acp. Ce cercle coa ayant son centre sur la droite 
des milieux de AB et AC, le quadrilatère A A' a'a est 
un trapèze isoscèle. 

Alors on obtient sans difficulté 

(2 ) ça' = ( A K i — 2 Aa) sinS2 = sin&2, 

d étant la distance du centre O à la droite A , car h 
étant l'orthocentre du triangle K<M,M2, c'est-à-dire 
le symétrique de A par rapport à A, 

— A Ht = AKi — 2 A a. 

Appelons d' la distance de <p à A, 

d' — cpa sin o2 = 2 R sin sin 63 sino3. 

Cette valeur remarquable donne aussitôt la formule 

d' — 2 H cos Ai cos A2 COS A3 

donnée par M. J. Neuberg : Sur les cercles podaires 
relatifs à un triangle fixe (Bulletin de l'Académie 
royale de Belgique, 1 9 1 0 , p, 5). A n A 2 , A 3 sont les 
angles de A avec AB, BC, CA, angles complémentaires 
de S4, S2, o3. 

Enfin les relations (1) et ( 2 ) donnent l'expression 
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de la puissance de cp dans le cercle ioa : 

cpa.cpa'= 4R^sin8! sinS2sin 83 = 2 d d . 

La symétrie de ce résultat montre que Vorthopôle <p 
est le centre radical des trois cercles to^, toc qui 
ont pour diamètres respectifs les droites qui 
joignent les sommets A, B, C aux intersections de A 
avec AB, BC, CA. 

3. Soient S un point quelconque de A; DEF le 
triangle podaire de ce point par rapport à ABC; M l'in-
tersection de SD avec la parallèle AM à BC ; a la pro-
jection orthogonale de A sur A; AO rencontre A en Ra 

dont les projections sur AB et CA sont Ua, Vrt. 
Les cercles AMD a et ALL a Vrt, de diametres respec-

tifs AS et ARa, donnent 

e T f = U T o V ; = 1 8 0 " — A , 

et EF, \] a sont tangentes à une parabole de foyer a, 
conique qui, visiblement, est tangente aussi aux côtés 
AB et CA. 

Appelons alors Pa l'intersection des tangentes EF 
et U a Va : 

¿EG = 

Or, dans le quadrilatère inscrit AMaE, 

aEC = aMA ; 
d'où 

aMÀ = 

et aMpasse au point d'intersection Va de EF et U 
Dans le cercle DEF, 

D P a . P a K = E P a . P a F . 

Ann. de Mathémat4* série, t. XVIII. (Août 1918.) 23 
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Or, dans le cercle AEaFM, de diamètre AS, 

MP„.P a * - EP,4 .P«F - D P a . P a K . 

Le quadrilatère MDaK est alors inscriptible ; le centre 
du cercle est situé sur la perpendiculaire à MD en son 
milieu, c'est-à-dire sur la droite B|Cj des milieux de 
BC et CA. 

Soit a' le symétrique de a par rapport à B J C J . Le 
cercle de diamètre AQ, Q étant l'intersection de BC 
et A, contient a et a \ De plus, a' est un point du 
cercle MDaK. 

Donc 
Dcp. cpK = acp. cpa' = 2 dd' = const. 

et le théorème fondamental de M. Lemoyne sur 
l'orthopôle est établi. 

i . A propos de deux théorèmes de M. Fontené, nous 
avons donné dans les Nouvelles Annales (1916, 
p. 498) une démonstration simple de la construction 
de l'orthopôle d'un diamètre OS du cercle circonscrit O 
par rapport à un triangle ABC. 

La précédente figure va nous permettre d'étendre 
cette détermination de l'orthopôle cp au cas le plus 
général d'une droite quelconque A du plan du 
triangle ABC. 

Considérons alors les groupes de cercles t0( et to2, 
to{ et (o3, to2 et co3, respectivement circonscrits aux 
triangles DEF, AFF et MDaKa' . 

Leurs axes radicaux, qui sont respectivement EF, 
D®, aM, se coupent en un même point, intersection 
de EF et aM, c'est-à-dire P«. 

D'où ce théorème général : 

On donne un triangle ABC et une droite A quel-
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conque de son plan. Les rayons AO, BO, CO du 
cercle circonscrit au triangle rencontrent A en trois 
points Rtf, R^, R c , dont les projections orthogonales 
sur les côtés adjacents sont U A V F L , U C V C . 

Soient DEF le triangle podaire d'un point S de A 
par rapport à ABC; P a , Pc, les intersections 
respectives des droites U«V« et EF, U^V^ et FD, 
UCVC et DE. Les trois droites DP a , EP&, FPC con-
courent en un point cp orthopôle de à par rapport au 
triangle ABC. 

[L*6b] 

DÉMONSTRATION GÉOMÉTRIQUE D UNE PROPRIÉTÉ 
DES CONIQUES ; 

PAR M. J. LEMAIRE. 

Il s'agit du théorème suivant : 

M désignant un point d'une conique (E), to le 
centre de courbure en ce point, si une conique (S) 
passe aux foyers réels de (E) et a en M, avec (E), 
trois points communs confondus, co est le pôle de FF ' 
par rapport à (S). 

Considérons d'abord une conique quelconque (S) 
passant en F, F', et touchant (E) en M; les traces N 
et T de la normale et de la tangente en M sur l'axe 
focal de (E) étant conjuguées harmoniques par rapport 
aux foyers, MN est la polaire de T par rapport à (S ) , 
et le pôle P de FF ' est sur cette normale. On sait que 
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si trois coniques ont deux points communs, les trois 
sécantes communes joignant deux à deux leurs autres 
points communs concourent; si donc A est la sécante 
commune à (S) et à (E) qui ne passe pas en M, cette 
droite coupe FF' en un point fixe T', quand (S) varie, 
M restant fixe; en considérant la conique particu-
lière (S ;) bitangente à (E), on voit que T' est symé-
trique de T par rapport au centre O de (E). 

Il suit de là que P et le point Q, où A coupe la nor-
male MN, forment sur cette droite deux divisions 
homographiques, quand (S) varie, et la proposition 
sera établie si nous prouvons que (o et M sont deux 
points homologues de ces divisions. 

Les coniques (S) réduites aux systèmes de droites 
MF et MF', MT et FF7, donnent les points homo-
logues M et D et le point double N, en appelant D le 
point commun à MN et à cpcp', cp et <p' étant les seconds 
points où MF et MF' coupent (E). La conique (S'), 
tangente à (E) au point M'diamétralement opposé à M, 
donne le point à l'infini sur la normale et le point E 
où T'M'coupe cette droite, de sorte que finalement 
tout revient à prouver que 

(wMNoc) = (MDNE) 
ou 

(1) ( x M N w ) = (EDNM). 

Soit to1 le point où T' .p'cp coupe MT ; d'après le théo-
rème de Frégier* généralisé, si deux cordes M®, M®' 
d'une conique ont des directions symétriques par rap-
port à la normale en M, cpcp' pivote autour du pôle de 
la normale : to' est donc le pôle de MN par rapport 
à (E), c'est-à-dire le centre de courbure en M de la 
conique homo focale à (E) et passant en ce point. Gon-
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sidérant le faisceau (T', EDNM), nous voyons que 

(EDNM) = ( W T M ) 

et la relation (i) peut être remplacée par 

(aoMNw) = ( W T M ) ; 

cette dernière relation se déduit sans peine de la con-
struction bien connue, due à Mannheim, des points to 
et to'; elle est aussi une conséquence du fait que o> 
et to' sont les points où la normale et la tangente sont 

touchées par la parabole tangente a ces droites et aux 
axes de la conique (E). 

Autrement : quand (S) varie, le pôle P de FF7 et le 
centre de courbure G de cette conique en M forment 
sur la normale deux divisions homographiques, dont il 
suffit de montrer que 10 est un point double. Considé-
rant les mêmes coniques particulières que plus haut, 
nous avons en M un point double, en N et le point à 
l'infini sur la normale deux points homologues; de 
plus, P étant à l'infini pour la conique (S'), le point 



( 302 ) 
homologue est le centre de courbure ¡JL de (S') en M, 
de sorte qu'il s'agit d'établir que 

(MNoow) = (MOCJJLW), 

ou 
wN _ (JLM 

co M ~~ to M ' 
ou 

wN = uM, 
ou 

tu M — NM = fxM; 

a et p désignant les demi-axes de (S'), a et b ceux de 
la conique (E), nous avons 

oc2 H— 0« = a», 

car le cercle de Monge de (S') est le cercle principal 
de (E); si 9 est l'angle de OM avec la direction conju-
guée, qui est la même pour (E) et pour (S'), on sait 
que 

iM = 

OM.sin0 7 

a* 
OM.sin6 ' 

a' et a' demi-diamètres conjugués de OM dans les 
deux coniques, et la relation à établir s'écrit 

a ' 2— a*2 
( i ) — — = MN-; OM .sin 6 ' 

mais 
a ' » - H Ô M 2 = « 2 - h - b\ 

et 
A'»-+- ÔM2= « Î , 

d'où 
a'2- a'2 — 6», 

et la relation (2) peut se mettre finalement sous la 
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forme 

= OH.MN, 

OH étant la distance du centre O à la tangente, et 
cette égalité exprime un théorème bien connu. 

La propriété que nous venons de démontrer est vraie 
aussi, en vertu du principe de continuité, pour une 
conique (2') passant aux foyers imaginaires de (E) et 
ayant en M, avec (E), trois points communs con-
fondus. 

On en déduit la suivante : Si du centre de cour-
bure to d'une conique en un point M on lui mène 
des tangentes, les points de contact, réels ou imagi-
naires, sont deux foyers d'une conique passant en M 
et ayant en ce point même cercle osculateur que la 
conique donnée. 

[F8 f(3] 
CONDITION DE FERMETURE D'UNE SUITE DE CERCLES; 

PAR M. G. FONTENÉ. 

La courbe de la figure étant une ellipse, il existe, 
entre les cercles (oo) et (to'), une relation doublement 
quadratique qui donne lieu au théorème suivant : 

T H É O R È M E . — • Etant donnée une ellipse, on 
considère une suite de cercles (<o0), (w (), (<o2), . . . 
bitangents à Vellipse, et ayant leurs centres sur 
Vaxe focal, tels, en outre, que chacun d'eux soit 
tangent au précédent. Pour que celte suite se ferme 



( 3O4 ) 
avec p cercles, quel que soit le cercle (w0), il faut et 
il suffit qu'on ait, F étant un foyer et B un sommet 
du petit axe, 

[m . 

P 
{ — irréductible ). 
\P ! 

Si p est pair, p = iq, le cercle (co/) et le cercle 
(ui+q) sont symétriques par rapport au centre de 

A'Ï 0 OJ, 

Vellipse. (La figure est faite pour p = G, m = i.) 
Si l'on désigne par a l'abscisse du centre de l'un 

des cercles, par p son rayon, on a d'abord 

a2 p2 

et l'on peut poser 

a = c cos©, b sin<p. 

Si a', p' se rapportent à un cercle analogue, tangent 
au précédent, on aura (en choisissant Vun des deux 
cercles possibles) 

a' — a = p' + p 

o u 
c ( c o s o ' — coscp) = 6(sincp'-f- sincp), 

0 1 1 

tang 

ou enfin 
(«) 

= — t a n ^ - , 
c 

'¿=1® — U). 
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On en déduit immédiatement 

/ \ a« ' \ (i) — = cos(cp — /iu>), 

(2) i j = sin(<p — nu) , 

avec 
10 6 

tan 4 — = - > 
2 c 

to = 2OFB = BFB'. 

Le cercle d'indice p se confondra avec le cercle 
d'indice zéro si l'on a 

p w = '1 m n, 

= ^ = 
2 p 

comme on Va annoncé. 
Si p est pair, p = on aura, m étant impair, 

^ = cos(<f — qui) = cos(<p — mît) = — cos cp = — 

où = — a 0 : le cercle (to;) et le cercle (^i+q) seront 
alors symétriques par rapport au centre de l'ellipse. 

|̂ En faisant varier le système des p cercles, il arrive 
un moment où le cercle a0 a son centre en O ; on a 
alors, avec cp = - , 

7 * o. 

an = c sin no), p „ = 6 cosnw. 

Plaçons-nous dans le cas où p est pair, p = 2 q. Si p 
est doublement pair, gr = 2r, p = le cercle d'in-
dice r est un cercle de rayon nul ayant son centre au 
foyer F, et le cercle d'indice r -f- h se confond avec le 
cercle d'indice r — h. Si p est simplement pair, 

q — 2s -f-1, p = i(is -+-1), 
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le cercle d'indice s est le cercle osculateur en A, le 
cercle d'indice s 4- i se confond avec lui, et le cercle 
d'indice s + i -h h se confond avec le cercle d'indice 

Si l'on remplace l'axe focal par l'axe non focal, ou 
si l'on considère une hyperbole, les fonctions circu-
laires sont remplacées par des fonctions hyperboliques 
dont la période est imaginaire, et la fermeture du sys-
tème n'est plus possible; l'énoncé ci-dessus le montre 
d'ailleurs. 

2. Si Von développe les formules (î) et (2), on voit 
que an et pn ne s'expriment pas en fonction algé-
brique de n) mais cela se produit par la parabole, 
qui offre un cas de dégénérescence des formules. 

La relation entre les rayons de deux cercles consé-
cutifs est alors 

p'—p = 

mise sous la forme p '—p = p -f- cette relation 
exprime que le point de contact des deux cercles est 
équidistant des cordes de contact de ces cercles avec 
la parabole. On peut regarder cette relation comme 
résultant de la décomposition d'une relation double-
ment quadratique 

(?' — P)2 = 4/)2-

Les rayons des cercles (co) sont alors en progression 
arithmétique; on a les formules 

prt— p0= 2/J.W, 
an~ ao== ^ = 2n(p0H~pn). 1 p 
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C O R R E S P O N D A N C E . 

M. F. Balitrand. — Sur la chaînette d'égale résis-
tance. — D a n s son a r t i c l e Sur les mouvements 
plans dans lesquels la tangente a une vitesse angu-
laire constante (N. A1917, p . 3 6 i ) , M. Charles 
M i c h e l a démontré u n c e r t a i n n o m b r e de propr iétés 

de la chaînette d'égale résistance. A ces propr iétés 

o n peut en a j o u t e r q u e l q u e s autres. N o u s conservons 

les notations de la figure 2 de la page 3 6 7 . 
S o i t la p r o j e c t i o n de P sur la droite M I , : 

i° La courbe décrite par P< est une développan te 
de la courbe décrite par P. 

20 La distance MP, est constante. 
3° L'arc de la courbe (P i) , compté à partir du 

point correspondant au sommet de la chaînette, est 
égal à la distance de M à la tangente au sommet. 

L a courbe ( P < ) est la c a u s t i q u e par réf lex ion de la 

chaînette p o u r des r a y o n s i n c i d e n t s p a r a l l è l e s à Taxe 

de la courbe. 

S o i t P ' la p r o j e c t i o n de I sur M I , . L a courbe ( P ' ) 

possède les propr iétés suivantes : 

i ° Sa normale est la droite P'P. 
20 Un arc quelconque est égal à l'arc correspon-

dant de la chaînette. 
3° Son rayon de courbure est égal à 

M . M.-F. Eçan. — Au sujet de la question 1 9 1 4 
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( 1 9 0 1 , p . 1 9 2 ; voir l a s o l u t i o n , 1 9 1 8 , p . 1 4 6 ) . — L e 

t h é o r è m e de l ' é n o n c é est u n cas p a r t i c u l i e r d u t h é o -

r è m e de K e m p e ( 4 ) : l o r s q u ' u n e figure p l a n e i n v a -

r i a b l e r e p r e n d sa p o s i t i o n i n i t i a l e , a p r è s a v o i r g l i s s é 

s u r s o n p l a n d ' u n e f a ç o n q u e l c o n q u e c o m p r e n a n t u n e 

s e u l e r é v o l u t i o n c o m p l è t e , le l i e u d a n s le p l a n m o b i l e 

des p o i n t s d é c r i v a n t des c o u r b e s d ' a i r e d o n n é e est u n 

c e r c l e d o n t le c e n t r e C d é c r i t l a c o u r b e d ' a i r e m i n i m a . 

E n c o r e , e n d é s i g n a n t p a r ( A ) l ' a i r e de l a c o u r b e 

d é c r i t e p a r le p o i n t A , o n a 

(A) = (C)-f-7rGAV 

D a n s l e cas a c t u e l , l e c e n t r e G de l ' e l l i p s e d é c r i t l e 

m ê m e a r c de c e r c l e d a n s les d e u x s e n s , l ' a i r e ( C ) est 

d o n c n u l l e . G est d o n c le c e n t r e des c e r c l e s d o n t i l est 

q u e s t i o n d a n s l e t h é o r è m e de K e m p e , et l ' o n a 

( A ) == T T G A 2 . 

M . L. Poli. — Au sujet de la question 1 5 2 2 ( 1 8 8 5 , 
p . 5 6 ; 1916 , p . 3 9 4 ) . — C e t t e q u e s t i o n , de C e s à r o , 

est a ins i énoncée : Le déterminant de (/* — 1 )2 élé-
ments^ dont Vélément général Ui%j est égal au 
nombre des diviseurs communs de î + i et j-h 1, 
représente la totalité des entiers non supérieurs 
à /¿, dépourvus de diviseurs carrés autres que 
l unité. C e t t e p r o p o s i t i o n me s e m b l e e r r o n é e . O n l a 

m e t e n d é f a u t e n f a i s a n t n ~ 6 et e n f o r m a n t le d é t e r -

m i n a n t d u c i n q u i è m e o r d r e i n d i q u é , q u i n e v é r i f i e 

pas l ' é n o n c é . 

C1) Messenger of Mathematics, 1878. — W I L L I A M S O N , Integral 
Calculus, 1896, p. 210, 
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M. L. Poli. — Sur la question 1522, de Cesàro 
( 1 8 8 5 , p . 5 6 ; 1 9 1 6 , p . 3 9 4 ) . — L ' é n o n c é s e m b l e e r r o n é , 

car s i l ' o n y r e m p l a c e n par 6, le d é t e r m i n a n t i n d i q u é 

ne c o n t i e n t pas 5. 

M. V. Thébault. — Sur la question 2353. — Cette 
c o n s t r u c t i o n est d e p u i s l o n g t e m p s c o n n u e . Voir par 

exemple N. A., 1858, p. 177; Journal de Mathéma-
tiques élémentaires, 1 8 7 9 , p . 2 8 7 ; Mathesis, 1 8 8 4 , 

p. 4 2 . 

S O L U T I O N S D E Q U E S T I O N S P R O P O S É E S . 

2230. 
( 1914, p. 4 3 2 ; 1915, p. 2 8 7 . ) 

Déterminer les courbes planes (M), telles que les droites 

joignant les différents points de (M) aux centres de cour-

bure correspondants de la développée, soient parallèles 

entre elles. F . BALITRAND. 

S O L U T I O N 

P a r M . H . B R O C A R D . 

Soient NT le diamètre vertical d'un cercle TMN roulant sur 
une droite ()x ho-rizontale; NT le diamètre vertical du cercle 
symétrique, tangent en N à Ox. Prenons sur la circonfé-
rence NT un point M, qui aura pour symétrique M' sur la cir-
conférence NT'. 

On sait que M décrit une cycloïde ayant en M pour tan-
gente MT et pour normale MN, qui, prolongée de longueur 
égale, donne en M' le centre de courbure en M. 

M' appartient à la développée, ou à une cycloïde égale, et 
par la même construction, le centre de courbure I en M' sera 
sur M'T', en un point I symétrique de M' par rapport à T'. 

Par suite, IT' est égal et parallèle à MT, et MI égal et 
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parallèle à TT' ou de direction constante (celle de la verticale). 
La courbe (M) est donc la cycloïde. C'est ce que l'on pourra 

obtenir aussi par l'analyse. 
En effet, d'après une formule connue, on a, pour une courbe 

quelconque, 

où 
dy d2 y dp d] y 

Mais, par la condition de l'énoncé, les deux rayons de cour-
bure MM', M'1, dirigés vers les points M', I, donnent la 
relation 

MM' sino -i- M'I cosò = o 
avec 

donc 

ou 

tangS = p ; 

Rm p -h KM' = o 

H M 

et alors l'équation différentielle de la courbe (M) sera 

— pq2 = 3pq2 — /-(I />2) 
ou 

\pq*= r( !-+-/>*), 

dont l'intégrale première est 
G ( N - / ) 2 ) 2 = q 

ou 

»> (1 P' ) ' 4 " , R = - — = — = R = 4 « C O S 0 , 
7 y /l -h p2 

propriété de la cycloïde dérivée du cercle de rayon a, et qui 
revient à 

* R m = MM'= 2MN. 

A u T H E S O L U T I O N 

P a r M . H . GOORMÀGHTIGH. 

Prenons pour axes mobiles G.r, 0>- la tangente et la normale 
en un point de la développée d'une courbe ( M) et désignons 
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par s et p l'arc et le rayon de courbure de cette développée 
en ce point. La droite qui joint le centre de courbure de la 
développée au point de la courbe (M) correspondant à O fait 
avec 0.2? un angle cp tel que 

p d(p i 

d'où successivement 

i d>9 _ -4- p2 _ f dp _ \ 

" ? V ds ~ p)' cos2'^ ds p2 

pdp - h 5 ds = o, s 2 -f- p2 = a2. 

Les courbes répondant à la question sont les cycloïdes. 

2300. 
(1916, p. 479-) 

Un cercle mobile roule extérieurement sur un cercle 

fixe; chaque point du cercle mobile décrit une épicy-

cloïde. Trouver le lieu des centres de courbure de ces épi-

cycloïdes correspondant à une position déterminée du 

cercle mobile. F . BALITRAND. 

S O L U T I O N 

P a r M . P H . DU P L E S S I S . 

Soient 0 et R le centre et le rayon du cercle fixe, w et r 
ceux du cercle mobile; ces cercles se touchent au point I. 
La construction de Savary indique que, si P est le point dia-
métralement opposé au point M dans le cercle mobile, le 
centre de courbure G correspondant au point M est à la ren-
contre des droites OP et Mi (voir la figure de la page 43 j des 
Nouvelles Annales de 1915). Dans la Note à laquelle se réfère 
cette figure, M. d'Ocagne a remarqué que le triangle Mia> 
coupé par la transversale OGP donnait 

R -+- R C I __ 
2 ~ 1 T ~ CM ~~ 

d'où se déduit 
IC _ R 

IM ~ " H + 2/ ' 
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Le lieu cherché , qui est celui du point C, est donc le cercle 
homothé t ique par rapport à I de celui que décrit le point M, 
c 'est-à-dire du cercle mobi le , le rapport d 'hométhét ie étant 
celui qui figure au second membre de cet te formule . 

Autres solutions par M M . G . BOULLAND, M . F A U C H E U X , H . G O O R -

MAGHTIGH, J . L E M A I R E e t L . P O L I . 

2301. 
(1916, p. 479.) 

Soit un faisceau tangentiel de quadriques, dont une 

sphère S de centre P, et soit F l'une des quatre coniques 

planes du système. Les trois autres coniques du système 

sont les sections y par les plans polaires respectifs de P , de 

trois quadriques ayant F pour focale commune. Chacune 

de ces trois quadriques passe par les deux points limites 

des sphères coaxiales avec S ayant le plan de F pour 

plan radical. M.-F. EGAN. 

S O L U T I O N 

P a r M . R . B O U V A I S T . 
Posons 

S = (X — R 2 

= R* ( u2 -h v2 -f- «'* ) — ( UOL V p -h w Y -h s)2 = o , 

F = a 2 u2 -f- = 

l 'équation 

[a2u2 b2 V2 — s2-+-\(u2-+-v2-\- ¡X(UOL -H ^ ¡3-B S) = 0 

représentera la conique, sect ion de la quadrique 

a2u2 +b2v2 — l(u2-+- f2-f- w2) =0 

par le plan polaire de P relatif à cet te surface, si l'on a 
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l'équation de cette conique sera 

S == a2 u2b* v2 — 52 -h %(u2 -h 

( i / a + ^ + w y + i ) 2 

— O, 

a2 -h X b2 + X X 
ou, si l'on a 

V == lV(a2u2-r- b2v2—s2) 

- h X [ R 2 ( W 2 -hv2-h w2) — (¿¿A - h ^ P -4- s ) ] = 

S sera donc une focale du faisceau S H- ¡JLF = o, si l'équa-
tion ( i ) est vérifiée ; or elle exprime que la quadrique 

a 2 a2 -h b2v2 — s2 -+- X ( M2 -f- v2 -I- iv2 ) = o 

passe par les points (.* = d= a. y = ± (i, s = dz y/ Y2—H2) , points 
limites du faisceau de sphères déterminé par la sphère S et le 
plan de F. 

Remarque. — Cette question revient au fond à la ques-
tion 892 de Laguerre ( 1 9 1 6 , p. 3'2i). 

2302. 

(1916, p. 419 ) 

Le lieu de la projection du centre de courbute en un 

point d'une cissoide sur la parallèle menée par ce point 

à l asymptote est une cubique d'Agnesi. 

R . G O O R M A G H T I G H . 

S O L U T I O N 

P a r UN ABONNÉ. 

Soit 
x(x2-+- y2) — a y2 = o 

l'équation d'une cissoide droite. On peut poser, t désignant 
un paramètre variable, 

_ a a 

Ann de Mathemat., 4° série, t. XVIII. (Août 1918.) 24 , 
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d'où l'on déduit, pour le coefficient angulaire de la tan-

gente en un point de la courbe, la valeur 1 ^ « 
i t 6 

L'équation de la normale en ce point est donc 

itwx -+- 'it%y— ty — a = o. 

En la différentiant par rapport à t et à la variable d'homo-
généité, on obtient 

S t2x -+- gt2y — iat -h y = o, 

3 P y — 4 at~ -+- 3 ty — 4 ci — o; 

d'où, pour les coordonnées de la projection du centre de 
courbure sur la parallèle à l'asymptote, 

a 4 « 

Le lieu de ce point est donc 

9 y - ( x — a) -h 16a 2 x — o ; 

ou, en posant x — a = X, 

9 y 2 X + i 6 a 2 ( X + fl) = o. 

Autres solutions par E.-N. B A R I S I E N et par M M . L . L O N G et 
L P O L I . 

2303. 
(1916, p. 48O.I 

On considère deux hypocycloïdes à trois rebroussements 

égales ayant une tangente de rebroussement Ai A* com-

mune et telles que l une ait un rebroussement en Aj et le 

sommet opposé en A2 ; Vautre un rebroussement en A2 et 

un sommet opposé en At. Si d'un point P de Aj A2 on mène 

à ces hypocycloïdes les tangentes PMj et PJV12 situées d'un 

même côté de A IA 2 , la corde des contacts enveloppe une 

hypocycloïde à quatre rebroussements. 

R . G O O R M A G H T I G H . 
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S O L U T I O N 

P a r UN A B O N N É . 

Prenons At comme origine et Ai A* comme axe des x. 
Soit Hj l'hypocycloïde qui a un rebroussement en Ai et H2 

celle qui a un rebroussement en A2. En posant A! A2 = a, ces 
deux courbes ont respectivement pour équations tangentielles 

au3 — (u2 -h v2) = o, 
auv*- — (M2 -F- Î>2) = o . 

Désignons par X et JJL deux paramètres variables, nous 
pourrons poser pour la première 

I + À2 X(l H- X2 ) 
u = » v = — : 

a a 

et pour la seconde 

a p. 

De sorte que l'équation d'une tangente quelconque est 
pour Hj 

i a 
x + \ y - j — j i - o 

et pour H2 

Z f* 

Pour que ces deux tangentes se coupent sur AJAJ, il faut 
que l'on ait f i = d - X . Nous verrons plus loin que, si les points 
de contact sont du même côté de A] A2, fi. = — X. 

L'équation de la première tangente s'écrit donc 

X3jk -4- X2.r -h -h x — a = o. 

En la difîérentiant par rapport à X et à la variable d'homo-
généité, on obtient pour les coordonnées du point de con 
tact Mj les valeurs suivantes : 

_ q( r -4- 3 X2) _ a( i —X2) 
^ " (i -+- X2)2 ' 
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De même pour les coordonnées de M2 

aii — a2) 9,a a3 

f l -4-f l 2 ) 2 ^ (l + fl2)2 

Comme jjl = ± X, il faut, pour que yt et y2 soient de même 
signe, que [x = — X; donc 

__ a ( i — X2 ) 2 aX3 

" ( i -H x 2 ) 2 ' 

Cela posé, l'équation de M!M2 est 

*{y\ — y*) y(*2 — -+- ^ly^—yi** = o. 
Des formules précédentes on déduit 

4«X2 
37, — T<l = — 

Kl—JK2 = 

( I4-X 2 ) 2  

aq.X(X2 — i) 
( iH-X2)2 ' 

s>. q X( Î -t- X2 ) ( t — 3 X2 ) 
(I + X»)* 

Par suite, les coordonnées de la droite M, M2 sont, en 
fonction du paramètre variable X, 

__ i — X* _ 2X(l -h X'2) 
" ~ a ( \ — 3X2)' " ~~ ~~ q(T — 3 X 2 ) ' 

Pour obtenir l'équation tangentielle de la courbe enve-
loppée par Mj M2, il suffirait d'éliminer X entre les deux équa-
tions précédentes. Pour faciliter cette élimination, transpor-
tons l'origine des axes au milieu de AJA2, en conservant 
leurs directions. Les nouvelles coordonnées deMiM2 seront 

n 4X(i -4- X2) . 
" a(\-6X2-+-X4)' a{i — 6X2 -h X4) ' 

d'où, par 1*élimination de X, la relation 

« 2 ( U 2 — V 2 ) 2 - + V2) = o. 

C'est l'équation d'une hypocycloïde à quatre rebrousse-
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ments ayant les axes de coordonnées pour axes de symétrie 
et les bissectrices de ces axes pour tangentes de rebrousse» 
ment. 

Autres solutions par M M . R . B O U V A I S T et J . L E M A I R E . 

2304. 
(1916, p. 48o.^ 

Dans un triangle A B C , les AB et A C déterminent, sur 

la médiatrice relative au côté BC, un segment a(3. Les 

perpendiculaires, abaissées des sommets B et C sur la 

droite qui joint Vorthocentre du triangle au milieu du 

côté BC, déterminent sur la même médiatrice un seg-

ment a'fi'. Démontrer que ces deux segments sont égaux. 

F . BALITRAND. 

S O L U T I O N 

F a r M . J . L E M A I R E . 

Appelons A' le milieu du côté BC, H l'orthocentre du 
triangle, D le pied de la hauteur issue de A, et supposons 
par exemple AB < AC; les triangles semblables de la figure 
donnent 

AD x BA' 
A'a BD 

AD CA' 
CD 

d'où 
P _ A' ' P _ AD x BA'(CD - BP) _ 2AD X BA' > A'D 

otjj A a A ¡j — B l ) x CD " BD x CD 

Mais 
BD CD = AD x DM, 

donc 
Q Î B Â ' X À ' D = ; 

d'autre part, les triangles B A V et HDA ; étant semblables, 
on a 

BA' x A'D 
DH = A a , 

on en conclut 
a|3 = 2A'a' = a'P'. c. Q. F. p. 
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La démonstration suppose aigus les angles R et G, on 

l'adapte aisément au cas où l'un de ces angles est obtus. 

Autres solutions, par E . - N . B A R I S I E N et par M M . R . B O U V A I S T 

e t M . F A U C H E U X . 

2305. 
( 1916, p. 48<>.) 

On donne une conique S et un point G dans son plan. 

Il existe deux cercles de centre G tels que la conique S et 

l'un de ces cercles admettent des triangles circonscrits 

à S et inscrits au cercle. Les triangles de chacune des 

deux familles sont conjugués à une conique 2; démontrer 

que les centres des deux coniques S sont symétriques Vun 

de Vautre par rapport au centre de la conique S. 
G . F O N T E I S É . 

S O L U T I O N 

P a r UN A B O N N É . 

Soient S et S' deux coniques telles qu'il existe des triangles T 
circonscrits à S et inscrits à S'; ces triangles sont conjugués 
à une conique £, qui est l'une des quatre coniques par rap-
port auxquelles S et S' sont polaires réciproques. M. R. Bou-
vaist a montré (iV. A., 1916, p. 185) que le lieu des centres 
des cercles circonscrits aux triangles T, lieu qui est une 
conique, dépend uniquement de la conique S et du cercle de 
Monge de la conique La figure étant rapportée aux axes 
de la conique S, et le cercle de Monge de la conique £ ayant 
pour centre le point (x0, j'o)} et pour rayon p, l'équation dy 
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lieu en question est 

( I ) [<2 x0x -4- 2y0y — xî — yl H- p* H- a 2 H- ¿>2 ]2 

— 4[a2 .r2 -+- b*y2 -+- a 2 6 2 ] = o. 

Les directions asymptotiques de cette conique sont per-
pendiculaires aux tangentes menées du point à la 
conique S; son centre est sur la perpendiculaire menée du 
centre de S à la polaire du point (x0, yo) par rapport à S. 

La conique S étant donnée, ainsi que le cercle de Monge 
de la conique 2, ce qui détermine le lieu (i), la conique 2 
dépend d'un paramètre, la conique S' dépend d'un paramètre. 
Si l'on choisit le rayon p du cercle de Monge de façon que le 
lieu soit une conique évanouissante, Vune des coniques S' 
sera un cercle et le lieu se réduira à un point G, centre de 
ce cercle (cf. 1916, p. 355, i°). La condition pour qu'il en 
soit ainsi est 

(2) [p2 + a 2 4 - b2 — x\ — y\]2 -+- 4 (b2x\ -4- a 2 y \ — a 2 b 2 ) = o; 

les valeurs de p2 ne sont réelles que si le point (x0, y0) est 
intérieur à la conique S, et les deux droites qui forment le 
lieu sont bien imaginaires. Si l'on prend 

p2 = .r| - h y 2 — «2 — ¿>2-+- 2£ v / a 2 £ 2 _ b*xl — a*y\, 

l'équation (1) devient 

[x0x-h y0y -h £ \Ja2 b% - b2x2 — a2 y2}2 

— (a2a?2 -h b2 y2 -h a 2 b2 = o. 

Le centre (a, p) du cercle S' qui est l'une des coniques S' 
est le centre de la conique évanouissante représentée par 
l'équation précédente, et l'on trouve 

a _ [3 _ 1 
b2x0 ~~ a*y0 " t)/a*b*—b*xl — a*y* 

Inversement, si le centre (a, ¡3) du cercle S' est donné, 
on a 
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pour les centres de» deux coniques S qui correspondent aux 
deux cercles S'. Ces deux points sont sur le diamètre de la 

conique S qui est conjugué de la direction perpendicu-

laire à OC, à égale distance du centre 0 de cett& conique 

et intérieurs à cette conique. 

Q U E S T I O N S . 

2366. Soient Mj, (ĵ , VJ et M2, V2 deux points corres-
pondants de deux courbes inverses par rapport à un pôle G 
et leurs deux premiers centres de courbure en ces points. Les 
droites Mt jjLt et M2 se coupent en K, les droites (jct vt et (JL2V2 

rencontrent en Pi et P2 la perpendiculaire élevée en 0 sur 
O [¿i {JL2. Si Ton mène par Pj et P2 des parallèles à VjKet v2K 
qui coupent respectivement Mj(ii et M2jji2 en Qj et Q2, les 
points Q J et Q 2 appartiennent à une parallèle à O M J M 2 . 

Cette proposition donne une construction du deuxième 
centre de courbure en un point de l'inverse d'une courbe T 
quand on connaît les deux premiers centres de courbure de T 
au point correspondant. R. G O O R M A G H T I G H . 

2367. On sait que, si d'un point quelconque on mène les 
trois normales à une parabole, le cercle des neuf points du 
triangle formé par les tangentes aux pieds de ces normales 
contient le sommet de la courbe. Démontrer que, plus géné-
ralement, si l'on projette en g sur la tangente au sommet O 
le centre de gravité d'un triangle inscrit et qu'on prolonge Og 
de la moitié de sa longueur, le point obtenu appartient au 
cercle des neuf points du triangle formé par les tangentes à 
la parabole aux sommets du triangle inscrit considéré. 

R . G O O R M A G H T I G H . 
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N O T E B I O G R A P H I Q U E . 

Albert Gauthier-Villars (*). 

N é à V i l l i e r s - s u r - O r g e le 16 j u i n 1 8 6 1 , A l b e r t 

G a u t h i e r - V i l l a r s entra à l ' E c o l e P o l y t e c h n i q u e en 

1 8 8 1 . L i e u t e n a n t d ' a r t i l l e r i e , i l donna sa d é m i s s i o n , 

fut associé à son père en 1888 èt l u i succéda en 1898 

dans la d i r e c t i o n de la célèbre M a i s o n d'édit ion. I l 

avait été n o m m é c h e v a l i e r de la L é g i o n d ' h o n n e u r 

en 1897. 

A u début de la guerre , b i e n qu'exempté par son âge 

de toutes obl igat ions m i l i t a i r e s , i l n'avait pas hésité à 

s'engager, et c'est en reprenant son a n c i e n grade de 

l i e u t e n a n t q u ' i l fit les débuts de l a campagne. I l fut par 

la suite n o m m é capita ine, et c o m m a n d a i t une batterie 

d ' a r t i l l e r i e lourde ( 2 2 e d u 77 e R é g f ) . 

O f f i c i e r de la L é g i o n d ' h o n n e u r en 1 9 1 4 ? i l fut 

confirmé dans ce grade au titre m i l i t a i r e ( 1 0 j u i l l e t 1 9 1 8 ) 

avec la m e n t i o n su ivante : 

« O f f i c i e r de tout p r e m i e r ordre, alerte et é n e r g i q u e , 

d'une très b e l l e tenue a u feu. G r â c e à sa v a l e u r 

t e c h n i q u e , à sa sc ience d ' a r t i l l e u r , à la b e l l e i m p u l s i o n 

q u ' i l a su donner à sa batterie, a su obtenir des r é s u l -

tats remarquables dans les tirs de destruct ion sur des 

pièces à longue portée. » 

(t) Nous n'avons pu qu'indiquer en quelques lignes, dans notre 
numéro de juillet, la perte cruelle faite par les Nouvelles Annales. 
Nous tenons à y ajouter aujourd'hui quelques indications plus 
complètes sur la vie de celui qui vient de nous quitter. 

( Note de la Rédaction. 

Ani\,. de Mathémat., 4# série, t. XVIII. (Sept. 1918.) 25 
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I l était e n outre décoré de l a C r o i x de g u e r r e avec 

d e u x c i t a t i o n s , et sa batter ie a v a i t m é r i t é l a c i t a t i o n 

s u i v a n t e : 

« S o u s les ordres d u c a p i t a i n e G a u t h i e r - V i l l a r s , 

malgré" de très sér ieuses d i f f i c u l t é s d 'ordre t e c h n i q u e , 

a attaqué à p l u s i e u r s r e p r i s e s et a r é u s s i à a t t e i n d r e , le 

3 m a i 1 9 1 8 , u n e p i è c e a l l e m a n d e de gros c a l i b r e dont, 

les t i r s m e n a ç a i e n t g r a v e m e n t l a v i l l e de P a r i s . » 

A l b e r t G a u t h i e r - V i l l a r s est m o r t s u b i t e m e n t le 

i 4 j u i l l e t 1 9 1 8 , à son poste de c o m m a n d e m e n t , s u c c o m -

bant sous le. p o i d s des fat igues de l a g u e r r e . 

A la séance d u 1 6 j u i l l e t de l ' A c a d é m i e des S c i e n c e s , 

M . E m i l e P i c a r d , secréta i re p e r p é t u e l , a fait part à ses 

confrères de cette d o u l o u r e u s e n o u v e l l e . I l a r a p p e l é 

les grands s e r v i c e s r e n d u s à la S c i e n c e par l a M a i s o n 

d ' é d i t i o n dont c e l u i q u e n o u s venons de p e r d r e , 

d i g n e h é r i t i e r des t r a d i t i o n s p a t e r n e l l e s , était d i r e c -

t e u r , et a jouté q u e cette m o r t l a i s s e r a des regrets 

u n a n i m e s dans le m o n d e s c i e n t i f i q u e f rança is , o ù 

A l b e r t G a u t h i e r - V i l l a r s ne c o m p t a i t q u e des a m i s . 

C ' e s t la vér i té m ê m e . 

A ces regrets s 'associeront n o t a m m e n t les c o l l a b o -

rateurs de la l i b r a i r i e et de l ' i m p r i m e r i e . I l s n'ont pas 

o u b l i é que G a u t h i e r - V i l l a r s père ava it fondé une 

caisse de retraites en faveur d u p e r s o n n e l d e l à M a i s o n , 

et q u e son fils fut le c o n t i n u a t e u r de cette œuvre g é n é -

reuse et i n t e l l i g e n t e . 

E n t e r m i n a n t cette N o t i c e trop b r è v e , la r é d a c t i o n 

des Nouvelles Annales t ient à r e n o u v e l e r l ' e x p r e s s i o n 

de sa s y m p a t h i e et de son respect à c e u x que la isse 

d e r r i è r e l u i A l b e r t G a u t h i e r - V i l l a r s . S a v i e a u r a été 

u n n o b l e e x e m p l e et le p l u s l é g i t i m e des t i t res de 

n o b l e s s e m o r a l e p o u r ses h é r i t i e r s . 
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[A2b] 
S U R L E S Y S T È M E D E n É Q U A T I O N S D U S E C O N D D E G R É 

) -f- i .2(xt-hx2-h.. .-h 3* a*, 

*. -
xn (x 1 -4- 3?2—i—... xn—\)-f- n ( / M - 1 )(#!-+• # 2 + . . . + a ? r t ) î = ( 2 n + i ) î a î ; 

PAR M. R. ALEZAIS. 

C e s y s t è m e a fait p a r t i e de l a c o m p o s i t i o n de M a t h é -

m a t i q u e s a u C o n c o u r s g é n é r a l de 1 8 8 0 et i l est p r o p o s é 

c o m m e e x e r c i c e dans p l u s i e u r s a l g è b r e s é l é m e n t a i r e s . 

M . M o r e t - B l a n c T a r é s o l u dans ce R e c u e i l ( 1 8 8 2 , 

p . 2 6 6 ) , m a i s ses c o n c l u s i o n s sont i n e x a c t e s . I l n 'est 

pas v r a i , a i n s i q u ' i l le s u p p o s e , q u e , p o u r u n e v a l e u r 

de n , c h a q u e i n c o n n u e n e p u i s s e p r e n d r e q u e d e u x 

v a l e u r s égales et de s i g n e s c o n t r a i r e s et q u e les 2n s o -

l u t i o n s d u s y s t è m e (on l i t d a n s le texte n 2 ) s ' o b t i e n n e n t 

e n c o m b i n a n t les s i g n e s de toutes m a n i è r e s . 

O n v o i t i m m é d i a t e m e n t q u e les s o l u t i o n s d u s y s -

t è m e ( 1 ) sont opposées d e u x à d e u x ; m a i s i l e n e x i s t e 

e n g é n é r a l q u i sont i n f i n i e s o u i m a g i n a i r e s . J ' a p p e l -

l e r a i système suffisant de solutions u n s y s t è m e f o r m é 

de l a m o i t i é des s o l u t i o n s r é e l l e s et f i n i e s et n e c o n t e -

n a n t pas de s o l u t i o n s opposées. 

S i le s y s t è m e ( 1 ) se r é d u i t à u n e é q u a t i o n u n i q u e , 

c'est 
ix\ = 9a 2 , 

d ' o ù 
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S ' i l est d u s e c o n d o r d r e , o n a 

( X^X2-\- l(Xi -h = 9a2, 
( xt x2 H- 6 ( Xj -h x2 )2 = 25 a 2 . 

O n e n d é d u i t 

(xï x2y = 4a2, arjiT2=a2, 

et l ' o n o b t i e n t les d e u x s o l u t i o n s d o u b l e s 

Xf = x2 = a, = #2 = — 

S o i t d é s o r m a i s 2 et p o s o n s , c o m m e a fa i t 

M . M o r e t - B l a n c , 

( 2 ) x 1 -+- x2-4-,.. -4- x y . 

L e s é q u a t i o n s ( 1 ) d e v i e n n e n t , a v e c i = 1 , 2 , . . n , 

x} — y xi — ¿(¿-h i ) 7 2 - h ( ' ¿ i - t - i ) 2 a 2 = o, 

et l ' o n e n t i r e 

(3 ) + + 

où e, , e 2 , . . . , t n s o n t des s i g n e s i n d é p e n d a n t s l e s u n s 

des a u t r e s . E n p o r t a n t les v a l e u r s ( 3 ) d a n s l a r e l a -

t i o n ( 2 ) et e n p o s a n t 

(4 ) /ra = 3e i -h 5È2-H. . . -+- (a / i - f - i )6 / i , 

(n— i)y-hnt s/y2— 4 a 2 = o, [m2 — (n — s)2]/2= 4 n i 2 a 2 . 

L e r a d i c a l étant s u p p o s é p o s i t i f a i n s i q u e a , o n v o i t 

q u e y et m s o n t de s i g n e s c o n t r a i r e s ; o n d o i t d o n c 

é c r i r e 

— 2 nia j— — 2( n— i)a y = > y/>2—4«2 = 
— s/m2— (n — i f 
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et l ' o n a 

( 5 ) [ - " + « / ( » • + • ' ) ( " - * ) ] « = 

\Jrrii — ( n — 2)* 

Q u e l q u e soit i , ces v a l e u r s sont i n f i n i e s avec 

m* — ( n — 2 )2 = o 

et e l les sont p u r e m e n t i m a g i n a i r e s avec 

m 2 — (n — 2)2 < o. 

O n passe d ' u n e s o l u t i o n à la s o l u t i o n opposée en 

changeant les s ignes de tous les e, ce q u i change a u s s i 

le s i g n e de m. 
L e s i n s o l u t i o n s c o r r e s p o n d e n t a u x i n systèmes de 

va leurs des e. O n est d o n c a m e n é à f o r m e r tous les 

a r r a n g e m e n t s n k n des d e u x n o m b r e s i et — 1 . O n 

peut é c r i r e s u c c e s s i v e m e n t c e u x q u i c o n t i e n n e n t 

de toutes m a n i è r e s o, p u i s i , p u i s 2 , . . . , p u i s n n o m -

bres — 1 , m a i s c e u x q u i en ont p et n—p corres -

p o n d e n t à des s o l u t i o n s o p p o s é e s ; on v o i t d o n c q u e 

p o u r o b t e n i r u n système suff isant de s o l u t i o n s , 

s i n = 2 n! - f - ï , cas où le d é v e l o p p e m e n t 

n(n — 1) 
cin = 1 + / H - h . . . -h n -4- 1 2 

a 2 ( / i ' - f - i ) termes, i l suffit de p r e n d r e les a r r a n g e m e n t s 

q u i c o n t i e n n e n t o, 1 , . . . , n' n o m b r e s — 1 ; s i n = 2 

le m ê m e d é v e l o p p e m e n t a y a n t m ' - ^ - i termes, a u x 

a r r a n g e m e n t s q u i c o n t i e n n e n t o, 1 , . . . , n'—1 n o m -

bres — 1 , i l faut a j o u t e r la m o i t i é de c e u x q u i en ont nr. 
G o m m e , d ' u n e m a n i è r e g é n é r a l e , o n a 

Cn' 1 Cn' •2n'-\ — ~ n'f 

o n p e u t a j o u t e r c e u x q u i c o n t i e n n e n t n' n o m b r e s — 1 
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p a r m i les n — i p r e m i e r s n o m b r e s et q u i ont i 

p o u r n i è m e n o m b r e . C ' e s t a i n s i q u e j ' a i procédé p o u r 

f o r m e r l e T a b l e a u q u e l ' o n trouvera u n p e u p l u s l o i n . 

C h a q u e a r r a n g e m e n t q u i y f igure c o r r e s p o n d à u n e 

s o l u t i o n , s i g r a n d que soit AI, p o u r v u q u e l ' o n suppose 

a j o u t é s à dro i te u n n o m b r e suff isant de n o m b r e s i . J ' a i 

p l a c é tous les a r r a n g e m e n t s q u i c o n c e r n e n t u n o r d r e 

d é t e r m i n é avant c e u x q u i c o n c e r n e n t a u s s i l 'ordre s u i -

v a n t . 

P o u r u n a r r a n g e m e n t d o n n é , i l reste à c a l c u l e r les 

v a l e u r s correspondantes de m et d u r a d i c a l . 

Q u a n d tous les e sont p o s i t i f s , o n a ' 

m = n(n + 2), 

et c o m m e 
21 + 1 = 3 + 2(1 — 1), 

o n a en g é n é r a l 

(6) m = n(n-+- 2) — 6X — 4 Kî • 

e n d é s i g n a n t par X le n o m b r e des e négat ifs et par ¡A. l a 

s o m m e de l e u r s i n d i c e s d i m i n u é s c h a c u n d ' u n e u n i t é . 

J ' a p p e l l e r a i indices réduits les i n d i c e s d i m i n u é s d ' u n e 

u n i t é et j e c o n s i d é r e r a i les n o m b r e s o, i ? . . . , n — 1 

c o m m e les n u m é r o s d 'ordre des rangs 1 , 2 , . . . , n. C e s 

i n d i c e s r é d u i t s o u n u m é r o s d 'ordre étant i n s c r i t s en 

tête d u T a b l e a u des a r r a n g e m e n t s , la v a l e u r de m s 'ob-

t i e n t p o u r c h a c u n d ' e u x , d'après l a f o r m u l e ( 6 ) , par 

u n c a l c u l f a c i l e , et la v a l e u r d u r a d i c a l s'en d é d u i t 

sans p e i n e . 11 .sera n é a n m o i n s p l u s avantageux de p r o -

céder de la m a n i è r e s u i v a n t e . P o s o n s 

| m | — (n — 2) = 2H. 

H est u n e n t i e r ; c a r , d'après ( 6 ) , m est de m ê m e par i té 

que n, et nous p o u r r o n s représenter l a q u a n t i t é sans 



r a d i c a l p a r 4 À a v e c 

(7) A = H ( H - + - / ! - * ) . 

E n r é d u i s a n t a à T u n i t é , la f o r m u l e ( 5 ) d e v i e n t 

a i n s i : 

A v e c m > o 

- î H - f r t - a i + s/faî + i J f n — 2) 
x . —, — - , 

2 y A 

a v e c m < o 

_ 2 H -h /i — 2 -+- £/( 2 i H- l) ( n — 2 ) 

2 / Â 

O n v o i t e n f i n q u e , s i T o n pose 

( 8 ) " ~ 7 T ? jz ? 

o n a 
l Xi — x\ si £,- = ï, 

avec m > o < 1 

f = ¿f? si £ / = — i ; 

( x i ^ — x'l si 6 / = I , 
avec /?? < o < 

( X ; = — X'F- Si S/ = — I. 

L e s v a l e u r s x\ d ' u n e p a r t et les v a l e u r s x\ d ' a u t r e 

p a r t sont n t e r m e s c o n s é c u t i f s d ' u n e m ê m e p r o g r e s s i o n 

a r i t h m é t i q u e ; m a i s i l n ' e x i s t e q u e d e u x s o l u t i o n s , 

o p p o s é e s l ' u n e à l ' a u t r e , p o u r l e s q u e l l e s les v a l e u r s 

des n i n c o n n u e s a p p a r t i e n n e n t à l a m ê m e s é r i e . 

m ne figure p l u s e x p l i c i t e m e n t , m a i s i l faut t e n i r 

c o m p t e de s o n s i g n e ; d a n s le T a b l e a u s u i v a n t , j e n ' a i 

i n s c r i t q u e l e s v a l e u r s de H et de A , m a i s ces v a l e u r s 

s o n t e n chiffres gras q u a n d m est n é g a t i f . 



0. 1. 2. 3. 

H > 2 

n > 3 

> > 4 

5. H. A. 

7 2 3-7 
' 4 2 2 .5 
2 2 . 3 
O O 

» > 5 

n = 4. n = 5. n = 

H. A. H. A. H. 

1 1 n . r 3 2^.19 22 22 I I . Ï , 
8 2^.5 i3 2^. I 3 19 I 9 . 2 3 
6 2*. 3 i l 2.7.11 3.7.17 

4 23.3 9 2 2 . 3 3 i5 3.5.19 
2 23 7 2 . 5 . 7 i3 
3 3 .5 8 2 3 . l l r4 22.32.7 
i 3 6 2.33 12 26.3 

— i — i 4 2 2 - 7 10 2 2 . 5 . 7 
5 23'5 1 1 3 . 5 . i l 

4 2 2 . 7 10 23.5.7 
2 2 .5 8 2^.3 

' 3 2 2 . 5 8 2 5 . 3 
O 0 6 2 2 . 3 .5 
O 0 . 6 2 2 . 3 . 5 

- 4 —2 , ' 4 25 

1 22 2 2 2 . 3 ; 

9 32 . i3 
6 2 2 .3 .5 
4 25 

2 2 2 . 3 
0 0 

—-2 — 22 

7 7 .II s 5 3 2 . 5 
3 3.7 
3 3.7 
1 -5 

— 1 —3 
1 5 . 

0 — 1 
- 1 

— a 
—3 

1 5 

E n c o m p t a n t l e n o m b r e des v a l e u r s n u l l e s o u n é g a -

t i v e s de H , o n v o i t q u e l e s s y s t è m e s d ' o r d r e 3 S 4> 6 

o n t r e s p e c t i v e m e n t 2 , o , 4? 2 s o l u t i o n s i n f i n i e s et o , 2 , 
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2, 8 s o l u t i o n s i m a g i n a i r e s . P a r su i te , les systèmes s u f -

fisants de ces quatre ordres c o n t i e n n e n t r e s p e c t i v e m e n t 

3 , 7 , 1 3 , 27 s o l u t i o n s dont les v a l e u r s se d é d u i s e n t de 

s u i t e des f o r m u l e s ( 8 ) . 

V o i c i ces s o l u t i o n s p o u r les ordres 3 et 4- A u l i e u 

de s u p p o s e r a r é d u i t à l ' u n i t é , j e l u i d o n n e p o u r v a l e u r 

c e l l e d u p l u s pet i t d é n o m i n a t e u r c o m m u n des e x p r e s -

s ions des x r e l a t i v e s à a ~ i ; les v a l e u r s des x d e -

v i e n n e n t a i n s i égales a u x n u m é r a t e u r s correspondants : 

n = 3. 

xv a?2. ar3. a. 

6 j 4 a V i4 
6 i 2 s/ 5 

1 5 — i / 6 

4. 

Xx. x2. xv a. 

9 7 5 3 y/743 
6 2 i o 2 y/5 
'). (5 o — i » y/3 
i o 6 — 2 y/ô 
o i 2 —6 

—7 —9 3 5 y/7i 
— 5 3 —9 7 fi 

O n v o i t q u e ces d e u x systèmes n'admettent a u c u n e 

s o l u t i o n r a t i o n n e l l e ; i l e n est de m ê m e d u système 

d'ordre 6 ; car , avec n — 6, a u c u n e v a l e u r de A n'est 

carré p a r f a i t ; m a i s le système d'ordre 5 a d m e t la s o l u -

t i o n 

X\ = 7, a?2=io, # 3 = i 3 , — i i , ¿r6 = —14, a~i. 

I l n'a d ' a i l l e u r s a u c u n e s o l u t i o n r a t i o n n e l l e q u e cette 

s o l u t i o n et son opposée. 
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Solutions qui dépendent d'un même dénomina-
teur. — S ' i l est f a u x q u e toutes les s o l u t i o n s a i e n t u n 

d é n o m i n a t e u r u n i q u e , on v o i t d é j à s u r le T a b l e a u p r é -

cédent q u e ce la peut a r r i v e r p o u r p l u s i e u r s d'entre 

e l l e s , et, q u a n d n c r o î t , i l est f a c i l e de v o i r q u e le 

n o m b r e des d é n o m i n a t e u r s d i s t i n c t s d e v i e n t m ê m e 

r e l a t i v e m e n t pet i t . E n effet, à c h a q u e v a l e u r de H c o r -

r e s p o n d u n e seule v a l e u r de A, et H ne peut p r e n d r e 

q u e les v a l e u r s e n t i è r e s , o i n c l u s , dont l a p l u s grande 
^ n(n-+-\) t , , . n, — i n — 3 

est — - h î et la p l u s pet ite — ou — - — > 

s u i v a n t q u e n est p a i r ou i m p a i r ; o n v o i t e n c o r e , e n 

c o n s i d é r a n t les p l u s pet its systèmes de va leurs de X 

et q u e H ne p r e n d j a m a i s sa v a l e u r m a x i m a d i m i -

n u é e de i , de 2 , de 4 o u de 6 u n i t é s . L e n o m b r e des 

d é n o m i n a t e u r s d i s t i n c t s est d o n c a u p l u s , s u i v a n t la 

par i té de n , 

^ 4 - î n - 6 ï n — 7 
OU - Y 

1 2 

n o m b r e s q u i c ro is se n t b i e n m o i n s r a p i d e m e n t q u e 2" . 

I l y a d ' a i l l e u r s , en g é n é r a l , des s o l u t i o n s p o u r toutes 

ces v a l e u r s de H . D ' a p r è s le T a b l e a u p r é c é d e n t , les 

quatre ordres cons idérés n'offrent q u e d e u x e x c e p -

t ions : I I = o avec n = 4 et H = 3 avec n = 5 ne 

d o n n e n t a u c u n e s o l u t i o n . 

P r o p o s o n s - n o u s de t r o u v e r toutes les s o l u t i o n s q u i 

c o r r e s p o n d e n t à une v a l e u r de H . 

S i H est d o n n é , m est c o n n u au s igne près, car j ' a i 

posé 
| m | = 2H -h n — 2. 

m est d ' a i l l e u r s r e l i é a u n o m b r e X des s négat ifs et à la 

somme u de l e u r s i n d i c e s r é d u i t s par la f o r m u l e ( 6 ) . I l 
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en r é s u l t e 

( 9 ) 2 a = n ( n + l ) _ ( H _ i) — 3X (avec m > o ) , 

n ( n -h 3 ) XJ „ -, , (10) i p. = h H - i — S A (avec m < o j . 

C e s f o r m u l e s d é t e r m i n e n t la par i té de X. C 'est d ' a i l -

l e u r s u n ent ier p o s i t i f i n f é r i e u r o u égal à E n f i n , 

p o u r q u ' u n e v a l e u r de X c o n v i e n n e , i l faut q u e la v a l e u r 

correspondante de JJL soit s u p é r i e u r e ou égale à la 

s o m m e des X i n d i c e s r é d u i t s les p l u s fa ib les et i n f é -

r i e u r e ou égale à la s o m m e des X i n d i c e s r é d u i t s les 

p l u s fôrts ^ o u q u i p r é c è d e n t le p l u s fort, s i X = 

car nous avons d i t q u e dans ce cas les X n o m b r e s — i 

d o i v e n t être p r i s p a r m i les n — i p r e m i e r s n o m b r e s de 

l ' a r r a n g e m e n t ^ . U n n o m b r e fini d'essais p e r m e t d o n c 

de t r o u v e r tous les systèmes de va leurs de X et [JL q u i 

c o r r e s p o n d e n t à u n e v a l e u r de H . 

P o u r c h a c u n de ces systèmes, i l reste e n s u i t e à déter -

m i n e r tous les systèmes de va leurs des e p o u r l e s q u e l s 

X des £ sont négatifs et ont pi p o u r s o m m e de l e u r s 

i n d i c e s r é d u i t s . J ' a p p e l l e arrangements correspon-
dants tous c e u x p o u r l e s q u e l s X et y. ont u n m ê m e 

système d o n n é de v a l e u r s et i l s 'agit de dresser le 

T a b l e a u de ces a r r a n g e m e n t s . 

U n système de v a l e u r s de X et ¡JL vér i f iant les c o n d i -

t ions i n d i q u é e s p o u r u n e v a l e u r d e / i , o n peut tou j o u r s , 

d ' u n e m a n i è r e et d ' u n e s e u l e , t r o u v e r u n e n t i e r X<, 

avec o S X ^ X , tel q u e la s o m m e des X4 d e r n i e r s i n d i c e s 

r é d u i t s ( o u q u i p r é c è d e n t le d e r n i e r , s i X = ^ , a u g -

mentée de c e l l e des X — \ \ — i p r e m i e r s i n d i c e s r é d u i t s , 
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soit m o i n d r e que pi, mais ne le soit que de l a va leur de 

l ' u n des i n d i c e s i n t e r m é d i a i r e s . E n supposant k t a i n s i 

d é t e r m i n é , j ' a p p e l l e arrangement initial l ' u n i q u e 

arrangement correspondant q u i c o m m e n c e par 

\ — \ K — i nombres — i et se t e r m i n e p a r n o m b r e s — i 

^suiv is d 'un nombre i si A — ^ • 

S o i e n t maintenant d'une m a n i è r e générale i et k 

d e u x n u m é r o s d'ordre, avec i i n f é r i e u r à k d'au m o i n s 

d e u x un ités , et supposons que dans u n arrangement 

correspondant, sous les n u m é r o s d'ordre i - f - i , 

k — i , A " , se trouvent respect ivement — i , i , i , — i ; 

on obtient u n autre arrangement correspondant en 

mettant a u x mêmes rangs i , — i , — i , i , sans m o d i -

fier les autres n o m b r e s , car, par cette opérat ion que 

j'appellerai une double transposition, ni A ni p. 
n'est changé. 

S i d e u x arrangements appart iennent u n même 

ensemble d'arrangements correspondants, on peut 

passer de l ' u n à l 'autre par une suite de doubles trans-

p o s i t i o n s . E n effet, ce sont d'abord deux arrangements 

des mêmes n o m b r e s ; on peut donc passer de l ' u n à 

l 'autre par une série de t ranspos i t ions ; m a i s , p u i s q u e 

l a somme des i n d i c e s réduits des nombres — i doit 

être l a m ê m e p o u r les d e u x , à toute transpos it ion m o d i -

fiant cette somme d'une u n i t é , on peut en faire corres-

pondre u n e autre la modif iant d'une unité en sens c o n -

tra i re . I l en résulte q u e , s i l ' o n part de l 'arrangement 

i n i t i a l et q u ' o n , effectue la double transposit ion de 

toutes les manières poss ib les dans cet arrangement 

l u i - m ê m e et dans tous ceux que l 'on en d é d u i t par le 

même procédé, on obt iendra sans except ion tous les 

arrangements correspondants, m a i s p l u s i e u r s d'entre 

eux se présenteront p l u s d'une fois ; or , i l est faci le de 
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n e f a i r e q u e j u s t e l e n o m b r e de d o u b l e s t r a n s p o s i t i o n s 

q u i l e s d o n n e n t t o u s c h a c u n u n e f o i s . 

D e s d e u x n o m b r e s — r q u i sont é c h a n g é s a v e c des i 

d a n s u n e d o u b l e t r a n s p o s i t i o n , d i s t i n g u o n s le nombre 
de gauche et l e nombre de droite. C e s a p p e l l a t i o n s 

s o n t c o r r é l a t i v e s . P o u r q u ' u n n o m b r e — i p u i s s e être 

l e n o m b r e de g a u c h e d u n e d o u b l e t r a n s p o s i t i o n , i l 

faut q u ' i l a i t à sa d r o i t e u n a u t r e n o m b r e — i p o u v a n t 

l u i s e r v i r de n o m b r e de d r o i t e et vice versa. U n 

n o m b r e de g a u c h e d o i t d ' a i l l e u r s être i m m é d i a t e m e n t 

s u i v i d ' u n n o m b r e i et l e n o m b r e de d r o i t e c o r r e s p o n -

d a n t d o i t être i m m é d i a t e m e n t p r é c é d é d ' u n n o m b r e i 

d i s t i n c t d u p r e m i e r . C e s d e u x n o m b r e s i , c o m p r i s 

e n t r e les n o m b r e s — i , p e u v e n t à l e u r t o u r c o m -

p r e n d r e o u n e pas c o m p r e n d r e entre e u x d ' a u t r e s 

n o m b r e s i o u — i . 

C e s c o n d i t i o n s p e r m e t t e n t de v o i r i m m é d i a t e m e n t 

s u r u n a r r a n g e m e n t d o n n é q u e l s s o n t les n o m b r e s — i 

q u i p e u v e n t être n o m b r e s de d r o i t e o u n o m b r e s de 

g a u c h e d ' u n e d o u b l e t r a n s p o s i t i o n . J e d i r a i , p o u r 

a b r é g e r , q u e ce sont r e s p e c t i v e m e n t les n o m b r e s de 

d r o i t e et les n o m b r e s de g a u c h e de l ' a r r a n g e m e n t . C e r -

t a i n s n o m b r e s — i p e u v e n t a p p a r t e n i r a u x d e u x c a t é -

g o r i e s . A i n s i , s o i t p a r e x e m p l e 

1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. t 9. 10. 11. 12. 13.14. 15. 16. 

— i —i i —i —i i i —i i i —i —i i i —i I 

D a n s cet a r r a n g e m e n t , les n o m b r e s n u m é r o t é s 2 , 5 , 

8, 1 2 s o n t les n o m b r e s de g a u c h e et les n o m b r e s n u m é -

rotés 8 , 1 1 , 1 5 , 1 7 sont les n o m b r e s de d r o i t e . 

C o m m e le n o m b r e sous l e n ° 1 2 est le d e r n i e r n o m b r e 

de g a u c h e q u e l ' o n r e n c o n t r e q u a n d o n p a r c o u r t l ' a r -

r a n g e m e n t à p a r t i r de l a g a u c h e , j e d i r a i q u e c'est le 

nombre de gauche le plus à droite. 
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O n v o i t q u e l e s d o u b l e s t r a n s p o s i t i o n s q u i p e u v e n t 

être effectuées d a n s cet a r r a n g e m e n t s o n t a u n o m b r e 

de i 3 et c a r a c t é r i s é e s p a r les c o u p l e s s u i v a n t s : 

( - 2 , 8 ) , ( 2 , 1 1 ) , (2, 15) , ( 2 , ^ 1 7 ) , ( 5 , 8 ) , ( 5 , I I ) , ( 5 , i 5 ) , 

( 5 , i 7 ) , ( 8 , n ) , (8, i 5 ) , (8, 17), (12, [5), (12,17). 

V o i c i m a i n t e n a n t c o m m e n t o n p e u t d r e s s e r l e 

T a b l e a u d ' u n e n s e m b l e d ' a r r a n g e m e n t s c o r r e s p o n -

dants . . 

E t a n t d o n n é u n a r r a n g e m e n t i n i t i a l q u e l c o n q u e , * 011 
p e u t de p r o c h e e n p r o c h e e n d é d u i r e t o u s les a r r a n g e -

m e n t s c o r r e s p o n d a n t s sans o m i s s i o n n i r é p é t i t i o n en 

e f f e c t u a n t , à p a r t i r de c h a q u e a r r a n g e m e n t A , l a d o u b l e 

t r a n s p o s i t i o n q u i est d é t e r m i n é e sans a m b i g u ï t é p a r 

les r è g l e s s u i v a n t e s : 

i ° L e n u m é r o d ' o r d r e a d u n o m b r e de g a u c h e de 

cette d o u b l e t r a n s p o s i t i o n est c e l u i d u n o m b r e dé 

g a u c h e le p l u s à d r o i t e d a n s A ; 

:>° L ' a r r a n g e m e n t d a n s l e q u e l e l l e d o i t être effec-

tuée est A l u i - m ê m e , s i A n'est pas i m m é d i a t e m e n t 

p r é c é d é d ' u n a r r a n g e m e n t d a n s l e q u e l , ' tous les 

n o m b r e s à p a r t i r d u p r e m i e r à g a u c h e et j u s q u ' à c e l u i 

q u i est n u m é r o t é a i n c l u s i v e m e n t sont les m ê m e s q u e 

d a n s A , et d a n s l e q u e l , 2 0 , le n o m b r e n u m é r o t é a 

peujt être p r i s p o u r n o m b r e de g a u c h e . S i A est i m m é -

d i a t e m e n t p r é c é d é d ' u n a r r a n g e m e n t v é r i f i a n t ces d e u x 

c o n d i t i o n s , s u p p o s o n s p o u r la g é n é r a l i t é q u ' i l y a i t 

i m m é d i a t e m e n t a u - d e s s u s de A u n e s u i t e de p a r e i l s 

a r r a n g e m e n t s c o n s é c u t i f s , o n effectue a l o r s l a d o u b l e 

t r a n s p o s i t i o n d a n s l e d e r n i e r q u e l ' o n r e n c o n t r e q u a n d 

o n r e m o n t e l a s é r i e des a r r a n g e m e n t s à p a r t i r de A . 

3 ° O n p r e n d p o u r n o m b r e d e d r o i t e de l a d o u b l e 

t r a n s p o s i t i o n c e l u i q u i , d a n s l ' a r r a n g e m e n t o ù o n l ' e f -
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fectue, est le p l u s près à dro i te d u n o m b r e p r i s p o u r 

n o m b r e de g a u c h e . 

L e d e r n i e r a r r a n g e m e n t est c e l u i où a u c u n e d o u b l e 

t r a n s p o s i t i o n n'est p o s s i b l e . I l a tous ses n o m b r e s — i 

consécut i fs o u d isposés e n d e u x groupes séparés par u n 

s e u l n o m b r e i . 

V o i c i u n e a p p l i c a t i o n de ce p r o c é d é . J ' a i i n d i q u é à 

côté d u T a b l e a u , sous les lettres R , G , R / , D , le rang 

de c h a q u e a r r a n g e m e n t dans ce T a b l e a u ; l e n u m é r o 

d'ordre d u n o m b r e de g a u c h e de la d o u b l e t r a n s p o s i -

t i o n q u i donne l ' a r r a n g e m e n t s u i v a n t ; le rang dans le 

T a b l e a u de l ' a r r a n g e m e n t o ù cette d o u b l e t r a n s p o s i -

t i o n d o i t s 'effectuer; le n u m é r o d'ordre de son n o m b r e 

de d r o i t e . 

n = »i. X = jx = 18, m — 4i, 11 = 16, A = 202 

0. 1 2 4. 5. G. 7. 8. 9. 10. H. G. IV. D. 

—1 — —1 1 1 —1 i i ' i i —i i 5 i 10 
— 1 — — 1 1 1 1 — 1 i t — I I 2 6 2 9 
—1 — — i 1 1 1 1 —1 i — i i 3 2 I 5 
—1 — 1 - i — 1 ( i i i i - i 4 4 4 IO 
—1 — i —t 1 — 1 I i I — i i 5 5 5 9 
—t J — 1 ] - 1 , 

! 
J 1 — 1 i — i i i 6 3 

^ 
5 9 

g 

— i t — 1 1 —1 —i i 
i i 7 
i i 8 i 

7 
4 IO 

—1 — i —1 —1 , - i * 9 4 9 9 
- 1 — 1 - 1 1 —1 ( i —i 1 1 IO 5 IO 8 
—1 / — t —1 1 j _ [ — l , i i if 3 1 o 8 
—i — i 1 — 1 — i i —i i i I 12 2 12 7 
- 1 1 —1 — i — i —i i i i i r 3 O 9 9 

1 — —1 - 1 — 1 i i i —i i i i4 4 i4 8 
1 — —1 —1 1 — 1 i —i i i i i5 3 i5 7 
1 — — 1 1 —i —i i i i i 16 

T o u s ces arrangements sont d i s t i n c t s et i l n ' e n 
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m a n q u e a u c u n . E n effet, les t ro is règles s u i v i e s ont 

p o u r effet i m m é d i a t de d i s p o s e r les a r r a n g e m e n t s dans 

u n ordre te l q u e les n o m b r e s — i q u i p e u v e n t être 

déplacés vers la d r o i t e , le sont s u c c e s s i v e m e n t et g r a -

d u e l l e m e n t e h c o m m e n ç a n t par le p l u s à d r o i t e et sans 

m a n q u e r a u c u n i n t e r m é d i a i r e . D a n s c h a q u e a r r a n g e -

m e n t , c o n s i d é r o n s c o m m e partie initiale c e l l e dont le 

d e r n i e r n o m b r e , c 'est -à -d i re le p l u s à d r o i t e , est déter -

m i n é de la m a n i è r e s u i v a n t e : p o u r l ' a r r a n g e m e n t i n i -

t i a l , c'est le n o m b r e de g a u c h e le p l u s à d r o i t e ; p o u r 

u n autre a r r a n g e m e n t q u e l c o n q u e A , c'est c e l u i dont 

le n u m é r o d ' o r d r e est le p l u s g r a n d des d e u x ent iers 

a - b i et ¡3, en d é s i g n a n t par a le n u m é r o d ' o r d r e du 

n o m b r e de g a u c h e de l a d o u b l e t r a n s p o s i t i o n q u i a 

f o u r n i A et par ¡3 le n u m é r o d'ordre du n o m b r e de 

g a u c h e le p l u s à dro i te dans A . O n v o i t f a c i l e m e n t q u e 

ces part ies i n i t i a l e s sont toutes d i s t i n c t e s , q u e la 

m a r c h e s u i v i e les a données toutes sans e x c e p t i o n et 

enf in q u e , dans u n e n s e m b l e d ' a r r a n g e m e n t s c o r r e s -

pondants , à c h a c u n e d'e l les ne peut c o r r e s p o n d r e q u ' u n 

a r r a n g e m e n t u n i q u e . 

D a n s le T a b l e a u p r é c é d e n t , les part ies i n i t i a l e s sont 

en chiffres gras (1). 
V o i c i q u e l q u e s a p p l i c a t i o n s de cette m é t h o d e . 

Solutions infinies et imaginaires. — L e s s o l u t i o n s 

i n f i n i e s c o r r e s p o n d e n t à H = o et les s o l u t i o n s i m a g i -

n a i r e s a u x v a l e u r s négat ives de H . O n peut se s e r v i r d u 

procédé p r é c é d e n t p o u r d é t e r m i n e r l e u r n o m b r e et e n 

d é d u i r e le n o m b r e des s o l u t i o n s de ce q u e j ' a i a p p e l é 

un système suffisant. 
V o i c i les résultats q u e l ' o n t ro u ve p o u r les p r e -

m i è r e s v a l e u r s de n : 
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Ordre... 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10. 11. 12. 13. 

total des solu-
tions 8 16 32 64 128 256 512 1024 2048 4096 8192 

des solutions in-
finies 2 0 4 2 8 10 22 36 68 112 204 

des so lu t ions 
imaginaires.. 0 2 1 8 i4 32 64 i3o 260 526 io36 

des s o l u t i o n s 
d'un système 
suffisant 3 7 i3 27 53 107 213 429 860 1729 3476 

O n p e u t r e m a r q u e r q u e j u s q u ' à l ' o r d r e 9 les n o m -

b r e s des s o l u t i o n s d ' u n s y s t è m e s u f f i s a n t s o n t é g a u x 

c h a c u n a u d o u b l e d u p r é c é d e n t a l t e r n a t i v e m e n t a u g -

m e n t é o u d i m i n u é d ' u n e u n i t é ; m a i s cette r è g l e n e 

v a u t p l u s à p a r t i r de l ' o r d r e 1 0 . 

Solutions rationnelles. — P o u r q u ' u n e s o l u t i o n 

s o i t r a t i o n n e l l e , i l f a u t et i l suff i t q u e À = H ( H - F « — 2 ) 

s o i t c a r r é p a r f a i t . D a n s ce cas, e n f a i s a n t a é g a l à l a 

r a c i n e c a r r é e de ce n o m b r e et e n d o n n a n t p o u r v a l e u r s 

a u x x c e l l e s des n u m é r a t e u r s c o r r e s p o n d a n t s des x\ 
o u x"n o n o b t i e n t l e s s o l u t i o n s d u s y s t è m e ( 1 ) e n n o m -

b r e s e n t i e r s . 

L e s r e m a r q u e s s u i v a n t e s r a m è n e n t à u n n o m b r e f i n i 

d ' e s s a i s l a r e c h e r c h e de toutes les s o l u t i o n s e n t i è r e s . 

P o u r q u e H ( H + n — 2) s o i t c a r r é p a r f a i t : 

i ° S i H est u n c a r r é , s o i t H = h2
y i l faut q u e 

À 3 - h n — 2 l e s o i t a u s s i , ce q u i e x i g e q u e n — 2 s o i t 

o u b i e n u n n o m b r e i m p a i r p l u s g r a n d q u e 1 , o u b i e n 

u n m u l t i p l e de 4 p l u s g r a n d q u e 4> et ce q u i , d ' a i l -

l e u r s , n e l a i s s e à h q u ' u n n o m b r e f i n i de d é t e r m i -

n a t i o n s . 

20 S i H n 'est pas c a r r é , i l n e p e u t être q u e le p r o -

d u i t d ' u n c a r r é p a r u n f a c t e u r de n — 2 i n f é r i e u r 
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à n — 2 ; car s o i t H = h2 nK, ns e n t i e r n o n c a r r é , o n a 

ft( H -+- n —- 2 ) = h2 ni ( h2 nx -f- n — 2 ) ; 

s i ne d i v i s e pas n — 2, i l n e d i v i s e pas l a p a r e n -

thèse et i l n ' e s t q u ' u n e fo is e n f a c t e u r d a n s l ' e x p r e s -

s i o n , et s i n{ = n — 2, o n a 

H(H-+-/i — 2) = h2(n — 2 )2 ( /?.* -b 1 ), 

et le d e r n i e r f a c t e u r n e p e u t être u n c a r r é . S i 

N — 2 = 711 ft2, i l faut e n c o r e q u e h2-\- / i a p u i s s e être 

u n c a r r é et i c i e n c o r e h n ' a q u ' u n n o m b r e f i n i de d é t e r - ? 

m i n a t i o n s . 

O n p e u t f a c i l e m e n t v é r i f i e r p a r cette m é t h o d e q u e 

l e s s y s t è m e s d ' o r d r e s 3 , 4 et 6 n ' o n t pas de s o l u t i o n s 

r a t i o n n e l l e s . D a n s les t r o i s cas , o n est a m e n é à 

f a i r e H = h2] or a u c u n dés n o m b r e s 

h*(h*-hl), ^(¿2+4) 

n e p e u t être c a r r é p a r f a i t . 

O n v o i t a u c o n t r a i r e q u e tous «les a u t r e s o r d r e s o n t 

des s o l u t i o n s r a t i o n n e l l e s . E n effet : 

i ° S i n est i m p a i r et s u p é r i e u r à 3 , 011 a 

n — 2 = 2/t j - f - 1 

a v e c 7i{ a u m o i n s é g a l à 1 et i l suff i t de f a i r e H = n\ 
p o u r q u e 

A = n\( n\-f- inx -+-1) 

s o i t c a r r é p a r f a i t . 

2 0 S i n est p a i r e m e n t p a i r et s u p é r i e u r à 4> o n a 

n — 2 = 4^1+2 
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a v e c a u m o i n s é g a l à i et i l suff î t de f a i r e H = 2 n \ 

p o u r q u e 
A = 2? n\ ( n\ -+- 1 / i t - h 1) 

s o i t c a r r é p a r f a i t . 

3 ° S i n est i m p a i r e m e n t p a i r et s u p é r i e u r à 6 , o n a 

n — 2 = 4 n i - f -4 

a v e c n , a u m o i n s é g a l à 1 et i l suff i t de f a i r e H = n\ 
p o u r q u e 

A = n\(n\-h 4 / i t -+ - 4 ) 

s o i t carré p a r f a i t . 

V o i c i les r é s u l t a t s p o u r les p r e m i è r e s v a l e u r s de n. 
I l s sont p r é s e n t é s sous f o r m e de s o l u t i o n s e n t i è r e s 

a v e c a é g a l à l a r a c i n e de A o u à u n de ses facteurs e n 

cas de r é d u c t i o n , c ' e s t - à - d i r e q u a n d n — 2, H et A o n t 

u n f a c t e u r c o m m u n . 

J e d é s i g n e p a r N le n o m b r e des s o l u t i o n s r a t i o n n e l l e s 

q u i font p a r t i e d ' u n s y s t è m e suff i sant . L e n o m b r e tota l 

s ' o b t i e ï i t e n d o u b l a n t . O n p e u t r e m a r q u e r q u e , p o u r 

u n e d é t e r m i n a t i o n de H r e n d a n t A c a r r é , le n o m b r e 

des s o l u t i o n s c r o î t a v e c n ; m a i s l e n o m b r e des d é t e r -

m i n a t i o n s de H r e n d a n t A carré a des fluctuations p r o -

v e n a n t d u n o m b r e et de l a n a t u r e des d i v i s e u r s de n — 2 . 

S i n — 2 est u n n o m b r e p r e m i e r o u le d o u b l e o u l e 

q u a d r u p l e d ' u n n o m b r e p r e m i e r , H ne [peut a v o i r 

q u ' u n e s e u l e d é t e r m i n a t i o n . 
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P o u r é c r i r e e x p l i c i t e m e n t l a s o l u t i o n r e l a t i v e à l ' u n 

des a r r a n g e m e n t s i n i t i a u x o u à l ' u n de c e u x q u ' o n p e u t 

e n d é d u i r e , i l suff i t d ' a p p l i q u e r l e s r è g l e s d o n n é e s 

a p r è s l e s f o r m u l e s ( 8 ) s u r l e c h o i x à f a i r e e n t r e x\ etx] 
s u i v a n t l e s i g n e de m et s u i v a n t c e l u i de e/ ( i i n d i c e 

n o n r é d u i t ) . V o i c i p a r e x e m p l e q u e l q u e s s o l u t i o n s 

e n t i è r e s d u s y s t è m e d ' o r d r e 1 7 : 

x \ ' 
xi • x,. xb. ¿V XT X9 ' 

79 - 94 - 4 11 26 4i 56 7i 86 
i4 2 9 44 59 74 89 104 U 9 i34 

- i4 6 11 16 - 34 26 31 36 4i 
2 5 8 11 14 17 20 23 26 

«10- x\i • Xl2* xn. xu • Xli ' a?,6. x,l- a. 

I O I 116 I 3 I 146 —274 176 —3o4 —3ig 56 
149 164 - 1 9 6 194 —226 —241 —256 —271 4 

46 5i 56 61 — 79 - 84 - 89 - 94 6 

- 34 32 35 38 - 46 - 49 — 52 — 55 2 

L e s q u a t r e d u s y s t è m e d ' o r d r e 7 sont : 

Xx. x7. x4. x6. xi. a 

- 1 4 6 - 2 4 16 21 26 - 4 4 6 

- 1 4 6 11 29 21 3i 6 
1 — »9 —24 16 21 - 3 9 3i 6 

1 — 19 11 —29 - 3 4 26 3i 6 



( 343 ) 

[L'IOa] 
S U R U N E P R O P R I É T É C A R A C T É R I S T I Q U E 

D E S C O N I Q U E S H O M O F O C A L E S ; 

P A R M . R . B R I C A R D . 

1 . É t a n t d o n n é e s d e u x c o n i q u e s h o m o f o c a l e s , les 

d e u x p a i r e s de tangentes q u o n p e u t l e u r m e n e r d ' u n 

p o i n t q u e l c o n q u e d u p l a n f o r m e n t , c o m m e o n sa it , u n 

f a i s c e a u isogonal, c ' e s t - à - d i r e q u ' e l l e s f o r m e n t d e u x 

a n g l e s a y a n t les m ê m e s b i s s e c t r i c e s . J e m e propose 

d ' é t a b l i r q u e cette p r o p r i é t é est c a r a c t é r i s t i q u e d ' u n 

s y s t è m e de d e u x c o n i q u e s h o m o f o c a l e s . P o u r le d é -

m o n t r e r , j e r é s o u d r a i le p r o b l è m e s u i v a n t : 

Trouver, dans le plan, quatre courbes C n G i ? 

C 3 , G 2 , telles que, si d'un point M quelconque on 
leur mène les quatre tangentes MU<, M V n MU2, 
MV2, le faisceau ainsi formé soit isogonal, les 

deux angles U 4 M V Î , U 2 M V 2 ayant les mêmes bis-
sectrices. 

2 . P r e n o n s des axes r e c t a n g u l a i r e s et s o i e n t x , y les 

c o o r d o n n é e s d u p o i n t M , a 2 , f'2 les a n g l e s q u e 

font r e s p e c t i v e m e n t avec O X les quatre tangentes M U < , 

M V 4 , M U 2 , M V 2 . C e s a n g l e s sont des fonct ions de y . 

L ' é q u a t i o n de l a d r o i t e MU< p a r e x e m p l e est 

X — ¿ r _ Y — y 
c o s U\ sin U\ ' 

o u 
s i n w j X — C O S M J Y = xsinui — y c o s a j . 
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Cette droite doit a v o i r u n e enveloppe, à savoir la 

la courbe C ^ . I l est nécessaire çt suffisant p o u r cela 

que l 'express ion formant le second m e m b r e de l ' é q u a -

t i o n précédente soit fonct ion de uK. G e l a s ' e x p r i m e par 

la c o n d i t i o n 

dui du\ 
dx dx 
dut dui 
W dy — cosU\ -H (x cos u 1 -4-y sin ux) 

q u i se r é d u i t à 

, , dui . àui 
(1) e o s w i — bsinwi-r— = o. x ' dx dy 

O n a de m ê m e 

du* . dvi 
(2) cos Pj — H sin V\ —— = o, dx dy 
/ox àu2 . du% (3) cosw2-; h sin u2 -r— = o, x dx dy 
/ , v àv% ( i ) cos sin ç>2 — = o. 7 ox dy 

E n outre, l ' i sogonal i té d u faisceau des quatre tan-

gentes s ' e x p r i m e par la c o n d i t i o n 

( 5 ) MJ + CI = U2 + 

11 s'agit donc de t r o u v e r q u a t r e solut ions uK, , a 2 , 

satisfaisant à la c o n d i t i o n ( 5 ) , de l 'équat ion a u x d é -

r ivées p a r t i e l l e s 

du du 
COB u h sin u T- = 0 . ox oy 

3 . O n t i re de ( 5 ) 

du.\ àvt du2 
àx . dx dx dx 
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M a i s i l résulte de ( i ) et ( 2 ) que F o n a 

du, dv< du ! dvx 

D e même 

du• dv2 du2
 ! 

D o n c 

dai cH>« da2 ^2 t a n g — -+- tang^ _ = tangw2 - j p -4- tang*, — . 

L e p r e m i e r m e m b r e est, au s igne p r è s , la dér ivée 

l o g a r i t h m i q u e par rapport à y de cosu { cos^4 le 

second m e m b r e est, au s igne près, la dér ivée l o g a r i t h -

m i q u e de cos u2 cos v2. Tue rapport de ces deux f o n c -

tions doit donc être fonct ion de x seu lement. O n 

é c r i r a , p o u r la commodité des c a l c u l s u l t é r i e u r s , 

COSW2COSÎ>2 1 
COS U\ COS V\ / ( # ) 

U n c a l c u l analogue donne 

sin u2 sin v2 

'sinuisinp] g(y) 

O n t ire de là 

H- I. 

cos u2 cos i>2 — s i n w2 sin p2 

cosi^icospi sinuisinpi 
• coswj cos^i — Sinai sin^j, 

/(*) s(y) 

ce q u i , en tenant compte de ( 5 ) , se r é d u i t à 

(6) sintt! sin?! _ g{y) 
COS.Ui COSPj / ( # ) 

Posons maintenant 

tangMjrrs/n, tan = 
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m étant f o n c t i o n de uK sat isfa it à l a m ê m e é q u a t i o n 

a u x d é r i v é e s p a r t i e l l e s que cette d e r n i è r e f o n c t i o n . O n 

a d o n c 

. . dm dm 

de m ê m e 

/ O X dn dn 

E n f i n ( 6 ) s 'écr i t 

— f i n -
I l s 'agit d o n c de t rouver d e u x s o l u t i o n s m et n de 

l ' é q u a t i o n a u x dér ivées p a r t i e l l e s ( 7 ) , te l les que l e u r 

p r o d u i t soit le q u o t i e n t d ' u n e f o n c t i o n de y par une 

f o n c t i o n de x. 
A j o u t o n s les é q u a t i o n s ( 7 ) et ( 8 ) , m u l t i p l i é e s 

r e s p e c t i v e m e n t par n et m. I l v i e n t d / x d / N (mn) -f- mn — (m -h n) = o, dx dy 7 

i - f ùy 

ce q u i se r é d u i t à 

— (m -4 - n) = 
ày / (a?) 

d ' o ù , e n i n t é g r a n t , 
(10) m + n = J Ç l f } j , + F ( x ) , 

J ) 

F étant u n e c e r t a i n e f o n c t i o n de x. 
D e m ê m e , a j o u t o n s les é q u a t i o n s ( 7 ) et ( 8 ) , m u l t i -

p l i é e s r e s p e c t i v e m e n t par O n a 

d / 1 i\ 1 d . 
1 ) H -7- (mn) = o, dx \ m , n ] mn dy 
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OU 

âx \ m n ) g f , ' 
ou enfin 

à ( 1 t 

et, en intégrant, 

(II) ± + L = i l L l ' l X + G(y) 
m n g (y) KJ 

G étant une certaine fonct ion de y . 
E n tenant compte de (9) et ( 1 0 ) , l 'équat ion ( 1 1 ) 

s 'écr it 

(7 = 
ou 

( la) f\x)y -+- F (x)f(x) = g>(y)x -+- G(y)g(y). 

E n dér ivant par rapport à i l v ient 

03) f(x)y [*(*) / (*)] ' = g* (y). 

U n e n o u v e l l e d é r i v a t i o n par rapport à y donne enf in 

/ ' ( * ) = 

L a v a l e u r c o m m u n e des deux membres doit être une 

constante absolue, que l 'on peut supposer égale à 2, 

les fonct ions f et g n ' intervenant dans ( 9 ) que par 

l e u r rapport. C e s fonctions sont donc deux p o l j n o m e s 

d u second degré 

f(x) = x- H- 'iax -f-

g(y) = y*-+-2*y-r- p. 

( i 3 ) doi ine alors 

2y + [F(x)f(x)Y = 2(y+*), 
d'où 

F(x)/(x) = 2(<XX 4- K) 
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et 

F ( * ) = 
l( CLX -+- K) 

x2 -h 2ax -h b ' 

K étant u n e n o u v e l l e constante. O n t i re e n s u i t e 

F i n a l e m e n t , o n v o i t q u e m et n sont r a c i n e s de 

l ' é q u a t i o n 

(x2 -+- iax -H b) m2 

— 2 ( xy H- ax -h a y -H K) m -+- y2 -+- 2 xy -h ¡3 = o. 

E n r é s u m é les d e u x c o u r b e s C< et G< c o n s t i t u e n t 

une seule et m ê m e c o u r b e a l g é b r i q u e de seconde 

c lasse, c ' e s t - à - d i r e u n e c o n i q u e T , . 

D e m ê m e , les courbes C 2 et G 2 const i tuent u n e 

c o n i q u e T 2 . 

Tt et F 2 sont h o m o f o c a l e s . E n effet, M étant u n p o i n t 

q u e l c o n q u e de T 2 , les tangentes issues d u p o i n t M à 

cette c o n i q u e sont c o n f o n d u e s s u i v a n t u n e dro i te q u i 

doit être l ' u n e des b i s s e c t r i c e s de l ' a n g l e U J M V I , et 

par c o n s é q u e n t de l ' a n g l e formé p a r les droites j o i g n a n t 

le p o i n t M a u x foyers F et F ' de . T 2 a d o n c a u s s i 

p o u r foyers F et F ' . 

I l est d o n c é t a b l i q u e la p r o p r i é t é r a p p e l é e a u d é b u t 

caractér ise b i e n u n système de d e u x c o n i q u e s h o m o -

focales. 

de ( i o ) 

m -+- n = 
2(x -h a) 2(ax -h K ) 

i ( x y H- a a? -h ay -+- K ) 

X2 2CLX -H b 

4 . O n d é m o n t r e r a i t d ' u n e m a n i è r e a n a l o g u e q u ' u n 

système de d e u x c o n i q u e s c o n c e n t r i q u e s et h o m ò t h é -
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t i q u e s est caractér isé p a r la p r o p r i é t é s u i v a n t e : u n e 

d r o i t e q u e l c o n q u e d é t e r m i n e dans ces d e u x c o n i q u e s 

des cordes dont les m i l i e u x sont c o n f o n d u s . 

[P11©] 
R E L A T I O N S E N T R E L E S R A Y O N S D E C O U R R U R E 

D E D E U X C O U R R E S A F F I N E S V ) ; 

PAR M. F. BALITRAND. 

S o i e n t M et M , d e u x p o i n t s correspondants de d e u x 

courbes aff ines par rapport à u n axe X X ' ; G et C 4 les 

centres de c o u r b u r e en ces p o i n t s ; A le p o i n t de r e n -

contre, s i t u é s u r X X ' , des tangentes e n M et a u x 

courbes ( M ) et ( M , ) . A p p e l o n s r et les p o r t i o n s de 

tangentes A M et A M / ; 9 et 9* les angles q u ' e l l e s 

forment avec l 'axe X X ' . 

O n a par d é f i n i t i o n 

rcosô = ri cosOi, r sinô = Kr t sinÔt ; 
d'où 

tangô = K tangôj. 

E n d i f ï e r e n t i a n t cette r e l a t i o n on obt ient 

dB_ cos*e 
~ cos 2 6, ; 

et sont les angles de c o n t i n g e n c e des d e u x 

(') Sur ce sujet on peut consulter : P. S E R R E T (Des méthodes 
en Géométrie, p. 96 ) ; A. MANNHEIM (Princ. et développ. de Géom. 
ciném., p. 4 9 8 ) ; R- GOORMAGHTIGH (Nouv. Ann1915, p. 4A3, e t 
1 9 1 7 , p . 8 4 ) ; F . BALITRAND {NOUV. Ann., 1 9 1 6 , p . 7 4 ) . 
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courbes e n M et M<. D ' a u t r e part , à cause de 

r cosÔ = c o s ô j 

et de la s i g n i f i c a t i o n g é o m é t r i q u e des a n g l e s 9 et 9 , , 

o n a 
ds _ cos8 t r 
dsi cos 6 ri 

P a r s u i t e , en a p p e l a n t p et p, les r a y o n s de c o u r b u r e 

correspondants 
ds 

JL — J?L — r* 
p! ~~~ dsi ~~ kr\ * 

dôl 

Cette r e l a t i o n est d u e à P . S e r r e t (Des méthodes en 
Géométrie, p . 9 6 ) q u i l 'a é t a b l i e par u n e v o i e e n t i è -

r e m e n t différente de c e l l e q u i p r é c è d e et n ' e n a pas 

d é d u i t de c o n s t r u c t i o n g é o m é t r i q u e . P a r u n e t r a n s f o r -

m a t i o n f a c i l e , e l l e s 'écr i t 

r __ ri 
psin6cosG pi sin 61 cos0i ' 

d'où la d é t e r m i n a t i o n s u i v a n t e d u centre de c o u r -

b u r e C 4 : 

On projette C en G sur MM, et G en G sur AM. 
La parallèle à MM,, menée par C", coupe AM< en C[ 
et la perpendiculaire en ce point à AM, coupe MM4 

en C j . La parallèle à X X / , menée par C j , passe par 
le centre de courbure C , . 

L a r e l a t i o n précédente peut se mettre sous la forme 

r» _ r\ 

psinB p tsin6i 

et donne a lors l i e u à ce théorème : 
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Les projections des rayons de courbure de deux 

courbes affines sur Vaxe d'affinité sont entre elles 
comme les carrés des portions de tangentes corres-
pondantes,, comprises entre leur point de concours 
et leurs points de contact avec les courbes. 

J o i g n o n s A C q u i c o u p e l a n o r m a l e à M e n D et p r o -

j e t o n s ce p o i n t e n Q s u r X X ' . S o i t P le p i e d de M M t 

s u r cet axe. L e s t r i a n g l e s s e m b l a b l e s A D Q , A C ' P 

d o n n e n t 
AQ _ AD _ AM _ r 
AP ~~ AC ~~ AG" ~~ r -h p sin6 cos6 ' 

d'où 
__ 7'2 cose 

r -4- p sin B cos 6 

O n trouvera i t de m ê m e p o u r la c o u r b e ( M 4 ) 

r»cose t 

/*i-h pi sin6j cosôj 

O r , en v e r t u de 
r rt 

psintJcostt pi sintii cos«i 

A Q = A Q 1 et i l en résulte la p r o p r i é t é s u i v a n t « q u i 

f o u r n i t u n e c o n s t r u c t i o n év idente d u centre de c o u r -

bure c o n n a i s s a n t G : 

On projette les centres de courbure C et C f en C 
et Gj sur MM,. Les droites A G et AC\ rencontrent 
les normales correspondantes en deux points qui 
sont sur une perpendiculaire à X X ' . 

S o i t N le p o i n t où la p e r p e n d i c u l a i r e en A à X X ' 

r e n c o n t r e l a n o r m a l e à ( M ) . Portons s u r cette n o r m a l e , 

a p a r t i r de N , u n e l o n g u e u r N N ' égale a u r a y o n de 

c o u r b u r e C M et abaissons de M s u r A N ' u n e p e r p e n d i -

c u l a i r e q u i coupe X X ' en O . N o u s formons a i n s i d e u x 
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t r i a n g l e s A N N ' , A M O q u i s o n t s e m b l a b l e s c o m m e 

a y a n t l e u r s côtés p e r p e n d i c u l a i r e s et q u i d o n n e n t 

AO _ AM 
AN "" NN'' 

o u b i e n 
r 2 

A O = 
psin9 

D e m ê m e , p o u r l a c o u r b e ( M , ) , o n a u r a i t 

r2 

A O , = — ^ 4 - . pi sin Oj 

D ' a p r è s ce q u e n o u s a v o n s v u p l u s h a u t A O A 0 4 

et les p o i n t s O et O , c o ï n c i d e n t . O n a d o n c l a p r o -

p r i é t é s u i v a n t e q u i p e u t s e r v i r à d é t e r m i n e r C { c o n -

n a i s s a n t C : 

Soient N N, les points où la perpendiculaire 
élevée en A à X X ' rencontre les normales à (M) 
et (M^. Portons sur ces normales, à partir de ces 
points, des longueurs N N ' , JN4NJ égales respective-
ment aux rayons de courbure correspondants * Les 
perpendiculaires abaissées de M et M, sur AJN' 
et A N j se coupent sur X X ' . 

C O R R E S P O N D A N C E . 

M. H. Brocard. — Au sujet d^un article de E . - N . 
B À R I S T E N , 1 9 1 7 , p . 4 o i - 4 o 8 . — Sur les paraboles qui 
passent par les pieds des normales issues d'un 
point donné (a. fi) à une ellipse. 

Page 4 o 3 , F a u t e u r o b s e r v e q u e les axes des d e u x 
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paraboles ont des d i r e c t i o n s fixes, les diagonales du r e c -

tangle des axes cLe l 'e l l ipse donnée. 

C e théorème se trouve énoncé dans son art ic le de 

Mathesis, 1909, p. I45, n ° 2 1 . 
C a s où le point ( a , ¡3) est sur l 'e l l ipse (191 7 , p. 106) . 
C h a q u e parabole enveloppe une quart ique. V o i r en 

effet (loc. cit.) n ° 2 1 . 

M. d'Ocagne. — Remarques au sujet de diverses 
questions résolues dans les N. A. ( 1 9 1 8 ) . 

Question 2264^ ( p . 216 ) . — Je rappel le que, dans 

cette quest ion, s i M est le m i l i e u d u segment d e l à tan-

gente en P à la courbe ( P ) , c o m p r i s entre les axes r e c -

tangulaires Ox et O y , i l s'agit de la r e l a t i o n q u i l ie 

le point P à la tangente en M à la courbe ( M ) . L n 

re lat ion que j 'avais en vue dans la dernière partie de 

l 'énoncé est la su ivante (que l 'on p o u r r a s'exercer à 

déduire de celles remarquées par les auteurs des 

solut ions insérées, mais q u i peut, de façon très aisée, 

s'établir d i r e c t e m e n t ) : 

Les normales en M et en P aux courbes (M) et (P) 
se coupent sur la perpendiculaire élevée à OM par le 
point symétrique de O par rapport à M. 

P a r la même occasion, j e s ignalerai quelques couples 

intéressants de courbes ( M ) et ( P ) dont l 'existence 

peut s'établ ir géométr iquement (sujets d'exercices p o u r 

les lecteurs des TV. A.) : 

Courbe (M). Courbe (P) . 

Une droite D quelconque. La parabole tangente à Ox, 
à Oy et à D au milieu du 
segment de cette droite com-
pris entre Ox et Or. 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. XVIII. (Sept. 1918.) 27 



( 354 ) 
Courbe ( M ). 

Un cercle de centre O. 

Un cercle tangent en O à 
Or. 

Une parabole de sommet O 
tangente à Or. 

Une hyperbole équilatère 
ayant Ox et Oy pour asymp-
totes. 

Une hyperbole équilatère 
de sommet O, ayant ses 
asymptotes parallèles à 0.r 
et O>. -

Une hyperbole équilatère 
de fo yce O, avant ses asymp-
totes parallèles à O.r et Oy. 

Une hyperbole équilatère 
d'axes 0 # et Oy. 

Question 22G0 (p. 226). 

Courbe (P). 

L'hypocycloïde à quatre 
rebroussements circonscrite 
à ce cercle et qui admet Ox 
et O y pour ses axes de 
rebroussement. 

L'hypocycloïde à trois re-
broussements circonscrite à 
ce cercle et qui le touche en O. 

La symétrique par rapport 
à O y de la parabole obtenue 
en dilatant au double, à 
partir de Ox, les ordonnées 
de la parabole donnée. 

Cette hyperbole équilatère 
elle-même. 

Le point diamétralement 
opposé à O dans cette hyper-
bole. 

Le cercle décrit sur Taxe 
transverse comme diamètre, 
cercle qui est d'ailleurs tan-
gent à Ox et Oy. 

La développée de cette 
hyperbole. 

théorèi: D ' a p r è s 

que j'ai eu occas ion de r a p p e l e r d e r n i è r e m e n t dans les 

N . A ( 1 9 1 8 , p. 3 3 ) , p r é c i s é m e n t à propos d ' u n e c o n s -

truct ion de centre de c o u r b u r e de c o n c h o ï d e , s i ( e n 

u t i l i s a n t les notat ions de la s o l u t i o n i c i v isée) A est 

l 'extrémité de la s o u s - n o r m a l e pola i re de la c o u r b e ( M ) 

p o u r le pôle O , et co le m i l i e u de la n o r m a l e pola i re 

de la courbe ( A ) p o u r le même pôle, le centre de c o u r -

bure C de la c o n c h o ï d e ( M ' ) de ( M ) s 'obtient par la 
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r e n c o n t r e de la n o r m a l e M ' A à cette c o n c h o ï d e et de 

la droite q u i j o i n t le p o i n t to au p o i n t de r e n c o n t r e H 

de O M ' et de la p e r p e n d i c u l a i r e en À à M/A. Le lieu 
de C est done engendré par la rencontre de deux 
rayons correspondants A'M et (¿¡Yide deux faisceaux, 
de centres respectifs A et co, évidemment homo gra-
phiques, p u i s q u e de c h a c u n de ces r a y o n s l 'autre se 

d é d u i t de f a ç o n u n i q u e . C e l i e u est d o n c une c o n i q u e 

passant p a r A et co. 

L e point H à l ' i n f i n i sur O M d o n n e un p o i n t G en 

c o ï n c i d e n c e avec le m i l i e u A ' de O A ; le p o i n t H 

c o n f o n d u avec O , le p o i n t C , à la i e n c o n t r e de O w et 

de la para l lè le à O M menée par A . E n i i n , l o r s q u e le 

r a y o n A M ' v ient à se c o n f o n d r e avec A w , le p o i n t C 

tend vers A s u i v a n t la p e r p e n d i c u l a i r e élevée en A à Ao) 

q u i est, par suite, tangente en A à la c o n i q u e l i e u de 

ce p o i n t . 

D e cette f a ç o n sont établ is p lus d i r e c t e m e n t ( s a n s 

a v o i r à passer par l ' i n t e r m é d i a i r e des a n t i p o d a i r e s des 

c o n c h o ï d e s r e l a t i v e m e n t au p o i n t O ) les résultats 

o b t e n u s , p o u r la p r e m i è r e part ie , par l ' a u t e u r de la 

s o l u t i o n insérée. 

Question 2 2 7 5 ( p . 2 3 4 ) . — O u t r e que, c o m m e l'a 

j u s t e m e n t observé l 'auteur de la s o l u t i o n insérée, la 

d istance tangent ie l le de c h a q u e p o i n t M de l ' h y p e r b o l e 

au c e r c l e c o r r e s p o n d a n t est égale au d e m i - a x e t r a n s -

verse de cette h y p e r b o l e , i l n'est pas sans intérêt de 

r e m a r q u e r que la corde des contacts du c e r c l e et des 

asymptotes passe par le po int M , o u , ce q u i rev ient au 

m ê m e , que la pola i re d u p o i n t M par rapport à ce cerc le 

passe par le centre de T h y p e r p o l e . 
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S O L U T I O N S D E Q U E S T I O N S P R O P O S É E S -

333. 
(1856, p. 243; 1916, p. 192.) 

Etant donnée une ligne d^intersection de deux surfaces 

de degrés m et p, quels sont les degrés respectifs des sur-

faces formées par les normales principales, les tangentes 

de la courbe et les axes des plans oscillateurs ? 

S O L U T I O N 

P a r M . L . P O L I . 

Cette ques t ion est réso lue ( p . 36-2) du vo lume où e l l e a é té 
posée , dans un article du Rédacteur in t i tu lé Considérations 

sur les courbes à double courbure ( 18)6 , p. 359 -365 ) . 
M lis ce t article ne fait par m e n t i o n de l ' énoncé . 

1008. 
(1870, p. 48o; 1917, p. 36o. ) 

Tout cube parfait, différent de zéro, augmenté de i, 2 

ou 8 unités d'un ordre quelconque, n'est pas un cube par-

fait. MORET-BLANC. 

S O L U T I O N 

P a r M . L . V A R C H O N . 

Cette propos i t i on n'est qu'un cas part icul ier de la su ivante 
que nous a l lons é tabl ir : 

La différence entre deux cubes parfaits non nuls admet 

nécessairement d'autres facteurs premiers que 2 et. 5 , 

Ce qui revient à dire que l 'égal i té 

( 1 ) X 3 — Y3 — x 5b 

est imposs ib le pour des n o m b r e s ent iers . R e m a r q u o n s d'abord 
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que, si un nombre est multiple de 5, son cube est évidemment 
terminé par le même chiffre que ce nombre lui-même. Si 
maintenant le nombre N n'est pas multiple de 5, on a 

N = 5 n d z i ou N = 5 n ± 2 

et, suivant le cas, 

N3 = 5 x ( 25 /i3 ±: 15 n2 -h 3/î) dL i 
ou 

N3 = 5 X ( 2 5 n J ± 3o/*2-f- 12 71 ± 2) q= 2, 

les signes supérieurs se correspondant dans les deux cas. 
Les parenthèses sont de même parité que n; donc les chiffres 

des unités de N et N3 sont les mêmes si IN = 5n zfc ï ; ils ont 
pour somme 10 ; si N — 5 n =fc 2, il en résulte donc que, dans 
tous les cas, si deux nombres sont terminés par le même 
chiffre (ou, ce qui revient au même, si leur différence est un 
multiple de 10), il en est de même de leurs cubes et récipro-
quement. 

Ceci étant, supposons que la relation (1) puisse être vérifiée 
par deux nombres entiers X et Y; soit D = 2 a ' x 50' le plus 
grand commun diviseur des no.mbres X et Y, on peut écrire 

/ X \ 3 / Y x 3 

ou, en posant 

X Y 

— = a?, — — r , a—3a'= a, b — 3 =¡3 , 

(2) x^ — y^ = 2a x 5?; 
ce qui montre que, si la relation (1) existe entre deux nombres 
quelconques, X et Y, il existe une relation de même forme 
entre deux nombres x et y premiers entre eux. Il suffit donc 
de prouver que la relation considérée ne peut pas avoir lieu 
entre deux nombres premiers entre eux. 

La relation (2) peut s'écrire sous les deux formes 

(.3) (¿f2^- xy -h y-) ( x — y ) = 2a x 5?, H 

( 4 ) [(x-y)*-+-3xy](x-y) = 2*x5P. 

a et ^ ne peuvent être nuls tous les deux, car alors on devrait 
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avoir 

x —y = i, 
( x — y )2 H - 3 xy — i , 

ce qui entraîne x — i , y = o, cas que nous avons écarté. 
x et y étant premiers entre eux sont tous deux impairs ou 

l'un pair et l'autre impair; dans les deux cas le facteur 

x~ -t- xy -h y2 — (x — y)2-h 3 xy 

est nécessairement impair; s'il n'a d'autres facteurs premiers 
que i et 5, c'est une puissance de 5. 

Considérons maintenant le facteur x — y : il ne peut être 
divisible par 5, car alors 5. divisant x — y et (x — y)2 -h 3 x y , 
diviserait l'un des nombres x ou y, et comme il divise déjà 
x — y il diviserait l'autre, ce qui est impossible. 

De même, x — y ne peut être divisible par 2, car le facteur 
x2 -h xy -h y2 étant divisible par 5, x3—y3 serait divisible 
par 10, et il en serait de même de x — y qui serait alors divi-
sible par 5 et nous venons de voir que c'est impossible. 

On ne peut donc avoir que x — y = 1. 
Dans ce cas l'équation (4) peut s'écrire 

( 5 ) 1 + ïy(y + i) =5P; 

y et y-h 1 ne doivent être ni l'un ni l'autre divisibles par 5. 
On devra donc avoir 

y = 5 n 1 ou y = 5 -V- 2 ou enfin y = 5 n 4- 3, 

ce qui donnera, pour le premier membre de (5) , 

/ = 5 / i + J , 3y(y-hi)-+-i = 5nx(i5n-h9) -(-7; 
y = 5 n -+- 2, 3 r ( j - i - I ) - f - I = 5 A i x ( i 5 n - 4 - i 5 ) - i - I 9 ; 
j = * 3 j ( y -+- 0 -+-1 = X ( i5 / i -h 21 ) -h37. 

On voit immédiatement qu'aucun des seconds nombres n'est 
divisible par 5 et par suite ne peut vérifier la relation (5). 

La relation (1) est donc bien impossible. 

Noie de M. H. BROCARD, signalant l'analogie des questions 1008 
et 902. 
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1035. 
(1871, p . 336 ; 1917, p . 227.) 

Il y aies mêmes relations entre les tangentes menées d'un 

point de Vellipsoïde à trois sphères doublement tangentes 

à Vellipsoïde quentre les distances d'un point variable 

dans le plan à trois points de ce plan. G. DARBOUX. 

S O L U T I O N 

P a r M . H . B O U V A I S T . 

Soient trois sphères 

S/ = xi-hy2-h 22— icLix — 'ifiiy — 'i^iz -h Oi 
= = ¿ 2 — P / = O {i— 1 , 2 , 3 ) ; 

cherchons le lieu des points de l'espace, tels que les puis-
sances de l'un d'entre eux, par rapport à ces trois sphères, 
soient reliées entre elles par la relation 

a2(d\~d\)(d2 — d\) + b2(d2,—d2)(d2—d2) 

' -h c2{d\ — d\){d\ — d\) — a2(b2 + c2 — a2) d\ 

— b2(c2+a2 — b2)d\ — c 2 ( a 2 - h 6 2 — c2)d\ -H a 2 6 2 c 2 = o, 

qui relie les distances d'un point variable à trois points fixes 
du plan. Ce sera évidemment la quadrique (E) : 

« S ( P 2 - P I ) ( P 3 ~ P I ) - H b2( P 3 - P 2 ) ( P I - P 2 ) 

H - c 2 ( P I - P 3 ) P 2 — P U ) — A 2 ( B 2 + C 2 - A 2 ) S I 

— b2(c2-h a*—6*) Ss— c2(a2 -4- b2 — c2)S3 -+- a*à*c* = o, 

équation qui peut s'écrire 

¿ > 2 ( P I — P 2 ~ C 2 ) 2 

( 6 2 - H c2 — a 2 ) ( ? ! — P2 — c 2 ) ( PI — P 3 - b 2 ) 

^cHPi-Ps-b2) 
— S , [ a2(b2-+- c2— a») 

6 2 (c 2 - f - a 2 — 62 ) -+- c 2 (a 2 - f - 6 2— c 2 ) ] = o. 

(E ) est donc bitangente à chacune des sphères Si, S2 , S3 ; 
les sections de ( E ) par chacune de ces sphères sont du reste 



( 34o ) 
Imaginaires, ainsi que le montre l'équation précédente et les 
trois cordes de bicontact sont parallèles. 

La proposition à démontrer est d'ailleurs une conséquence 
de la suivante : 

Soit Si une sphère bitangente à une ellipsoïde (E) en 

A et B, les plans d'intersection des deux surfaces étant 

imaginaires, par un point quelconque M de ( E ) on mène 

un plan parallèle à une section circulaire réelle de ( E ) , 
qui coupe A B en JJL, t^ étant la puissance de M par rapport 

à la sphère Si, on a ^ = const. 
Mfij 

Soit en effet 

x2 y2 z2 a2— c2 , xo b2— c2 , . 

Ça>b>c); 
nous aurons 

2 (ai—b2) c~ 

0 ' • - [ ^ • ' C - L - ^ ^ - M " ] ' . 

d'où 
iz i 

T — const. 
M ji.; 

Soient maintenant trois sphères Si, S2 et S3 ; nous aurons 

= __ 7T3 . 
2 ~ 2 2 y 

M ¡JL , M IJL 2 M (¿3 

or, lorsque M varie sur ( E), le triangle JJL, ¡i2 reste de forme 
invariable, v/^iî v/tt2, sont donc bien reliés parla relation 
qui relie les distances d'un point variable d'un plan à trois 
points fixes de ce plan. 
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S U R L A D I S T R I B U T I O N M S N O M B R E S P R E M I E R S A B S O L U S ; 

P A R M . E . J A . B L O N S K I , 

Professeur honoraire au Lycée S a i n t - L o u i s . 

1 . L a suite des n o m b r e s p r e m i e r s absolus 

A 2 , ATL ( A T = A, 3 , . . . ) , 

rangés par ordre de grandeurs croissantes, étant s u p -

posée c o n n u e i l existe u n n o m b r e p r e m i e r absolu a,2+j 
b i e n d é t e r m i n é q u i s u i t i m m é d i a t e m e n t a « , o n peut d o n c 

d i r e q u ' i l est f o a c t i o n des nombres de cette su i te . O n 

ne c o n n a î t pas de r e l a t i o n a l g é b r i q u e ou transcendante 

entre a n + i et a k , • • •> &n donnant e x p l i c i t e m e n t o u 

même i m p l i c i t e m e n t an+i1 i l n'est m ê m e pas c e r t a i n 

q u ' u n e p a r e i l l e r e l a t i o n existe ; m a i s , en a r i t h m é t i q u e / 

la l o i de dépendance peut prendre une autre forme, 

c e l l e d 'une règle de c a l c u l s permettant de d é d u i r e l e 

n o m b r e i n c o n n u d ' u n n o m b r e donné o u de p l u s i e u r s 

nombres donnés. T e l l e s sont, par e x e m p l e , ce l les q u i 

donnent l a r a c i n e carrée à u n e u n i t é près d ' u n n o m b r e 

c o n n u , o u l e quot ient à u n e u n i t é près de d e u x n o m b r e s 

c o n n u s . C 'est u n e p a r e i l l e règ le q u e j e m e s u i s p r o -

posé d 'établ i r p o u r le c a l c u l de a n + n sans tâtonne-

ments , en supposant c o n n u s a* , a 2 î . a n . L a m é -

thode repose s u r le théorème s u i v a n t ; 

Le plus petit nombre entier, autre que Vunité, 
premier avec le produit N = a, .«2 de tous 

Ann. de Matkémai., 4« série, t . XVIII. ( O c t . 1918.) 28 



(,36a) 
les nombres premiers absolus jusqu'à an, est le 
nombre premier absolu qui suit immédiatement ati. 

I l n ' y a p a s de n o m b r e e n t i e r , a u t r e q u e l ' u n i t é , 

m o i n d r e q u e an et p r e m i e r a v e c N , c a r t o u t n o m b r e 

m o i n d r e q u e an et a u t r e q u e l ' u n i t é est, o u F u n des 

n o m b r e s p r e m i e r s a b s o l u s q u i p r é c è d e n t a „ , o u d i v i -

s i b l e p a r T u n a u m o i n s d 'entre e u x et, par c o n s é q u e n t , 

i l n 'est pas p r e m i e r a v e c N . M a i s i l y a u n e i n f i n i t é de 

n o m b r e s e n t i e r s s u p é r i e u r s à an et p r e m i e r s avec N : 

ce sont tous les n o m b r e s p r e m i e r s a b s o l u s s u p é r i e u r s 

à an dont l a s u i t e est i l l i m i t é e , o u tous les n o m b r e s 

n o n p r e m i e r s d é c o m p o s a b l e s e n facteurs p r e m i e r s 

s u p é r i e u r s à an et dont l a s u i t e est a u s s i i l l i m i t é e . I l y 

e n a u n , i n f é r i e u r à tous les autres et différent 

d e l ' u n i t é ; j e d i s q u ' i l est l e n o m b r e p r e m i e r a b s o l u 

q u i s u i t i m m é d i a t e m e n t an. 

E n effet, d 'abord a n + x est p r e m i e r a b s o l u , car s i n o n 

i l a d m e t t r a i t u n d i v i s e u r p r e m i e r a b s o l u b m o i n d r e 

q u e l u i m a i s s u p é r i e u r à sans q u o i an+i n e serait 

pas p r e m i e r avec N . C e n o m b r e p r e m i e r a b s o l u , 

s e r a i t a u s s i p r e m i e r a v e c N et, par s u i t e , a n + x n e serait 

pas l e p l u s p e t i t n o m b r e e n t i e r , autre q u e F u n i t é , p r e -

m i e r avec N , ce q u i est c o n t r a i r e à l ' h y p o t h è s e . D ' a u t r e 

p a r t , p o u r les m ê m e s r a i s o n s , i l n ' y a pas d e n o m b r e 

p r e m i e r a b s o l u s u p é r i e u r à aM et m o i n d r e q u e 

d o n c a r t + 1 est b i e n l e nombre* p r e m i e r a b s o l u q u i s u i t 

i m m é d i a t e m e n t a n . 

2 . Le nombre an+1, précédemment défini, est 
moindre que N . — E n effet, i l y a au m o i n s u n n o m b r e 

p r e m i e r a v e c N autre q u e F u n i t é et m o i n d r e q u e N , à 

s a v o i r N — i . I l y a e x c e p t i o n p o u r 

» = i , tl'ou —1 = 1, 
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ce cas est sans intérêt et nous supposerons par h suite 

i t>a, iïok N > 6 . 

Il peut arriver qu'il n'y en ait pas d'autre, mais, en 
général, il y en a plusieurs ; la. méthode développée 
plus loin permet de le reconnaître et, d^ns tous les 
cas, de calculer le plus petit d'entre eux qui est le 
nombre cherché an+i . 

3. Soit tanga= ¡3, fi étant un nombre donné & vo-
lonté ; l'équation algébrique et entière de degré M qui 

donne les IN valeurs de tangj^^ est 

(i) p [ ^ a t a n ' 

— [ N t a o g ^ — C * t a o g » ^ J = o, 

CJ désignant, suivant l'usage, le nombre des combi-
naisons simples de N objets distincts de q à q. Si l'on 
appelle oJ le plus petit, en valeur absolue, des arcs 
dont la tangente est fi, on a 

a = Kir -+- a', 

et les N solutions de ( i) sont données par la formule 

/ K i t a'\ 
tang ( - j t + v ) 9 

où l'entier K prend successivement toutes les va-
leurs o, i, a, . . . , 3N — i. 

Si l'on fait fi = o, il s'ensuit oc'= o et les N racines 

de (i) sont de la forme tang/~pY* L'équation (i) se 
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réduit alors à 

4- Cj tan g5 (g ) ( - i f ^ C » - ' tang^i ( 0 = o ; 

elle est seulement de degré N — i, parce que N étant 
pair, la racine de (i) correspondant à R = - est in-
finie ; elle s'abaisse encore au degré N — 2 par la sup-
pression du facteur commun tang^ — ̂  qui répond à la 
racine simple nulle donnée par K = o. Les autres 
racines finies et non nulles sont deux à deux opposées, 
pour fi = o, car, aux valeurs p et N — p de l'indice K, 
répondent deux racines dont les arguments ont une 
somme égale arc, quel que soit p ( s a u f p ~ o et jp = N). 
Donc, après suppression du facteur tang^^> le pre-
mier membre de (2) ne contient plus que des puis-
sances paires de tang^g^ et si l'onppse # = tang2^-j^ 
on est conduit à l'équation 

K — « N — 2 

(3) N — c i a? H- c i r * —...-+- ( - 1 ) 2 G^ - 1^ 2 = 0 

ou f ( x ) = o, rationnelle et entière en x. Les racines 
de cette équation (3) sont toutes réelles, positives, dis-
tinctes, de la forme tang2 où p prend toutes les 

valeurs entières i, 2, 3, . . ^ 1• Leurs valeurs sont 
rangées dans le même ordre que leurs indices, puisque 
tous les arguments sont moindres que 

4. Posons 
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tous ces nombres sont entiers, le premier impair, tous 
les autres pairs. Si l'on fait toujours tang(a) = p, 
puis ji = o, les équations qui donnent les valeurs de 

t a n g ( £ ) , t « g ( £ ) , • • •» * » « ( £ ) 

se déduisent de (2) par les changements respectifs 
de N en N,, N2, . . N r t . 

Pour N|, qui est impair, si l'on pose 

après suppression du facteur tang^j^ > on a 

N , - L NT — 1 

(4) f \ (x) = Ni — G&j x -h C^j? 2-+-...-+- (— 1) 2 C$x 2 = 0 . 

Pour N2, N3, . . . , Nrt qui sont pairs, si l'on pose 

* = tang* ( o u Ungt ( £ ) . . . ou tang» , 

on a les équations 
(5) f i ( x ) = o, / 3 O ) = 0, fn(x)=o 

qui se déduisent de (3) par les changements respectifs 
de N en Na, N3, — NB. Toutes ces équations (3), 
(4), (5) sont rationnelles et entières en x et ont des 
coefficients numériques entiers qu'on sait calculer 
quand on connaît la suite a f , a2 , . . a n . 

5. J'appelle racine première de ( 3) toute racine 

où l'indice p est premier avec N. Il est aisé de voir que 
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toute racine première de (3) m'appartient à aucune de» 
équations (4) et (5) et que tonte racine non première 
de (3) appartient à l'une au moins die ces équation». 
Donc, par de simples divisions algébriques, on sait 
former une nouvelle équation algébrique et entière 
en à coefficients numériques entiers admettant^pour 
racine» toutes les racines premières de (3) et rien que 
celles-là. Soit 

(6) <pO) = o, 

cette équation. 
Elle a pour plus petite racine en valeur absolue 

tang 2^^ qui répond à p = i et que je désignerai 

par h ^pour riZ.2, • La plus grande racine répond 
N 2 

à une valeur de K, moindre que —-—> qui est entier 
pair et par conséquent non premier avec N. Trois cas 
peuvent se présenter. 

P R E M I E R C A S . — L'équation ( 6 ) est du premier 
degré en x. — Cela veut dire que la seule racine pre-
mière de (3) est h, ou que le seul nombre premier 

N 2 avec N et moindre que —-— est l'unité. Mais, à 

l'unique racine h de (6), c'est-à-dire à l'unique racine 
première de (2), correspondent deux valeurs de K, à 
savoir 1 et N — 1; il en résulte que le pins petit 
nombre premier avec N et autre que l'unité est N — 1 ? 

c'est le nombre an+i cherché. 
Ce cas se présente, par exemple, pour n = 2 ou 

N = 6; le nombre premier absolu a*, qui suit immé-
diàteûient a2 ou 3, est bien N — 1 ou 5. 

DetmèME cas. — L1 équation (6) est du second 
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degré en x. — Eiié admet toujours pour plus petite 
racine le nombre h qui répond à p = i ; l'autre ra-
cine xK correspond à Tunique indice pK autre que 

l'unité, premier avec N et moindre que —j—> c'est le 

nombre cherché On sait calculerai et, au besoin, 

a v e c t e l l e a p p r o x i m a t i o n q u e l ' o n v e u t . O r , a n a 

.* |SSt.ng*(2s±lï); 
donc 

jy _____ 
(7) «I»+I= — arc tang s/xu TZ 

cet arc étant le plus petit positif répondant à la tan-
gente s/xK. Il est facile à calculer avec telle approxi-
mation que l'on veut, quand xK est connu avec une 
approximation suffisante. (Je n'insiste pas sur ces 
questions classiques.) 

Si xK 1, on a 

tang 2 ^ 7 = V^T 2 1 ̂  í í b 

f—0 t=o 
(t entier positif); 

Si xs > 1, on a 
it+i 

• - « (¿O 8 
(9) arc tang \fx[ = Í 2 a / + i 

f = 0 

Œ Ï _ > Y 
2 -H 1 

¿=0 

Ces deux séries sont convergentes. 
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Le cas de #< = 1 est impossible, car il s'ensuivrait 

N TZ N 
= — X y = T > n 4 4 

qui est fractionnaire. On peut donc calculer an+x avec 
telle approximation que l'on veut. Il suffit de le cal-
culer à l'unité près. En effet, soient E la partie entière 
et f la fraction complémentaire positive données par le 
calcul ; le nombre entier cherché an+l est E o u E - f i , 
mais, sur ces deux entiers consécutifs, l'un est pair et, 
par suite, à rejeter, l'autre est la valeur de an+v 

T R O I S I È M E C A S (cas général). — Véquation (6) est 
d'un degré i-f- i supérieur ou égal à 3. — Il y a 
alors plus d'un indice p, autre que l'unité, premier 

Y . N — 2 • 

avec N et moindre que —-—; soit px le plus petit qui 

est le nombre cherché an+v II correspond à la racine xK 

de (6) qui suit immédiatement la racine tang2^—^ 
ou hy qui est connu et qu'on peut calculer directement 
avec telle approximation que l'on veut. 

Cela posé, les racines de (6) étant, dans l'ordre de 
grandeurs croissantes h, x{, x2, . - t o u t e s réelles, 

positives, distinctes et inférieures k tang2 (—-— 

<>u proposons-nous de calculer xt ou ~ au besoin, 
tous les deux, avec telle approximation que l'on voudra. 
Soit <py(#) la dérivée première de ®(oo) par rapport 
a X) on a 

cp'(a?) i i l i 
—f ss — H 1 h . . . H 

x— h x — Xi x — x — Xi 

Il est permis, dans cette identité, de supposer 

moàx<h; 
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a l o r s l e second m e m b r e est développable e n sér ie c o n -

vergente procédant s u i v a n t les pu issances croissantes 

d e à exposants ent iers et p o s i t i f s , dont le terme 

g é n é r a l est 

D ' a u t r e part , s i l ' o n effectue l a d i v i s i o n i n d i q u é e 

dans le p r e m i e r m e m b r e e n l 'ordonnant par rapport 

a u x puissances croissantes de x , o n a 

//! = •+• se 

Y A « * « , o(x) jLd 

Am est u n e fract ion n u m é r i q u e r a t i o n n e l l e donnée par 

le c a l c u l de l a d i v i s i o n . I l s 'ensuit 

» i i 
— A m == t — 7 -+-frm+i 1 xni+1 " Xf+A 

d ' o ù l ' o n t i re a isément 

- ( a r — m 
A ^ / l ^ + I 1 (xx\m+\ 

C h a c u n e des fractions — > •• • • > — étant m o i n d r e q u e Xt Xi * 
l ' u n i t é , i l e n résulte q u e , lorsque m cro ît i n d é f i n i m e n t 

par va leurs pos i t ives , on a 

. . . 
h Jim - — = Xi. 

S i l ' o n pose 
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c o m m e toutes les fract ions s o n t p o s i t i v e s , o n a 

t 

d o n c , q u e l que soit m > o, 

I l s'agit de d é d u i r e de ( 10) l e c a l c u l de o u de 
^ i 

o u de tous les d e u x , avec te l le a p p r o x i m a t i o n q u e T o n 

v o u d r a ; l ' e x a m e n attent i f de l a q u e s t i o n montre q u e , 

p o u r le succès de cette r e c h e r c h e , i l c o n v i e n t de c o m -

mencer p a r « D e ( 1 0 ) o n t i r e X\ 
1 hm+% -h 1 __ J[_ I -4- e,n_+i 
h A h m -+-1 X\ i-i- Bm

 9 

d'où 

t , /v I I ^mhm+x -4- I i Ê w - e / n + 1 (10 ) T 7 : = > O. v 7 Xi h A m _! hfn-+-1 1 + 6'« 

I l est nécessaire, tout d'abord, de savoir ass igner 

l 'ent ier m ' , le p l u s pet it de préférence, te l q u e sous l a 

seule c o n d i t i o n m-îm', le p r e m i e r m e m b r e de ( i o ' ) 

reste m o i n d r e q u ' u n n o m b r e donné p o s i t i f e, a u s s i 

petit que l 'on voudra. 

Soit A ce premier membre, on a visiblement 

A < - 1 < 4 €'n 
X[ zm h r -+- i,n y 

d o n c , p o u r q u e A < e, i l suff ît q u e 

A i + t, 
d ' o ù 

/te 

n o m b r e p o s i t i f s i e < 3 , ce q u ' o n p e u t supposer . 
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M a i s Les i n d i c e s . » p i tous p r e m i e r s avec N 

des r a c i n e s $ 2 , % % , . . X i de l 'équat ion ( 6 ) sont tous 

s u p é r i e u r s kpt - f - 1 q u i est p a i r et, par conséquent, n o n 

p r e m i e r avec N ; i l en résulte q u e toutes ces rac ines 

sont supér ieures à j et, par conséquent, 

que 

( 

d'autre part, 

• • i ^ r ( s ) 
—(¥) < 
/ P I 7T \ 7T 

N 

< 

ou enfin 

on a donc 

|~(N — 2) n i 

/ N — 2 ir\ 
A 2 N/ 

t ang( — — + 

< - 4 h> 

w >i 1 

(i A)2m ' 

par suite, pour que A < s, il suffit que 

d'où i l est f a c i l e de d é d u i r e m ' . 

G e l a posé, s i l 'on veut a v o i r à 6 près ( 6 > 8 > o ) , 
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i l suff ira de fa ire e = p u i s , a y a n t d é t e r m i n é m ' , o n 

c a l c u l e r a h avec u n e a p p r o x i m a t i o n suffisante p o u r 

que, h! étant sa v a l e u r approchée, l a différence 

h Am>-.xhm' +i h' Am>-i h'™' i 

soit, en v a l e u r absolue, m o i n d r e que - i ce q u ' o n sait 

fa ire. L e second terme de cette différence sera a lors , 

quels que soient les sens des erreurs c o m m i s e s , l a v a -

l e u r approchée de — à 6 près. 

L e c a l c u l de p{ o u an+i s 'achève c o m m e dans le 

d e u x i è m e cas. S o i t l la v a l e u r approchée de ~ p r é c é -

d e m m e n t c a l c u l é e . 

S i Z <C i , o n e m p l o i e r a l a f o r m u l e ( 9 ) en y r e m p l a -

çant ~ par Z, et i l sera i n u t i l e de c a l c u l e r x{. 

S i Z > 1 , i l faudra e m p l o y e r la f o r m u l e ( 8 ) en y 

r e m p l a ç a n t xK par y -

D a n s ces d e u x cas, i l est c l a i r qu'on peut supposer 6 

assez pet it p o u r que a n + 1 , donné par l a f o r m u l e ( 7 ) , 

soit c o n n u à l ' u n i t é près, ce q u i suffit pour le déter-

m i n e r complètement . 

L e cas de l = 1 est à r e j e t e r , car p u i s q u ' o n ne peut 

pas a v o i r r i g o u r e u s e m e n t xK — 1 ( v o i r d e u x i è m e cas) , 

on p o u r r a t o u j o u r s p r e n d r e 9 assez pet it p o u r q u ' o n 

ait 

E n r é s u m é , dans tous les cas p o s s i b l e s , o n peut , par 

des opérat ions régulières, a l g é b r i q u e s o u n u m é r i q u e s 

e n partant des nombres donnés GL\ , CL2, . . ., Cttj, 
c a l -

c u l e r an H . ! d i r e c t e m e n t tout auss i b i e n que s i nous 

co n n a i s s i o n s u n e é q u a t i o n entre cette i n c o n n u e et ces 

données. C 'est ce q u e nous nous proposions d 'établ i r . 
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[ L ^ i e K L ' i * ] 

PROPRIÉTÉ DES CONIQUES ET DES QUADRIQUES 
A C E N T R E S ; 

P A R M . M A T H I E U W Ë I L L . 

I . C h e r c h o n s l 'enveloppe d'une droite, déf in ie par 

la c o n d i t i o n que la somme des carrés des distances 

de n points donnés d u p l a n , à cette droite, soit égale 

à une constante K 2 . 

P r e n o n s c o m m e axes des coordonnées les axes p r i n -

c i p a u x d ' i n e r t i e d u système des n p o i n t s ; nous aurons 

= o, 2^1 = 0, 2a?ijKi = o. 

S i la droite m o b i l e a p o u r é q u a t i o n 

on aura 

en posant 

x cosa + / cos (3 — p = o, 

cos2a -+- cos2 p — i — o, 
A cos2a -F- B cos2 p -F- np* — K2 = o, 

P r e n o n s le d é t e r m i n a n t f o n c t i o n n e l , et éga lons - le à 

zéro ; nous aurons l a r e l a t i o n 

x y —î 
cosa cos (3 o 

A cos a Bcosp np 

J o i g n o n s à cette r e l a t i o n 

x cosa -*r y cosp— p = o 
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et éliminons se; il vient 

A K î - B 
Y = COS P y J v np 

ou 
y cos{J# 

de m ê m e o n trouve 

K2 — B 
n 

X cos a 
K2 — A ~~ P 

d ' o ù l ' é q u a t i o n de l 'enveloppe 

x* y* 
K * — A + K * — B 

Q u a n t a u p o i n t de contact de l a droite avec son e n v e -

loppe, on l 'obt ient en projetant sur l a droite le centre 

des distances p r o p o r t i o n n e l l e s des points donnés, 

affectés de coefficients égaux à leurs d istances res -

pect ives à la droite (voir*na Note sur u n e propriété 

de certaines courbes et surfaces e n v e l o p p e s ) . 

E t u d i o n s le cas o ù la courbe est une e l l i p s e : le cas 

de l ' h y p e r b o l e donnera i t des résultats analogues. 

Supposons, d'abord, n = 2 , et d o n n o n s - n o u s une 

e l l i p s e 
X1 y2 
- . + - - 1 = 0, a 2 

O n trouve f a c i l e m e n t , en ident i f iant cette équat ion 

avec ce l le de l 'enveloppe, q u i est, i c i , 

x* y2 _ 
IV2 — A K* — B  

v 2 2 

q u ' i l existe, sur l e pet i t a x e , deux points fixes P et R , 



( 37S ) 
d o n t l a d i s t a n c e a u centre est y / a 2 — b2, et r é p o n d a n t 

a u p r o b l è m e ; d ' o ù r é s u l t e le théorème s u i v a n t : 

T H É O R È M E . — Il existe, sur le petit axe d'une 
ellipseP et à une distance du centre égale à C, deux 
points P et Q, tels que la somme des carrés de leurs 

distances à une tangente quelconque à Vellipse est 
constante et égale à 2a2. 

Supposons n = 3 ; nous aurons 
, y* 

K*— A K* — B 

et 

B = JK? -+-JK1 H-JKl, 

H- Xi -H #3 = o, 

y\-*r y* — ®, 

# i y i "+• #2y2 -+- ̂ 373 = 0. 

E l i m i n a n t x2, y^ # 3 , y*, i l v i e n t p o u r l i e u ] d u 

p o i n t a i yK et, par s u i t e , des d e u x autres p o i n t s , l ' e l l i p s e 
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a v e c 

A = K2 — 3 a 2 , 

B = K 2 — 362. 

L e s t r o i s p o i n t s f o r m e n t u n t r i a n g l e s e m i - r é g u l i e r 

i n s c r i t d a n s l ' e l l i p s e ( 2 ) ; d ' o ù r é s u l t e l e t h é o r è m e 

s u i v a n t : 

et une constante K 2 , il existe trois points fixes P , 
Q, R, tels que la somme des carrés des distances 
de ces trois points à une tangente quelconque à 
Vellipse est égale à K 2 . Ces trois points sont les 
sommets d'un triangle semi-régulier inscrit dans 
Vellipse 

O n p e u t r e m p l a c e r P , Q , R , p a r t r o i s a u t r e s p o i n t s 

f ixes P ' , Q ' , R ' , q u e l c o n q u e s , f o r m a n t u n t r i a n g l e 

s e m i - r é g u l i e r i n s c r i t d a n s cette m ê m e e l l i p s e . 

I l est i n u t i l e de s u p p o s e r n s u p é r i e u r à 3 , c a r o n 

T H É O R È M E . — Etant données une ellipse 

xi y2 

a ( K » — 3 a 2 ) 
3 

'2(K 2 —36 2 ) 
3 

Fig. 2. 

P -

o 0 

p' -

s a i t q u ' o n p e u t r e m p l a c e r l a s o m m e des c a r r é s d e s 

d i s t a n c e s de n p o i n t s f i x e s à u n e d r o i t e q u e l c o n q u e , 
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par l a somme des carrés des distances de trois p o i n t s 

fixes à cette dro ite , ces trois points ét^nt les sommets 

d ' u n t r i a n g l e s e m i - r é g u l i e r i n s c r i t dans une e l l i p s e 

ayant p o u r axes les axes p r i n c i p a u x d' inert ie d u s y s -

tème des n points ; ces trois points peuvent , d ' a i l l e u r s , 

être remplacés par t i o i s autres , ayant les mêmes p r o -

pr iétés . 

N o u s envisagerons, cependant, le cas de n — 4? en 
cons idérant quatre points P , Q , P ' , Q ' , s itués sur les 

axes de l ' e l l i p s e donnée, et s y m é t r i q u e s d e u x à d e u x 

par rapport a u centre. 

E n posant 
O Q = d, O P = d', 

o n trouve 
K2 

4- 2a2 = d'*~h 2 = 

D o n c , s i K 2 est d o n n é , les points sont d é t e r m i n é s ; 

o n a donc le théorème su ivant : 

T H É O R È M E . — Sur les axes d'une ellipse donnée, 
il existe quatre points fixes, symétriques par rap-
port au centre et tels que la somme des carrés de 
leurs distances à une tangente quelconque à Vellipse 
est égale à une constante donnée. 

I l faut qu'on a it K 2 > 4 # S p o u r que les points 

soient réels . 

E n p a r t i c u l i e r , s i l 'on a K 2 = les quatre points 

se r é d u i s e n t à t ro is , dont le centre, q u i compte p o u r 

d e u x , d'où u n énoncé intéressant. 

I l est f a c i l e de généra l i ser les résultats précédents. 

C h e r c h o n s l 'enveloppe d'une droite te l le que l a somme 

des carrés des distances de n po ints fixes a cette 

droite , m u l t i p l i é s respect ivement par des constantes 

a , , ou, . . . , soit égale à une constante K * . 

Ann de Mathémat., 49 série, t. XVIII. (Oct. 1918.) 29 
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En prenant pour axes de coordonnées les axes prin-

cipaux d'inertie ,du système des n points, affectés des 
coefficients aM a2 , on aura 

O L i X l - h . . - + - 0 L n X n = O , 

•+• a tyi -+-•..•+• OLnXn = O, 
+ = 

E n posant 
À sa 

B = 

on trouve p o u r é q u a t i o n de l 'enveloppe 

X1 yl ^ 
K*— A K*— B 

C G 

R é c i p r o q u e m e n t , u n e c o n i q u e à centre étant donnée, 

on peut envisager des points fixes attachés a cette 

e l l i p s e et répondant au p r o b l è m e posé ; d'où u n grand 

n o m b r e de propriétés n o u v e l l e s des coniques à centre. 

O n a, par e x e m p l e , le résultat su ivant ; p r e n a n t , s u r 

l 'axe focal de l ' e l l i p s e , d e u x p o i n t s c o n j u g u é s h a r m o -

n i q u e s par rapport a u x foyers, et K 2 étant une c o n s -

tante q u e l c o n q u e , o n p o u r r a t o u j o u r s t rouver d e u x 

valeurs a , , a 2 , tel les q u ' o n a i t 

8»-+-«***:=: K*, 

8, et S 2 étant les d istances des d e u x points fixes à u n e 

tangente q u e l c o n q u e à l ' e l l i p s e . L e s va leurs a , et tx2 

ne sont pas, nécessa i rement , pos it ives toutes les d e u x . 

I I . G h e r c h o n s l 'enveloppe d ' u n p l a n tel que l a 

somme des carrés des d istances de n points donnés 

à ce p l a n soit égale a une quant ité donnée K 2 . 
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En prenant pour axes de coordonnées les axes prin-
cipaux d'inertie du système des n points, nous aurons 

= o , = o, £* ! = <>, 
= O, £^1*1 = 0, = O. 

Posons 

2 ^ Î = A, S^J =c B, . = G, 

le p l a n m o b i l e a y a n t p o u r é q u a t i o n 

# cosa -+-JK cos {3 -h s cosy—/? = o; 

o n a u r a 
cos2a -h cos* ($ -+- cos®y = 

A cos2a -+• B cos2p -+- G cos2 Y -t- JI/?2 = KX 

N o u s e n d é d u i r o n s 

x y z 
A cosa B cos fi G cosy 

cosa cosji cosy 
x y — i 

A cos a B c o s p np 
cosa cos 6 o 

= o, 

S i l ' o n m u l t i p l i e les co lonnes d u p r e m i e r d é t e r m i -

nant par c o s a , cosjS, ç o s y , et s i l ' o n a j o u t e e n s u i t e l e s 

c o l o n n e s , o n d é d u i t 

d 'où 

X y P 
A cosa BcosfS K2 — np' 

cosa cos fi i 

X K* — 
n 

A cosa 
P 

y 
K2 — 

n 
B cosp 

P 
K5— G cosy 

a P 
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L ' é q u a t i o n de l ' e n v e l o p p e est d o n c 

x2 v2 z 2 
t— — - z . _4_ • — i — p • 

K 2 ~ A K 2 — B K 2 — G 
n n n 

c'est u n e q u a d r i q u e à centre. 

R é c i p r o q u e m e n t , c o n s i d é r o n s u n e l l i p s o ï d e rapporté 

à ses axes et u n p l a n tangent 

x cosa 4 - y cos^-+- z cos y — \Ja1 cos2a -H b~ co s 2 (3 - B c2 C O S 2 Y -

E x p r i m o n s q u e la s o m m e des carrés des d i s t a n c e s de 

d e u x p o i n t s f ixes à u n p l a n tangent q u e l c o n q u e est 

constante, n o u s a u r o n s 

x' -+- x" = o, x'y' -h x"y" =• o, 
y ' y " = o, x"z" = o, 
z' -{- z" — o, y' z' y" z" — o. 

O n e n d é d u i t q u e d e u x des q u a n t i t é s y \ z' sont 

n u l l e s ; soit , par e x e m p l e , 

x' ~ o, y' — o ; 
d ' o ù 

x" — o, y" = o, 

K2 

a 2 = 62 = — • 
2 

D o n c , l ' e l l i p s o ï d e est de r é v o l u t i o n a u t o u r d u p l u s 

pet i t de ses axes, et s u r l 'axe de r é v o l u t i o n i l ex iste 

d e u x p o i n t s P , Q , s y m é t r i q u e s par r a p p o r t a u centre 

de l ' e l l i p s o ï d e , et tels q u e l a s o m m e des carrés des 

d i s t a n c e s de ces d e u x p o i n t s à u n p l a n tangent q u e l -

c o n q u e est égale à 2 a 2 . * 

U n e l l i p s o ï d e étant d o n n é , c h e r c h o n s trois, p o i n t s 

fixes tels q u e l a s o m m e des carrés de l e u r s d istances 

à u n p l a n tangent q u e l c o n q u e à l ' e l l i p s o ï d e soit égale 
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à u n e constante K 2 ; o n trouve, f a c i l e m e n t , les c o n d i -
t io i is 

x'-\- x'" = O, 
y •+• y + O, Zx'x'ï* o, 
z 4 - Z 4" zm = o} Sy'z' = O, 

et, en posant 

S A ? ' 2 = A , z y * = B , S Z '* = C , 

o n trouve 

A 3 a« = B -H 3 ¿>2 = G 4- 3 c2 = K2. 

D ' a u t r e part, le d é t e r m i n a n t 
x' x" xm 

y y y 
z' z" zm 

est, é v i d e m m e n t , n u l ; donc son carré est n u l ; or , c e 

carré n'est autre que A , B , C . 

O n a donc 
A, B, C = o. 

P a r su ite , les trois po ints , s ' i l s existent, sont dans l ' u n 

des p lans p r i n c i p a u x de l ' e l l i p s o ï d e . 

S o i t , par e x e m p l e , A = o, d'où % r =z oc" = x f f / = o 

O n a a lors 
y + . y+ y=<>, 
Z -f- z'f 4 - Zm = O, 

yt + y* + . y"2= B , 

L ' é l i m i n a t i o n de y " , yh, ¿\ zm donne p o u r le lieu* 

d u p o i n t x ! y et, par s y m é t r i e , des d e u x autres p o i n t s r 

la c o n i q u e 
yt z2 
J T 
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et l 'on a 

B = K2 — 362 = 3 a 2 — 362 , 

C = K2— 3c2 = 3a*—3c 2 , 

K2 = 3 a 2 . 

O n peut d o n c d i r e q u ' i l ex iste, dans le p l a n des yz, 
trois p o i n t s fixes P , Q , R tels que la somme des carrés 

de leurs distances à u n p l a n tangent q u e l c o n q u e est 

constante. O n peut r e m p l a c e r le système de ces trois„ 

points par une i n f i n i t é d'autres systèmes; c h a c u n d'eux 

est const itué par les sommets d ' u n t r i a n g l e s e m i -

r é g u l i e r i n s c r i t dans l a c o n i q u e 

JK2 £2 

2(a 2 — b*-) ̂  2 (a 2 — c2) ~ l ' 
m 

Résultats analogues p o u r les d e u x autres p l a n s p r i n -

c i p a u x de l ' e l l i p s o ï d e . 

Des cons idérat ions d u même genre c o n d u i s e n t encore 

a u résultat s u i v a n t : Sur les axes d'un ellipsoïde oji 
peut trouver six points, deux à deux symétriques 
par rapport au centre, et tels que la st>mme des 
carrés de leurs distances à un plan tangent quel-
conque est constante. 

A p p e l o n s d 2 , d ' 2 , d l e s carrés des distances de 

ces points a u centre, et K 2 l a constante, o n trouve 

d 2 -f- 2 a 2 = ¿f2 -h 2 &2 = d"1 -h 2 c2 = — • 
2 

D o n c , p o u r une v a l e u r donnée K 2 , l e p r o b l è m e a 

u n e s o l u t i o n ; s i K 2 n'est pas donné, le p r o b l è m e a u n e 

s i m p l e i n f i n i t é de s o l u t i o n s . O n peut é v i d e m m e n t 

c h e r c h e r , de m ê m e q u e nous l 'avons fait e n G é o m é t r i e 

p l a n e , des points fixes tels que les distances de ces 

p o i n t s à u n p l a n tangent q u e l c o n q u e soient l iées par 
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l a r e l a t i o n 

a , , ou, . . . , oini K 2 étant des constantes. 

[F8 / j3 ] 

SUR LES CERCLES DE PAPPUS : FORMULE DE PAPPUS, 
FORMULE DE SCHUBERT GÉNÉRALISÉE ; 

P A R M . G . F O N T E N É . 

1. Préliminaires. — É t a n t d o n n é s d e u x c e r c l e s 

quelconques ( O ) et ( C K ) , dont n o u s s u p p o s e r o n s , p a r 

e x e m p l e , q u e P u n est i n t é r i e u r à P a u t r e , s i l ' o n c o n s i -

dère u n e su i te de c e r c l e s (co) tangents à c h a c u n des 

cerc les donnés et tels q u e d e u x c e r c l e s c o n s é c u t i f s 

sont tangents entre e u x , i l e x i s t e entre d e u x c e r c l e s 

c o n s é c u t i f s de cette sér ie u n e r e l a t i o n d o u b l e m e n t 

q u a d r a t i q u e . S i p est le r a y o n de l ' u n de ces c e r c l e s , 

y l ' o r d o n n é e d u centre r e l a t i v e à l a d r o i t e O O ' , l a 

r e l a t i o n entre p et y est de l a forme 

y» = a p* -f- b p -t- <?, 

c o m m e o n l e v o i t , e n observant q u e l e l i e u d u p o i n t w 

est une c o n i q u e de foyers O et O ' ; o n d é t e r m i n e les 

constantes e n fa isant y = o> p u i s p = o. S i l ' o n pose 

p , q = l - ( r - r ' ± d } ( r > r ' > , 

o n t r o u v e 
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o n p e u t é c r i r e , e n i n t r o d u i s a n t ~ et i , 
r P P' 

f~(r — r ' ) 2 — ¿/2 _ _ 1 « 

1 P ' ' } \ = 
( r - f - r ' ) 2 — r f 2 p2 

L e système des c e r c l e s (to) p e u t se f e r m e r a v e c 

p c e r c l e s , sous u n e c o n d i t i o n entre d, R , R 7 . 

2. Cercles de Pappus. — Lorsque les deux cer-
cles (O) et (Or) sont quelconques, les quantités pn 

et yn relatives au cercle (<*>«) ne s'expriment pas 
en fonction algébrique de n ; mais cela se produit 
lorsque lés deux cercles (O) et (O') sont tangents : 
on a alors les cercles de Pappus, qui offrent ainsi 
un cas de dégénérescence des formules. 

T H É O R È M E . — Considérons (fig. Î ) deux cercles (O) 
et (O r), tangents intérieurement au point G, et une 

Fig. i. 

suite de cercles (<o_2), (<*>-*)> (<*><>)> (<*>4), (w2), 
dont chacun touche les deux cercles (O) et (O'), 
dont chacun est, en outre, tangent au précédent; le 
sens des indices croissants étant celui de Içl figure, 
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le rayon p„ du cercle d'indice /i, et Vordonnée yn 

de son centre par rapport à la droite CB, comptée 
positivement au-dessus de GB, sont donnés par les 
formules 

ap» 2po 

(» ) - 1 - ¿ . ^ Î J Z t + nY, ?n po rr \ p0 / 

cette dernière formule est de la forme 

— = A + B n + C/i*. 

3 . L a formule ( i ) . — E n inversant figure p a r 

rapport a u pôle C , on transforme les cercles ( O ) e t ( O ' ) 

en d e u x droites, q u i sont par e x e m p l e les tangentes 

en B et en A a u x cerc les d o n n é s ; o n a a lors , les cercles 

transformés (u>') étant égaux, et les i n d i c e s croissant 

c o m m e i l a été d i t , 

OU 
yn yn-1 _ r . 
2 p 2 p 

comme le rapport — se conserve par homothét ie , o n a 
P 

auss i 

( a ) 1*L — Z » = 
2p* 1 

on en d é d u i t la f o r m u l e ( i ) . P a p p u s ( C o l l e c t i o n s ma-
thématiques, L i v r e I V , t h . X V ) donne la r e l a t i o n ( a ) 

sous l a forme 
yn __ yn—l ^ pft—1 . 
2prt 2pn-! ' 

i l n ' é c r i t pas l a f o r m u l e générale ( i ) . M a i s i l e n donne 

d e u x cas p a r t i c u l i e r s : d 'une part, l e cas o ù le c e r c l e (w0) 
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est décrit sur AB comme diamètre, et l'on a alors 

( O yn'=z2ç>axn; 

d ' a u t r e p a r t , l e cas o ù l e c e r c l e (<*>0) est t a n g e n t à l a 

d r o i t e A B , et l ' o n a a l o r s 

(O (n-h^y 

L a r e l a t i o n ( a ) p e u t ê t r e r e g a r d é e c o m m e r é s u l t a n t 

de l a d é c o m p o s i t i o n d ' u n e r e l a t i o n d o u b l e m e n t q u a -

d r a t i q u e 

W 

4 . La formule ( 2 ) . — L e l i e u d e s p o i n t s w, a v e c 

w O + w O ' = r + r\ 

est u n e e l l i p s e de f o y e r s O et O ' , p a s s a n t e n C , et 

l ' o n a 

2 fl=.r+r', 2C — d — r — r \ 6 2 = ; v ' . 

S i o n , 1 a r a p p o r t e à ses a x e s , et s i l ' o n o b s e r v e q u e 

p s ' e x p r i m e l i n é a i r e m e n t e n f o n c t i o n d u r a y o n v e c -

t e u r . O 'CJ , p a r s u i t e e n f o n c t i o n de l ' a b s c i s s e x d u 

c e n t r e u>, q u e , d ' a i l l e u r s , y est n u l p o u r p = o o u 

p = d , o n p e u t é c r i r e sans c a l c u l 

, 4 rr' , , f 4 rr' b2 c21 

y* rr' / 1 1 \ 
4p2 d \ p d)' 

o u , a v e c l ' i n d i c e n , 
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e n retranchant de cette f o r m u l e l a f o r m u l e analogue 

p o u r T i n d i c e o, et e n tenant compte de l a f o r m u l e ( i ) , 

o n obt ient l a f o r m u l e ( 2 ) . L e s constantes y Q et p0 des 

f o r m u l e s ( 1 ) et ( 2 ) sont l iées par l a r e l a t i o n ( § ) ; o n 

p e u t se d o n n e r — et c a l c u l e r p«. 

D a n s les Nova Acta de l ' A c a d é m i e de S a i n t - P é t e r s -

b o u r g , t . X , 1 7 9 3 , p . 7 4 , u n géomètre, n o m m é F . - T . 

S c h u b e r t , en vue de démontrer les f o r m u l e s ( i / ) e t ( i ' / ) 

de P a p p u s , a obtenu, de proche en proche, le résultat 

a u q u e l c o n d u i t l a f o r m u l e ( f i ) dans les d e u x cas p a r -

t i c u l i e r s a u x q u e l s correspondent ces f o r m u l e s ( i ' ) 

e t ( , " ) : 

, „ 1 1 d (2') — = -> 4 ^n1, 
P» d r r 

1 i d ( i\» (2") — = - h ; U + - ; 
p„ d rr'\ 2 / 

i l donne seulement ces formules résolues par rapport 

à o» au l i e u de 
P» 

5. Cas où les cercles (O) et (Or) sont tangents 
extérieurement. — I l faut a l o r s , a u second m e m b r e 

de l a f o r m u l e ([}), r e m p l a c e r — par — c e q u i ne m o -

dif ie d ' a i l l e u r s pas l a f o r m u l e (2) : 

rJ pn d rr'\ipa/ 

P a r m i les cercles (co), i l en existe i c i u n et u n seul 

q u i enveloppe les cerc les ( O ) et ( O ' ) ; le r a y o n de ce 

c e r c l e doit être considéré comme négat i f dans les f o r -

m u l e s . S i , c o m m e dans l a figure 2 , ce cerc le est le 

cerc le (to0), i l faut faire p o < ° > c'est a i n s i q u e , p o u r 

y 0 = r o, l a f o r m u l e [ f i ] d o n n e p 
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6 . Formule pour un cas particulier* — L e s d e u x 

cerc les ( O ) et ( O ' ) étant tangents e x t é r i e u r e m e n t 

(fi{g. 2), si Von prend comme cercle (<o0) la conique 
formée d'une tangente commune extérieure et de 
la droite à l'infini, p0 et y0 sont i n f i n i s , avec 

yo _ -*r\/~r7 
2p0 d 

la tangente c o m m u n e extér ieure étant c e l l e dont les 

Fig. 2. 

v cT o^ 

\fUAo) 

points de contact avec les cerc les ( O ) et O ' ) sont a u -

dessus de O O ' ; o n a a i n s i 

Yn " sfrr' 1 d ( 1J rr' \ ZJL + n — = —n\ v , -h n ; 2 pn d pfL rr \ d /' 

p o u r n = 1 et n = — 1 , o n a b i e n 

v/p, ^ ^ r /p^T y/r \ f ? 

La distance z du centre <0 à la tangente commune 
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q u ' o n p e u t é t a b l i r sous l a seconde forme e n i n v e r s a n t 

l a f igure p a r r a p p o r t a i i p o i n t de contact de l a tangente 

c o m m u n e a v e c l ' u n des c e r c l e s ( O ) , { O ' ) ; q u a n d o n 

change n e n — n , l a v a l e u r d u r a p p o r t n e change pas. 

P o u r n = 2 , le cerc le a>2 est tangent a t r o i s c e r c l e s ( O ) , 

( O ' ) , ( w , ) , tangents entre e u x d e u x à d e u x et q u i o n t 

u n e tangente c o m m u n e e x t é r i e u r e ; o n a a l o r s 

7. La figure 3. — L e cercle (to, ) de la figure 3 est 
tangent à trois c e r c l e s ( O ) , ( O ' ) , ( O f / ) , tangents d e u x 

à d e u x , et q u i ont l e u r s centres e n l i g n e d r o i t e . O n a 

a l o r s , e n c o n s i d é r a n t p a r e x e m p l e cette figure c o m m e 

u n cas p a r t i c u l i e r de l a f i g u r e 2, et e n a p p l i q u a n t la 

f o r m u l e [ P ] , 

z 

Fig. 3. 

C B 

JKt = 
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J'ai donné, dans la Revue de VEnseignement des 

Sciences, i ie année, p. 68, une démonstration par le 
calcul de la formule y{ = 2 . 

Chacun des trois triangles curvilignes situés au-
dessus de CB donne lieu à une série de cercles (<o); 
pour trois de ces cercles qui ont même indice, l'axe 
de similitude directe est la droite GB. 

[L*5b] 
SUR LA CONDITION POUR QUE LES TANGENTES AUX PIEDS 

DES NORMALES ISSUES D'UN POINT A UNE ELLIPSE 
TOUCHENT UN CERCLE; 

P A R M . F . B A L I T R A N D . 

É t a n t donnée l ' e l l i p s e q u i a p o u r équat ion t a n g e n -

t i e l l e 
a2 u,1 H- b% v1 — i = o, 

a i n s i q u ' u n p o i n t P ( a , (3) de son p l a n , on peut se pro-

poser de c h e r c h e r à q u e l l e c o n d i t i o n les tangentes a u x 

pieds des normales à l ' e l l i p s e issues de P enveloppent 

u n cerc le . 

O n sait que ces tangentes touchent une parabole, 

d ite « parabole de C h a s l e s », ayant p o u r équat ion tan-

g e n t i e l l e 

L ' e l l i p s e et la parabole d é t e r m i n e n t u n fa isceau tan-

gent i e l représenté par 

X ( A 2 U 2 4 - — I)-F- c*uv — {IU-f- «P ==O. 
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Pour qu'il renferme le cercle 

R2 ( u* 4- P2) — ( ux0 4- vyQ -+. I )* r= o, 

de centre ( # 0 , y<>) et d e r a y o n R , i l faut et i l suff it 

q u ' o n a i t 

Xa2 _ X62 X __ c2 _ J 3 g 
R 2 — R 2 — y \ ~~ 7 ~ ~ — — ^ o ' 

d'où, en é l i m i n a n t X , 

a • jj 

O n d é d u i t de l à les d e u x équat ions 

—y* c* = o, ± — ^ + ¿ = 0 . 

L a p r e m i è r e représente l ' h y p e r b o l e équi latère q u i a 

p o u r sommets réels les foyers i m a g i n a i r e s de l ' e l l i p s e 

donnée et l a seconde l a k r e u z c u r v e h y p e r b o l i q u e c o r -

respondante ; et l ' o n peut observer q u e ces d e u x 

courbes ne changent pas q u a n d on r e m p l a c e l ' e l l i p s e 

donnée par une e l l i p s e homofocale . 

L e s points de contact de l a parabole de C h a s l e s avec 

les axes ont p o u r équat ions 

c-ii z = o, c2p — P=o; 

ce sont donc les pro ject ions d u centre C d u c e r c l e sur 

les axes. Q u a n t a u x re lat ions 

e l les sont fac i les à interpréter g é o m é t r i q u e m e n t . E l l e s 

prouvent q u e les cercles tels q u e C détachent s u r les 

axes de l ' e l l i p s e , q u e l q u e soit le p o i n t P , des segments 

égaux a u x axes 2b et za de cette e l l i p s e . 

E n résumé on a l e s proposit ions suivantes : 
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i ° Le lieu des points P tel que les tangente$ aux 

pieds des normales à Vellipse, issues de ces points, 
enveloppent un cercle est la kreuzcurve hyperbolique 
correspondant à Vhyperbole équilatère 

x* — y 2 -4- c2 = o. 

20 Lorsque le point P décrit la kreuzcurve, le lieu 
des centres des cercles correspondants est Vhyperbole 
équilatère ci-dessus. 

3° Tous ces cercles détachent sur les axes des seg-
ments égaux aux axes ib et de Vellipse. 

4° L'ellipse donnée et un cercle déterminent un 
faisceau tangentiel de coniques qui renferme une et 
une seule parabole. On Vobtient en projetant le 
centre du cercle sur les axes et construisant la para-
bole qui leur est tangente en ces points. 

5° Le point P restant fixe, tous les cercles qu'on 
obtient en remplaçant V ellipse donnée par une ellipse 
homofocale quelconque sont concentriques. 

REMARQUES GÉOMÉTRIQUES SUR LA QUESTION DE CONCOURS 
DE L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE EN 1918; 

P A R M . P H I L B E R T D U P L E S S I S . 

i ° O n e n v i s a g e , d a n s cette q u e s t i o n , les p o i n t s c o m -

m u n s M et M 1 à u n c e r c l e fixe (to), a y a n t s o n centre à 

l ' o r i g i n e O , et à u n c e r c l e v a r i a b l e ( y ) passant par 

d e u x p o i n t s fixes À et B de O x ( * ). , 

(») Le lecteur est prié de faire la figure. 
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Si la corde commune au cercle (to) et au cercle 

décrit sur AB comme diamètre coupe O x au point N, 
ce point N est le centre radical du système formé par 
ces deux cercles et Pun quelconque des cercles (y). 11 
en résulte que toutes les cordes MW passent par ce 
point N. 

S i l e c e r c l e de d i a m è t r e A B passe p a r les p o i n t s o ù 

l e c e r c l e (to) est r e n c o n t r é p a r Oy, l e p o i n t N se c o n -

f o n d a v e c O et les points M et M ' sont diamétrale-
ment opposés sur le cercle (to). 

L e c e n t r e C ' d u c e r c l e ( y ' ) p a s s a n t p a r M et M ' et 

o r t h o g o n a l a u c e r c l e ( y ) , de c e n t r e G , n 'est a u t r e q u e 

l e p ô l e de M M ' p a r r a p p o r t à ce c e r c l e ( y ) . 

S i le p o i n t N se c o n f o n d a v e c O , a i n s i q u ' i l v i e n t 

d 'être d i t , o n a 

OC.O.C' = ~ - O M 2 . 

L e l i e u d u p o i n t C ' est d o n c i n v e r s e de c e l u i d u p o i n t C 

p a r r a p p o r t à O , et , c o m m e c e l u i - c i est l a d r o i t e é l e v é e 

à A B en son milieu, celui de G est un cercle passant 
par O et ayant son centre sur Ox. 

. 2 ° S i V et V ' s o n t les v i tesses des p o i n t s M et M ' , 

ces v i t e s s e s s o n t p r o p o r t i o n n e l l e s à N M et N M ; , 

p u i s q u e le p o i n t N est f ixe ; o n v o i t de p l u s q u ' e l l e s 

s o n t de m ê m e sens o u n o n , s u i v a n t q u e N est i n t é r i e u r 

o u n o n a u s e g m e n t N N ' . O n a d o n c , e n g r a n d e u r et 

s i g n e , 
V _ _ _ _ N M 

V ' ~ . N M ' " 

S i d o n c o n p r e n d s u r M M ' le p o i n t P , t e l q u e 

Y _ _ P M 
V ' - P M ' ' 

l e p o i n t P est l e c o n j u g u é h a r m o n i q u e de N p a r r a p -

Ann. de Mathémat4* série, t. XVIII. (Oct. 1918.) 3o 
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port à M et M ' . Ce point P décrit donc la polaire du 
point N par rapport au cercle (<o), droite p e r p e n d i -

c u l a i r e h O x . 

C O R R E S P O N D A N C E : . 

M. M. d'Ocagne. — Sur les centres de courbure des 
cissoïdes et conchoïdes. — M . B o u v a i s t v i e n t d ' i n d i -

q u e r , p o u r l a d é t e r m i n a t i o n des centres de c o u r b u r e 

des courbes dont le r a y o n v e c t e u r est une f o n c t i o n 

l i n é a i r e de c e u x d'autres c o u r b e s , comptés sur l a m ê m e 

d r o i t e ( N . A., 1 9 1 8 , p . 1 7 2 ) , u n e méthode q u i est 

i d e n t i q u e à ce l le q u e j ' a i fait c o n n a î t r e , e n 1 8 9 6 , dans 

mon Cours de Géométrie descriptive et de Géométrie 
infinitésimale ( p . 2 8 7 ) . Cette méthode repose s u r l a 

r e l a t i o n entre le centre de c o u r b u r e d ' u n e c o u r b e r a p -

portée à des coordonnées p o l a i r e s et l a n o r m a l e a u l i e u 

d é c r i t par l ' e x t r é m i t é de sa s o u s - n o r m a l e p o l a i r e . C ' e s t 

cette r e l a t i o n q u e M . B o u v a i s t a c h e r c h é à é t a b l i r e n 

résolvant le Problème II de sa N o t e . L a s o l u t i o n q u ' i l 

a trouvée n'est p e u t - ê t r e pas a u s s i s i m p l e que c e l l e 

d o n n é e à l ' e n d r o i t c i té ( p . 2 8 6 ) , q u e j ' a i d ' a i l l e u r s e u 

l ' o c c a s i o n de r a p p e l e r r é c e m m e n t dans les Nouvelles 
Annales ( 1918, p. 33). 

Je r e p r o d u i s le résu l tat de M . B o u v a i s t en m e s e r -

vant de ses p r o p r e s notat ions : s i l a n o r m a l e a u l i e u 

d é c r i t p a r l ' e x t r é m i t é N de l a s o u s - n o r m a l e p o l a i r e 

r e n c o n t r e O M e n P , et q u e H soit l e p i e d de l a p e r p e n -

d i c u l a i r e abaissée de P s u r l a n o r m a l e M N , et K le c o n -
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j u g u é h a r m o n i q u e de N p a r r a p p o r t à M et H , l e 

centre de c o u r b u r e y est le m i l i e u de N K . 

V o i c i m a i n t e n a n t l e résu l tat dont j e r a p p e l l e p l u s 

h a u t l ' o r i g i n e : s i la p e r p e n d i c u l a i r e élevée e n N à M N 

coupe O M en Q , le centre de c o u r b u r e y est s u r l a 

dro i te q u i j o i n t le p o i n t Q a u m i l i e u de N P . 

R a m e n e r l ' u n e à l 'autre ces d e u x c o n s t r u c t i o n s p e u t 

fa i re l 'ob jet d ' u n e x e r c i c e de G é o m é t r i e é l é m e n t a i r e à 

proposer à vos lect e u rs . 

M. L. Poli. — Au sujet de la question 1854 (1900, 
p. 2 8 8 ; 1 9 1 7 , p . 3 9 8 ) . — O n y d e m a n d e de tracer a u 

m o y e n de l a r è g l e s e u l e m e n t l ' h y p e r b o l e de K i e p e r t 

d ' u n t r i a n g l e , étant p lacés les sommets d u t r i a n g l e , les 

centres de ses c e r c l e s de N e u b e r g et les centres de ses 

cercles de Mackay. 
J ' i g n o r e ce q u e sont les cerc les de M a c k a y . P e u t -

être faut i l l i r e : les cerc les de MJ Cay. E n tout cas, 

proposée de cette seconde m a n i è r e l a q u e s t i o n est assez 

f a c i l e m e n t r é s o l u b l e et p e u t être de nature à intéresser 

quelque lecteur des Nouvelles Annales : 

Etant placés les 3 sommets d'un triangle, les 
3 centres de ses cercles de Neuberg et les 3 centres 
de ses cercles de My Cay, tracer par points et au 
moyen de la règle seuletnent l'hyperbole de Kiepert 
du triangle. 

* 

P o u r m é m o i r e : les cerc les de M ' C a y sont d é t e r -

m i n é s p a r le centre de grav i té d u t r i a n g l e et par d e u x 

sommets de son second t r i a n g l e de B r o c a r d . ( C / . p a r 

exemple F . G . M . , Exercices de Mécanique, p. 704.) 
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BIBLIOGRAPHIE. 

MAURICE D ' O C A G N E . — Cours de. Géométrie pure et appli-
quée de VEcole Polytechnique, t. II. i volume in-8 (a5-i6) 
de 364 pages, avec 299 figures. Paris, Gauthier-Villars, 
1918. Prix : i8 f r. 

D a n s le compte r e n d u d u T o m e I d u Cours de M . M . 

d ' O c a g n e ( ' ) , j ' a i i n d i q u é les idées d i r e c t r i c e s de r e n -

se ignement a c t u e l de la G é o m é t r i e à l ' E c o l e P o l y t e c h -

n i q u e . L e T o m e I I , consacré à des a p p l i c a t i o n s 

d iverses, est p a r t i c u l i è r e m e n t propre à i l l u s t r e r le 

caractère de cet ense ignement, dont le b u t essentiel 

est, j e le r a p p e l l e , de montrer , par la var iété des sujets 

abordés, les ressources qu'offre la G é o m é t r i e p u r e dans 

l 'étude des quest ions les p l u s d i s s e m b l a b l e s . E n v o i c i 

l 'analyse s o m m a i r e : 

Cinématique appliquée. — O n étudie les m é c a -

n i s m e s entrant le p l u s c o u r a m m e n t dans la c o m p o s i t i o n 

des m a c h i n e s ou présentant u n intérêt p a r t i c u l i e r : 

engrenages, courbes roulantes , cames, e x c e n t r i q u e s , 

systèmes a r t i c u l é s p lans et gauches. L e C h a p i t r e se 

t e r m i n e par l ' e x p o s i t i o n des méthodes r é c e m m e n t 

inventées dé la Cinématique graphique, qui per-
mettent de d é t e r m i n e r , par des construct ions s i m p l e s , 

les vitesses et les accélérat ions de d i v e r s points d ' u n 

m é c a n i s m e p l a n . 

( l ) Nouvelles Annales, novembre 1917, p. 428. 
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Stéréotomie. — L a S t é r é o t o m i e , q u i f o u r n i t d'assez 

j o l i e s a p p l i c a t i o n s de l a G é o m é t r i e d e s c r i p t i v e , m é r i t e 

à ce t i t re de ne pas être c o m p l è t e m e n t e x c l u e de l ' e n -

s e i g n e m e n t . O n é t u d i e q u e l q u e s - u n e s des voûtes les 

p l u s intéressantes sous l e r a p p o r t de l ' a p p a r e i l l a g e : 

a r c h e e l l i p t i q u e , descentes, a r c h e b i a i s e , b e r c e a u 

coudé, t r o m p e c y l i n d r i q u e e n t o u r r o n d e , a r r i è r e -

v o u s s u r e de M a r s e i l l e , voûte s p h é r i q u e , voûte d'arêtes 

e n t o u r r o n d e . 

Statique graphique. — A p r è s l ' e x p o s i t i o n des 

tracés f o n d a m e n t a u x reposant s u r la c o n s i d é r a t i o n d u 

p o l y g o n e f u n i c u l a i r e , v i e n n e n t les a p p l i c a t i o n s a u x 

systèmes r é t i c u l a i r e s ( m é t h o d e des sect ions, méthode 

des n œ u d s ) et à la d é t e r m i n a t i o n des forces é l a s t i q u e s 

dans les p i è c e s chargées. 

Calcul graphique. — C e C h a p i t r e et les s u i v a n t s 

sont consacrés à des s u j e t s q u i seront n o u v e a u x p o u r 

b e a u c o u p de l e c t e u r s . I l est tra ité, dans c e l u i - c i , de la 

r é s o l u t i o n g r a p h i q u e des é q u a t i o n s ( é q u a t i o n s l i n é a i r e s , 

méthode des orthogones p o u r les é q u a t i o n s a l g é b r i q u e s 

de degré q u e l c o n q u e ) ; des courbes i n t é g r a l e s et de 

l e u r tracé a p p r o x i m a t i f par la méthode de M a s s a u . U n e 

a p p l i c a t i o n i m p o r t a n t e est faite à la c o n s t r u c t i o n des 

l i g n e s d'efforts et de m o m e n t s f léchissants e n S t a t i q u e 

g r a p h i q u e . L e C h a p i t r e se t e r m i n e p a r l ' i n t é g r a t i o n 

g r a p h i q u e a p p r o x i m a t i v e des é q u a t i o n s d i f f é r e n -

t i e l l e s . 

Calcul grapho-mécanique. — D e s c r i p t i o n et 

t h é o r i e de d i v e r s a p p a r e i l s d ' i n t é g r a t i o n m é c a n i q u e : 

p l a n i m è t r e s , intégromètres , a n a l y s e u r h a r m o n i q u e , 

i n t é g r a p h e s . • 
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" Nomographie. — L ' a u t e u r a r é s u m é i c i les fa its les 

p l u s i m p o r t a n t s de l a s c i e n c e dont i l est, c o m m e o n 

sa it , l e f o n d a t e u r . I l passe e n r e v u e les n o m o g r a m m e s 

à e n t r e - c r o i s e m e n t s (abaques cartés iens , h e x a g o n a u x ) ; 

les n o m o g r a m m e s ¿ a l i g n e m e n t s , où la c o n s i d é r a t i o n des 

coordonnées p a r a l l è l e s r e n d de grands s e r v i c e s ; p o u r 

les é q u a t i o n s à p l u s de tro is v a r i a b l e s , les n o m o -

g r a m m e s à d o u b l e a l i g n e m e n t , les systèmes cotés 

m o b i l e s . A t itre d ' a p p l i c a t i o n , i l é t u d i e e n d é t a i l la 

r é s o l u t i o n n o m o g r a p h i q u e des t r i a n g l e s s p h é r i q u e s . 

U n Appendice r e n f e r m e des notes c o m p l é m e n t a i r e s : 

sur les systèmes a r t i c u l é s ( t h é o r è m e de K e m p e , e n 

vertu d u q u e l toute courbe a l g é b r i q u e peut être d é c r i t e 

a u m o y e n d ' u n système a r t i c u l é ) ; s u r la stat ique g r a -

p h i q u e de l 'espace ; s u r l ' i n t é g r a t i o n g r a p h o - m é c a n i q u e 

de l ' é q u a t i o n de R i c c a t i ; sur l ' a p p l i c a t i o n de la N o m o -

g r a p h i e à l ' i n t é g r a t i o n g r a p h i q u e . 

O n v o i t q u e l l e est la r i c h e s s e de cet O u v r a g e , où 

l ' o n trouve p o u r la p r e m i è r e fois l ' e x p o s i t i o n d i d a c -

t i q u e de méthodes récentes ( c i n é m a t i q u e g r a p h i q u e , 

c a l c u l g r a p h i q u e , i n t é g r a t i o n m é c a n i q u e des é q u a t i o n s 

dif l férent iel les) q u e l ' o n ne p o u v a i t guère é t u d i e r j u s -

q u ' i c i q u e dans des M é m o i r e s souvent a r d u s . I l c o n -

v i e n t d ' a j o u t e r q u e la p l u p a r t des d é m o n s t r a t i o n s sont 

o r i g i n a l e s , en sorte q u e le l i v r e porte presque à c h a q u e 

page la m a r q u e de son a u t e u r . 

I l serait trop l o n g de s i g n a l e r l ' e x c e l l e n c e des d é t a i l s . 

Je v e u x s e u l e m e n t a t t i r e r l 'attent ion s u r l ' h e u r e u s e 

n o t i o n des modules, dont l ' e m p l o i s y s t é m a t i q u e s u p -

p r i m e b i e n des i n c e r t i t u d e s dans la c o n s t r u c t i o n et 

l ' i n t e r p r é t a t i o n des d i a g r a m m e s par l e s q u e l s o n t r a -

d u i t les r e l a t i o n s n u m é r i q u e s . R . B . 
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QUESTIONS. 

2368. Parmi les cubiques qui se transforment en elles-
mêmes par la transformation par points réciproques par 
rapport à un triangle donné, on considère celles qui sont les 
lieux des points tels que les droites qui les joignent à leurs 
réciproques passent par un point fixe P; on sait que la cubique 
correspondant au point P touche au centre de gravité G la 
droite GP. Les perpendiculaires élevées sur la droite GP aux 
points où elle coupe les côtés rencontrent celles élevées en G 
sur les médianes correspondantes en trois points en ligne 
droite; démontrer que cette droite passe par le centre de 
courbure de la cubique au point G. 

En déduire que le lieu des centres de courbure de toutes 
les cubiques considérées au point G est une cubique qui 
devient une trisectrice de de "Longchamps quand le triangle 
est équilatéral. R. GOORMAGHTIGH. 

2369. Démontrer que le faisceau des ellipses inscrites dans 
un losange constitue la projection commune, sur Je plan de 
la figure, des lignes de courbure d'un système d'ellipsoïdes 
admettant chacun pour section principale moyenne une de 
ces ellipses, et, se donnant le point de contact de l'une d'elles 
avec un côté du losange circonscrit, construire géométri-
quement les longueurs des axes de l'ellipsoïde correspondant. 

M . D ' O C A G N E . 

2370. Lorsqu'un cercle roule sur une droite, le symétrique 
du centre de courbure de la roulette décrite par un point M, 
invariablement lié au cercle, par rapport au centre instantané 
de rotation, se trouve à chaque instant sur la polaire du 
point M par rapport au cercle roulant. A. P E L L E T . 

2371. Soient, à un instant I, le centre instantané et Ii le 
point diamétralement opposé à I sur le cercle des centres, 
dans le mouvement d'une figure plane; G le centre de cour-
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bure de la roulette décrite par un point M de cette figure; la 
polaire du point M, par rapport au cercle ayant C pour centre 
et C I pour rayon, passe par le point I T . A . P E L L E T . 

- 4 - 0 0 

2372. 6 (a?) étant la fonction de Jacobi, ^ q^xn=z 6 (x), 
— oo 

convergente pour toutes les valeurs de .r, module de q étant 
inférieur à i, la dérivée de cette fonction, on a : 

^«i + i) = (— i)nq-{n* + Zn) Q'(_ gï 

A . P E L L E T . 

ERRATA. 

Page 2b, ligne 8, au lieu de 0 29, lire Ox%q. 
Page i55, ligne i3, au lieu de JCJI5, lire 1 9 1 2 ; ligne 19, au lieu 

de quadrique, lire quartique. 
Page 193, ajouter après la ligne 4 : 
Posons 

— u — iv f 

il vient après simplification 

et __ 
mi 4 / 1 

7 = v X i + V Xf 

Telles sont les deux formules que nous voulions établir. 
Page 236, la solution de M. Ph, du Plessis s'applique à la ques-

tion 2271, et non pas à 2278. Elle aurait dû prendre place page 23o. 
Page 309, supprimer les quatre premières lignes. 
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[M*3g] [M32] 

SDR LES FOYERS RATIONNELS D'UNE COURBE ALGÉBRIQUE 
PLANE 0(1 GAUCHE 

( E x t r a i t d'une lettre à M. L a i s a n t ) ; 

P A R M . P . A P P E L L . 

. . . D a n s une l e ç o n sur les foyers des c o n i q u e s faite 

à l ' E c o l e de Sèvres , u n e élève de tro is ième année, 

M 1 , c S e b a l d , a proposé d'appeler foyer d 'une c o u r b e 

a l g é b r i q u e u n p o i n t F , tel que l a d istance d ' u n p o i n t 

q u e l c o n q u e M de l a courbe à ce p o i n t F soit e x p r i m a b l e 

par une fonction rationnelle des coordonnées de M. 
Cette d é f i n i t i o n a été d iscutée par l ' e n s e m b l e des élèves 

de mathémat iques de t r o i s i è m e année. E l l e est a p p a r u e 

c o m m e féconde et c o m m e p o u v a n t donner l i e u à d ' i n -

téressantes a p p l i c a t i o n s : e l l e s'étend a u x l i g n e s dans 

l 'espace et a u x surfaces. C i t o n s notamment : 

i ° L ' a p p l i c a t i o n a u x ovales de Descartes ( f o y e r s 

dans le p l a n et dans l 'espace; re lat ions m é t r i q u e s 

correspondantes) ; 

2 ° L ' a p p l i c a t i o n a u x courbes u n i c u r s a l e s p l a n e s o u 

gauches ; 

3 ° L ' a p p l i c a t i o n à certaines courbes, p lanes o u 

g a u c h e s , déf inies par des re lat ions a l g é b r i q u e s entre les 

distances d ' u n q u e l c o n q u e de leurs points à des p o i n t s 

fixes ; 

E t c . 

M a i s avant de rédiger ces a p p l i c a t i o n s , n o u s 

Ann. de Matkèmat., 4* série, t. X Y I I I . ( N o v . 1918.) 3 l 
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v o u d r i o n s savoir s i l ' i d é e est n o u v e l l e . U n de vos 

lecteurs nous r e n s e i g n e r a c e r t a i n e m e n t . 

P o u r les courbes p l a n e s , l a d é f i n i t i o n des foyers , 

d'après P l u c k e r , est b i e n c o n n u e ( 4 ) ; u n p o i n t F est 

foyer pluckérien q u a n d , p a r m i les tangentes menées 

de ce p o i n t à l a courbe, i l e n est d e u x q u i ont p o u r 

coeff ic ients a n g u l a i r e s ± : i (axes r e c t a n g u l a i r e s ) . S i 

maintenant (a, ¡3) est un foyer rationnel, on a, pour 
tous les p o i n t s ( x , y ) de l a courbe, 

< C ) \(x - « ) « -4- ( J - P )« J Q S (x,y) = P 2 (x, J ) , 

P et Q dés ignant d e u x p o l y n o m e s en x et y . L e point 

(a , ¡3) est donc un foyer pluckérien, mais c'est un 
foyer pluckérien s p é c i a l , car les d e u x tangentes 

j - P = ± i ' ( a ? - - a ) 

i ssues de ce p o i n t sont multiples. 
A i n s i tout foyer r a t i o n n e l d ' u n e courbe plane est u n 

foyer p l u c k é r i e n , mais l a r é c i p r o q u e n'est é v i d e m m e n t 

pas exacte. L e s courbes q u i admettent des foyers 

rat ionnels sont des courbes spéc ia les . 

A j o u t o n s que les points de rencontre des courbes 

sont des points s i n g u l i e r s p o u r la courbe ( G ) . 

( L ) NIEWBNGLOWSKI, Géométrie analytique, t. I, p. 4 ' { 8 . 
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[M1] 
SDR LES COURBES ALGÉBRIQUES PLANES ; 

P A R M . R . B O U V A I S T . 

Je m e propose de d o n n e r des d é m o n s t r a t i o n s s i m p l e s 

d ' u n c e r t a i n n o m b r e de théorèmes très g é n é r a u x s u r les 

courbes a l g é b r i q u e s p l a n e s , dus à L a g u e r r e ( C o m p t e s 
rendus, i 8 6 5 ; Œuvres, p . 1 9 ) , t h é o r è m e s q u e cet 

é m i n e n t géomètre s'est b o r n é à é n o n c e r très b r i è v e m e n t , 

sans d o n n e r a u c u n é c l a i r c i s s e m o n t s u r l a façon d ' y 

p a r v e n i r . 

Je d é f i n i r a i tout d 'abord une t r a n s f o r m a t i o n c o r r é l a -

t i v e , q u i m e sera très u t i l e . 

Transformation corrélative. — S o i t u n système 

d'axes r e c t a n g u l a i r e s O y ; à t o u t p o i n t x,y d u p l a n 

j e fais c o r r e s p o n d r e u n e d r o i t e u , v, w , t e l l e q u e l ' o n 

a i t 
x _ y _ z 

u iv v iu 1 w 

et r é c i p r o q u e m e n t 

x — iy y — ix z 
u v w 

O n v o i t i m m é d i a t e m e n t q u ' a u x p o i n t s c y c l i q u e s 

c o r r e s p o n d e n t les axes de coordonnées et qu'à d e u x 

droites d u p l a n fa isant entre e l l e s u n a n g l e V , c o r r e s -

p o n d e n t d e u x p o i n t s tels q u e les coeff ic ients a n g u l a i r e s 

des droites q u i les j o i g n e n t à l ' o r i g i n e O , so ient l i é s 

p a r l a r e l a t i o n — = <?2lV. r - m* 
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Distançe de deux points. — S o i e n t , x{ yi} x3y2 

deux p o i n t s ; u%vKwK, u2 les droites c o r r e s p o n -

dantes; l a d i s t a n c e o des d e u x p o i n t s considérés est 

i 

ô = — (yx — yt)*]*, 

e l l e se transformera en l a r e l a t i o n 

s = — ^ - - ^ v r 
L \*>Î <*>*/ \ w t w t J J 

ou, en dés ignant par A et B , G et D les i n t e r s e c t i o n s 

de U\ vK u2v2w2 avec Ox et Oy, 

8 = C ) (m 
E n p a r t i c u l i e r , à u n p o i n t s itué à u n e d istance p de 

l ' o r i g i n e correspondra une droite coupant Ox et O r 
en A et B tels que 

Distance d'un point à une droite. — Soient 
( a ) = ( A ^ + B t r + C ) = o u n e droite , UQ 
p o i n t ; la d istance de B à (a) a p o u r express ion 

Aa?i-h Byi 0 = 

à ( a ) correspond un p o i n t A ( x 2 y 2 ) ? à B une d r o i t e ( b ) 7 

u \ vt wiy et l ' o n v o i t que 

g — 11X1 *** _ ^ 
ivy/ — 4 y i 1/— 4 ¿ 0 a o p 

Oi étant la distance de A à ( ¿ ) , 80 la d istance de O 

à ( 6 ) et a et fi les p r o j e c t i o n s de A sur les axes. 

E n p a r t i c u l i e r , la d istance 8 de l ' o r i g i n e à la droite (a) 
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u d e v i e n t 8 = 1 x , y étant les c o o r -

données de A . ; 

Puissance d'un point par rapport à une courbe. 
— S o i t 

y ) = <fm(x,y) H- <?/»-! ^ ) -H. . . -h <p0 = O, 

u n e courbe de degré m , ®i{oc, y) étant u n p o l y n o m e 

h o m o g è n e de degré i e n x et y; nous d é f i n i r o n s 

puissance du point x0y0 p a r rapport à cette c o u r b e 

l ' e x p r e s s i o n 

a u cas où la courbe cons idérée est c i r c u l a i r e , la p u i s -

sance 

A l a courbe f ( x , y ) = o correspondra dans l a t r a n s f o r -

m a t i o n i n d i q u é e u n e courbe dont l ' é q u a t i o n t a n g e n t i e l l e 

• 1> «V " sera, s i 1 o n pose À = — » u = — > 7 r w 4 w 

F ( X , FT) = < P W ( X - H T F X , F N - TX) H - -+- TFI,JA + I X ) - * - . . . 

F ( X , FJL) = FX) - H 2 < J » , « - t ( X , |JL) 4 - . . . + 2 l » i c p 0 ; 

n o u s d é f i n i r o n s puissance de la droite [¿o^-*-1 =° 
par rapport à cette~courbe, l ' e x p r e s s i o n 

N , F ( X 0 , F T 0 ) 

et l ' o n v o i t f a c i l e m e n t q u e l a p u i s s a n c e I I d ' u n p o i n t . 

x Q y o p a r r a p p o r t é f { 3 o , y ) = o et l a p u i s s a n c e D ' dé l a 
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droite correspondante *k0x - h y^y - h i = o par rapport 

à la courbe transformée sont l iées par l a r e l a t i o n 

n* = n'2(i)'M . 

R e m a r q u o n s enf in que l a p u i s s a n c e de l a droite y de 

l ' i n f i n i par rapport à la courbé F ( X , p.) = o est égale 

- j > $ o étant le terme constant de l 'équat ion. 
(A 0 A m ) 2 

A 0 et Am les coeff ic ients \ m et ¡JLw. 

N o u s démontrerons m a i n t e n a n t l a proposition sui-
vante : 

Soient f(x,y,z) = o, c p y , z) = o deux équa-
tions homogènes et de degrés m et n \ désignons par 

j R*=o( / , ?) , 
f i W / , < ? ) 

les résultats des trois systèmes d'équations 

/ ( a?, y, O) = o, I /(o, y, z) = o, l /<>, o, 2 ) = o, 
o(x,y,o) = o; ( y(o,y,z) = o; ( cp(#,o,z) = 0; 

s* x et y représentent des coordonnées cartésiennes, 
/es équations f = o, o = o représentent deux courbes 
planes, ¿es produits des abscisses et des ordonnées 
des points communs à ces deux courbes sont donnés 
par les expressions 

= ( - 0 
tt^oi/,?) 
R y ^ o C / » 

E n effet, les d e u x équat ions f(x,y, 3 ) = o, © JZ) = O 

représentent, dans u n système de coordonnées t r i l i -

néaires ayant p o u r t r i a n g l e de référence u n t r i a n g l e 
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A B C , B G — # = C A —y = o, À B = z = o , d e u x 

courbes p lanes ; é l i m i n o n s x entre ces d e u x é q u a t i o n s ; 

l e u r r é s u l t a n t sera 

tr,*) = Aoym/l + Aty»»'-*JS +.. . + 

égalé à z é r o ; i l représentera l ' e n s e m b l e des droites 

j o i g n a n t le p o i n t A , a u x p o i n t s c o m m u n s a u x d e u x 

courbes c o n s i d é r é e s ; s i A 0 = o , les d e u x courbes ont 

u n p o i n t c o m m u n s u r A B = z = o ; i l e n résulte q u e 

les d e u x équat ions / ( # , y , o) == o, JK? o ) = o q u i 

représentent r e s p e c t i v e m e n t les droites j o i g n a n t l e 

p o i n t G a u x points d ' i n t e r s e c t i o n de / = o, < p = o 

avec z = o a u r o n t u n e r a c i n e c o m m u n e , p a r su i te 

A 0 = K R Z = 0 ( / , © ) ; les propr iétés c l a s s i q u e s (degré et 

p o i d s ) des résultants m o n t r e n t d ' a i l l e u r s q u e K = i . 

N o u s a u r o n s de m ê m e Amn ~ K r = 0 ( f \ © ) ; or , dans l e 

système cartés ien p r i m i t i v e m e n t cons idéré, le r é s u l -

tant ¿K(y,z) = o, o ù l ' o n fait z= i , n'est autre q u e 

l ' é q u a t i o n a u x y des p o i n t s d ' i n t e r s e c t i o n de / = o, et 

de f = t o ; p a r su i te 

N o u s e n a r r i v o n s m a i n t e n a n t a u x p r o p o s i t i o n s à 

d é m o n t r e r . 

T H É O R È M E I . — Soient une parabole touchant deux 
droites rectangulaires Ox et O y en A et B, et une 
courbe algébrique plane de classe n1 les tangentes 
communes à ces deux courbes rencontrent les axes en 

Ai A-2. • . A2/1, B iB 2 . . .B 2 / , ; 
le produit 

n 11 
O A . P B 

O A J O A 2 . . .OAîn OBiOBz.. .OB 2 T T 
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est égal au carré de la puissance de la droite de 
Vinfini par rapport à la courbe considérée. 

Soiefnt e n effet 

F(X, FX) = ¡x) H - ^ - i C X , J J L ) - + - . . . - 4 - ^ 0 = 0 

e t 
a^Xfx -+- aX -F- PJX = o 

l a c o u r b e et l a p a r a b o l e c o n s i d é r é e ; s i A 0 et Am sont 

l e s c o e f f i c i e n t s de \ m et d a n s 4 > m ( X , u ) , n o u s a v o n s , 

d ' a p r è s l a p r o p o s i t i o n p r é c é d e n t e , 

XlX2. . .X2m fXi fx2. . mlLlm = — — . 

L e t h é o r è m e est d é m o n t r é . 

S i n o u s r e m a r q u o n s m a i n t e n a n t q u e l a t r a n s f o r m a -

t i o n c o r r é l a t i v e d é f i n i e p l u s h a u t f a i t c o r r e s p o n d r e à l a 

p a r a b o l e c o n s i d é r é e u n c e r c l e passant p a r l ' o r i g i n e et 

a y a n t p o u r r a y o n > n o u s p o u v o n s é n o n c e r l e 

t h é o r è m e s u i v a n t : 

T H É O R È M E 1 D E L A G U E R R E . — Si par un point M pris 
dans le plan d'une courbe algébrique plane, on 
mène un cercle quelconque, le produit des distances 
de ce point aux m points d'intersections du cercle 
et dè la courbe est égal à la puissance clu point M 
par rapport à la courbe multiplié par la nième puis-
sance du rayon. 

T H É O R È M E I I . — Le produit des coefficients angu-
laires des tangentes communes à une hyperbole 
équilatère ayant pour asymptotes les axes de coor-
données Ox et Oy et à une courbe algébrique plane 
quelconque est égal au carré du produit des coeffi-
cients angulaires des tangentes menées du point O 
à la courbe. 
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S o i e n t 

{ i ) K*uv — w* = o, 
<2) / ( M, C, <*>)== <j>m(u, ̂  + 

les équat ions tangent ie l les de l ' h y p e r b o l e et de l a 

c o u r b e cons idérée ; posons 

<prnO,e) = A 0 W W 4- A j . A / n P n , 

l ' é l i m i n a t i o n de w entre les équat ions ( i ) et ( 2 ) nous 

d o n n e r a , en posant — ^ =f= a , l 'équat ion a u x coeff ic ients 

a n g u l a i r e s des tangentes c o m m u n e s , é q u a t i o n q u i sera 

d e l a forme 

d ' o ù 

les coefficients a n g u l a i r e s ¡JI/j, ¡JL,, )xm des tangentes 
a l a courbe issues de l ' o r i g i n e étant r a c i n e s de l ' é q u a -
t i o n 

Aofx"* — Atn1»-*+...•+-( — A,n = o, 
•on a 

<*) I K'I = = ( ^ f ) , 

e t le théorème est démontré. 

O / le rapport ~ des coefficients a n g u l a i r e s de d e u x 

d r o i t e s , q u i n'est autre que le rapport a n h a r m o n i q u e 

d e la d i v i s i o n déterminée sur l a droite de l ' i n f i n i par 

les axes de coordonnées et ces d e u x droites, est te l q u e 

s i V est l 'angle des d e u x droites correspondant dans 

l a t ransformat ion a u x points à l ' i n f i n i des d e u x droites 

p r i m i t i v e s , o n a ~ = e î l V . 

S i nous r e m a r q u o n s maintenant qu'à l ' h y p e r b o l e 
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équi latère correspond u n c e r c l e de centre O , q u ' a u x 

points de contact des tangentes à l a courbe p r i m i t i v e 

correspondent les asymptotes de l a t ransformée, la r e l a -

t ion ( a ) q u i peut s 'écr i re 

1 (j/, |l/2 I2 _ fl2. . . \L.lm 

I M" 1 J M 2 7,1 

nous c o n d u i t à énoncer le théorème s u i v a n t : 

T H É O R È M E I I DE L A G U E R R E . — Si un cercle est tracé 
dans le plan d'une courbe pianella demi-somme des 
angles que font avec une direction arbitraire les 

•2 n rayons du cercle aboutissant aux points d'inter-
section est égale à un multiple de II près à la somme 
des angles que font les n asymptotes avec cette 
même direction. 

T H É O R È M E I I I . — Si M 4 , M 2 , désignent les 
m2 points dune courbe algébrique plane, tels que 
la tangente au point M/ rencontrant les axes Ox 

A* B • et O y en A / et B/, on ait ' * = n, on a, en dési-
A I M / 

gnant par a{ a^ ... am, bK b2 -*bm les points de 
rencontre de la courbe avec O x et O y, par II0 la 
puissance tangentielle de la droite de Vinfini par 
rapport à la courbe, la relation 

Oai 0 a2 .. .0 Cl ni m [ M — I\/w(m—1) ti a 
O A I O A * . . .0Am2 O B ! 0 B 2 . . . 0 B , N » ~~ \ N T ) 

L e s points Mt- sont en effet k l ' i n t e r s e c t i o n de l a courbe 

donnée 

avec la courbe 

?(*,y>*) = y ( — 1 )fy — *fx = o. 
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S i X i j ' i sont les coordonnées de M / , 

O A F O B * = - 2 — X I Y I . 
n — i 

O r nous savons q u e 

R z = 0 ( / ' , f ) est le résultant des d e u x équat ions 

= O, = O, 

ou, ce q u i r e v i e n t a u m ê m e , des d e u x équat ions 

*m(*,y ) = o, ny <P'my = o ; 

s i donc Qm(x, y) = a 0 xm-h a, xm~Ky -+-...-{- a m y m , 

O(//J A xy ^ 

ùkXy étant le d i s c r i m i n a n t de la forme y) = o ; 

nous aurons de m ê m e , en dés ignant par A x z , àyz les 

d i s c r i m i n a n t s des formes f ( x , o , z ) = o, / ( o , y , z ) = o, 

Rr=o(/, <p ) = a0 <i>0 Aa», R ^ o ( / , <J> ) = «m <>o * ( — 1 )m î 

d'où 
kxzAyz / n,— i 

d'où, s i l ' o n r e m a r q u e que A j ^ sont les 

coefficients des puissances de wm% um8 dans 

l 'équat ion tangent ie l le de l a courbe f ( x , y ) = o, o n a 

la r e l a t i o n cherchée 

Oal...OamObl...Obm _ ¡n-iyn(m-A) iii,. 
O A I . . . O A / L T ' O B T . . . O B ; *» \ ) 

I l suffit m a i n t e n a n t de r e m a r q u e r que, dans notre t r a n s -

format ion, à l a tangente A, -B / correspond u n p o i n t P / , 

te l que l a droite O P / .coupe l a tangente à la courbe t r a n s -
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formée e n P / sous u n a n g l e V , t e l q u e = — ^ f ' 

d ' o ù l ' o n d é d u i t ^ ^ = ( 2 s i n V ) 2 , q u e de p l u s à l a 

d r o i t e a i b i j o i g n a n t d e u x p o i n t s d ' i n t e r s e c t i o n de l a 

c o u r b e p r i m i t i v e avec les axes c o r r e s p o n d u n f o y e r r é e l 

de l a t r a n s f o r m é e , p o u r p o u v o i r é n o n c e r les théorèmes 

s u i v a n t s : 

T H É O R È M E I I I D E L À G U E R R E . — Si par un point O , 

pris dans le plan d'une courbe algébrique plane de 
degré n, on mène les ¡JL n droites qui la coupent 
sous un angle donné V, le produit de toutes les 
longueurs comprises entre le point O et les pieds de 
ces droites est égal au produit des distances du 
point O aux ¡JL foyers réels de la courbe, multiplié par 
la puissance du point O, le tout divisé par ( 2 sin V)w. 

T H É O R È M E I V D E L À G U E R R E . — Si par un point O , 

pris dans le plan d'une courbe algébrique plane de 
degré n, on mène les JJL —(— n normales à la courbe, le 
produit des longueurs comprises entre le point O et 
les pieds des normales est égal au produit des dis-
tances du point O aux ¡J. foyers réels, multiplié par 
la puissance du point O, le tout divisé par in. 

T H É O R È M E I V . — Si les asymptotes d'une courbe 
algébrique plane de degré m coupent les axes Ox 
et O y en A , A 2 . . . A m , B< B S . . . B m ; si 

sont les coordonnées des points de contact de la 
courbe avec les tangentes issues du point O; si la 
courbe coupe O x et O y 

en a\ a2 • « • ami t)\ o2 • • • t?m on a* 
en désignant par nJ le carré de la puissance tan-
gentielle de la droite de Vinfini par rapport à la 
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courbe, 

G* ni 
OA, O A s . . .OA,„ OBi OB 2 . . .OBm 

= tlg ViXi'..Xmim-l)yiyt'->ym(m-l}. 

E n effet, les p o i n t s de contact des tangentes à l a courbe 

f(x,y> z) = -+-. ..-hzf»<P0 =o. 

issues de l ' o r i g i n e , sont à l ' i n t e r s e c t i o n de cette courbe 

avec l a p r e m i è r e p o l a i r e de l ' o r i g i n e 

posons 

*m(v,y) = ao°°m•+* aix,n~ly -+-.. .-+• a,„ym, 

nous avons 

R 3 = o ( / , = 

e'tant le résultat de 4 > m = : o , <J>m_t = o. 
R-ar=o(/?©) e s t le. résultant de f ( o , y , z) = o et de 

f'z(o, j ' , <s) = o ; par suite 

R*=o(/,<p) = 4 » 0 A yz% 

Xyz étant le d i s c r i m i n a n t de l a forme / ( o , y, s ) = o ; 

de m ê m e 

étant le d i s c r i m i n a n t de la f o r m e / ( # , o, 3 ) = o, 

d'où 
AA?Z A Y * 

v m(m—i) y l y% ' .ymon-l) = 

L ' é q u a t i o n a u x coefficients a n g u l a i r e s des a s y m -

ptotes de f(x,y,z) — o est 4 > T O ( I , | J I ) et l 'asymptote 

correspondant à l a r a c i n e ¡JL, de cette é q u a t i o n est 
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I, [i-i ) 

y = a , x — —,—7—L—r ; nous avons par s u i t e 

OAtOA«.. . 0 A m 0 6 i O B j - . . ,OB m 

(— l)m [*&/n-l(l,f*t)' ' (l , 2 . 
JX| [i-2.. . \k,n [ ^ M M I O m ^ i i I I , ^ ) ] ' or i ( I , fX,). . .<ï>,n_i ( l , [ i m ) = â ( ) , 

A x y étant le d i s c r i m i n a n t de l a forme ( x , y ) , d'où 

x0zm t^xy 
d'où enfin 

O «i... O am O bx... 0 bn 
O A 1 . . . O B m O B 1 . . . O B / / 

= X\. . .&m(m-i)yi»-.ym(m-l) Hq-

Cette f o r m u l e , soumise a l a t ransformat ion corré lat ive 
i n d i q u é e , nous c o n d u i t a u théorème s u i v a n t : 

T H É O R È M E V D E L A G U E R R E . — Si par un point O 
pris dans le plan d'une courbe algébrique plane de 
degré /i, on mène des tangentes à cette courbe, le 
produit des longueurs comprises sur les tangentes 
entre le point O et les points de contact est égal au 
produit des distances du point O aux JJL foyers réels, 
multiplié par la puissance du point O ,le tout divisé 
par in et par le produit des distances de ce point 
aux asymptotes. 

D e nos théorèmes III et I V nous d é d u i r o n s le s u i -

vant : 

T H É O R È M E V . — SiM^ . . . , Mm* sont les m- points 
dune courbe algébrique plane, tels que la tangente 
au point M ¿rencontrant les axes Ox et Oyen&i 
et B/, Mi soit le milieu du segment A, B/, si les 
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asymptotes de la courbe rencontrent les axes en 

. 1 . si enfin xK y4,..xm(m^i}ym(m^n 

sont les coordonnées des points de contact de la 
courbe avec les tangentes issues de O, on a 

O A 1 . . . O A m » O B 1 . . . O B m » 

D e ce théorème se d é d u i t i m m é d i a t e m e n t le s u i -

vant : 

T H É O R È M E V I D E L À G U E R R E . — Si par un point O 

pris dans le plan dune courbe algébrique plane, 
on mène des tangentes et des normales à la courbe, 
le produit des longueurs comprises sur les tangentes 
entre le point O et les points de contact, multiplié 
par le produit des distances de ce point aux asymp-
totes, est égal au produit des longueurs comprises 
entre le point O et les pieds des normales. 

T H É O R È M E V I . — Si M N M 2 , M m t sont les M 2 

points d'une courbe algébrique plane de degré m, 
tels que la tangente à la courbe au point M/ cou-

A • B -pant les axes O x et O y en Ai etJii, on ait 1 1 = n ; A/ Mj 
si Von désigne par JJLM ¡JL2, [XM* les coefficients 
angulaires des droites OM,-, par P/P ¡¿'2, 
les coefficients angulaires des droites aibi joignant 
les points d'intersection de la courbe avec les axes; 
par u.j, ¡¿g, p-mfm.-i) les coefficients angulaires des 
tangentes à la courbe issues de O, on a la relation 
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E n eflet, e n e m p l o y a n t les n o t a t io n s d u t h é o r è m e I I Ï r 

_ Ry=o(/ i?) __ ao Axz 1 . . 
{X"1' ~ R , = o ( / , ? ) ~ î : ¿ T « ( n - « ) « ' 

or 

= ( - 1 )"< ri ri... ri», ^ •= ri ri... i) r «m Ajx, 

d ' o ù l a f o r m u l e à d é m o n t r e r . 

L e r a i s o n n e m e n t q u i n o u s a s e r v i à o b t e n i r l e t h é o -

r è m e II de L a g u e r r e t r a n s f o r m e r a cette f o r m u l e e n l e 

t h é o r è m e s u i v a n t : 

T H É O R È M E V I I D E L A G U E R R E . — Par un point O prisr 
dans le plan d'une courbe plane algébrique de 
degré n, menons les ¡A -f- n droites qui la coupent 
sous un angle donné V. Soient X2, ..., les 
angles que font ces droites avec un axe fixe arbi-
traire; soient fh-tf^i "")f[L les angles que font avec 
le même axe les droites joignant le point O aux 
JJL foyers réels et Ç2> • Ç« les angles de cet axe 
avec les asymptotes de la courbe. Tous ces angles 
sont liés entre eux par la relation suivante, qui doit 
être vérifiée à un multiple près de II : 

T H É O R È M E V I L — Si une courbe algébrique plane 
coupe les axes Ox et O y en aK a2... am, bK b2. •. bmi 

le produit des coefficients angulaires des droites 
aibi est égal au produit des coefficients angulaires 
des asymptotes de la courbe. 

Soient 

f(*,y> —^/«(¿p,.y) + y)-¥ ... 
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l e p r o d u i t des coeff ic ients a n g u l a i r e s des d r o i t e s a t b i 

est égal à ( — i ) m — ; le p r o d u i t des coeff ic ients a n g u -

l a i r e s des asymptotes]] est de m ê m e ( — i ) m — ; t h é o -

r è m e q u i n o u s c o n d u i t i m m é d i a t e m e n t a u s u i v a n t : 

T H É O R È M E V I I I D E L A G U E R R E . — Si par un point O , 

pris dans le plan d'une courbe plane algébrique, 
on mène des tangentes à la courbe, la somme des 
angles que font ces tangentes avec une direction fixe 
arbitraire est égale à la somme des angles que font 
avec cette même direction les droites joignant le 
point O aux foyers réels de la courbe. 

Remarque. — N o u s avons supposé dans toute cette 

étude q u e l a c o u r b e é t u d i é e n ' a v a i t p o i n t de s i n g u -

l a r i t é et n 'éta it n i c i r c u l a i r e n i tangente à l a dro i te de 

l ' i n f i n i ; i l sera i t f a c i l e de v o i r , e n e m p l o y a n t les m ê m e s 

méthodes q u e c i - d e s s u s , c o m m e n t dans ces h y p o t h è s e s 

se m o d i f i e n t les théorèmes i n d i q u é s , 

[ K l 2 e ] 
SUR DEUX POINTS DU PLAN D'UN TRIANGLE 

ET SUR UNE GÉNÉRALISATION DES POINTS DE BROCARD; 

PAR M; H, GOQRMAGHTIGH. 

D a n s le p l a n d ' u n t r i a n g l e A B C i l ex iste d e u x p o i n t s 

M , et M 2 tels q u e , s i a , , |34, y , et a 2 , J 2 d é s i g n e n t 

l e u r s p r o j e c t i o n s s u r les côtés BC, C A , A B , o n a i t 

B a t = oc2C = Cp, = ji2 A = A T l = y 2B. 
Ann. de Mathémat., 4* série, t. XVIII. ( N o v . 1918,) 3 2 
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N o u s n o u s p r o p o s o n s de s i g n a l e r q u e l q u e s p r o p r i é t é s 

r e m a r q u a b l e s de ces p o i n t s M f , M 2 et de c e r t a i n s autres 

c o u p l e s ¡JL0 ¡JL2 q u i g é n é r a l i s e n t e n m ê m e temps le p r é -

cédent et c e l u i des p o i n t s de B r o c a r d «»>4, 

1 . L e s p e r p e n d i c u l a i r e s élevées e n A , B , G s u r A B , 

B C , G A f o r m e n t u n t r i a n g l e A 4 B , C | s e m b l a b l e au 

t r i a n g l e A B C ( y £ £ . i ) ; o n m o n t r e a i s é m e n t q u e le r a p -

' Fig. i. 

port de s i m i l i t u d e est égal à l a cotangente de l ' a n g l e 

de Brocard V (voira ce sujet la Nouv. corresp. math., 
1 8 7 7 , p . 1 8 7 ) . G o m m e le p o i n t M 4 n'est autre q u e le 

centre d u c e r c l e i n s c r i t a u t r i a n g l e A ^ B j C , , o n a d o n c 

cette p r o p o s i t i o n : 

La valeur commune des segments Ba4, a 2 C, 
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C ¡3,, . . . est égale à r cot V ou 

a*b*c* 
~ T p — ' 

r désignant le rayon du cercle inscrit au triangle 
A B C et V Vangle de Brocard. -

Les points M4 et Ma sont symétriques par rapport 
au centre O du cercle ABC. 

2 . L e s droites homologues dans les t r iangles A B C , 

A , B , G , étant orthogonales, et le p o i n t O étant le p o i n t 

de L e m o i n e de ce d e r n i e r t r i a n g l e , on a l a p r o p o s i t i o n 

su ivante : 

La droite M4M2£s£ perpendiculaire à la droite IK 
joignant le centre I du cerle inscrit du triangle ABC* 
au point de Lemoine K de ce triangle. 

D e m ê m e les b issectr ices de A , B 4 C | sont p e r p e n d i -

c u l a i r e s à cel les de A B C ; on en d é d u i t a isément cette 

c o n s t r u c t i o n des p o i n t s M* et M 2 : 

Les bissectrices des angles A , B, C rencontrent 
en as,bK,C\ les médiatrices de C A , A B , BG; les per-
pendiculaires élevées en a4, ¿>l7 c{ sur les bissec-
trices A a 4 , B&<, Cc4 concourent en M4. De même 
les bissectrices de A , B, C rencontrent en a 2 , 62, ca 

les médiatrices de AB, BC, CA ; les perpendiculaires 
élevées en a 2 , &2, c2 sur A a 2 , B&2, Ce2 concourent 
en M 2. 

3 . Cercles I \ et T 2 . — D ' a p r è s l a dern ière p r o p o s i -

t i o n , les cercles de diamètres I M 4 et I M 2 passent r e s -

p e c t i v e m e n t p a r les points a 4 , 6 4 , c ( et a 2 , b2y e 2 ; n o u s 

dés ignerons ces cerc les p a r T 4 et r 2 et l e u r second p o i n t 

d ' intersect ion par R ( fig. 2 ) . 
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P r o j e t o n s I e n a.\ s u r M , a4 ; la r e l a t i o n B a , = r c o t V 

F i g . a. 

card : 

Si l 'on projette ï en a'x, , y', sur M, a, , M, ¡3,, Miy, 
et en a 2 , (3'2, y'2 sur M 2 a 2 , M 2 j 3 2 , M 2 y 2 , les droites 
Ba'j, CP',, Ay'j concourent en Vun des points de 
Brocard w,, les droites Ca'2, A [3',, Bv'2 concourent 
en l'autre point de Brocard 

O n d é d u i t f a c i l e m e n t de là cette p r o p r i é t é des 

r e r c l e s et T 2 : 

Le cercle T, passe par l'un des points de Bro-
4'ard le cercle T2 passe par Vautre point de 
Brocard <o2. 

Par s u i t e , les a n g l e s < o f R I et o > 2 R I sont é g a u x à V : 

L'un des points d'intersection des cercles I\,r2 

est le centre I du cercle inscrit, Vautre appartient 
au cercle de Brocard. 



4. L e s tr iangles et a2b2c2 sont semblables ; 

. leurs angles v a l e n t 

i ( B -h G), I (C-+-A) , ¿ ( A + B). 

S i © dés igne l 'angle que font entre e u x les côtés h o m o -

logues de ces d e u x tr iangles , o n a 

Z.bc(b*-+- c2) -h abcZa C O t * = 

L e s tr iangles a < 6 | C < et a2b2c2 sont h o m o l o g i q u e s 

avec le t r iangle A B C ; au m o y e n d'une c o n s i d é r a t i o n 

d'angles, on démontre f a c i l e m e n t ce théorème : 

Les axes d homologie A, et A2 des triangles as 64 c, ? 

A B C et a 2 6 2 c 2 , A B C sont les symétriques des côtés 
de A B C par rapport aux côtés correspondants des 
triangles a{ b{ cK et a2b2c2• 

L'angle des axes A4 et A2 vaut 2 y. 

D e ces propos it ions résulte encore la propr iété s u i -
vante : 

La droite de Simson de Mi par rapport au 
triangle aKbKcK est perpendiculaire à A(, b droite 
de Simson de M2 par rapport à a2b2c2 est perpen-
diculaire à Ao. 

P o u r t e r m i n e r ce q u i est r e l a t i f a u x points M 4 , M 2 r 

rappelons encore cette propr iété de l 'orthopôle de l a 

droite M 4 M 2 que nous avons d é j à s ignalée dans les. 

Nouvelles Annales (1917, p. 280) : 

La droite qui joint Vorthopôle de la droite M4 

au centre de gravité du triangle passe par le point 
de Feuerbach. 
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o . Généralisation des points de Brocard. — C h o i -

s issons s u r l e c o n t o u r A B C u n sens d é t e r m i n é ; étant 

d o n n é u n a n g l e 9, o n p e u t t r o u v e r s u r les côtés s i x 

p o i n t s a**, j ï ' j , y ' j , otg, Y2 l e ^ s ( ï u e * e s segments B a J , 

a 2 C , . . . s o i e n t é g a u x et q u e , s i p a r les tro is p r e m i e r s 

o n m è n e des d r o i t e s fa isant a v e c les côtés c o r r e s p o n -

dants des a n g l e s 9 et par les t r o i s d e r n i e r s des droites 

Fig . 3. 

fa isant avec ces côtés des a n g l e s — 9, les trois p r e -

m i è r e s c o n c o u r e n t e n u n p o i n t et les t r o i s d e r n i è r e s 

e n u n p o i n t ¡JL2 ( f i g - 3 ) . 

Q u a n d le s e g m e n t Ba'J est n u l , o n retrouve les p o i n t s 

de B r o c a r d to4, to2, et q u a n d l ' a n g l e 9 est d r o i t , o n 

o b t i e n t les p o i n t s M n M 2 . 

S i l ' o n m è n e par A , B , C des droites fa isant avec les 

côtés A B , B C , C A des a n g l e s é g a u x à 9, o n obt ient u n 

t r i a n g l e s e m b l a b l e à A B C , l e rapport de s i m i l i t u d e 

étant 
sin 0(cotV — cot6); 

l e p o i n t est le centre d u c e r c l e i n s c r i t à ce t r i a n g l e . 

La valeur commune des segments Ba'j, a^C, ... 
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s'écrit 

r ( c o t V — cotô ). 

Q u a n d a = o n r e t r o u v e l a v a l e u r d u s e g m e n t B a ; 

d 'autre p a r t , s i B a " est n u l , l ' a n g l e 9 est égal à l ' a n g l e 

de B r o c a r d . D e l ' e x p r e s s i o n d u segment B a ' i r é s u l t e 

a u s s i l a p r o p o s i t i o n s u i v a n t e : 

Les droites a'J y'^ ¡jl1 passent par les pro-
jections a'j, p j , yi de I sur M , a 1 ? M ^ ^ M ^ ; les 
droites a*fÀ2? ¡^¡¿2, T^a passent par les projections 
a27 Ï 2 de I sur M 2 a 2 , M 2 p 2 , M 2 y 2 . 

O n e n d é d u i t q u e l e p o i n t ¡ji| a p p a r t i e n t a u c e r c l e T t 

et l e p o i n t ¡x2 a u c e r c l e T 2 . 

Les lieux géométriques des points de Brocard 
généralisés pt< et ¡a2 sont les cercles r4 et r2 . 

O b s e r v a n t q u e les d r o i t e s R [ X 4 et R F J U sont s y m é -

t r i q u e s p a r r a p p o r t a I R , o n t r o u v e q u e le lieu du 
milieu de ¡jl2 est une ellipse qui touche la droite IK 
en I . 

6. Point de Lemoine généralisé^!. — L a droite a'̂ uij 
r e n c o n t r e l a m é d i a t r i c e de B C e n u n p o i n t dont l a d i s -

tance a B G a p o u r v a l e u r 

S t = r cot V + r cot tangO. 

D é s i g n a n t par 8 2 et 83 les d i s t a n c e s a n a l o g u e s à S 4 , 

o n a 
a -+- bOi-H c83 = 1 S. 

Les droites ol\ ¡x( et a"2 et ¡^(¿2» y^ et y'^^ 
se coupent en A', B', G' sur les médiatrices de BG, 
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CA, A B ; les parallèles menées par A', B', G aux 
côtés BC, CA, A B concourent en un point K' . 

O n a en outre 

(b — c)oj •+- (o — a)o2H- (a — 6)83= o. 

Le lieu géométrique des points de Lemoine géné-
ralisés K' est la droite qui joint le centre du cercle 
inscrit I au point de Lemoine K . 

D e l 'égal ité des angles R j j ^ a ' j , R l a ^ , R K ' A ' 011 

d é d u i t une g é n é r a l i s a t i o n du c e r c l e de B r o c a r d . 

Les points A', B', C , ¡J^, u2, K' , O et le second 
point d'intersection R des cercles T2 appar-
tiennent à un cercle; les points , uu sont symé-
triques par rapport au diamètre OK' de ce cercle et 
Vangle 0[/.2 est égal à 28. 

O n généra l i sera i t de la m ê m e m a n i è r e p l u s i e u r s 

théorèmes c o n n u s concernant d'autres éléments dont l a 

d é f i n i t i o n peut se d é d u i r e de c e l l e des points de [Bro-

card, notamment les points de S t e i n e r et de T a r r y . 

[0«2] 
QUELQUES APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES 

DE LA THÉORIE DES INFINIMENT PETITS; 

P A R M . M A T H I E U W E I L L . 

I . L e s extrémités A et B d ' u n segment de droite de 

g r a n d e u r v a r i a b l e d é c r i v e n t des courbes données et l a 

droite A B t o u c h e son enveloppe en P . O n mène e n A 

et B les tangentes a u x courbes décr ites par A et B , 
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soit M l e u r p o i n t de r e n c o n t r e . O n a u r a l a tangente à 

la c o u r b e , d é c r i t e p a r M , a u m o y e n de l a r e l a t i o n s u i -

vante : 

R et R ' étant les r a y o n s de c o u r b u r e e n A et B , 8 et o' 

les d istances de P à A M et à M B , h et hf les d i s t a n c e s 

de A et B à la tangente e n M . 

C e t h é o r è m e se d é m o n t r e f a c i l e m e n t e n fa isant 

t o u r n e r u n e d r o i t e A B a u t o u r d ' u n p o i n t f ixe P , A 

et B d é c r i v a n t des c e r c l e s de r a y o n s R et R ' . 

Applications. — i ° A B se déplace sur une courbe, 
de m a n i è r e q u e l 'arc A B soit de l o n g u e u r constante. 

L e s p r o j e c t i o n s des r a y o n s de c o u r b u r e e n A et B s u r 

la tangente e n M sont p r o p o r t i o n n e l l e s à M A et M B . 

2 ° L e segment A B est de g r a n d e u r constante. L e s 

p r o j e c t i o n s des r a y o n s de c o u r b u r e e n A et B s u r l a 

tangente e n M sont p r o p o r t i o n n e l l e s a u x carrés de M A 

Fig. i. 

P A \ A M V . / I ' . R ' = P B \ B M \ 8 . A . R , 

et M B 
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3 ° L ' a n g l e A M B est constant . L e p o i n t P d i v i s e A B 

e n d e u x segments p r o p o r t i o n n e l s a u x p r o j e c t i o n s 

s u r A B des r a y o n s de c o u r b u r e e n A et B , et l ' o n a 

PA MA _ R 
PB X MB ~~ R' 

C o n s i d é r o n s , e n p a r t i c u l i e r , u n a n g l e de g r a n d e u r 

constante, c i r c o n s c r i t à d e u x c e r c l e s ; o n sait q u e M 

d é c r i t u n l i m a ç o n de P a s c a l , et q u e A B e n v e l o p p e u n e 

F i g . 2 . 

M 

c o n i q u e ; o n a d o n c u n m o y e n s i m p l e de t r o u v e r le 

p o i n t P o ù cette d r o i t e t o u c h e la c o n i q u e e n v e l o p p e . 

L a c o n s t r u c t i o n de P est encore p l u s s i m p l e s i les d e u x 

cerc les sont é g a u x . 

O n p e u t a u s s i , c o m m e cas p a r t i c u l i e r s , c o n s i d é r e r 

u n a n g l e d r o i t c i r c o n s c r i t à u n e c o n i q u e à c e n t r e , o u 

u n a n g l e constant c i r c o n s c r i t à u n e p a r a b o l e . 

I I . U n segment de d r o i t e A B , v a r i a b l e de g r a n d e u r 

et de p o s i t i o n , se d é p l a c e de t e l l e m a n i è r e q u ' u n é l é -

ment géométr ique, , d é p e n d a n t de la d r o i t e , d e m e u r e 

constant. S o i t f cet é l é m e n t . 

O n d e m a n d e l a c o n d i t i o n p o u r q u ' u n autre é l é -

m e n t ©, d é p e n d a n t de l a d r o i t e , so it m a x i m u m ou 

m i n i m u m . 

P o u r o b t e n i r cette c o n d i t i o n , o n c h e r c h e r a le p o i n t 
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o ù l a dro i te A B t o u c h e son e n v e l o p p e , l ' é l é m e n t f 
étant constant, p u i s l e p o i n t o ù A B t o u c h e s o n e n v e -

l o p p e , l ' é l é m e n t o étant c o n s t a n t ; p u i s o n e x p r i m e r a 

q u e ces d e u x p o i n t s c o ï n c i d e n t . C e p r i n c i p e , é v i d e n t , 

s ' a p p l i q u e a u s s i a u cas o ù l a d r o i t e est r e m p l a c é e par 

u n e c o u r t e . 

Applications. — i ° U n e d r o i t e A B , de l o n g u e u r 

constante, se d é p l a c e de m a n i è r e q u e A et B d é c r i v e n t 

u n e courbe d o n n é e . C o n d i t i o n p o u r q u e l ' a r c A B soit 

m a x i m u m o u m i n i m u m . 

. L e p o i n t P ' o ù A B t o u c h e son e n v e l o p p e , s i l ' a r c A B 

est constant, est d o n n é par l a r e l a t i o n 

cette r e l a t i o n s 'obt ient e n c o n s i d é r a n t les surfaces des 

t r i a n g l e s i n f i n i m e n t pet i ts P ' A A ' , P ' B B ' , A ' B ' étant 

u n e p o s i t i o n de l a d r o i t e , i n f i n i m e n t v o i s i n e de A B . 

O n d é d u i t de cette r e l a t i o n 

Fig . 3. 

. M 

P ' A _ M B 

P B ~ M A ' 
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D ' a u t r e p a r t , l e p o i n t P , o ù A B t o u c h e s o n e n v e -

l o p p e , A B étant de g r a n d e u r constante, est d o n n é p a r 

l a p r o j e c t i o n s u r A B d u p o i n t I 011 se r e n c o n t r e n t l e s 

n o r m a l e s e n A et B . 

E n e x p r i m a n t q u e P et P ' se c o n f o n d e n t , o n t r o u v e 

M A = M B , r é s u l t a t très s i m p l e . M ê m e r é s u l t a t s i A B 

se d é p l a c e de m a n i è r e q u e l ' a r c A B reste constant , et 

s i l ' o n d e m a n d e le m i n i m u m o u le m a x i m u m de l a 

c o r d e A B . 

2° U n e d r o i t e A B de l o n g u e u r constante se déplace,, 

t rouver l a c o n d i t i o n p o u r q u ' e l l e détache, dans la 

c o u r b e , u n s e g m e n t de s u r f a c e m a x i m u m o u m i n i m u m . 

I l faut q u e l a p r o j e c t i o n P s u r A B d u p o i n t I , c e n t r e 

instantané de rotat ion, so it a u m i l i e u de A B . 

3 ° L ' a n g l e A M B est c o n s t a n t ; q u e l l e est l a c o n d i t i o n 

p o u r q u e l ' a r c A B so it m a x i m u m o u m i n i m u m . O n 

trouve q u e les r a y o n s de c o u r b u r e e n A et B d o i v e n t 

être é g a u x . 

4 ° L ' a n g l e A M B est constant ; q u e l l e est la c o n d i -

t i o n p o u r q u e le segment de la c o u r b e détaché par A B 

Fig. 

m i l i e u de A B ; o n a d o n c 

MA _ R 
MB ~~ R'# 
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5° U n e d r o i t e A B de l o n g u e u r constante se d é p l a c e 

et r e n c o n t r e u n e c i r c o n f é r e n c e d o n n é e e n A et A ' , et 

u n e autre c i r c o n f é r e n c e d o n n é e e n B et B ' . L a c o n d i -

t i o n p o u r q u e l a s o m m e des arcs A A ' , B B ' so it m a x i -

m u m o u m i n i m u m est q u e A B passe par u n des centres 

de s i m i l i t u d e des d e u x c i r c o n f é r e n c e s . C e r é s u l t a t se 

d é m o n t r e e n r e m a r q u a n t q u e les tangentes e n A et B 

d o i v e n t être égales , a i n s i q u e les tangentes en V e t B ' , 

d 'après ce q u i p r é c è d e . 

()° N o r m a l e a u n e c o u r b e , de g r a n d e u r m a x i m u m o u 

m i n i m u m . S o i t e n A la n o r m a l e q u i r e n c o n t r e l a c o u r b e 

<m u n second p o i n t B ; le p o i n t o ù la n o r m a l e t o u c h e 

s o n e n v e l o p p e doit c o ï n c i d e r avec la p r o j e c t i o n s u r A B 

d u centre instantané de r o t a t i o n , A B étant u n e dro i te 

de l o n g u e u r constante, se d é p l a ç a n t de m a n i è r e q u e A 

et B d é c r i v e n t la c o u r b e ; cette p r o j e c t i o n est, i c i , le 

p o i n t B ; d o n c , l a n o r m a l e m a x i m u m ou m i n i m u m est 

Fig . 5. 

c e l l e q u i r e n c o n t r e la c o u r b e e n u n p o i n t B ' o ù cette 

c o u r b e est r e n c o n t r é e p a r sa d é v e l o p p é e ; ce résultat 

est intéressant dans le cas des c o n i q u e s . 
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[ A l b ] 
N O U V E L L E S I D E N T I T É S ; 

P A R M . G . F O N T E N É . 

J ' a i s ignalé en 1 9 1 7 ( p . 4 5 6 - 4 6 2 ) , des faits de c a l c u l 

re lat i fs a u x systèmes des quant ités 

Yi zi • • • 1 
M, W, . 

x et a se correspondant, a i n s i q u e y et r , etc . ; ces 

faits peuvent être étendus a u x systèmes 

yi, *u 
JK2, 
ys, z3, • -, 

I^e coefficient b i n o m i a l Gfw doit a lors être r e m p l a c é 
P 

par m — , avec h + k -}-...= m . 
P / Î « • • • 

5 / / 'o/ l 

r équation 

2 p î : P ; ; • p ^ : p * « - p £ p £ - • • • -

qui généralise Véquation (11) de la page 4^9, admet 
les solutions 

xx -t- Xi -+-... = ( m — 1) — a, 
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a, ¡3, ... étant des entiers positifs ou nuls qui véri-
fient les conditions 

Sm — i. 

O n n ' o u b l i e r a pas q u e , dans l ' é q u a t i o n considérée, 

/¿, k , . . . sont des i n d i c e s et n o n des exposants. 

E n cons idérant le s e u l système X \ , x 3 l . . . , on 

a c e c i : 

L'équation 

qui généralise Véquation [11] de la page 4^2, est 
résolue par les formules 

x\ -h • . = m — i , m — 2, . . . , o; 

le premier membre de cette équation est identique 
au produit 

. . )(#t . i ) . . . — (m — i)]. 

Exemple (avec m = 3 ) : 

xi(x\ — I)(CPI— a )-+-...-+- Zxl{xx — i)a?2-i-.. .H-
==(a?i4- XZ—i) x^-t- X^ — 2). 

CORRESPONDANCE. 

M. F. Balitrand. — Sur la chaînette d'égale 
résistance. — A u x propriétés de cette courbe s ignalées 

r é c e m m e n t dans ce j o u r n a l (Nouv. Ann., 1 9 1 7 , p . 3 6 i ; 
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1 9 1 8 , p . 3 0 7 ) , o n p e u t e n a j o u t e r q u e l q u e s autres . 

N o u s c o n s e r v o n s les notat ions d é j à e m p l o y é e s . 

La droite qui joint les milieux des premier et 
troisième rayons de courbure de la chaînette est 
perpendiculaire à MI,. 

I l en r é s u l t e u n e c o n s t r u c t i o n s i m p l e d u t r o i s i è m e 

r a y o n de c o u r b u r e , et par s u i t e de l a c o n i q u e o s c u l a -

t r i c e , e n u n p o i n t de l a c o u r b e . 

O n a a u s s i l a c u r i e u s e p r o p r i é t é s u i v a n t e : 

La caustique par réflexion de la chaînette pour 
des rayons incidents perpendiculaires à Vaxe a 
pour développée une courbe qui coïncide avec la-
seconde développée de la caustique pour des rayons 
incidents parallèles à Vaxe. 

L a cha înette d'égale r é s i s t a n c e a p o u r r a d i a l e une 

d r o i t e . P l u s i e u r s des courbes q u i l u i sont associées 

ont a u s s i des r a d i a l e s s i m p l e s . C ' e s t u n fait r e m a r -

q u a b l e ; car o n sait q u e les courbes célèbres q u i ont 

des r a d i a l e s sont rares . A i n s i : 

La développée de la chaînette a pour radiale une 
parabole; 

La seconde développée a pour radiale une courbe 
affine d'un folium parabolique droit ; 

La caustique par réflexion pour des rayons 
incidents parallèles à Vaxe a pour radiale deux 
strophoïdes droites; 

La développée de cette caustique a pour radiale 
une parabole ; 

La caustique par réflexion pour des rayons 
incidents perpendiculaires à Vaxe a pour radiale 
une conchoïde focale de parabole; 
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La courbe (P') a pour radiale une trisectrice de 
Mac-Laurin. 

P l u s i e u r s de ces courbes o u i a u s s i des é q u a t i o n s 

i n t r i n s è q u e s s i m p l e s . 

L'équation intrinsèque de la caustique par 
réflexion de la chaînette, les rayons inciden ts étant 

parallèles à l'axe est p = ^ \/ea — i ; très voisine de 

celle de la trac trice o == a \/ ea — i ; 
L'équation intrinsèque de la développée de cette 

caustique est p = très voisine de celle de la 

chaînette ordinaire p = a—• 1 a 

L'équation intrinsèque de la courbe (P;) est 

p = ~ {e" 4- e " ); très voisine de celle de la chaînette 

d'égale i-ésitance p = e~~ ") et de celle de la 

syntractrice p = ^e" -h e "). 

M. L. Poli. — Au sujet d1 un article de M. V. Thé-
bault. — M . T h é b a u l t démontre ( Nouv . Ann., 1918, 
p. ^ 9 7 ) q u e l 'orthopôle © d ' u n e d r o i t e A a m ê m e 

p u i s s a n c e par rapport a u x cerc les coÍO co¿, (oc. q u i ont 

p o u r d iamètres respect ifs les droites j o i g n a n t les 

sommets d ' u n t r i a n g l e aux i n t e r s e c t i o n de A avec les 

côtés opposés. 

I l e n c o n c l u t q u e © est le centre r a d i c a l des tro is 

c e r c l e s . O r c e u x - c i , a y a n t p o u r d i a m è t r e s les d i a g o -

na les d u q u a d r i l a t è r e c o m p l e t formé par les trois cotés 

d u t r i a n g l e et l a d r o i t e A , ont , c o m m e i l est b i e n 

Ann. de Mathémat., 4* série, t. XVIII. (Nov. 1918.) 33 
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c o n n u , m ê m e axe r a d i c a l . I l faut d o n c d i r e , n o n pas 

q u e f est l e u r c e n t r e r a d i c a l , p o i n t i n d é t e r m i n é , m a i s 

b i e n q u e G est s u r T a x e r a d i c a l c o m m u n des trois 

c e r c l e s c o n s i d é r é s . 

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES. 

1 7 3 0 . 

(1896, p. 2 i8). 

Si 
x\ — \Jci — = — yj b — c, 

,r3 = y¡c — (L Xt — — y/(t — 
et si 

Sn == x» - f- x'.j x'i -+- , 
montrer que 

S ;; S j S J S 3 S j S 4 

r. v>. . 4 . > ' i . . 3 4 

1 1 . - J . G E U I I A N S . 

S O L U T I O N 

P a r M . 11 . BHOCALII). 

Soit 
x'*— A.r3-i- B x'1 — Gx -h 1) — o 

l'équation ayant pour racines les quantités ci-dessus désignées. 
On a les relations classiques d'Alberi Girard et de Newton 

Si — A = o, 
S 2 — A S j - h a B = o, 

S3 — AS, + BS, — 3C = o, 
S 4 — A S 3 - h B S - > — C S j h - 4 D = o , 
S s — AS; -f- BS3— CS.2-+- DS, = o. 

Eii y faisant S j = o, puis éliminant A, B, G, D entre ces 
cinq équations, on parvient aisément à la fortmtle indiquée 
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ou encore à 

i \ S5 -f- 20 S f Sa -h SJ — 3oSj S4 . 

N O T E . - Après lecture de cette solution très simple, on 
pourra s'étonner qu'elle se soit fait attendre plus de vingt ans. 
Le motif en est peut-être, d'après une suggestion de M. Lai-
sant, un vain semblant de précision donné dans l'énoncé aux 
quantités xlf x2, x3, affectées de signes distincts, parfai-
tement inutiles, et qui ont été spécifiés pour arrêter, em-
brouiller et faire hésiter le lecteur. 

D'autre part, il est bien singulier aussi d'introduire une 
somme de carrés identiquement égale à zéro. Quelles que 
soient les racines xt, x%, x3, x^ supposées numériques, leurs 
carrés doivent être positifs, et pour que la somme desdits 
carrés soit nulle, il faut que l'un d'eux au moins soit négatif, 
d'où une contradiction ou une impossibilité apparente. 

Soient ci, b, c, cl quatre quantités quelconques réelles, 
rangées dans leur ordre de grandeur 

a > h > c > cl. 
On aura 

,x{ = dz sja — b, Xo — àz^b—c, x:f = du \J c — d, 

quant i tés récites, mais 

xw — ili \J d — a 

est imaginaire (et sans conjuguée). 
Si au contra i re 

a < b < c < d, 

uive seule des quantités sera réelle et les trois autres seront 
imaginaires. - # » 

Dans l'un et l'autre cas, il y aura un nombre impair d'ima-
ginaires, ce qui s'op^pose à l'existence d'imaginaires conjuguées 
pour représenter les racines imaginaires d'une équation à 
coefficients réels. Il faudra donc alors que l'équation consi-
dérée ait des coefficients imaginaires, ce qui est une nouvelle 
contradiction. 

La condition Sx* — o est artificielle, car si l'on a, en quan-
tités littérales, 

(±: s/ÏT^b)* -+- ( ± s/V^iy -f- (=fc \Jc — dY v = 0 , 
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cette identité algébrique ne se vérifie pas et inème est 
impossible en nombres réels. 

ïi n'y a donc pas, à vrai dire, d'équation algébrique réelle, 
du quatrième degré, dont les quatre racines aient zéro pour 
somme de leurs carrés. 

L'exercice 1730 a probablement été forgé de toutes pièces 
comme curiosité algébrique ne correspondant à aucune réalité. 

1847. 
( i9oo, p. IOI: 1917, p. ) . 

Un fil homogène de longueur l, dont le poids par unité 
de longueur est TTT, est attaché par une de ses extrémités à 
un point fixe, tandis que Vextrémité libre porte un poids p. 
Ce fil est soumis ci l'action du vent soufflant horizontale-
ment avec une intensité et dans une direction constantes. 
On admet que la pression du vent sur chaque élément 
infiniment petit du fil est proportionnelle au carré de la 
composante normale de la vitesse, et Von demande de 
déterminer la forme d'équilibre du fil. Examiner ce que 
devient celle forme d'équilibre dans le cas où p — o. 

M . O ' O C A G N E . . 

S O L U T I O N 

P a r M . P L I I L B E R T DLL P L K S S I S . 

Si a est l'angle de la normale au fil sur l'horizon, m une 
constante, T la tension du fil, les équations d'équilibre 
s'écrivent 

dT 
( I ) — = T 7 T C 0 S A , 

(••>.) T = m c o s * a — rasino", ds m 

d'où, si l'on pose ~ = xk. m 

¿/T __ i k cos a d% 
' ' "T~ ~~ cos2a — ik sin a ' 

équation dont l'intégrale est 

(4) 

où G est une constante arbitraire. 
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Si Von suppose Vorigine des arcs prise à Vextrémité 

libre A, la tangente en ce point étant verticale et la tension 
égale à /?, on détermine la constante G en écrivant que, pour 
a = o, on doit avoir T = /? , ce qui donne 

^ p 
t - h ( y/ i A* — k ) s i n 2 

i — ( V i - h A-) s i n a 

VT+P 

On aura ensuite l'arc s et les coordonnées x et y (rappor-
tées à l'horizontale et à la verticale de l'extrémité libre) au 
moyen des équations 

^ , dT dT . dT (6) as — :—, dv — —j dv =z tanga, m sm a m 4 m 

eu égard à ce que, pour oc = o, on doit avoir s = x = y = o. 
Soit oc0 l'angle aigu défini par l'équation 

(7) sina0 = / i + k*—k. 

L'angle a reste toujours inférieur à a0, sans quoi, d'après (4), 
T deviendrait infinie, résultat impossible puisque T, en vertu 
de (1), est toujours inférieure à p -+- ws. 

O11 voit ainsi que la courbe n'a pas de point d'inflexion, 
dx car, T restant finie, — t en vertu de (a), ne peut s'annuler que 

pour m cos3a — m sin a = o, ou cos*a — 1 k sin a = o, équation 
qui donne précisément sin a = sina0. 

Remarquons enfin que le rayon de courbure à l'extrémité 

libre A, valeur de ~ pour a = o, est égal à — % «x m 

Supposons maintenant quejo devienne infiniment »petit. Le 
rayon de courbure en A tçnd également vers zéro; c'est-a-dlre 
qu'au voisinage de ce point la tangente peut tourner^ d'un 
angle fini pour un déplacement infiniment petit lê long du fil. 
D'autre part, la formule (4) montre que (la constante G deve-
nant infiniment petite avec p) la tension T est infiniment 
petite à moins que le dénominateur \/1 -h k*—k — sina ne 
soit lui-même infiniment petit. Or, en vertu de (1), la tension 
est finie dès que s est finie. 11 en résulte que, pour tous les 
points à distance finie de A, l'angle a diffère infiniment peu 
de la constante a0. A la limite, en faisant p = o, on trouve 
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que la forme d'équilibre ne peut différer d'une ligne droite 
faisant l'angle ay avec la verticale. Effectivement, cet angle 

constant donne pour ~ et pour m cos2 2 — m sina des valeurs 

nulles qui vérifient l'équation (•>.). Quant à l'équation (1) elle 
fait connaître la tension qui est T = 7?rscosa0. 

L'angle a0 est nul pour A =oc (absence de vent) et égal 

à — pour k = o (vent infini). 

QUESTIONS. 

2373. Une hélice tracée sur un cylindre ayant pour seciion 
droite une épicycloïde admet des plans de symétrie passant 
par une même droite; soient O la projection des sommets de 
l'hélice sur cette droite: À un point de l'hélice, B le centre 
de la sphère osculatrice en ce point, il y a une relation du 

premier degré entre OA et OH : m OA -f //OH ~ d 2 : /n. 
n cl (/- constants. A. P F X L E T . 

2374. Soient, sur un cercle de centre O, un point fixe A et un 
point variable M. Le centre de gravité G de l'arc A M décrit 
une courbe (G) dont (en vertu d'une propriété connue des 
courbes quelconques; voir N. A. , 1886, p. (VJ) la tangente 
passe par le point M. Gela posé, démontrer que, si la perpen-
diculaire élevée en M à MG coupe en H la parallèle à OM 
menée par G, et si les perpendiculaires menées à MG par O 
et à OG en ' son milieu se rencontrent en f, la droite qui 
joint le point II au centre «le courbure de la courbe (G) est 
parallèle à celle qui joint le point Orau milieu de ML 

M . n ' O C A G N E . 

2375. Si le cercle roule par sa concavité sur le cercle F 
de rayon moitié moindre, toute droite entraînée dans le mou-
'vement de r t a pour enveloppe un cercle dont le centre se 
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trouve' sur V (1 ), et tout point lié à l\ décrit un limaçon dé 
Pascal . ^ M. D'OÇ^GNK. 

2376. La caustique par réllexion d'une cycloïde pour des 
rayons incidents perpendiculaires à la base est une autre 
cycloïde (J. Bernoulli). Démontrer que lorsque les rayons 
incidents sont parallèles à la base la caustique est une courbe 
parallèle à une cycloïde. F. B A U T R A N D . 

2377. M. G. Humbert a démontré que la caustique par 
réflexion d'une hypocycloïde à trois rebroussements 113, pour 
des rayons incidents perpendiculaires à une tangente de 
rebroussement, est une hypocycloïde à quatre rebrousse-
ments H4. Prouver que le théorème subsiste quand les rayons 
incidents sont parallèles à une tangente de rebroussement. 

F . B A L I T H A N D . 

2378. L'équation 

J T " H - x6— j X* -h 10 Xs -i- i) Xi
 I X — i = o 

est entièrement résoluble sans employer d'autres symboles 
que des radicaux carres. Former l'expression algébrique des 
racines, toutes réelles. 11. DI<: M O N T I L L E . 

2371). Soient .r0, xl} . . x/n . . . , les racines /¿' me de 
l'unité, m étant pair, démontrer que l'on a 

m(x"> -¡-- 11, 

Xtn X,, X p X . . XpX"' 2 XpX"1 1 

—• m — 1 
j/n — l I Xp . . , . XpX>» 1 XpX'»-ï 

V jï'/i—2 () I , . XpX"'-'' Xp X'»~:i 

X 
\ 

o 

o 

o 

0 

I 

0 

Xp 
1 

J. 1 J . B O U C H A H V . 

2380. Appelons « droite de déviation d'une courbe (M) en 

( l ) Cette première partie de l'énoncé peut être regardée comme 
réciproque de l'exercice n" 7 des Problèmes de Mécanique ration 
nelle de M. K. Fabry. (M. G.) 
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un point M », la droite qui joint ce point au centre G! de 
courbure de la développée (G) correspondant; le point de 
contact O de MGj avec son enveloppe se trouve sur la droite 
de déviation de (C). Lorsque O est fixe, la courbe (M) est 
une épicycloïde à base réelle ou imaginaire, ou une dégéné-
rescence. Dans le cas général, O est le centre d'une épi-
cycloïde ayant un contact du quatrième ordre avec la 
courbe (M). Soit P la projection de C, centre de courbure 
de (M) en M sur la droite de déviation MG 1 0; le carré du 
rayon de la base de cette épicycloïde, B2, est égal à OM.OP. 

Lorsque B2 est constant, O n'étant pas fixe, on a B2 = — Oi\l 
et par suite OP — — OM. Gonstruire la courbe. 

A . P E L L E T . 

4381. Les hélices, pour lesquelles la droite joignant un point 
de la courbe au centre de la sphère osculalrice correspon-
dante s'appuie sur une droite fixe, appartiennent à des 
cylindres dont les sections droites sont des épicycloïdes. 

A . P E L L E T . 

2384. Gonsidérons deux lignes asymptotiques de la surface 
réglée formée par les normales principales d'une courbe (M). 
Soient r et rx les distances au point M de cette courbe des 
points de rencontre de ces asyinptotiques avec la génératrice 
passant par M, T le rayon de torsion en M de la courbe (M); 
on a 

l - i L 

' i ~ v/T' 

G étant une constante. A . P E L L E T . 
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£ M ' 3 i ] 
SUR LES TROISIÈME ET QUATRIÈME CENTRES DE COURBURE 

DES COURBES DE CESARO; 
P A R M . R . G O O R M A G H T I G H . 

I . S o i e n t M u n point d 'une courbe de Cesaro T 

d ' i n d i c e n , dont le cerc le d i r e c t e u r a p o u r centre O et 

pour r a y o n r , et C , G , , C 2 j , C 3 les quatre p r e m i e r s 

centres de c o u r b u r e success ifs de F correspondant a u 

point M . L a connaissance des éléments n , O , r entra îne 

ce l le des deux p r e m i e r s centres de courbures C et C , . 

E n effet, s i P désigne le p o i n t où la p o l a i r e de M par 

rapport au cerc le d i r e c t e u r rencontre M G , on a 

C P = nMC; 

d'autre part, s i l 'on a p p e l l e Q le point d ' intersect ion 
d u r a y o n vecteur O M avec G G , on a 

G C ^ R G Q = ( I — / I ) : ( I - H n ) . 

P r o p o s o n s - n o u s de déterminer le t ro is ième centre de 

c o u r b u r e C 2 correspondant au p o i n t M de T . P r e n o n s 

c o m m e axes m o b i l e s des x et des y l a tangente et l a 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. XVIII. (Décembre 1918.) 34 
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n o r m a l e a u p o i n t C de l a d é v e l o p p é e T r et T , l a d i r e c -

t i o n p o s i t i v e de l ' a x e des x a y a n t l e s e n s de l a s e m i -

d r o i t e M C , c e l l e de l ' a x e des y a y a n t l e sens de l a s e m i -

d r o i t e G G | . S o i e n t p et s l e r a y o n de c o u r b u r e et P a r c 

de r ' e n C , l ' o r i g i n e des a r c s c o m p t é s s u r T ; étant c h o i s i e 

de m a n i è r e q u e l e s c o o r d o n n é e s de M s o i e n t ( — s , O ) ; 

d é s i g n o n s e n c o r e p a r a et fi l e s c o o r d o n n é e s v a r i a b l e s 

d u p ô l e f ixe O et p o s o n s X = ( i — n ) : ( 1 n ) . L e s 

é q u a t i o n s de O M et G 2 s ' é c r i v e n t a l o r s 

( O / ( ^ J K , o. 

L e s c o o r d o n n é e s d u p o i n t C 2 o ù C 4 C 2 t o u c h e s o n 

e n v e l o p p e s ' o b t i e n n e n t e n r é s o l v a n t l e s y s t è m e f o r m é 

p a r ( i ) et l ' é q u a t i o n 

J / àf df 
x J XJ r/ àx dy âs 

( 3) y - l o s ^ _ X3p = o. J 1 ds 11 

O r , l e p o i n t O étant f i x e , o n a, d ' a p r è s les f o r m u l e s 

de C e s à r o , 

dai _ p _ a 
. ( 4 ) ~ds= ~o ~ Ts 

L ' é q u a t i o n ( 3 ) s ' é c r i t d o n c 

( a H - s ) x — fiy -h X¡3p — Xas = o. 

.En y f a i s a n t y = 0, o n t r o u v e l ' a b s c i s s e de C 2 et l ' o n 

e n d é d u i t f a c i l e m e n t l a c o n s t r u c t i o n s u i v a n t e : 

Si O C et la perpendiculaire abaissée de G sur OM 
coupent G, C 2 en R et S, le segment RG2 vaut 

n - f - i 1 
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L e cas des c y c l o ï d a l e s c o r r e s p o n d à 71 = 0 ; ou 

retrouve que le p r e m i e r et le t r o i s i è m e centres de 

c o u r b u r e sont c o i l m é a i r e s avec le pôle. 

P o u r n——2, on obtient cette construction du 
troisième centre de courbure en un point M d 'une 
conique de centre O , s i l ' o n suppose constru its les 

d e u x p r e m i e r s centres de c o u r b u r e G et C i : 

La droite OC et la perpendiculaire abaissée de C 
sur OM coupent C { Ca en R et S; C 2 est le point 
obtenu en portant sur R C | le segment R C a égal 
à 4 s e ; . 

R e m a r q u o n s que les considérat ions q u i précèdent 

sont également a p p l i c a b l e s au cas l i m i t e de la chaînette 

d'égale rés istance; le p o i n t O est a lors à l ' i n f i n i et l ' o n 

2 . L a c o n s t r u c t i o n g é n é r a l e obtenue p l u s haut s 'ap-

p l i q u e en p a r t i c u l i e r aux s p i r a l e s inusoïdes et a u x 

courbes de R i b a u c o u r ; rappelons^ au sujet de ces 

courbes, que Cesàro a donné (*) une c o n s t r u c t i o n d u 

tro is ième centre de c o u r b u r e p o u r u n e autre classe 

générale de courbes q u i les c o m p r e n d également comme 

cas p a r t i c u l i e r s ; ce sont les courbes définies par l ' é q u a -

t i o n i n t r i n s è q u e 

(5 ) r d> 
Ji/wr-'] 

P o u r ces courbes, le t ro is ième centre de courbure C 2 

s'obtient de la manière suivante : 

Soient L le point qui divise CM dans le rapport 

0) Naturliche GeoméCrie, p. 77, 
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de L CL i — L et IL le point qui divise GC, dans le 
rapport de (ra-f-i) / à i — (/n-f-i)/; la perpendi-
culaire élevée en L sur L K passe par le troisième 
centre de courbure cherché. 

Courbes de Cesàro osculatrices. — Une courbe 
de C e s à r o F d ' i n d i c e d o n n é n o s c u l e u n e c o u r b e q u e l -

c o n q u e y e n u n p o i n t M q u a n d e l l e a a v e c c e l l e - c i u n 

c o n t a c t q u i n t i p o n c t u e l e n M ; a l o r s l e s t r o i s p r e m i e r s 

c e n t r e s de c o u r b u r e de T et Y e n M c o ï n c i d e n t . O n a 

d o n c cette c o n s t r u c t i o n p o u r le p ô l e O de l a c o u r b e de 

C e s à r o , d ' i n d i c e d o n n é / i , q u i o s c u l e u n e c o u r b e y 

e n u n p o i n t M , c o n n a i s s a n t les t r o i s p r e m i e r s c e n t r e s 

de c o u r b u r e de Y e n M : 

Soient Q le point qui divise CC, dans le rapport 
de i + n a 2«., S le point oit la perpendiculaire 
abaissée de C sur MQ coupe C, C 2 , R le point obtenu 
en prenant C 2 R égal à Ci S ; la droite C R coupe 
MO au pôle cherché. 

E n p a r t i c u l i e r , q u a n d o n c o n s t r u i t l e centre de la 
conique qui oscule une courbe donnée en M, le seg-
m e n t C 2 R v a u t 4 G , S . 

i . E n d é r i v a n t sous l a f o r m e ( 2 ) l ' é q u a t i o n 

( a -h 5 ) x -4- jap p — X a s == o ( j j t=X — 1) 

de la p a r a l l è l e à G C , m e n é e p a r C 2 , et e n t e n a n t c o m p t e 

des r e l a t i o n s ( 4 ) , o n t r o u v e 

-t- (jlPp ^ — Xap — X3s-h Xos = 0 . 

E n r e m a r q u a n t q u e C 3 a p o u r a b s c i s s e — P 0 1 1 

voit q u e ce p o i n t a p p a r t i e n t à l a d r o i t e 

(̂ a -4- s) y — (X — 1) $x — p [(2X -+-1) a — (X — 2 ) 5 ] = o. 
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O n d é d u i t de l à cette c o n s t r u c t i o n d u p o i n t C 3 : 

Soient a et a! les projections de O Î M / ' M C et G F C 2 , 

g, h, k les points qui divisen t O a dans le rapport 
de 2(1 + 2 n) à i - j - 3 « , aal dans le rapport 
de ï - h 311 à in, M a dans le rapport de 3 — n 
à La parallèle à M^- menée par Vinter-
section de CC, et Ah passe par C3. 

5. Quatrième centre d'une classe de courbes 
remarquables. — L a c o n s t r u c t i o n précédente s'ap-

p l i q u e en p a r t i c u l i e r a u x s p i r a l e s s i n u s o ï d e s et a u x 

c o u r b e s de R i b a u c o u r . O n o b t i e n t une c o n s t r u c t i o n 

p l u s s i m p l e p o u r le q u a t r i è m e centre de c o u r b u r e de 

ces courbes en les c o n s i d é r a n t c o m m e cas s p é c i a u x 

des courbes ( 5 ) . E n d é r i v a n t l ' é q u a t i o n ( 5 ) trois fois 

par rapport à s , o n obt ient u n e r e l a t i o n dont on d é d u i t 

a i s é m e n t cette c o n s t r u c t i o n d u q u a t r i è m e centre de 

c o u r b u r e d ' u n e courbe ( 5 ) : 

Le centre de courbure cherché appartient ¿1 la 
droite qui joint le point qui divise le premier rayon 
de courbure dans le rapport de i(l -f- m) à il— 1 à 
celui qui divise le deuxième rayon de courbure 
dans le rapport de (il— 1) ci il. 

[L 1 11 a] 
SUR UN PROBLÈME CONCERNANT DES GROUPES DE POINTS 

SUR L'HYPERBOLE ÉQUILATÉRE; 
PAR M. R. GOORMAGHTfGH. 

S o i e n t A f , B j , quatre p o i n t s d ' u n e h y p e r b o l e 

é q u i l a l è r e ( H ) d ' é q u a t i o n xy = 1 ; les orthocentres À 2 ? 



( 446 ) 
B 2 , C 2 , D 2 des tr iangles B { C , D n C t D i A , , D 1 A i B M 

A 4 : B f G | sont quatre n o u v e a u x points de ( H ) ; soient 

de même A 3 , B 3 , C 3 , D 3 les orthocentres des t r i a n g l e s 

B 2 . C 2 D 2 , G 0 D 0 A 2 , D 2 A 2 B 2 , A 2 B 2 C 2 , . . . et a i n s i de 

su i te . M . A p p e l l a donné le p r o b l è m e de c h e r c h e r 

(.Nouv.Ann., 1 9 1 8 , p. 4 0 s ' i l est poss ib le que le groupe 

A f l B n C f l D f l c o ï n c i d e en tout o u en part ie avec le 

groupe i n i t i a l A< B { C j D < . 

D é s i g n o n s par a , , 6/, a , d i les abscisses des p o i n t s 

A 1 , B j , G / , D / . O n sait que, lorsque quatre points 

de ( H ) forment u n groupe o r t h o c e n t r i q u e , le p r o d u i t 

de leurs abscisses est égal à — 1 ; on a u r a donc 

«1 , bx 
«2 == - — r - r - T > b2 = -d\b\C\d\ ~ (i\b\C\d\ 
az — aj b'\ c\d\ X ai, b3 = a\ b\c\d-K X ¿>1, 

j b \ 
— — „ 7 U t'l > ok~ — a\ b\ c\ d\ a\ b\ c\ d\ 

et, d'une m a n i è r e générale, -

(1). an = ai X ( - 1)*-« X (ai bx c, rf,)*«, 

l a l o i de r é c u r r e n c e entre les k s 'écr ivant 

kn — — 3 kn—1 — 1 ; 

on a, par conséquent, 

L e s r e l a t i o n s ( 1 ) et (2) permettent d 'étudier c o m p l è -

tement la quest ion. 

O b s e r v o n s d'abord q u ' e n r a i s o n de la p r o p o r t i o n n a -

l i té de an, bu, cn, dn et a n b{, c l 7 dK, les côtés 

correspondants de d e u x quadr i latères A w 

B „ C „ D „ et 

A f B ^ G i D , soat p a r a l l è l e s , de sorte que, s i A*, c o ï n -

c ide avec A , , les autres points B w , C ^ , D * c o i n -
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eident respect ivement avec B , , C , , D , . E n tenant 

compte de cette r e m a r q u e , on voit que les m a n i è r e s 

essent ie l lement d ist inctes de réa l iser la c o ï n c i d e n c e 

complète des d e u x groupes A , et À ^ B ^ G ^ D « 

sont les su ivantes : 

(3) A/t== Ai, 
(4) A „ = Ci, 

A ^ B , , 

B , 

D 

» . A C , 

Cn= Ci, 
C N ^ AI , 

D,T = D . , 

B „ 
D„s= A „ 

cette dernière s o l u t i o n n'étant d ' a i l l e u r s p o s s i b l e q u e 

si les points donnés A , , B , , G , , D , sont confondus. 

E n cons idérant le cas ( 3 ) , on a ce p r e m i e r résultat : 

Lorsque le produit ? des abscisses des points A , , 
B,, G, , D, sera racine de Véquation 

Ï » = ( _ , ) « - • , 

il y aura coïncidence entre les groupes B„ 
et A , B , G , D , . 

G o m m e solut ions réel les on retrouve d'abord, 

pour n = 2 , le cas des groupes o r t h o c e n t r i q u e s . P o u r 

n = 3, on a p o u r le p r o d u i t a , 6, c, les va leurs — i 

et + i ; la p r e m i è r e correspond encore au cas des 

groupes orthocentr iques ; la seconde donne l i e u à l a 

s o l u t i o n dans l a q u e l l e chaque groupe A / B i C / D i est le 

s y m é t r i q u e d u groupe précédent A / _ , B / _ , C/._4 D / _ , par 

rapport au centre de ( H ) . 

O n voit ensuite que la coïncidence ( 4 ) sera réa-
lisée si Von a 

( _ 3 i » - t — 1 

(albl) » =(-0» 

et si l 'on prend en outre c, = — a, , d{ = — bi. 
E n f i n o n étudiera de l a même façon, au m o y e n des 

re lat ions ( î ) , ( 2 ) , l a c o ï n c i d e n c e p a r t i e l l e de d e u x 
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groupes A 1 B , C , D , et A r a B ^ C ^ D , , en c o n s i d é r a n t les 

é q u a t i o n s q u i e x p r i m e n t l ' é g a l i t é de certa ines absc isses 

b C i , d4 et ci/21 bn, C/Î, dn ; r a p p e l o n s s e u l e m e n t 

q u e , d'après u n e r e m a r q u e faite p l u s h a u t , i l sera 

i m p o s s i b l e de r é a l i s e r u n e c o ï n c i d e n c e p a r t i e l l e dans 

l a q u e l l e d e u x p o i n t s c o r r e s p o n d a n t s , A , et An p a r 

e x e m p l e , s e r a i e n t c o n f o n d u s , car a lors les autres p o i n t s 

c o r r e s p o n d a n t s B , et B „ , C , et et D „ c o ï n c i d e n t 

n é c e s s a i r e m e n t . 

R E M A R Q U E . — O n peut r e m a r q u e r q u e la c o n d i t i o n 

aK b{ cK d{ ~ i s i g n i f i e q u e les quatre p o i n t s c o r r e s -

pondants sont sur u n c e r c l e . 

[15] 
SUR LES NOMBRES COMPLEXES 

DE DEUXIÈME ET DE TROISIÈME ESPÈCE; 

P A R M . L . - G . D U P A S Q U I E R , 

Professeur à l'Université de Neuchàtel 
( Suisse). 

I . — L E S N O M B R E S C O M P L E X E S D E S E C O N D E E S P È C E . 

1 . A p p e l o n s nombres complexes de seconde espèce 
des c o m p l e x e s de la forme a 0 - \ - où ct0 et a { 

représentent des n o m b r e s réels d ' a i l l e u r s q u e l c o n q u e s 

d i t s coordonnées d u c o m p l e x e a , et j u n s y m b o l e d é f i n i 

par l ' é q u a t i o n 

( o y 2 = i • 

L e s igne = ( d o u b l e m e n t é g a l ) se p r o n o n c e r a « é g a l 
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p a r d é f i n i t i o n » o u « i d e n t i q u e m e n t égal » s u i v a n t q u e 

l ' é g a l i t é r é s u l t e r a d ' u n e d é f i n i t i o n o u d'opérat ions a l g é -

briques. a0 sera dit la première et a{ la deuxième 
coordonnée d u c o m p l e x e a . N o u s déf in issons l 'éga l i té 

<\e d e u x n o m b r e s c o m p l e x e s de seconde espèce p a r 

l ' é g a l i t é des coordonnées correspondantes . S i 

b = b0-+- bij 

est u n te l n o m b r e , l 'égal i té a = b e n t r a î n e r a les d e u x 

é g a l i t é s s i m u l t a n é e s entre n o m b r e s réels a0— b0, 
= b{. 
S o u m e t t o n s ces c o m p l e x e s de seconde espèce au 

c a l c u l s e l o n « les règ les de l 'a lgèbre o r d i n a i r e », e n 

tenant compte de ( i ) . O n v o i t que l ' a d d i t i o n , l a s o u s -

t r a c t i o n et l a m u l t i p l i c a t i o n , r é s u m é e s par les f o r -

m u l e s 

(9.) a±b = (a9± ¿>o) («i-- bx)j\ 
(3 ) ab = ( a 0 ¿ o + «t&i) H- «î&o) j 

sont t o u j o u r s p o s s i b l e s et u n i v o q u e s . 

L e s n o m b r e s c o m p l e x e s de seconde espèce, de m ê m e 

q u e les n o m b r e s c o m p l e x e s o r d i n a i r e s de l a forme 

•a-{-bi, où ¿ 2 = — i , r e n f e r m e n t c o m m e s o u s - g r o u p e 

le système des n o m b r e s rée ls , ce q u i c o n d u i t à poser 

l a d é f i n i t i o n : u n c o m p l e x e de seconde espèce r est d i t 

réel q u a n d sa d e u x i è m e coordonnée est n u l l e . 

A tout c o m p l e x e de seconde espèce # § = # 0 " + -

correspond u n complexe x'=x0 — x t j dit le con-
jugué de x. L e produit d'un complexe y et de son 
c o n j u g u é y' est r é e l et s 'appel le la norme de y , e n 

f o r m u l e : 

U) N(.y) = y'y,= (yo + yij){yo-yij) = y20 - yl 

L a n o r m e d ' u n p r o d u i t de p l u s i e u r s facteurs est égale 

a u p r o d u i t des n o r m e s des d i v e r s facteurs. 
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I c i appara ît la p r e m i è r e différence profonde d'avec 

le système des nombres c o m p l e x e s o r d i n a i r e s : u n p r o -

d u i t peut s ' a n n u l e r sans q u ' a u c u n de ses facteurs n e 

soit n u l . E x e m p l e : ( i + j ) ( i — j ) = o, e n vertu de ( i ) , 

tandis que ( i - f - i) ( i — i) — 2 , p u i s q u e = i2 — 1 . 

Définition. — Un complexe x est dit un diviseur 
de zéro, s ' i l existe u n n o m b r e complexe y n o n n u l et 

tel que xy = o. 

A v e c M . B e r l o t y , nous représenterons les d i v i s e u r s 

de zéro par le s igne 0 ( u n zéro d i v i s é par u n trait h o r i -

zonta l ) . O n démontre que tout d i v i s e u r de zéro est de 

la forme ^ 0 ( i zb j ) . 

Définition. — U n complexe de seconde espèce 

est d i t « q u o t i e n t de a par& », et l ' o n é c r i t e = s i , a 
et b étant des complexes donnés d ' a i l l e u r s q u e l c o n -

ques, x sat isfait à l 'égal ité bx = a. E n vertu des 

déf in it ions posées, cette condit ion, est satisfaite s i l ' o n 

a s i m u l t a n é m e n t 

(5) a0 = b0x0-\- b\Xx, ax— b^xx -h b^x^. 

S i on trouve 

'o^o . • TT, 1^-f = bî-b* bl-bi 

D a n s ce cas, le quot ient est u n i v o q u e m e n t d é t e r m i n é . 

S i , au contra ire, b est u n d i v i s e u r de zéro, le quot ient ~ 

est o u b i e n i n d é t e r m i n é , ou b i e n inex istant . E x e m p l e s : 
le q u o t i e n t 
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est i n d é t e r m i n é p u i s q u e , Ç0 r e p r é s e n t a n t u n n o m b r e 

r é e l a r b i t r a i r e , o n a t o u j o u r s ( i - f - = i - f - y ; t a n d i s 

q u e l e q u o t i e n t ^ . n ' e x i s t e pas, p u i s q u e l e s 3 3 J 
é q u a t i o n s ( 5 ) q u i e n r é s u l t e r a i e n t 

3 = S.r0 — 5a7j, 3 = — 5#0 

s o n t m a n i f e s t e m e n t i n c o m p a t i b l e s . 

E n r é s u m é , les q u a t r e o p é r a t i o n s r a t i o n n e l l e s a i n s i 

d é f i n i e s sont t o u j o u r s p o s s i b l e s et u n i v o q u e s , s a u f l a 

d i v i s i o n p a r des d i v i s e u r s de z é r o . 

2 . A p p e l o n s rationnel t o u t n o m b r e c o m p l e x e d e 

s e c o n d e espèce a d o n t l e s d e u x c o o r d o n n é e s a 0 et a{ 

sont des n o m b r e s r a t i o n n e l s o r d i n a i r e s . L e c o m p l e x e a 
sera d i t irrationnel, s i a 0 o u a , , o u les d e u x , sont i r r a -

t i o n n e l s . D a n s l a s u i t e , n o u s e n v i s a g e r o n s e x c l u s i -

v e m e n t des c o m p l e x e s r a t i o n n e l s et les a p p e l l e r o n s 

s o u v e n t complexes tout c o u r t . L ' e n s e m b l e de tous l e s 

c o m p l e x e s r a t i o n n e l s f o r m e un corps de nombres o u 

domaine de rationalité q u e n o u s d é s i g n e r o n s p a r j R j ; 

c 'est d i r e q u e l e s c o m p l e x e s r a t i o n n e l s se r e p r o d u i s e n t 

p a r a d d i t i o n , s o u s t r a c t i o n , m u l t i p l i c a t i o n et d i v i s i o n , 

p o u r a u t a n t q u e l a d i v i s i o n est p o s s i b l e et u n i v o q u e . 

N o u s n o u s p r o p o s o n s de f a i r e l ' a r i t h n o m i e de j R j . 

L e p r e m i e r pas c o n s i s t e r a à d é p a r t a g e r l e c o r p s j R J 

e n d e u x e n s e m b l e s , m e t t a n t d ' u n côté les c o m p l e x e s 

r a t i o n n e l s « e n t i e r s » e n c o r e à d é f i n i r , de l ' a u t r e l e s 

c o m p l e x e s r a t i o n n e l s « n o n e n t i e r s » . L a d é f i n i t i o n 

s u i v a n t e q u e n o u s a p p e l o n s lipschitzienne se p r é s e n t e 

l e p l u s n a t u r e l l e m e n t à l ' e s p r i t : u n c o m p l e x e a est d i t 

entier, s i s e s c o o r d o n n é e s sont des n o m b r e s e n t i e r s 

o r d i n a i r e s ; a sera d i t non entier, s i l ' u n e a u m o i n s d e 

ses d e u x c o o r d o n n é e s n ' e s t pas u n n o m b r e e n t i e r . S u r 

cette d é f i n i t i o n l i p s c h i t z i e n n e c o m m e b a s e , o n p e u t 
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é r i g e r u n e a r i t h n o m i e de \ R j , a r i t h m é t i q u e g é n é r a l i s é e 

a n a l o g u e à l a c l a s s i q u e . U n c o m p l e x e e n t i e r a est d i t 

« divisible par u n c o m p l e x e e n t i e r è ' » , s ' i l ex iste u n 

c o m p l e x e entier c = Ë c 0 + ct j te l q u e bc ~a \ o n d i r a 

dans ce cas que b est u n d i v i s e u r de a , et a u n m u l -

t i p l e de b. D a n s le cas o ù les c o m p l e x e s sont r é e l s , 

cette d é f i n i t i o n de la d i v i s i b i l i t é se c o n f o n d avec c e l l e 

d o n n é e dans l ' a r i t h m é t i q u e o r d i n a i r e . 

D a n s toutes les q u e s t i o n s de d i v i s i b i l i t é et de d é c o m -

p o s i t i o n en facteurs p r e m i e r s , les d i v i s e u r s de zéro 

d o i v e n t être m i s à part , c o m m e dans l ' a r i t h m é t i q u e 

c l a s s i q u e le zéro. O n d é m o n t r e a lors q u ' i l ex iste 

dans | R j quatre unités : i , — i , y , — j . D e s c o m -

p l e x e s ent iers q u i ne d iffèrent q u e par u n facteur 

u n i t é , tels a , — a , a j , —aj sont d i ts associés. D a n s 

des q u e s t i o n s de d i v i s i b i l i t é , des n o m b r e s associés 

p e u v e n t se s u b s t i t u e r l ' u n à l ' a u t r e . 

O n r e t r o u v e dans cette a r i t h m é t i q u e g é n é r a l i s é e : la 

t h é o r i e du p l u s g r a n d c o m m u n d i v i s e u r , c e l l e d u p l u s 

pet i t c o m m u n m u l t i p l e , l a t h é o r i e des c o n g r u e n c e s , 

l ' a n a l o g u e du théorème de F e r m â t , e t c . , p u i s la t h é o r i e 

des « c o m p l e x e s ent iers irréductibles » q u i j o u e n t i c i 

le m ê m e rô le q u e les n o m b r e s p r e m i e r s dans l ' a r i t h m é -

t i q u e c l a s s i q u e . N o u s la issons a u l e c t e u r de d é m o n t r e r 

q u e tout n o m b r e c o m p l e x e e n t i e r de seconde espèce et 

q u i n'est pas d i v i s e u r de zéro est d é c o m p o s a b l e e n u n 

p r o d u i t d ' u n n o m b r e f i n i de facteurs p r e m i e r s , c'est-

à - d i r e de c o m p l e x e s e n t i e r s i r r é d u c t i b l e s . 

3 . Cette a r i t h n o m i e basée s u r l a d é f i n i t i o n l i p s c h i t -

z i e n n e d u c o m p l e x e e n t i e r présente des a n o m a l i e s 

c u r i e u s e s , m ê m e a b s t r a c t i o n faite des d i v i s e u r s de 

zéro. E n v o i c i q u e l q u e s e x e m p l e s : i l n 'ex iste a u c u n 

c o m p l e x e e n t i e r de n o r m e 2 , n i de n o r m e 2 p , q u a n d 
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p représente u n n o m b r e p r e m i e r i m p a i r ; , l ' é q u a t i o n 

x 2 — y 2 = 2 n'a e n effet pas de s o l u t i o n s en nombres 
entiers x,y. 

L e procédé ( a n a l o g u e à l ' a l g o r i t h m e d ' E u c l i d e ) q u i 

p e r m e t de d é t e r m i n e r , a u m o y e n d ' u n n o m b r e l î n i 

d 'opérat ions r a t i o n n e l l e s , le p l u s g r a n d c o m m u n d i v i -

s e u r de d e u x c o m p l e x e s e n t i e r s d o n n é s tombe e n 

défaut dans certa ins cas. L a d é c o m p o s i t i o n en facteurs 

p r e m i e r s , t o u j o u r s p o s s i b l e , n'est pas t o u j o u r s u n i -

v o q u e . I l e n r é s u l t e de s u i t e q u ' u n p r o d u i t d e d e u x 

facteurs peut être d i v i s i b l e p a r u n c o m p l e x e p r e m i e r 

sans q u ' a u c u n des facteurs ne le soit . E x e m p l e : l e 

p r o d u i t ( 9 — 7 j ) ( 1 7 H - 1 5 j ) est d i v i s i b l e par 2 et p a r 

3 H - j q u i sont p o u r t a n t i r r é d u c t i b l e s , sans q u ' a u c u n 

des facteurs ne le soit , c o m m e le p r o u v e n t les éga l i tés 

( 9 - 7 J ) ( ' 7 H - I 5 Y ) = 8 y ) = I 6 ( 3 -h j ) . 

4. I l est a s s u r é m e n t d i g n e d ' intérêt q u ' o n p u i s s e 

faire d i s p a r a î t r e ces a n o m a l i e s c o m m e par e n c h a n -

tement e n déf in issant a u t r e m e n t le n o m b r e c o m p l e x e 

« e n t i e r ». A d o p t o n s la d é f i n i t i o n s u i v a n t e : u n n o m b r e 

c o m p l e x e de seconde espèce est d i t entier s ' i l est 

de la forme a - f - ~ - f - ^ y , o ù a et b représentent des 

n o m b r e s ent iers o r d i n a i r e s d ' a i l l e u r s q u e l c o n q u e s ». 

E n v e r t u de cette n o u v e l l e d é f i n i t i o n , - — - / , - d b -2 2 J % 2 
sont des c o m p l e x e s entiers q u o i q u e a y a n t des c o o r -

données f r a c t i o n n a i r e s . 

O n peut d é m o n t r e r q u ' a v e c cette n o u v e l l e d é f i n i t i o n 

d u « n o m b r e e n t i e r », l ' a r i t h n o m i e d e v i e n t r é g u l i è r e , 

c ' e s t - à - d i r e ne présente a u c u n e des c o m p l i c a t i o n s c i tées 

p l u s h a u t . E n p a r t i c u l i e r , l ' a l g o r i t h m e d ' E u c l i d e y est 

t o u j o u r s a p p l i c a b l e ; i l ex iste des c o m p l e x e s ent iers de 

n o r m e zîz 2 ; ce sont - =b - et l e u r s associés ; l a d é c o m -
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p o s i t i o n d ' u n c o m p l e x e d o n n é e n facteurs p r e m i e r s est 

t o u j o u r s p o s s i b l e et d ' u n e s e u l e m a n i è r e ; u n p r o d u i t 

de d e u x facteurs n e s a u r a i t être d i v i s i b l e p a r u n c o m -

p l e x e i r r é d u c t i b l e sans q u e l ' u n a u m o i n s des facteurs 

l e s o i t ; etc. R e p r e n o n s l ' e x e m p l e -de tout à P k e u r e . O n 

vér i f ie q u e 

• - ( - M ) (\-o> 

ce q u i fait t o m b e r l ' a n o m a l i e s u s m e n t i o n n é e (voir 
n ° 3 ) . 

Remarque. — O b s e r v o n s q u e tous les d i v i s e u r s de 

zéro sont des m u l t i p l e s de - - b - — - et de l e u r s 
r 2 2 2 2 

assoc iés . C e c o m p l e x e est idempotent, c ' e s t - a - d i r e q u ' i l 

j o u i t de l a p r o p r i é t é r e m a r q u a b l e d'être i d e n t i q u e à 

toutes ses p u i s s a n c e s e n t i è r e s , — ~ 2" ^ 

système des n o m b r e s c o m p l e x e s de seconde espèce ne 

c o n t i e n t q u e quatre n o m b r e s i d e m p o t e n t s : o, 1 , 

i + l - i . 
'1 2 2 A 

E n r é s u m é : les d i v i s e u r s de zéro u n e fois m i s k p a r t , 

l ' a r i t l i n o m i e d u corps j R j basée s u r l a d é f i n i t i o n n o u -

v e l l e d u c o m p l e x e « e n t i e r » est s e m b l a b l e e n tout 

p o i n t à l ' a r i t h m é t i q u e c l a s s i q u e , o u à c e l l e é r i g é e p a r 

G a u s s dans le d o m a i n e des n o m b r e s c o m p l e x e s o r d i -

n a i r e s a 4 - bi e n y p r e n a n t p o u r base l a d é f i n i t i o n 

l i p s c h i t z i e n n e d u n o m b r e i m a g i n a i r e e n t i e r . 

5 . Q u e l l e est l a r a i s o n p r o f o n d e de ce p h é n o m è n e 
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c u r i e u x ? P o u r q u o i l a d é f i n i t i o n l i p s c h i t z i e n n e e s t - e l l e 

« b o n n e » dans le cas des n o m b r e s c o m p l e x e s o r d i -

n a i r e a - f - bi et pas dans c e l u i des n o m b r e s c o m p l e x e s 

de seconde espèce a - f - ¿ y ? E n d'autres termes : c o m -

m e n t se f a i t - i l q u e la d é f i n i t i o n l i p s c h i t z i e n n e c o n d u i s e 

à u n e a r i t h n o m i e r é g u l i è r e dans le p r e m i e r d o m a i n e 

et pas dans le s e c o n d ? P o u r r é p o n d r e à ces q u e s t i o n s , 

n o u s i n t r o d u i r o n s encore q u e l q u e s n o t i o n s e n n o u s 

la issant g u i d e r par l ' a n a l o g i e . 

Définitions. — N o u s a p p e l o n s domaine holoïde tout 

e n s e m b l e [ H ] de n o m b r e s o u de c o m p l e x e s q u e l c o n q u e s 

j o u i s s a n t des t ro is p r o p r i é t é s s u i v a n t e s : 

i ° L e d o m a i n e [ H ] c o n t i e n t u n e i n f i n i t é d 'é léments 

p a r m i l e s q u e l s « le n o m b r e i » ; 

2 ° O n p e u t y effectuer sans r e s t r i c t i o n l 'addit ion. , la 

s o u s t r a c t i o n et l a m u l t i p l i c a t i o n , sans j a m a i s sort i r d u 

d o m a i n e ; e n d'autres termes : l a s o m m e , la d i f férence 

et le p r o d u i t de d e u x é l é m e n t s de [ H ] est t o u j o u r s de 

n o u v e a u u n é l é m e n t de [ H ] ; 

3 ° L e d o m a i n e possède u n e base finie, a u t r e m e n t 

d i t : i l est p o s s i b l e de c h o i s i r dans [ H ] u n n o m b r e fini 

d ' é l é m e n t s , d isons £2 , • t/n q u e l ' e x p r e s s i o n 

/??! ti -h m2 ¿2 -+• • • • H- m-n ta 

r e p r o d u i s e tous les é léments d u d o m a i n e , et unique-
ment c e u x - l à , l o r s q u e mK, . . . , mn p r e n n e n t , de 

toutes les m a n i è r e s p o s s i b l e s , des va leurs ent ières de 

— qo à -j- oo. L e s c o m p l e x e s tK, £ 2 , . . . , tn p e u v e n t a lors 

e n g e n d r e r , par les seules opérat ions de l ' a d d i t i o n et de 

l a s o u s t r a c t i o n répétées u n n o m b r e fini de fois , n ' i m -

porte q u e l é l é m e n t d u d o m a i n e en q u e s t i o n . O n d i t 

p o u r cette r a i s o n que £, , i 2 , tn « f o r m e n t une 
base d u d o m a i n e [ H ] » ; nous le d é s i g n e r o n s a u s s i p a r 

le s y m b o l e { t K , / 2 , £„]. 
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Exemples. — L e s n o m b r e s e n t i e r s o r d i n a i r e s c o n s -

t i t u e n t le d o m a i n e h o l o ï d e [ i ] , le p l u s s i m p l e de tous. 

L e s n o m b r e s c o m p l e x e s de G a u s s à c o o r d o n n é e s 

ent ières forment l e d o m a i n e h o l o ï d e [ i , ¿ ] . 

T H É O R È M E F O N D A M E N T A L . — Dans le corps de nom-
bres j R j constitué par Vensemble des complexes 
rationnels ciQ-{-a{j\ le domaine holoïde le plus 
général a pour base i, £2= j + ^ j , où g ^ o» 
représente un nombre rationnel entier d'ailleurs 
quelconque. 

I l ex iste d o n c dans j R \ u n e i n f i n i t é s i m p l e d e 

d o m a i n e s holoïdes c o r r e s p o n d a n t a u x diverses v a l e u r s 

ent ières de g et dont v o i c i les p r i n c i p a u x : 

i ° P o u r o n trouve [ 1 *,y], d o m a i n e h o l o ï d e 

c o n s t i t u é par l ' e n s e m b l e des c o m p l e x e s « e n t i e r s a u 

sens l i p s c h i t z i e n » , c ' e s t - à - d i r e à coordonnées e n t i è r e s ; 

2 0 P o u r g = 1 , o n t ro u ve ; ^ + ¿ j , d o m a i n e h o -

l o ï d e const i tué p a r l ' e n s e m b l e des n o m b r e s c o m p l e x e s 

« ent iers a u sens n o u v e a u ». 

Définition. — L e domaine holoïde [ H ] est d i l 
maximal s ' i l n 'ex iste pas, dans le corps de nombres 
envisagé, u n autre d o m a i n e h o l o ï d e q u i c o n t i e n n e 

tous les é l é m e n t s de [ H ] , p l u s d'autres n o n c o n t e n u s 

dans [ H ] . 

V o i c i m a i n t e n a n t l a d é f i n i t i o n n o u v e l l e d u n o m b r e 

c o m p l e x e « e n t i e r » : u n c o m p l e x e r a t i o n n e l a est d i t 

entier, s ' i l fait p a r t i e d u d o m a i n e h o l o ï d e m a x i m a l d u 

corps j R j , et non entier, s ' i l n'est pas c o n t e n u d a n s 

ce d o m a i n e h o l o ï d e m a x i m a l . P e u i m p o r t e d o n c q u e 

les coordonnées de a so ient ent ières o u f r a c t i o n n a i r e s . 

6 . P o u r r é p o n d r e a u x q u e s t i o n s posées a u c o m m e n -
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cernent d u n u m é r o p r é c é d e n t , n o u s a v o n s d é m o n t r é les 

deu»x t h é o r è m e s s u i v a n t s : 

i ° D a n s l e c o r p s j R | c o n s t i t u é p a r l ' e n s e m b l e des 

n o m b r e s c o m p l e x e s o r d i n a i r e s a - f - bi à c o o r d o n n é e s 

r a t i o n n e l l e s , l e d o m a i n e h o l o ï d e m a x i m a l ¿ 2 ] 

p o s s è d e l a base tK = i , t 2 ~ i ; 

2° D a n s l e corps j R J c o n s t i t u é p a r l ' e n s e m b l e des 

n o m b r e s c o m p l e x e s r a t i o n n e l s de s e c o n d e espèce 

ct~\~bj, a v e c y 2 = i-, l e d o m a i n e h o l o ï d e m a x i m a l 

[ / < , i 2 ] possède l a base tK = i , U = ^ ( i -4- y ) . 

I l s ' e n s u i t q u e : i ° d a n s l e cas des n o m b r e s c o m -

p l e x e s o r d i n a i r e s , l e d o m a i n e h o l o ï d e [ i , i] étant 

m a x i m a l , d é f i n i t i o n l i p s c h i t z i e n n e et d é f i n i t i o n n o u -

v e l l e d u c o m p l e x e « e n t i e r » se c o n f o n d e n t e n u n e 

s e u l e et d o n n e n t l e c o m p l e x e à c o o r d o n n é e s e n t i è r e s ; 

d a n s le cas des n o m b r e s c o m p l e x e s de s e c o n d e 

e s p è c e , l e d o m a i n e h o l o ï d e [ i > y ] n 'est pas m a x i m a l , 

p u i s q u ' o n p e u t l ' é l a r g i r sans s o r t i r de j R p e n l u i 

a d j o i g n a n t dès l o r s , les d e u x d é f i n i t i o n s d u 

c o m p l e x e « e n t i e r » , l a l i p s c h i t z i e n n e et l a n o u v e l l e , 

s o n t d i f f é r e n t e s . O r , c'est t o u j o u r s l a n o u v e l l e q u i c o n -

v i e n t , p a r c e q u ' e l l e c o n d u i t à u n e a r i t h n o m i e r é g u -

l i è r e ; m a i s e l l e e x i g e l a d é t e r m i n a t i o n p r é a l a b l e d u 

d o m a i n e h o l o ï d e m a x i m a l d a n s le c o r p s de n o m b r e s j R | . 

I I . — L E S N O M B R E S C O M P L E X E S D E T R O I S I È M E E S P È C E . 

7 . A p p e l o n s nombres complexes de troisième 
espèce des c o m p l e x e s de l a f o r m e <x = a 0 - r cl\ i', o ù if 

est u n s y m b o l e d é f i n i p a r 

( 6 ) i ' » = o . 

P o u r ces n o m b r e s c o m p l e x e s de t r o i s i è m e e s p è c e , o n 

Ann. de Mathéniat., 4e série, t. XVIII. (Décembre 1918.) 35 
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peut poser les mêmes d é f i n i t i o n s q u e p o u r c e u x de 

seconde espèce, en i n t r o d u i s a n t les changements cjue 

nécess ite la d i f férence des s y m b o l e s j et i' déf in is p a r 

( i ) et ( 6 ) . N o u s a p p e l l e r o n s narme d u c o m p l e x e a , et 

nous d é s i g n e r o n s par N ( a ) , la v a l e u r a b s o l u e de sa 

p r e m i è r e coordonnée, de sorte que N ( a ) = | a 0 J . L e s 

d i v i s e u r s de zéro sont, i c i , les n o m b r e s c o m p l e x e s de 

t r o i s i è m e espèce à p r e m i è r e coordonnée n u l l e , d o n c 

de la forme ri'. A v e c ces c h a n g e m e n t s , o n peut répéter 

presque t e x t u e l l e m e n t ce q u i est d i t a u n ° l , en r a p p l i -

q u a n t a u x c o m p l e x e s de t r o i s i è m e espèce. 

8. O n peut également, en faisant les m o d i f i c a t i o n s 

v o u l u e s dans les énoncés , a p p l i q u e r a u x nombres c o m -

plexes de t r o i s i è m e espèce les p r o p o s i t i o n s des n o s 2 

et 3 . 

9 . Prof itant de l ' e x e m p l e des n o m b r e s c o m p l e x e s de 

seconde espèce, nous a l l o n s c h e r c h e r à d é t e r m i n e r dans 

le corps • Pi | le d o m a i n e h o l o ï d e m a x i m a l ( voir 
n° 5 ) . 

T H É O R È M E F O N D A M E N T A L . — Dans le corps J R [ des 
nombres complexes de troisième espèce, le domaine 
holoïde [£,, t2j le plus général a pour base t{= i, 
t>jz= ¡3Îv, ou ¡3 ̂  o représen te un nombre rationnel 
entier ou fractionnaire choisi arbitrairement, mais 
fixe. 

T o u t d o m a i n e h o l o ï d e [ i , ¡ i l 7 ] de ) R [ est donc cons-

t itué par l ' e n s e m b l e des c o m p l e x e s mh -+- m2 q u ' o n 

obt ient en faisant p a r c o u r i r à m { et à m 2 , i n d é p e n -

d a m m e n t l ' u n de l 'autre, la su ite des nombres ent iers 

de — oo à - f - oc, le n o m b r e ¡3 restant fixe. L e corps j R j 

cont ient donc une i n f i n i t é de domaines h o l o ï d e s c a r a c -
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tér isés c h a c u n p a r u n e v a l e u r d é t e r m i n é e de p . P a r m i 

e u x , i l s 'agit de d é t e r m i n e r c e l u i q u i est m a x i m a l . 

Or, il n'y en a point. 
N o u s l a i s s o n s a u l e c t e u r de d é m o n t r e r ce r é s u l t a t 

i n a t t e n d u ; i l suff i t de m e t t r e ¡3 sous f o r m e de f r a c t i o n 

i r r é d u c t i b l e et de s ' a p p u y e r s u r l e t h é o r è m e f o n d a -

m e n t a l c i - d e s s u s . L e s n o m b r e s c o m p l e x e s de t r o i s i è m e 

e s p è c e f o u r n i s s e n t l ' e x e m p l e l e p l u s s i m p l e d ' u n s y s -

tème de n o m b r e s où le c o r p s j R J n e p o s s è d e pas d e 

d o m a i n e h o l o ï d e m a x i m a l . 

1 0 . O n p e u t se p r o p o s e r d ' é r i g e r u n e a r i t h n o m i e d u 

c o r p s j R J . D u m o m e n t o ù i l est d é p o u r v u de d o m a i n e 

h o l o ï d e m a x i m a l , l a d é f i n i t i o n d u n o m b r e e n t i e r y est 

j u s q u ' à u n c e r t a i n p o i n t a r b i t r a i r e et i l faut s ' a t t e n d r e 

a priori à ce q u e l ' a r i t h n o m i e basée s u r u n e t e l l e d é f i -

n i t i o n p r é s e n t e de c u r i e u s e s s i n g u l a r i t é s , m ê m e e n 

m e t t a n t à p a r t l e s d i v i s e u r s de z é r o . 

A d o p t o n s l a d é f i n i t i o n q u e v o i c i : « U n c o m p l e x e d e 

t r o i s i è m e e s p è c e a est d i t entier, s ' i l fa i t p a r t i e d u 

d o m a i n e h o l o ï d e [ I I ] : = E [ I ; ¡ 3 i 7 ] , o ù ¡3 ; > o r e p r é s e n t e 

u n n o m b r e r a t i o n n e l a r b i t r a i r e m e n t c h o i s i , m a i s fixe; 

a est d i t non entier, s ' i l n 'est pas c o n t e n u d a n s [ H ] » . 

C ' e s t d i r e q u e sera r é p u t é entier t o u t c o m p l e x e 

mK -4- m-2 pif d o n t la p r e m i è r e c o o r d o n n é e , est u n 

n o m b r e e n t i e r o r d i n a i r e et la s e c o n d e , m 2 [ 3 , u n m u l -

t i p l e de ¿3. E n p r e n a n t ¡3 = i , o n r e t r o u v e l a d é f i n i t i o n 

l i p s c h i t z i e n n e d u n o m b r e c o m p l e x e e n t i e r . C e l l e q u e 

n o u s a d o p t o n s i c i est b e a u c o u p p l u s l a r g e , p u i s q u ' o n 

p e u t p r e n d r e p o u r ¡3 u n n o m b r e r a t i o n n e l p o s i t i f a u s s i 

p e t i t q u ' o n v e u t . V o i c i q u e l q u e s t h é o r è m e s f o n d a -

m e n t a u x de cette a r i t h m é t i q u e g é n é r a l i s é e , f a c i l e s à 

d é m o n t r e r : 

i ° L e d o m a i n e [ H ] c o n t i e n t u n e i n f i n i t é d'unités. 
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c ' e s t - à - d i r e de c o m p l e x e s entrant c o m m e d i v i s e u r dans 

n ' i m p o r t e q u e l c o m p l e x e « e n t i e r » ; ce sont les n o m -

bres i - f - n j ï i ' ; e n posant par c o n v e n t i o n — i , on 

voit q u e s n = = . ( i - f - fii')n p o u r toute v a l e u r e n t i è r e 

de n. À tout c o m p l e x e a^m{ - f - m2fiir sont a i n s i 

associés u n e i n f i n i t é d 'autres , ai/n tous é q u i v a l e n t s a u 

)>oint de vue de la d i v i s i b i l i t é ( v o i r n ° 2 ) . I l est u t i l e 

de c h o i s i r dans ce g r o u p e u n « représentant » u n i v o -

q u e m e n t d é t e r m i n é , par e x e m p l e c e l u i dont la p r e -

m i è r e coordonnée m { est p o s i t i v e et où s i m u l t a n é m e n t 

o ^ m2 <C • Appelons-le primaire. 
2° D a n s le g r o u p e des c o m p l e x e s ent iers de t r o i s i è m e 

espèce associés à un m ê m e c o m p l e x e e n t i e r d o n n é a , i l 

s 'en trouve t o u j o u r s u n et u n s e u l q u i est p r i m a i r e . D a n s 

les q u e s t i o n s de d i v i s i b i l i t é et de d é c o m p o s i t i o n e n 

t a c l e u r s , o n p e u t se b o r n e r a u x c o m p l e x e s p r i -

m a i r e s . 

3 ° I l ex iste p c o m p l e x e s e n t i e r s p r i m a i r e s d ifférents 

a y a n t m ê m e n o r m e p. 

4° L e s c o m p l e x e s ent iers irréductibles (voir n ° 2 ) 

sont i c i c e u x q u i ont la forme p'1 mfii', où p r e p r é -

sente u n n o m b r e p r e m i e r naturel«, m et n des n o m b r e s 

n a t u r e l s , n d ' a i l l e u r s q u e l c o n q u e , m n o n d i v i s i b l e par p 

et i n f é r i e u r à p " . 

5° T o u t n o m b r e c o m p l e x e e n t i e r de t r o i s i è m e espèce 

est d é c o m p o s a b l e e n u n n o m b r e fini de facteurs i r r é -

d u c t i b l e s . 

(>° C e t t e d é c o m p o s i t i o n n'est p l u s u n i v o q u e dès q u e 

l a p r e m i è r e coordonnée est d i v i s i b l e par l e carré d ' u n 

n o m b r e e n t i e r > i . P a r e x e m p l e , ps i pza fii' peut 

se mettre sous la forme d ' u n p r o d u i t de quatre facteurs 

i r r é d u c t i b l e s q u i sont, à volonté, tous égaux entre e u x , 

ou tous i n é g a u x , o u dont tro is o u s e u l e m e n t d e u x sont 

¿ g a u x , q u a n d o n p r e n d p o u r p u n n o m b r e p r e m i e r 
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s u f f i s a m m e n t granel et p o u r a l ' u n des n o m b r e s 2 , 3 , 

Q u a n d d e u x c o m p l e x e s ent iers sont premiers 
entre eux, l e u r s p u i s s a n c e s p e u v e n t ne p l u s l 'être. 

E x e m p l e : d 2 = - + 2 et = 7 + 3 ¡3i7 sont p r e -

m i e r s entre e u x , m a i s l e u r s carrés ne le sont p l u s , étant 

tous d e u x div i s i b l e s par 7 . 

8° L a théorie d u p l u s g r a n d c o m m u n d i v i s e u r est 

p r o f o n d é m e n t modif iée . M o n t r o n s - l e par u n e x e m p l e : 

les d e u x c o m p l e x e s ent iers 

possèdent s i x c o m m u n s d i v i s e u r s p r i m a i r e s , d o n c 

e s s e n t i e l l e m e n t d i fférents, s a v o i r 

d{) = 7 , Î / | = 7 + PI* ' , d2 = 7 -\-ibi\ ¿ 5 Ë 7 + 5 , 3 * ' . 

M a l g r é ce la , a et h n 'ont pas de « p l u s g r a n d c o m m u n 

d i v i s e u r ». E n d'autres t e r m e s , o n a r r i v e à des i n c o m -

p a t i b i l i t é s dès q u e l ' o n a d m e t l ' e x i s t e n c e d ' u n c o m p l e x e 

ent ière/ dont les d i v i s e u r s sera ient p r é c i s é m e n t ¿ / 0 , d i 7 

d2, . . . , d6 et q u i serait en m ê m e temps d i v i s e u r c o m -

m u n de a et de b. 

N o t r e p r é s o m p t i o n a priori q u e l ' a r i t h n o m i e des 

n o m b r e s c o m p l e x e s de t r o i s i è m e espèce diffère essen-

t i e l l e m e n t de l ' a r i t h m é t i q u e o r d i n a i r e , m ê m e a b s t r a c -

t i o n faite des d i v i s e u r s de zéro, est a i n s i p l e i n e m e n t 

c o n f i r m é e . L ' é l é g a n t e s i m p l i c i t é de la théor ie c l a s s i q u e 

ne saura i t être atteinte i c i , c o m m e ce fut le cas p o u r 

les n o m b r e s c o m p l e x e s de seconde espèce, par u n 

c h a n g e m e n t de d é f i n i t i o n d u c o m p l e x e « e n t i e r » . I l 

faut des méthodes p l u s profondes encore. L ' u n e d ' e l l e s 

e s t donnée par la théor ie des i d é a u x . 

a = 49 -H 3 5 [i> i et b — 40 -+- 42 3 i' 
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[ 0 * 2 f ] [ 0 ! 6 j ] 

PROPRIÉTÉ M CERTAINES COURBES 
ET SURFACES ENVELOPPES; 

P A R M . M A T H I E U W E I L L . 

S o i t 

(1) / ( o , , . 8 „ ) = o 

une r e l a t i o n entre les d istances de n points fixes à 

une droite m o b i l e q u i a p o u r é q u a t i o n , en coordonnées 

r e c t a n g u l a i r e s , 

(2) x cos a -f- y cos ¡3—p = o, 

avec la r e l a t i o n 

( 3 ) c o s ' 2 a - h cos 2 fi — 1 = 0 . 

L a d istance 3, du p o i n t xKyK à la dro i te a p o u r 

e x p r e s s i o n 
Oi = X1 COS? -hyt COS ¡3 — p. 

P o u r a v o i r le p o i n t où la dro ite m o b i l e touche son 

e n v e l o p p e , p r e n o n s les d i f f é r e n t i e l l e s totales des é q u a -

t ions ( 1 ) , ( 2 ) et ( 3 ) , nous a u r o n s 

x sin a doi -f- y sin jî -f- dp — o, 

sin a dz ÏXifz^ -+- sin ¡3 d$ S y i / ^ -4- dp S / § ' = o, 

cosa sin a da -f- cos ¡3 sin 3 = o. 

L ' é l i m i n a t i o n des d i f f é r e n t i e l l e s ¿¿a, d¡3, dp donne 
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Y _ f j 
v f j —y 0! 

L e p o i n t y , où ]a d r o i t e m o b i l e t o u c h e son e n v e -

l o p p e est d o n c d o n n é par l ' i n t e r s e c t i o n de cette dro i te 

et de la d r o i t e représentée par l ' é q u a t i o n ( 4 ) , c 'est-

à - d i r e , de la p e r p e n d i c u l a i r e abaissée d u p o i n t X , \ , 

s u r la dro i te m o b i l e ; or , ce p o i n t est le centre des 

d i s t a n c e s p r o p o r t i o n n e l l e s des p o i n t s fixes affectés, 

r e s p e c t i v e m e n t , des coeff ic ients f)>[, f ^ . . . . 

L a d é m o n s t r a t i o n et le résu l tat sont les m ê m e s s i 

l ' o n r e m p l a c e la droite m o b i l e par u n p l a n m o b i l e , et 

s i les n p o i n t s f ixes sont des p o i n t s de l 'espace. O n 

peut d o n c é n o n c e r les d e u x théorèmes s u i v a n t s , q u i 

ne sont peut -être pas c o n n u s : 

T H É O R È M E I . — Si une droite se meut dans un 
plan de manière que les distances de n points fixes 
du plan à cette droite soient liées par la relation 

/ ( ô 1, o\, . . o n ) = o, 

on obtient le point oit elle touche son enveloppe en 
projetant sur la droite le centre des distances pro-
portionnelles des points fixes affectés des coeffi-
cients 

fo^i fù^ • • ' > fon' 

T H É O R È M E I I . — M ê m e r é s u l t a t p o u r u n p l a n m o -

b i l e et n p o i n t s f ixes de l 'espace. 

L e s cas les p l u s s i m p l e s sont c e u x - o ù la r e l a t i o n f = o 

est 
oi -f- o2 -4-. • - -+- otl = K, 

o u 
- h . , . h - - 8 » = « * , 

e n posant 
Srr, f*' V 1 D I 

" W 



( 464 ) 
OU 

Si . . . o„ = K", 

K d é s i g n a n t u n e constante. 

.Dans le p r e m i e r cas, et a u s s i dans le cas où l ' o n 

a u r a i t 
o i -h a-2 o2 ->-.. . + ctn 0/i = K, 

. . . , étant des constantes, le centre des dis -

tances p r o p o r t i o n n e l l e s est f ixe, l ' e n v e l o p p e est u n 

c e r c l e , résultat b i e n c o n n u . D a n s le second cas, l ' e n v e -

l o p p e est u n e c o n i q u e à centre, les coeff ic ients de 

p r o p o r t i o n n a l i t é sont 5 , , o 2 , . . . , o n . D a n s le t r o i s i è m e 

cas, les coeff ic ients sont l ' e n v e l o p p e est Û1 o2 o„ 1 1 

une c o n i q u e à centre p o u r n = 2 et, dans les autres 

cas, u n e c o u r b e de degré é levé. 

[L1 lOd] 
suit LES CERCLES BITANGENTS A LA PARABOLE; 

PAR M. J. BOUCHARY, 
Elève à l'Ecole Colbert. 

S o i e n t u n e parabole r , F son foyer , O le s o m m e t , 

yOyr la tangente a u s o m m e t , Ox l 'axe et p le p a r a m è t r e 

et M , M ' d e u x p o i n t s s y m é t r i q u e s par r a p p o r t à l 'axe ; 

les n o r m a l e s e n M et M ' c o n c o u r e n t par r a i s o n de 

s y m é t r i e en u n p o i n t G de l ' a x e ; le c e r c l e de centre G 

et de r a y o n C M a u r a , e n M et M ' , m ê m e s tangentes q u e 
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la parabole. O n d i t q u ' i l est b itangent à la parabole,. 

MM' est la corde de contact. 

y 
M 

A —' 

0 
\ F ! C co 

M* 
y' 

Recherche de la position du centre. — Soient 

( i ) 

l 'équat ion de la parabole rapportée à sa tangente a u 
sommet et à l 'axe, p u i s 

(x — a)—¿>)2_R2^ o 

l 'équat ion d u cercle rapporté a u x mêmes axes. F o r m o n s 

l 'équat ion a u x ordonnées des points de rencontre . 

D e ( i ) on t ire 

ip 

p u i s portons dans ( 2 ) , i l v ient 

OU 
y4 a y2 

•^-j -t- a"- -h ô2 — %by — R 2 = o 
4/> 
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o u encore 

( 3) JK4-*- 4 y 2 ( p 2 — ap) — $ybp*-h 4/?2(a2-+- ¿>2 — R2) = o. 

Cette é q u a t i o n n'a pas de terme en y 3 , la somme des 

rac ines est donc n u l l e , et nous pouvons énoncer le 

théorème s u i v a n t : 

T H É O R È M E . — Quand un cercle rencontre une 
parabole en quatre points, la somme algébrique des 
perpendiculaires abaissées de ces quatre points sur 
Vaxe de la parabole est nulle. 

I l résulte de ce théorème q u e , l o r s q u e le cerc le sera 

b i tangent à la parabole, les ordonnées des points de 

contact seront égales, m a i s de s igne contra i re . 

L ' é q u a t i o n ( 3 ) se présentera sous la forme 

( y * y y i - t ~ y \ ) ( y * + *yyi + yi) = o, 
(4) y*—*y*yî-*-yi = 

L ' é q u a t i o n n'a pas de termes e n y et , s i nous i d e n t i -

f ions les d e u x équat ions, i l faut que b — o, p u i s 

(a) y\—*p("—p), 

l 'ordonnée d u p o i n t de contact est d o n c 

( 5 ) J'i = ± \ J i p { a — p ) ; 

ident if ions les ternies constants des d e u x équat ions 

{£) y\ = 4/>2( r t2_ RJ) o u y j = 2 p / a2 — R2 ; 

égalons ( a ) et (¡3), i l v i e n t 

(a — p)2 = a2—R2, 

{6) R2 = 2 ap — pi ou H = sjp(2a — p) ; 
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d o n c , p o u r qvie les cerc les e x i s t e n t , i l faut 

. . p 
( 2 C - p ) > O OU 2 ' 

s i le r a y o n est n u l , l 'égal i té ( 6 ) déf in i t une 

f a m i l l e de c e r c l e s c o m p r e n a n t u n c e r c l e de r a y o n n u l , 

q u i est le f o y e r ; le r a y o n c r o î t constamment q u a n d 

a c r o î t , c 'est -à -d i re q u a n d C s 'é lo igne de F dans le sens 

p o s i t i f de l 'axe. C a l c u l o n s l 'absc isse d u p o i n t de contact, 

é c r i v o n s q u e ce p o i n t est sur la p a r a b o l e , o n a : 

2 px — 1 p(a — p), 
x = a — p ; 

c'est l 'absc isse d u p o i n t I d ' i n t e r s e c t i o n de M M ' avec 

l ' a x e ; or l 'absc isse de C est x = a; fa isons la d i f férence 

I C = p , d 'où le t h é o r è m e s u i v a n t : 

T H É O R È M E . — L'abscisse du centre et Vabscisse du 
point de contact ont une différence constante et 
égale au paramètre de la parabole. 

O n a v u p r é c é d e m m e n t q u e b était n u l , et q u e 

R2 = iap — /?2 ; 

l ' é q u a t i o n d u c e r c l e b i tangent est d o n c 

( x — a Y -f- y2 H- /?2 — lap = o ; 

i l n ' y a q u ' u n s e u l paramètre v a r i a b l e , a. 
O n p e u t f o r m e r r a p i d e m e n t cette é q u a t i o n d'après 

l 'éga l i té / - f - P 2 r = : o q u i est l ' é q u a t i o n des c o n i q u e s 

b i t a n g e n t e s à l a c o n i q u e f = o ; P étant l ' é q u a t i o n de la 

c o r d e de contact , i l v i e n t 

y* — 2 px -h (x — x0 )* = o ; 
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xQ abscisse de M ou 

y- — 2 p x -+- x2 -f a2 -+- />2 — a — 2 = o, 
x~ — 2£M? a2 -h y?2— 2 a/? = o 

ou enfin 

O n t i re le théorème s u i v a n t : . 

T H É O R È M E . — Tous les cercles bitangents à la 
parabole ont leur centre sur Vaxe des x; la corde 
de contact est perpendiculaire à Vaxe de la para-
bole; il n'existe qu'un seul cercle de centre donnéy 

bitangent à la parabole. 

C a l c u l o n s F C et F M . 

(7) (x — a)- •+• y2-h/>2— 2 a p — o. 

O n a 

FG = OC — OF — a — — > 

p u i s 

F M" = FF-f-IM 2 

= ( a ~ P ~ j ) — P) 
o — a- ocip -h o.ap — ip2 

d o n c 
FM = FG. 

O n a le théorème su ivant : 

T H É O R È M E . — La corde de contact est l'axe radical 
du cercle bitangent et du cercle ayant pour centre 
le point F et pour rayon F C . 
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D é m o n t r o n s maintenant le théorème su ivant : 

T H É O R È M E . — L'axe radical de deux cercles bitan-
gents est équidistant des cordes de contact. 

L ' é q u a t i o n d ' u n cerc le b itangent à la parabole est 

(x — a)2-h jK2-f- y>2— 2ap = o, 

a dés ignant l 'abscisse du centre ; considérons u n a u l r e 

c e r c l e b itangent, son équat ion est 

(x — a ) - y 2 -h p- — 2a p = o ; 

l 'équat ion de Taxe r a d i c a l de ces cercles est 

a 2 — a'i— <]Lx(a — a') — 2.p (a — a') = o, 

«en d i v i s a n t par a — a f q u i est e s s e n t i e l l e m e n t diffé-

rent de o, 

a a' — IX — 2p — o, 
a 4- a' 

l 'équat ion des cordes de contact est 

x~a—/?, x = a' — p ; 

l 'équat ion de la para l lè le é q u i d i s t a n l e est 

a 4- a' x — — p ; 

les d e u x droites co ïnc ident b i e n ; le théorème est 

-démontré. 

O n peut transformer le théorème comme i l su i t : 

T H É O R È M E . — Etant donnés trois cercles bitangents 
ù la parabole, les abscisses des centres étant a, a' 
et a!1 (avec a^> a'^> a!')yla condition nécessaire et 
suffisante pour que la corde de contact du second 
soit axe radical des deux autres est que a + a,f = 2 a!. 
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On a le théorème suivant : 

T H É O R È M E . — La puissance d'un point x^y^de la 
parabole par rapport à un cercle bitangentest égale 
au carré de la distance du point considéré à la 
corde de contact. 

E n effet, soit 

(ar — a)- j'2 4- p'1 — iap — o 

l'équation du cercle bitangent; la puissance du point 
oJKo) est 

Oo— a)2H-jK5 "+* 2 — 2ap — d1, 

et la d istance de ce p o i n t à la corde de contact est 

l*—(xq—Clp f- ou /2 = (>0— a)2-f-/>2H- ip(x0 — a); 

or 

<ipx0 = yl, 1*=: (xa — ^-p^—iap', 

donc d2= l2 ; Je théorème est démontré. 

T H É O R È M E . — La somme des longueurs des tan-
gentes issues d'un point de la parabole y0 ) à 
deux cercles bitangents à la parabole est égale à la 
distance des cordes de contact. 

Nous n'avons qu'à a p p l i q u e r deux fois le théorème 

précédent. 

O n démontrerait sans p l u s de d i f f icu lté les théorèmes 

su ivants : 
I . T H É O R È M E . — Etant donnés deux cercles bitan-

gents à une parabole, on mène la tangente com-
mune intérieure rencontrant la parabole en M 
et P : I° Le cercle décrit sur MP est tangent aux 
cordes de contact, des cercles bitangen ts ; 2° Son 
centre est équidistant des points de contact des 
cercles et de la tangente commune. 
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II. T H É O R È M E . — i° La distance des centres des 

cercles bitangents est égale à MP; 2P Le premier 
cercle bitangent est orthogonal aux cercles de centres 
M et P et ayant pour rayons les distances de M et P 
à la corde de contact. 

CORRESPONDANCE. 

M. d'Ocagne. — Sur les courbes définies par une 
relation entre les distances de chacune de leurs 
tangentes ci des points fixes. — L a Note récente de 

M . W ' e i l l ( N . A., 1918, p . 3 ^ 3 ) , r e l a t i v e au cas où la 

s o m m e des carrés de ces d i s t a n c e s estconstante, m ' i n c i t e 

à r a p p e l e r q u e , dans u n e des notes ( p. 8 2 ) de l ' a p p e n -

d ice de m a b r o c h u r e Coordonnées parallèles et axiales 
( G a u t h i e r - V i l l a r s ; i 8 8 5 ) , j ' a i fa it v o i r c o m m e n t les 

coordonnées p a r a l l è l e s se prêtent à l 'étude des c o u r b e s 

obtenues dans le cas d ' u n e r e l a t i o n quelconque entre 

de tel les d istances, c o u r b e s d e v e n a n t des c o n i q u e s 

l o r s q u e cette r e l a t i o n consiste dans l a c o n s t a n c e d ' u n e 

fonct ion homogène et d u second degré des d istances 

cons idérées , et, auss i , c o m m e n t se peut d é t e r m i n e r , 

dans le cas g é n é r a l , le p o i n t où la dro ite v a r i a b l e 

touche son e n v e l o p p e et le r a y o n de c o u r b u r e c o r r e s -

p o n d a n t . 

J ' a i d ' a i l l e u r s g é n é r a l i s é d e p u i s lors ( A . A., 1890, 
p . 2 9 3 , et 1894j, p- 5 o 2 ) le t h é o r è m e r e l a t i f à la d é t e r -

m i n a t i o n d u p o i n t de contact avec l ' e n v e l o p p e : 

S i l 'on appel le distance sous Vangle 6 d ' u n e droite D 

à u n e c o u r b e ( M ) le segment d ' u n e d r o i t e , p e r p e n -

d i c u l a i r e à D et c o u p a n t l a c o u r b e ( M ) e n M sous 

l ' a n g l e 9, c o m p r i s entre cette droite et cette c o u r b e , et 
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q u e l ' o n c o n s i d è r e l ' e n v e l o p p e de l a dro ite v a r i a b l e D , 

l o r s q u e ses d i s t a n c e s l n l 2 , . . . , Z7M sous les angles con-
stants 60, à n c o u r b e s de r é f é r e n c e données 

( M | ) , ( M 2 ) , ( M w ) , sont l iées p a r la re lat ion q u e l -

c o n q u e 
F ( / „ /•>, . . . , / „ ) = o , 

le point oit la droite D touche son enveloppe est le 
pied de la perpendiculaire abaissée sur cette droite 

j dF ÔF dF 
du barycentre des masses • • • > respecti-
vement affectées aux centres cle courbure des 
courbes de référence répondant aux points M,, 
M 2 , M „ . 

QUESTION. 

2383. S o i t l ' équat ion g é n é r a l e de d e g r é m 

xm 4 - pi xm~ l 4 - p2x ,n-~ 4 - . . » 4 - p,n — o. 

D é s i g n o n s par a le plus grand des m o d u l e s des quant i tés 

P17 V^-2, y/ps] (/>/)'', (pm)'"; 

2 a est une l imi te s u p é r i e u r e des m o d u l e s des rac ines de 

l ' é q u a t i o n ; et l ' équat ion 

qx ! l 4 - xm 4 - p i xm-i 4 - p2x"1-* 4 - . . . — pm = o. 

où n est un ent ier s u p é r i e u r à m et q une quant i té q u e l c o n q u e , 

a au moins une rac ine de m o d u l e i n f é r i e u r à 2«. L o r s q u e m — 1, 

la p r o p o s i t i o n a été é n o n c é e par M. H u r w i t z quelques 
généralisations du Théorème de M. Picard, par M. E . 

L a n d a u (Annales de l'école Normale supérieure, 1907)]. 

A . PELLET . 
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( T O M E X V I I I , 4 E S É R I E , 1 9 1 8 . ) 

Un Abonné, 111, 113, 151, 158, 
2 3 9 , 2 6 0 , 2 6 2 , 2 6 3 , 2 6 5 , 2 6 8 , 2 7 0 , 

2 7 7 , 3 1 3 , 3 1 5 , 3 1 8 . 

N . A G R 0 N 0 M 0 F , 2 5 6 . 

R . A L E Z A I S , 3 2 3 . 

A M S L E R , 1 2 0 . 

Un Anonyme, 103. 
P . A P P E L L , 4 1 , 1 5 0 , 4 0 1 . 

J . A R N O V L I E V I T C H , 1 3 9 . 

A . A S T O R , 1 0 3 . 

A . A U R I C , 1 8 6 . 

F . B A L I T R A N D , 1 7 5 , 2 2 7 , 2 2 8 , 2 3 0 , 

2 3 4 , 2 3 5 , 2 3 7 , 2 7 9 , 3 0 7 , 3 4 9 , 3 9 0 , 

4 3 1 , 4 3 9 . 

E . - N . B A R I S I E N , 7 3 , 1 0 5 , 1 4 7 , 1 5 5 , 

1 5 7 , 2 7 6 , 2 7 7 . 

B É J O T , 3 9 . 

C H . B I O C H E , 1 1 0 , 1 4 6 . 

J . B O U C H A R Y , 2 2 , 4 3 9 . 

G . B O U L L A N D , 2 7 6 . 

R . B O U V A I S T , 2 5 , 5 8 , 5 9 , 1 0 7 , 1 1 4 , 

1 5 3 , 1 4 0 , 1 6 1 , 2 2 3 , 2 2 7 , 2 3 2 , 2 3 9 , 

2 6 0 , 2 6 2 , 2 6 3 , 2 6 4 , 2 6 6 , 2 6 7 , 2 6 8 , 

2 7 0 , 3 1 2 , 3 5 9 , 4 0 3 . 

R . B R I C A R D , 3 9 , 6 1 , 6 3 , 6 8 , 1 5 9 , 

2 0 1 , 2 3 0 , 3 4 3 . 

H . B R O C A R D , 1 5 4 , 1 5 5 , 2 2 5 , 3 0 9 , 

3 5 2 , 4 3 4 . 

E . C A H E N , 3 8 . 

P . C A R I S S A N , 3 9 . 

E . C E B À R O , 6 6 , 6 7 , 6 8 , 7 0 , 7 5 . 

X . C H A P U I S , 7 0 . 

M . - F . E G A N , 7 5 , 1 9 9 , 2 5 9 , 3 0 7 . 

M . F A U C H E U X , 2 7 2 . 

G . F O N T E N É , 3 6 , 3 8 , 1 5 8 , 2 2 6 , 2 6 7 , 

2 7 4 , 3 0 3 , 3 8 3 , 4 3 0 . 

W . G A E D E C K E , 1 5 4 . 

G E N E S E , 7 2 . 

R . G I L B E R T , 3 6 , 1 5 1 . 

R . G O O R M A G H T I G H , 3 8 , 3 9 , 4 9 , 5 0 , 

6 8 , 8 1 , 1 0 5 , 1 1 6 , 1 1 7 , 1 4 1 , 2 1 4 , 

2 1 7 , 2 2 1 , 2 2 8 , 2 3 8 , 2 4 2 , 2 7 9 , 3 1 0 , 

3 2 0 , 3 9 9 , 4 1 7 , 4 4 1 , 4 4 5 . 

T . H A Y A S H I , 1 8 . 

G . H U M B E R T , 2 3 4 . 

E . J A B L O N S K I , 3 6 1 . 

J . J U H E L - R É N O Y , 2 3 . 

L À G U E R R E , 5 8 , 6 1 , 6 3 , 6 8 . 

H . L E B E S G U E , 1 . 

J . L E M A I R E , 1 1 5 , 1 4 6 , 2 1 7 , 2 2 0 , 2 2 4 , 

2 2 7 , 2 2 9 , 2 3 1 , 2 3 4 , 2 3 5 , 2 3 7 , 2 5 0 , 

2 7 9 , 2 9 9 , 3 1 7 . 

L É M E R X Y , 1 0 7 , 1 0 9 . 

E . M A I L L E T . 2 8 1 . 

M A N N I I E I M , 5 1 , 5 9 , 7 9 , 1 0 6 , 1 5 3 . 

R . M A S S A R T , 2 7 4 . 

D E M O N T I L L E , 4 3 9 . 

A . M Y L L E R , 9 5 . 

M . D ' O C A G N E , 3 2 , 3 3 , 3 7 , 3 8 , 7 3 , 

1 1 3 , 1 1 9 , 2 1 6 , 2 2 0 , 2 2 1 , 2 2 3 , 2 3 1 , 

2 3 4 , 3 5 3 , 3 9 4 , 3 9 9 , 4 3 8 , 4 3 9 , 4 7 1 . 

T . O N O , 1 1 4 , 1 5 7 , 2 6 4 , 2 6 5 , 2 6 6 . 
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L . - G . DU P A 8 Q U I E R , 4 4 8 . 

A . P E L L E T , 2 7 2 , 3 9 9 , 4 0 0 , 4 3 8 , 4 4 0 , 

4 7 2 . 

P H I L B E R T DU P L E S S I S , 2 3 6 , 3 1 1 , 

3 9 2 , 4 3 6 . 

L . P O L I , 1 9 9 , 2 7 0 , 3 0 8 , 3 5 6 , 3 9 5 , 

4 3 3 . 

J . - B . P O M E Y , 1 9 5 . 

R . B . , 7 2 , 3 9 6 . 

La Rédaction, 150, 241, 321. 

J . S E R , 5 1 , 7 9 . 

C . - H . S I S A M , 3 0 . 

V . T H É B A U L T , 3 3 , 1 J 5 , 1 1 6 , 1 6 0 , 

2 1 0 , 2 1 4 , 2 3 2 , 2 9 3 , 3 0 9 . 

E . T U R R I È R E , 4 3 . 

L . V A R C H O N , 3 5 6 . 

M . W E I L L , 1 2 1 , 3 7 3 , 4 2 4 . 
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