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SOLUTION DE QUESTIONS PKOPOSÉES.

1894.
( 1 9 0 0 , p . 5 7 1 . )

On donne les trois surfaces du second degré

Qi=yz -+- a(z — y)+- 3a2= o,
Q2 = zx -+- a (oc — ü) + 3 « 2 = o ,
Q,3 ̂  xy H- a(y — ^ ) + 3 a ! = o ;
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i° Démontrer que ces surfaces passent par une même

cubique gauche ;
•2° Trouver le lieu des centres des quadriques passant

par cette cubique ;
3° Trouver les droites situées sur ce lieu.

GH. BIOCHE.

SOLUTION
Par M. J. LEMAIRE.

I° Les surfaces cylindriques Qi et Q2 contiennent toutes
deux la droite de l'infini du plan xOy; le reste de leur inter-
section e^t une cubique gauche qui appartient bien à Q3. à
cause de l'identité

(x — a )Qx — (y -h #)Q-2-+- iaQ$== o.

•2° L'équation générale des quadriques passant par cette
cubique gauche étant

on obtient pour le lieu de leurs centres la surface

(x — a)(y — a)(z — a) -{- (x -h a) (y -h a) (z -+- a) = 0.

3° Cette surface contient, outre les droites de l'infini des
plans de coordonnées, les droites suivantes :
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Si une ellipse de grandeur donnée roule sur deux droites
rectangulaires :

i° Le lieu des foyers de cette ellipse se compose de quatre
ovales dont chacun d'eux a une aire équivalente à celle
d'un cercle ayant pour diamètre la distance focale;
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2° Le lieu des sommets du grand axe se compose égale-

ment de quatre ovales ayant chacun pour aire celle du
cercle décrit sur le grand axe comme diamètre ;

3° Le lieu des sommets du petit axe est aussi formé par
quatre ovales ayant chacun une aire équivalente à celle
du cercle décrit sur le petit axe comme diamètre.

E.-N. BVRISIEN.

SOLUTION

Par L'AUTEUR.

Considérons une ellipse d'axes ia et 26, de centre O, dont
le grand axe est dirigé suivant Ox et le petit axe suivant Oy.
Soient : OX, OY les deux droites rectangulaires données,
que nous prenons comme axes de coordonnées; 0 l'angle que
Ox fait avec OX; a et p les coordonnées d'un point M du
plan de l'ellipse par rapport à ses axes Ox, Oy.

Dans le système d'axes Ox, Oy, la tangente à l'ellipse, qui
fait un angle 6 avec Ox, a pour équation

(1) x sin6 -+-y cosô = y/a2 sin2O -+- 62 cos28.

La tangente qui lui est perpendiculaire fait un angle de 90"-
avec Ox et a pour équation

\ 1) x cosô — y sinô = \/a* cos20 -f- b% sin2ô.

Or, les coordonnées (X, Y) du point M par rapport à OX,
OY, sont respectivement les distances de M aux droites (1)
et (1). Ces coordonnées sont donc

X = — a cos6 -+- |3 sin8 -h \/a* cos2ô H- b% sin2O,

( 4) Y--. a si n 6 -f- 8 cos 6 H- y a* si n2 8 H- 62 cos2 9.

Telles sont les coordonnées paramétriques d'un point M de la
courbe roulette de M entraîné dans le roulement de l'ellipse.
Cette courbe se compose de quatre ovales identiques, dans
chaque angle droit de OX et OY.

Étudions maintenant l'aire U de l'un de ces ovales. On a

_ . — Y —- = (asin6 -h fi cosô — \7a2 sin28 -+- 62cos2ô)

c2 sin0 cosô/ • a u ax f a sin6 -+- a cos 6 —
/a 2cos 26 -+- 62 sin26



— = a2 sin28 4- (32cos20 -f- -ia? sin 6 cosO

— a sin 6 y/a'2sin20 -f- 6 2cos 20— [3 cos 6 y/a2 sin20H-62cos21)

c 2 a s i n 2 6 c o s 0 c 2 6 s i n 0 c o s 2 0

c2 sin0 cosO / a 2 sin20 -4- &2 cos26

y/a2 cos26 -4- 62 sin2O

Pour avoir l'aire de l'ovale, il faut intégrer de o à 2ir; on a
donc
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Or, il est facile de voir que toutes ces intégrales, sauf les deux
premières, sont nulles. Par exemple, considérons la quatrième

= ƒ y/a5 si
• o

I = ƒ y/a2 sin26 -h 62 cos20 sin

On peut l'écrire

I = — ƒ y/a2 — c2 cos-0 a\cos0).

Pour 0 = o et 0 = 'iir, on aura cos 0 -•= i. Par conséquent
' = o.
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L'aire U est donc

Klle est équivalente à l'aire du cercle ayant pour rayon
la distance de M au centre O de l'ellipse.

Les cas donnés par l'énoncé sont :

i° a = dz c, p = o. Alors U = 7ic2 (aire du cercle focal ).
•y' a = d= a, p = o. Alors U — 71a' (aire du cercle principal).
V a = o, p = dz b. Alors U = 7i62 (aire du cercle secon-

daire).

Ce sont bien les résultats demandés.
Pour les sommets du rectangle des axes, a = ± a, p = ± &,

L' = 7r(a2H-£2).
L'ON aie a alors même aire que le cercle de Monge de l'el-

lipse.
Sur Véquation cartésienne du lieu dont les coordonnées

paramétriques sont (S) et (4).— M. H. Brocard, ayant reçu
communication de mon projet de réponse, s'est empressé de
me faire connaître les études antérieures publiées à l'occasion
d'un problème plus ancien, proposé sous le nom d'ellipse-
trlissette, traité ou résolu plus ou moins completement par
T. Muir, 1889-1890, 1891-1892; J.-M. Laren, 1891-1892, 1897-
1899; l\-G. Tait, 1891-1892; P.-H. Schoute, 1894-1896; E.-J.
\anson, 1897-1899.

(Voir Encyclopédie fr.-all. des Se. math., t. I, vol. II,
llgèbre, 1907, p. 107 : Élimination.)

Kn rendant rationnelles les équations paramétriques (3)
et ( 4 ), on a

(6) («2 _ pa — C2^ sin26 -f- 2«p sinô cosO
— Q.V.X cos6 -4- 1 Px sin0 — (#*-+- a2— a2) -=: o:

(7) (aî p2_ C2) sin20 + 2 a p hJn0 COSÖ
— i$y cosO — aa^sinO -f- (y2-h P2— b2) — o.

l-'élimination de 0 est grandement facilitée par ce fait que les
coefficients de sin20 et sinö cos 6 sont les mêmes dans ces deux
équations.

Kn les retranchant l'une de l'autre, on a

cos6 — i($x -h a.y) sin6



On combinera cette équation avec Tune ou l'autre des deux
autres (6) ou (7). On aura ainsi une équation du second
degré en sin8. L'équation (8) est aussi du second degré
en sin0. Le résultant de ces deux équations en sin0 donnera
une équation qui est, en général, du dixième degré.

Dans le cas des foyers, a = dt c, (3 = o; le Heu, qui a alors
les deux facteurs étrangers x*—b* et y*—62, se réduit au
sixième degré, et a pour équation

On oblient, d'ailleurs, cette équation directement, en raison
des propriétés des foyers. Soient (#, y), (x',y') leurs coor-
données. On a

,rz•'= 62, yy' •= b*, (x — T
r)*-h(y — y ) 2 = 4c2.

II en resuite x = — > y = —> et 1 équation ou lieu est immé-

diatement

[* — —) •+• y~~y) ~ 4 c 2 >

(v'est bien l'équation (9).
Lorsque le point M est un des sommets de l'ellipse, ou bien

est situé sur l'un des axes de l'ellipse, le lieu est du huitième
degré.

C'est ainsi que, pour les sommets du grand axe (a = z h a ,
jî = o), on parvient à l'équation

1915 (P. APPELL).
( 1901, p. 33i; 1917, p . J66. )

Note de la RÉDACTION.

Cette question, extraite des Archiv. Math. Phys., a reçu
sa solution dans un article Sur les polynômes U/w,*, e/c, de
M. C. WiLLiGENS ( 1911, p. 97-116). La question 1915, malheu-
reusement, ne se trouvait pas rappelée dans cet article. Il nou?
semble inutile d'en reproduire ici l'énoncé.



C'est à l'obligeance de M. Appell que nous devons éette
indication, et nous lui en exprimons nos remerciements les
plus sincères.

1857.
( 1903, p. 4 - )

Une parabole est bitangente à une conique donnée S
en un point fixe et en un autre point. Le lieu du foyer est
une podaire de parabole.

Cas particulier : i° La conique donnée S est une hyper-
bole équilatère; 2° f,a conique S se décompose en un
couple de points. R. GILBERT.

SOLUTION

Par vs ABONNF.

Prenons comme origine des coordonnées le point de contact
fixe et comme axe des x et des y la tangente et la normale
H S en ce point.

Les équations ponctuelle et tangentielle de S sont

y./2 — a ?y = o,
u2 -4- 'i a u -f- 2 p v -4- = o ;

. 3, y désignant des constantes.
Celles de la parabole sont

( bx — &y)2— %by =2 o,
IL* -h i au -+- i bv = o ;

n et b étant deux paramètres variables.
En retranchant les deux équations tangentielles on obtient

C est l'équation du point de concours des deux tangentes com-
munes, à S et à la parabole, autres que Ox. Pour exprimer
que ces deux courbes sont tangentes, il suffit d'écrire que ce
point est sur l'une des deux coniques, sur la parabole par
exemple, ce qui donne

(6a — ajâ)*— by(b — ?) = o.



D'autre part, si l'on exprime que la droite

Y — JKo— Î(OC-XQ) = o

est tangente à la parabole ; c'est-à-dire que le point x0, y0

est un foyer de cette courbe, on trouve

i(by0—axo)~ i = o, bxo-\- ay0 — o;
d'où

Portant ces valeurs dans la relation ci-dessus, on obtient pour
équation du lieu du foyer de la parabole

(ajo-h P^ o )2_ yyo[yo— 1${xl -+- y*)] = O.

C'est une cubique circulaire unicursale: c'est-à-dire une
podaire de parabole.

Si la conique S est une hyperbole équilatère, on a la rela-
tion

Les tangentes à la cubique au point double ont pour équation,
dans cette hypothèse,

— P 2 ^ 2 = o.

Elles sont rectangulaires et par suite la cubique est une stro-
phoide. Si la conique S se décompose en deux points, et si X\,y\
désignent les coordonnées du point, autres que l'origine, par
lequel passent toutes les paraboles, on trouve pour équation du
lieu des foyers

Cette courbe est une cissoïde.

Autre solution par "M. L. POLI.

2015.
( 1905, p 192, 1916, p . 36i )

Un triedre trirectangle a son sommet sur le côté E d'un
angle donné. Du point où Vautre côté D de cet angle ren-



contre l'une des faces de ce trièdre, on élève un plan per-
pendiculaire à ce côté. Ce plan coupe E en un point d'où
l on abaisse la perpendiculaire A à la face considérée.
On détermine de même B et G pour les autres faces du
trièdre. Démontrer que les deux droites qui rencontrent
V, B, C, D sont perpendiculaires à D et perpendiculaires
l'une à Vautre. MANNIIEIM.

SOLUTION

Par M. R. BOUVAIST.

L'énoncé est manifestement inexact, car la droite E ren-
contre A, B, C, D et ne satisfait pas aux conditions données.

Soit

D =

y»

• XQ _ y — y o _ z — s 0 .

le* axes étant les arêtes du trièdre trirectangle donné, on voit
de «iiite que les droites A, B, G ont pour équations

Y» o

—h-
Y * o

/ _
\ x -

M P o = :

Si a', 3', y', l'i rn\ n>' sont les coordonnées d'une droite A
^appuyant sur A, B, C, on aura

[ïxu l'= $'z2— Y'/Î^ rn' — Y''X%— a'z3;
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la relation a'/'-h $'m H- *( n' •=. o devient

a, p. y, ^, '>*, /i étant les coordonnées de D.
La relation a/ ' -h j3/n'-f- y^'-h a'/ -4- (3'm-h y'«• = o, qui

exprime que la droite A rencontre D, devient

a ' ( / -h yjKi — ^ 3 )

as0—Y^o)H-Y;(i-t- P^o—a^o) = 0 ;

cette relation est vérifiée identiquement; D est donc sut
l'hvperboloide ( ABC). Gomme du reste le cône asvmptotique
de ABC est capable d'une infinité de trièdres trirectangles, le
plan perpendiculaire à D mené par le centre de (ABC) cou-
peia ce cône simant deux génératrices rectangulaires, aux-
quelles correspondront sur (ABC; un couple de génératrices
du système opposé à D, perpendiculaiies entre elles et per-
pendiculaires a D.

2196.
( 1 9 1 2 , p 3 S 4 «

One sécante quelconque d une ellipse donnée rencontre
l'ellipse de Frégier en deux points de Frégier JJ. et JJL' et
Vellipse donnée en B et G. Le cercle de diamètre BG ren-
contre l'ellipse donnée en deux points A et A' qui corres-
pondent aux points 11 et JJL'. W. GAKDECKE.

DEUXIÈME SOLLIION ( ! )

Par M. H. BROCARD

L'ellipse donnée et l'ellipse de Frégier étant homothétique*

( ' ) Voir I§IÔ, p. 570.
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j \ ec

|) >m rapport d'homotliétie, on en déduit que les directions (JIJJL
ei W sont symétriques par rapport à Ox. Si donc un cercle
|(li^e par A, A'et rencontre l'ellipse en deux autres points B,,
(,, la corde BtCj sera parallèle à n4u'.

Parmi ces cercles, il y en aura donc un passant par B, C,
intersections de JJIJJI' a\ec l'ellipse. Mais BG passant par tu, ou
l>ai ;A' est nécessairement vue de A ou de A' sous un angle
dioit. BG est donc un diamètie du cercle BGAA' et l'on en
conclut les propositions indiquées dans l'énoncé.

2199.

» 1915, p 38* )

On considère un point M du plan d'une parabole (P),
tel que l'une des trois normales abaissées de M sur (P) soit
bissectrice extérieure de l'angle des deux autres Montrer
que le lieu des sommets du triangle formé par les tan-
gentes aux pieds des normales se compose d'une parabole
et d'une quadrique. E.-N. BARISIEN

SOLUTION

Par M H. BROCARD.

Les formules que j'ai conseillées ( 1892. p. 4*), pour la solu-
tion de la question 1515, trouvent ici une application tout
indiquée.

En effet, les trois normales MA, MB, MG étant issues d'un
même point M, on sait que le triangle BCA a son barycentre
î>ur l'axe 0a? de la parabole

Les ordonnées de ces trois points pourront donc être repré-
sentées par

— 6, — c, + ( 6 + c).

Comme la sous-normale est constante et égale à ƒ>, on voit
411e les coefficients d'inclinaison des trois normales MB, MC,
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MA ont pour valeurs

b c b -+- c

v y p
(loc. cit., p. V ).

Les coefficients d'inclinaison A et — r- des bissectrices de

l'angle BMC seront donc les racines de l'équation

1 ' 1
A

b À c À

- P'1 — bc
A 2 — \ ^

'p(b-hc)

C<*tte équation devant être vérifiée par le coefficient d'incli-

naison de AM ou — r—^—, on en déduira la relation
b -r c

(K) 3/>2= (b + c)2-!- -ibc.

Mais OQ a \ u ( l o c . cit., p. G* ) que les sommets A', B', C' du
triangle des tangentes en A, B, C ont pour coordonnées

/*. y.

bc b -T- c
(A') — ,

_c{b+c) bf

>p 'i

( C ) __&(& + <•) £ >

'ip 'A

L'équation du Heu de chacun de ces points sera donc le
résultat de l'élimination de b et c entre l'équation (E) et les
équations (A'), ( B'), ( C ) , ce qui donnera, pour A', la para-
bole

et poui les points B ou C', l'équation d'une quartique.



2245.
(1915, p . 144 l

On considère : une ellipse ; l'ellipse Ei concentrique à E,
Je mêmes directions d'axes et dont les longueurs d'axes
sont le tiers de celles de Ë; un point fixe G. Les côtés de
tous les triangles inscrits dans E et ayant G pour centre
de gravité enveloppent une conique F qui seia une ellipse,
une hyperbole ou une parabole suivant que le point G
sera à l'intérieur de Eh à l'extérieur de El5 ou situé sur E{.
Dans quel cas V sera-t-elle une hyperbole équilatère?

E -N. BARISIEN.

SOLUTION

Par M T. ONO.

x2 y2

boient E == — -h ~ — i, G(xi, JKI)• On sait que l'enveloppe

des cotés des triangles considérés est une conique représentée
par

— I

i\oir intermédiaire des Mathématiciens, 1910, p. 220;
[<)ii, p. 227). Par conséquent, suivant que

Sia*b*x\p* < , > , =a*6*(a*—9i ï ) (6*— 97? ),

e e^t-à-dire

l'enveloppe est une ellipse, une hyperbole ou une parabole.
Ouand elle est une hyperbole équilatère, on a

(a2— 9^5)6*-4- (62 — 9jK?)a4 = o,

ce qui montre que le point G doit être sur l'ellipse

Vulre solution par M. M.-F.



2252.
19 la, p U)2.

On considère un volume dans lequel Vaire de la section
par un plan parallèle à un plan fixe P est une fonction
du second degré de la cote du plan sécant. Ce volume est
limité par deux bases parallèles au plan P, dont les aires
sont B et B': Vaire de la section parallèle aux bases et
équidistante des bases est B" ; les cotes des plans des bases
et du plan de la section B" sont «, b, c. La cote du centie
de gravité du volume a alors pour expression

Le volume peut être en particulier un prismatoïde.
C. FoNTENÉ.

SOLUTION

Par u\ ABONNI-'

Prenons un système d'axes rectangulaires quelconque, l'axe

des z étant perpendiculaire au plan fixe. Puisque c = >

la formule à démontrer peut s'écrire

Soit
S = <xz'2-+- $z -+-y

l'expression de la surface d'une section parallèle au plan fixe
On a

B = <xa2-h 3a -h v,

B' =

. v



Si V est le volume du solide, on a aussi

r b

* a

- * ( b — a) (b* -i- ab -h a*) ^- $ (b — a) (b -h a) -h i(b - a)

= (B + B + . { B ) .

o

hnit 20 ' a c o l e c^u centre de gravité, on a
r

*J a

4 3

(4
et par suite

*„ = - a Ca3-+- 63-h a2 6 -h a62) -f- 2 ̂  (a24- a6 H- 62j -h 3 7 ( a -r 6)
_ _ _ _ _ _ _

Après quelques transformations sans difficulté?, on trouve
Hier» la formule demandée.


