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AU SUJET i'UN ARTICLE M M. A. GÉR4RIHN;

PAR M. liMiLE TURR1ÈRE.

Lê  Nom elles innales de Mathématiques (nji(>,
j). tiï-~\) ont public un intéressant article sur le?>
Distances, en nombres entiers, de trois points et de
leur centre isogone à 120° de M. A. GÉRARDIN (Nancy ).
Il s'agit de la résolution en nombres entiers et positifs
des trois équations simultanées :

z1-h zx -h x* = D .

Le symbole • que j'utilise signifie carré parfait,
<eAon la notation habituelle des aaciens géomètres.

Je crois utile de signaler ici, et très rapidement
d'ailleurs, quelques remarques fondamentales sur le
vystèine précédent d'équations indéterminées et $ur
un système beaucoup plus général. Il est manifeste
que, sans restriction de généralité, il est possible de
remplacer l'hypothèse que les nombres x,y, z sont des
entiers par celle de la rationalité de ces nombres. Plus
généralement encore, je supposerai qu'on ne fait
aucune hypothèse sur les signes de x, y et z.

Dans ces conditions, je considérerai un système de
trois équations simultanées quadratiques et homogènes
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de la forme suivante :

où les neuf coefficients A, B, ..., H et 1 sont de*
nombres rationnels algébriques quelconques. Chacune
des trois équations constitutives d'un tel système
n'est autre qu'une équation de Brahmagupta-Fermat,

mise sous forme homogène. Relativement a ce sys-
tème (2) j'établirai tout d'abord la proposition sui-
vante :

Lorsque chacune des trois équations de Brahma-
gupta-Fermat constitutives du système (2) est réso-
luble (abstraction faite des deux autres équations),
Irtudedu système (2) est équivalente à celle, dépen-
dant des fonctions elliptiques, des arithmopoints
d'une surface du sixième degré de Vespace ordi-
naire.

Je suppose, en elFet, que chacune des équations (2)
est résoluble ; il en résulte que chacune de ces troi>
équations admet une infinité de solutions; si, pour
fixer les idées, l'équation de Brahmagupta-Fermat

A x* -h Bxy -H G y* = D

admet la solution particulière (x = xOi y — J'o)? sa

solution générale en nombres mtionneis algébriques
est susceptible d'être représentée par l'arithmopoint
courant de l'arithmoconique d'équation

Gv- =ArJ + üxo
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Les coordonnées de cet arithmopoint courant
s'obtiennent alors comme intersection de cette arith-
înoconique avec une arithmodroite arbitraire pivotant
autour de l'arithmopoint connu a priori. Soit

y — yQ=Z(x — x0)

l'équation de cette arithmodroite, Z étant un nombre
rationnel algébrique. L'arithmopoint d'intersection
autre que le pivot (x = x0, y=y0) a donc pour
coordonnées

2— iCy0Z~ (Agfl+ By0)

de sorte que le rapport ¥ qui seul nous intéresse ici a

pour expression en fonction de Z :

Z(3
x

A chaque arithmopoint ou solution de l'équation de
Brahmagupta-Fermat considérée correspond une valeur

du paramètre Z = ^ ^° ; réciproquement, à toute
X — XQ

rationnelle de Z correspond ainsi une solution
(à un facteur près d'homogénéité) de l'équation de
Brahmagupta-Fermat.

Cette remarque faite, si le système (2) est constitué
de trois équations de Brahmagupta-Fermat séparément
résolubles, la méthode précédente donnera des expres-

sions rationnelles de - et de ^ analogues k l'exprès-
y "**

sion (3) : le rapport- s'exprimera au moyen d'un pa-
»/z ~~Zl et le rapport -z

ramètre X = z ~~Zl et le rapport - au moyen
y — yi z
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d'un paramètre \ = ? par les formules

/Q , . \ y ~ - F t y 1

( ~z ~~ — ï c 2 \ M ' 2 Ï x , Y -+- f i s , - , - H : r 2
;

< j - n 5| ) est une solution de h seconde équation du
système (ft); (vj, #2) est de même solution particu-
lière de la troisième équation. Il n'est pas nécessaire
de supposer qu'il existe des relations spéciales entre
•/1OÎ j ' o , t ) ' n s , , 32 et x2.

Il résulte mainlenanr de loul ce qui précède que Fou
peut établir une correspondance entre une solution
quelconque (#, ,),"•) du swèmc ( >. ) et un groupe de
valeurs des trois paramètres X , \ , Z, sous la seule

condition que le produit des trois rapports ~? ^ et '̂

soil <;<»al à l'unité. Cette condition étant \érifiée, la
connaissance de \ , \ , Z onlraine celle d'une solution
du s\stème ( f>jà un fadeur d'homogénéité près. La
proposition énoncée plus haut est donc établie H
l'équation de la surface du sixième de<;ré don! l'étude
arithmo«;éométrique est équnalente à l'étude du sys-
tème des trois équations de Brahma^upta-Ferinal est
finalement, dans un espa< e rapporté à trois a\o> OX,
OV OZ :

l(B.ro-r- Cj'oJZ2-*- »A.r0Z — V y {t \

= l — C r 0 Z * - i - % C ) 0 Z - u

x [— Fj'iX^-f-2 F 5iX-h

Cette stirfacedu sivième degré est d'une nature bien
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spéciale, ce qui simplifie heureusemenl l'étude arith-
m >°éométrique. Lê  lignes de niveau (l'unquelconque
des plans coordonnés étant pris pour plan horizontal)
M »nt des quai tiquer plane* très particulières. Une
le Me (juartique a, en effet, une équation de la forme

j2 ( X. \ ) étant un polynôme quadratique en \ et \ .
Il ê l manifeste que cotte quartique plane n'est autre
que la projection Je la biquadratique gauche d'équa-
I ions

\ \ - Z,
7rA — Ai [i\ — y ^ ) o 2 ( V \ ) = - 0 .

Dr celte nom clic remarque importante il résulte
«ju'o// v (rouie en prrsencr dune (/uestion inli-
nu'/nr/it liée à l'étude arithmogéométrique d'une
hif/U((dra(ique gauche. Je n'insisterai pas Mir cette
helle question que j\ii longuement étudiée, sous le
p mit de vue arithmogéométrique, dans les \olion*
'/ // ithniogéometi le en cours de publication dans
I Enseignement mathématique ( K ) .

Vinsi donc, dans sa plu> grande généralité, le pro-
i>lcine étudié par M. A. OLKARUITS « problème que Ton
peut classer parmi les questions ardues d'analyse
indéterminée en entiers positifs...» se rattache intime-
ment aux application'» géométriques des fonctions
«dupliques. Le^ équations (i) ^onl manifestement, en
Hlet, des équations individuellement résolubles.
1̂  «Mjuation

2 xy -r y2— <<2

< ' ) Cf. Le piobleme de Jeun de Païenne et de Léonard de Pise
( /- Enseignement Mathématique^ XVII, 1915, p. 315-324); Aotions
'l lrithmogeométrie {Ibid. t. XVIII, 1916. p. £ i -no a p. 397-^ >8
f't a simre).
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admet la solution banale x = o, y = a ; d'où, en
posant

>e déduit la solution générale :

2Z -h i

i — i

L'équation de la surface du sixième degré associée
s'obtient immédiatement par multiplication membre à
membre des équations

(\i--\)y =z

( Y« - I ) 3 -

on est ainsi conduit à l'équation relati\ement simple

( X » - i ) ( Y « - ! ) ( Z * - I ) = ( ' 2 X - r l ) ( 9 \ + l ) ( 2 Z + l ) .

\^\ biquadratique associée a donc pour équations

// est un paramètre rationnel quelconque; X, \ , Z
sont les coordonnées cartésiennes dans le système
d'axes auxquels est supposé rapporté l'espace qui con-
tient cette biquadratique gauche.

Il n'est peut-être point sans intérêt de rappeler ici
un autre remarquable cas particulier des équations du
l\pe (2). C'est celui du système des trois équations
indéterminées

= D,



( 4 9 )
du problème des parallélépipèdes rectangles dont
les arêtes et les diagonales des faces sont com-
mensurables. Ce problème a été traité par L. EULEH ( * )
qui en a formé des solutions particulières dépendant
de paramètres et qui en a signalé la solution toute
particulière

i r = 4 4 , JK = * 4 O , .3 — 1 1 7 .

Ici encore les équations sont manifestement réso-
lubles et Ton doit poser

( Y*—1)* = -iYa?:

de sorte que cette question est encore réductible ;\
l'étude arithmogéométrique de la surface du sixième
de<jré d'équation

(X2— i)(Y2 — i)(Z*— 1) = 8XYZ;

<lle ne rattache elle aussi à l'étude d'une biquadra-
iique gauche au moyen des fonctions elliptiques.


