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[Llll a]
SUR UN PROBLÈME CONCERNANT DES GROUPES DE POINTS

SUR L'HYPERBOLE ÉQUILATÉRE;
PAR M. R. GOORMAGHTIGH.

Soient Af, B n Ci, D, quatre points d'une hyperbole
équilalère (H) d'équation xy = i ; les orthocentres À2?
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B2, C2, D2 des triangles B{C,Dn CtDjAi, D4A4B^
A4B4G1 sont quatre nouveaux points de (H); soient
de même A3, B3, C3, D3 les orthocentres des triangles
B2C2D2, G2D2A2, D2A2B2, A2B2C2, . . . et ainsi de
suite. M. Appell a donné le problème de chercher
(Nouv.Ann., 1918, p. 4 0 s'il est possibleque le groupe
AwBwCwDrt coïncide en tout ou en partie avec le
groupe initial A4 B4 C, D<.

Désignons par a,, 6/, c/, di les abscisses des points
À/, Bj, G/, D,. On sait que, lorsque quatre points
de (H) forment un groupe orthocentrique, le produit
de leurs abscisses est égal à — 1 ; on aura donc

= arhb\c\d\ Xfli, ^3= a\b\c\d\ X

et, d'une manière générale, -

(1) a«=aiX(-i)'MX

la loi de récurrence entre les /r s'écrivant

kfi = — o /tu—i — 11

on a, par conséquent,

Les relations (1) et (2) permettent d'étudier complè-
tement la question.

Observons d'abord qu'en raison de la proportionna-
lité de a», b,n cn, dn et a n è l ? c l ? <i<, les côtés
correspondants de deux quadrilatères AWBWCWDW et
AfB^GiD, sont parallèles, de sorte que, si A,! coïn-
cide arec À| , les autres points Bw, C^, D« coin-
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cident respectivement avec B«, C n D{. En tenant
compte de cette remarque, on voit que les manières
essentiellement distinctes de réaliser la coïncidence
complète des deux groupes A J B J C ^ D , et AnBnCn15n

sont les suivantes :

3) I

4) '

B n =

B,i =

B i ,

Di, (

Ci, (

G„sd, I
-«=At, I
-«^Dt, I

)«^B„
)/i=A!,

cette dernière solution n'étant d'ailleurs possible que
si les points donnés A n B,, C n D< sont confondus.

En considérant le cas (3), on a ce premier résultat :

Lorsque le produit £ des abscisses des points A1?

Bn CM D| 5era racine de l'équation

il y aura coïncidence entre les groupes A^B^C^D^
elA-iBtCiDt.

Comme solutions réelles on retrouve d'abord,
pour n = 2, le cas des groupes ortliocentriques. Pour
n = 3, on a pour le produit at b^ c{ dK les valeurs — i
cl -\- i ; la première correspond encore au cas des
groupes ortliocentriques; la seconde donne lieu à la
solution dans laquelle chaque groupe A t-B tQD t est le
symétrique du groupe précédent A/_l B/_< G/_< D/_ 4 par
rapport au centre de (H) .

On \oit ensuite que la coïncidence (4) sera réa-
lisée si Von a

(axbx) * = ( - 0 »

et si lyO7i prend en outre c< = — a<, d{ = — b{.

Enfin on étudiera de la même façon, au moyen des
Felations (î), (2), la coïncidence partielle de deux
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groupes AiBjCjD, et A^B^C^D^ en considérant les
équations qui expriment l'égalité de certaines abscisses
«M &,, c n d{ et an, bn, cn, dn\ rappelons seulement
que, d'après une remarque faite plus haut, il sera
impossible de réaliser une coïncidence partielle dans
laquelle deux points correspondants, A{ et \ n par
exemple, seraient confondus, car alors les autres points
correspondants B, et B / o C, et Cw, D< et Dn coïncident
nécessairement.

RKMARQUE. — On peut remarquer que la condition
aK bK Ci d{ = -+- i signifie que les quatre points corres-
pondants sont sur un cercle.


