NOUVELLES ANNALES DE MATHEMATIQUES

R. GOORMAGHTIGH

Sur un probléme concernant des groupes
de points sur I’hyperbole équilatere

Nouvelles annales de mathématiques 4¢ série, tome 18
(1918), p. 445-448

<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1918_4 18 445 1>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1918, tous droits
réservés.

L’acces aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique 1’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=NAM_1918_4_18__445_1
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

[L'11 a]

SUR UN PROBLEME CONCERNANT DES GROUPES DE POINTS
SUR L'HYPERBOLE EQUILATERE;

Par M. R. GOORMAGHTIGH.

Soient A,, B,, G,, D, quatre points d’une hyperbole
équilatere (H) d’équation zy = 1; les orthocentres A,
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B,, Cs, D, des triangles B,C,D,, C,D,A,, D,AB,,
A, B, C, sont quatre nouveaux points de (H); soient
de méme Ay, B,, C,, D, les orthocentres des triangles
B,C.D,, C;D,A,, D,A,B,, A,B,C,, ... et ainsi de
suite. M. Appell a donné le probléeme de chercher
(Nouv. Ann.,1918, p. 41) s’il est possible que le groupe
A,B,C,D, coincide en tout ou en partie avec le
groupe initial A, B, G, D,.

Désignons par a;, b, c;, d; les abscisses des points
A;, By, Gy D.. On sait que, lorsque quatre points
de (I¥) forment un groupe orthocentrique, le produit
de leurs abscisses est égal & — 1; on aura donc

A= ay b b1
9= — —————— 9= — —5— ey
ajbicid; aybyedy
a; = aibicid?} < ay, by=a}blc}di x by, Ceey
ay bl
a‘=_a"b"c"d7’ b‘=_a7b7c7d” N
10ic a4 101614

et, d'une maniére générale, .

(1) ap=ay < (— )" 1 (@ byc,dy)kn,

la loi de récurrence entre les A s’écrivant
kp=—3ky—y—1:

on a, par conséquent,
(—3)y1—1

(2) kp= g

Les relations (1) et (2) permettent d'étudier compleé-
tement la question.

Observons d’abard qu’en raison de la proportionna-
lité de an, b, cn, dn et a,, by, ¢y, d;, les cotés
correspondants de deux quadrilatéres A,B,C,D, et
A,B,C D, sont paralleles, de sorte que, si A, coin-
cide avec A,, les autres points B,, C,, D, coin-
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cident respectivement avec B,, C;, D,. En tenant
compte de cette remarque, on voit que les maniéres
essentiellement distinctes de réaliser la coincidence
complete des deux groupes A, B,C,D, et A,B,C,D,

sont les suivantes :
(3) A=Ay, = By, CnE_ Cy, D,=D,,

B,
(’l) AnECh BnEDh CnEAh DILEBl,v
A,=B,, B,= Cy, C,= Dy, D,= Ay,

I

cette derniére solution n’étant d’ailleurs possible que
st les points donnés A,, B,, C,, D, sont confondus.
En considérant le cas (3), on a ce premier résultat :

Lorsque le produit § des abscisses des points Ay,
B,, Gy, D, sera racine de l’équation
(=3 n—=1—1
E v = (=)
Ity aura coincidence entre les groupes A,B,C,D,
el A| B| C| D. .

Comme solutions réelles on retrouve d’abord,
pour n = 2, le cas des groupes orthocentriques. Pour
n =23, on a pour le produit a,b,c,d, les valeurs — 1
et +1; la premiére correspond encore au cas des
groupes orthocentriques; la seconde donne lieu 4 la
solution dans laquelle chaque groupe A;B,;C;D; est le
symétrique du groupe précédent A;_,B;_,C;_D,_, par
rapport au centre de (H).

On voit ensuite que la coincidence (4) sera réa-
lisée si U'on a

(—31n—1—q

(al b] ) 2 = (—— 7)”
et st l’on prend en outre ¢y, =—a,, d,=—>0,.
Enfin on étudiera de la méme facon, au moyen des
relations (1), (2), la eoincidence partielle de deux
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groupes A,B,C,D, et A;B,C,D, en considérant les

équations qui expriment I’égalité de certaines abscisses
a,, by, ci,d, et ap, by, cpy d,; rappelons seulement
que, d’aprés une remarque faite plus haut, il sera
impossible de réaliser une coincidence partielle dans
laquelle deux points correspondants, A, et A, par
exemple, seraient confondus, caralorsles autres points
correspondants By et B,, C, et C,, D, et D, coincident
nécessaircment.

RemarQue. — On peut remarquer que la condition
a, by ¢y dy =1 signifie que les quatre points corres-
pondants sont sur un cercle.



